Vycislitelnost 1

TeXed by Martin Vseticka

1 O poznamkach

Toto jsou poznamky, které vznikly kompilaci materiali:
e wiki-skripticka na http://wiki.matfyz.cz,
e poznamky Martina Trcky ze Studnice,
e moje poznamky a
e poznamky Honzy Bima.

Budu rad za jakékoli navrhy na upravu, pripominky a konstruktivni kritiku.
Rad rozsitim seznam autoru (Pokud zde chces byt, napis mi!), zatim vSak ne-
vim, jak se k tomu postavit. Snad tedy tyto pozndmky pomtiizou v ispésném
slozeni zkousky z Vy¢islitelnosti I :-).

2 Historie

e 1931 ...Godel - dikaz véty o netiplnosti (existuji sekvence, které nejsou
dokazatelné ani vyvratitelné)

e 1936 ... Vznik vycislitelnosti: Godel, Kleene, Herbrand, Alonso Church,
Turing, ...Snaha o presné zadefinovani algoritmu:

— Céstecné rekurzivni funkce (Godel, Kleene,. . .)
— Turingovy stroje (Turing)
— A-definované funkce (Church, Herbrant)


http://wiki.matfyz.cz

— Postovy systémy
Ukézalo se, ze tyto véci jsou vzajemné ekvivalentni.
o Zacatek 20. stoleti:
— finitismus - "nekoneéné mnoziny neexistuji'

— formalismus (od Hilberta) - formalni systém (teorie 1. fadu, axi-
omy)

x Lze algoritmicky rozhodovat?
x Finitné dokazat, ze systém je bezesporny?

* Godel odpovedél: NELZE, staci mit trochu silngjsi teorii (+,
*) a efektivni axiomy a nedokdzi bezespornost.

3 Uvod

Nékteré pojmy, o kterych se pise v této kapitole (zvlast ke konci), budou
podrobné vysvétleny v nasledujicich kapitolach. Myslim si ale, Ze je uzitecné
mit uz predem aspon néjakou mlhavou predstavu, ono to pak snadnéji do
sebe zapada. Predstavu o tom, k ¢emu ta vycislitelnost vlastné je, si mtzete
udélat také z Johanciny pohadky prvni.

3.1 Cisla, funkce, programy
3.1.1 0 e N. Cislo = p¥irozené &islo

Ve vyd¢islitelnosti (stejné jako napriklad v teorii mnozin) se jako prirozenda
¢isla oznacuje mnozina N = {0, 1,2, ...}. Je to jednodussi, nez vzdy psat N U
{0}. S jinymi ¢isly (celd, realna, komplexni,...) se ve vy¢cislitelnosti nepracuje
(pokud ano, tak se zakéduji do prirozeného ¢isla), takze dal v tomto textu
se pojmem c¢islo rozumi vzdy prirozené cislo véetné nuly.


http://atrey.karlin.mff.cuni.cz/~johanka/vyuka/pohadky_vycislitelnost.html

3.1.2 Co to je funkce ve vycislitelnosti?

Funkei se mysli vzdy tzv. aritmetické funkce, ktera k-tici ¢isel prirazuje jedno
éislo, tedy f : N¥ — N. Tato funkce navic nemusi byt totdini (ifkame také
uplnd), tedy muze byt parcidlni (fikdme také cdstecnd), coz znamend, ze
nemusi byt "vSude definovana". V matematice se zapisem f : A — B obvykle
znadi, ze definicni obor f je A (zapisujeme dom(f) = A). Ve vydislitelnosti,
ale plati dom(f) C A. Jesté jinymi slovy: pro nékteré k-tice nemusi byt
hodnota f definovana a tyto k-tice pak nepattii do defini¢niho oboru f.

3.1.3 Funkce lze chapat jako programy a naopak

Funkci f : N¥ — N si miizeme predstavit jako program, ktery na vstupu
dostane k ¢isel a vrati jedno cislo. Tedy schematicky:

program_pro_f(x1,...,xk){

return(y) ;
}
Kazdy konecny matematicky objekt (napft. celé ¢islo, slovo nad néjakou abe-
cedou, dvojice ¢isel,...) lze zakédovat jako jedno (pfirozené) cislo (konkrétni
metody kédovani budou popsany dale). Vezmeme-li si tedy program (ktery
nemd zadné side-efekty (napr. nic netiskne, nepfifazuje do globélnich pro-
ménnych, ...) a jeho navratovd hodnota zavisi jen na vstupnich paramet-
rech), tak tento program miizeme chépat jako funkci N¥ — N.

3.1.4 Nularni funkce

U programii je celkem bézné, Zze nemusi mit vstup. U funkei by tomu od-
povidaly nuldrni funkce, které se obcas zavadéji (napf. v algebfe), aby se
nemuselo zvlast osetrovat konstanty. Mohli bychom si je zavést i ve vycisli-
telnosti, ale na prednasce se to tak nedéld, protoze se bez nich obejdeme. Nic
nam totiz nebrani v tom, abychom si vyrobili funkci, kterd sviij parametr
viibec nepouzije (funkce je konstantni; napt. f(x) = 5).



3.1.5 Co znamena, ze program ¢i funkce konverguje ¢i diverguje?

Jisté znate néjaky program, ktery se pro néjaky vstup zacykli a nikdy se
nezastavi.

Priklad:

if (x == 42) {
while (true) do {}
}

Pokud se program zacykli pro vSechny vstupy, rikdme, ze je to prdzdny
program, kterému odpovida prdzdnd funkce, coz jest funkce f takovd, ze
dom(f) = 0. Aby to znélo ucenéji, tak misto program se zacykli (resp. funkce
neni definovdana) ¥ikdme program diverguje (resp. funkce diverguje) a piSeme
f(xy1,...,x,) T. Obdobné misto program se zastavi (po konecném poctu kroki)
(resp. funkce je definovana) fikame, ze program konverguje (resp. funkce kon-
verguje) a piseme f(xq,...,x,) J. Naptiklad pro funkci f jedné proménné tedy

mame dom(f) = {x[f(x) |},

3.1.6 Co znamena zkratka ,,|=* 7

Zapis f(x) =y je zkratkou za f(z)| & f(x) =y, tedy f(z) konverguje a
rovnd se y. Exaktné vzato by stacilo psat f(x) = y, protoze z toho uz vyplyva,
ze funkce konverguje. Zapis f(z) J= y se ale pouziva v situacich, kdy nés chce
jeho autor upozornit, Ze to neni tak samoziejmé, ze f(z) konverguje. Pfipadné
to mize znamenat, Zze se v diitkazu nejprve musi dokazat konvergence a az
poté vysledna hodnota.

3.2 Funkce, predikat, mnozina, relace, problém

Je dobré si uvédomit, ze tyto pojmy jsou na sebe jednoduse preveditelné, jde
jen o thel pohledu. V ditkazech se obvykle tyto pfevody ani nezminuji.



3.2.1 Predikat jako funkce

Predikat k& proménnych P(xq,...,xx) je néjaké tvrzeni o téchto proménnych,
které mize byt pravdivé ¢i nepravdivé.

Priklad: P(xy,x9) := (x; je prvocislo) & (xzg > x1).

Ve vycislitelnosti budou proménnymi vzdy ¢isla a pravdu reprezentujeme
jako 1, nepravdu jako 0. Predikaty lze tedy chapat jako funkce, jejichz obor
hodnot je 0,1 (zapisujeme rng(f) = {0,1}).

3.2.2 Mnozina jako predikat

Mnozinu lze chapat jako soubor prvku, které maji néjakou vlastnost P, tedy
mnozina M = {x | P(x) plati}. Pokud nebude uvedeno jinak, bude v nasledu-
jicim textu pojem mnozina znamenat vzdy mnozina (néjakiyjch) prirozenych
cisel. Kazdy predikat jedné proménné odpovida néjaké mnoziné a naopak.
Jelikoz uz vime, ze predikaty odpovidaji funkcim, tak nas neptekvapi, ze
mnoziny odpovidaji funkcim jedné proménné s oborem hodnot 0,1. Tako-
vouto funkci nazyvame charakteristickd funkce mnoziny a pro mnozinu M
1 proxe M

15 Cy:N—{0,1} aC = :
piseme C)y {0,1} a Cy(2) 0 prozg¢ M

Vsimnéte si, ze charakteristicka funkce je z definice totalni.

3.2.3 Relace jako predikat

Relace na mnozinach Ay, ..., A, je podmnozina jejich kartézského soucinu. Ve
vydcislitelnosti jako mnoziny A; bereme (kupodivu opét:-)) N. Relace na n
mnozinach je v dusledku to samé jako predikat n proménnych. Nenechte se
tedy zmast, ze se obcas misto predikdtu pouziva relace.

Poznamka: Zajimavé je, ze zatimco v teorii mnozin se odvozuje funkce z
relace, zde bereme funkci jako zakladni pojem a relace prevadime na funkce.



3.2.4 Problém jako mnozina

V teorii slozitosti se instance problému definuje jako slovo nad abecedou 0,1
(tedy pro nés ¢islo) a problém @ je pak definovan jako tloha rozhodnout, zda
dand instance problému patii do jazyka L(Q)y, tedy do mnoziny kladnych
instanci. Zjednodusené receno: problémy jsou zase jen mnoziny.

e Problém je rozhodnutelny (téz se ¥ika efektivné rozhodnutelny ¢i re-
kurzivni), jestlize existuje TS, ktery se zastavi na libovolném vstupu
a skon¢i v prijimacim stavu pravé pro ty vstupy, které jsou resenim
daného problému. O mnoziné kladnych instanci pak tikdme, zZe je to
rekurzivni mnozina, pripadné ze je efektivné rozhodnutelnd (o kazdém
prvku muzeme efektivné zjistit, zda do ni patii, nebo nepatii).

e Problém je cdstecné rozhodnutelny (téz se tikéa vycislitelny ¢i rekurzivné
spocetny), jestlize existuje TS, ktery se zastavi (v pfijimacim stavu) na
vstupech, pro které je odpovéd ANO (na vstupech, pro které je odpo-
ved NE, se zastavit nemusi). O mnoziné kladnych instanci pak rikame,
zZe je to rekurzivné spocetnd mnozina - existuje pro ni program, ktery se
na vstupu x zastavi, pokud prvek z patii do té mnoziny. Dokud se ne-
zastavi, nevime nic. Priklad ze Zivota: kdyZ se hraje hokej, prodlouZent,
je to merozhodne, vy to nesledujete a jen slysite pripadny rev zvenku,
tak pokud se tento Tev ozve, vite, Ze jsme vyhrdli, ale pokud je ticho,
nevite nic. TakZe hokejovy rev je rekurzivné spocetny.

e Problém je nerozhodnutelny, jestlize neni rozhodnutelny. Existuji ne-
rozhodnutelné problémy, které jsou casteéné rozhodnutelné (Halting
problem), ale existuji také problémy, které nejsou ani ¢dstecné rozhod-
nutelné.

3.3 CRF a dalsi trojpismenné zkratky

Jak jsem jiz predeslal, exaktni definice CRF, ORF a spol. se nachézeji v
nasledujicich kapitolach, ale ptijde mi sikovné, kdyz si ¢lovék naptred udéla
néjaky ramcovy prehled, pripadné si nové terminy propoji se znalostmi, které
uZ mé z jinych prednasek (hlavné z Automatu a gramatik).



3.4 CRF = &aistednd rekurzivni funkce

Lze dokézat (viz déle), ze ke kazdému programu (v libovolném programova-
cim jazyce, ¢i abstraktnim modelu jakym je napf. Turingtiv stroj — dale jen
TS) jde zkonstruovat ekvivalentni CRF. Slovem ekvivalentni se zde mysli to,
ze program i funkce dojdou pro libovolny vstup ke stejnému vysledku, délka
vypoctu (pocet kroku, at uz to znamena cokoli) ovsem mize byt radove delsi.
To je ale ve vy¢islitelnosti bézné: zajima nés jen co (ne)jde spocitat a jakymi
prosttedky, nikoli, jak dlouho to bude trvat, od toho tu je teorie slozitosti.
Obecny program se miize pro néjaky vstup i zacyklit, tudiz i CRF nemusi
byt totalni.

Téméet jako synonymum k terminu cdstecné rekurzivni (CR) se pouziva ter-
min rekurzivné spocetné (RS), kazdy z téchto dvou privlastki se ovsem pro
zmateni neptitele (jak jinak neZ z fad studentstva) tradi¢né spojuje s jinymi
podstatnymi jmény. O funkci se iikd, Ze je to CRF, kdezto o predikatu, ze je
to RSP (rekurzivné spocetny predikdt), a o mnoziné, Ze je to RSM (rekur-
zivné spoetnd mnozina).

Mozna uz znate z Automatt a gramatik rekurzivné spocetné jazyky defino-
vané jako ttidu jazykt prijimanych néjakym TS. Tedy jazyk L je RS, existuje-
li TS, jenz se zastavi v koncovém prijimacim stavu pravé na vsSech slovech
daného jazyka. Pokud néjaké slovo v daném jazyce neni, tak se bud TS za-
stavi v nekoncovém stavu nebo se zacykli (tj. nikdy se nezastavi). Chceme-li
zjistit, zda néjaké slovo patii do L, pak pustime TS a cekame, ale dokud se
stroj nezastavi, tak nic nevime.

TS prijimajici L 1ze jednoduse upravit tak, aby se zastavil pravé na slovech
z L: pokud by se mohl zastavit v neprijimacim stavu, tak pridame instrukce,
které vypocet zacykli. Mame-li CRF f, kterd je ekvivalentni s takto uprave-
nym TS, tak plati, ze L = dom(f). Vysvétleni: kazdému slovu lze pritadit
jeho kéd, tedy cislo; f bude funkce jedné proménné; dom(f) je mnozina kodu
slov jazyka L. Mnozina dom(f) je RSM.

Z castecné rekurzivnich funkci lze odvodit rekurzivné spocetné mnoziny a
rekurzivné spocetné predikaty.



3.5 ORF = obecné rekurzivni funkce

OR funkece jsou ty CR funkce, které jsou totalni. Z OR funkci lze odvodit
obecné rekurzivni predikdty (ORP) a (obecné) rekurzivni mnoZiny — u mnozin
se slovo obecné vynechava.

3.6 PRF = primitivné rekurzivni funkce

Jak si pozdéji ukdzeme, PR funkce jsou vlastni podmnozinou OR funkeci.
Jsou to takové hezké funkce, které vzdy konverguji. Lze pomoci nich vyjadrit
vétsina znamych operaci jako napriklad: s¢itani, nasobeni, negace, mocnéni,
test na prvociselnost,. . .. Naopak se tézko hled4 tikol, ktery by nezvladly (tim
je napt. Ackermannova funkce). Zatim naprosto neformélné muzeme ¥ict, ze
PRF odpovidaji programtiim, které mohou pouzivat jen for-cykly, ale nikoli
while-cykly.

Priklad: To jest v PRF jde naprogramovat:

for i := 1 to x do
Nikoli vSak ty céckovské for-cykly, které simuluji while-cyklus!
Programy odpovidajici CRF mohou navic pouzivat pravé onen while-cyklus

(ktery ale mize bézet do nekone¢na a tak vznikne divergence).

3.6.1 Prehled zkratek a terminologie

Funkce | Predikéat Mnozina Problém
Primitivné rek. PRF PRP nezavadi se nezavadi se
Obecné rek. ORF ORP rek. mnozina rozhodnut.
Céstecns rek. CRF RSP RSM ¢ast. rozhodnut.
Rekurzivné spoc¢. | CRF RSP RSM ¢ast. rozhodnut.

3.7 Efektivni vycislitelnost

Efektivni vy¢islitelnost se definuje jako to, co je vyéislitelné (Tesitelné) pomoci
CRF. Vzhledem k jiz zminéné ekvivalenci TS a CRF (kterou ale dokdzeme
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az pozddji'), jsou nasledujici vyrazy synonyma:

efektivné vycislitelné = turingovsky vycislitelné = algoritmicky vycislitelné =
algoritmicky resitelné atd.

Kdyz jsem poprvé slysel o efektivni vycislitelnosti, tak jsem si vzpomnél na
rizné efektivni algoritmy s n logn slozitosti a podobné. Ne, ne, to je néco
kapku jiného. Ve vycislitelnosti slovem efektioni myslime, zZe to vibec jde.
(Jestli nékomu prijde efektivni zptsob, kterym pracuje univerzalni TS, kdyz
pobihd po pésce sem tam a prendsi ¢arky... no, j4 nevim.) Zdrojem tohoto
nedorozumeéni je preklad dvou rtznych anglickych pridavnych jmen, efficient
a effective, pomoci jednoho ceského efektivni.

4 Prerekvizity

4.1 Spocetnost a kardinality mnozin

Neformalné:

e Mnoziny jsou stejné velké (maji stejnou kardinalitu), pokud mezi nimi
existuje bijekce.

e Mnozina je spocetna, mé-li stejnou kardinalitu jako IN.

e Neni tézké dokazat, ze mnozina N U {a} (prirozena ¢isla a jesté jeden
novy prvek k tomu) je spocetnd. Bijekci na N je zobrazeni f(a) =0 a
f(z)=x+1prozeN.

e Obdobné snadné je najit bijekci mezi Z a IN.

VvV,

o to, umét zakédovat dvojici cisel jako jedno ¢islo, tedy najit funkei
f(a,b) = (a,b), kde (a,b) znaci kéd dvojice ¢isel. Kdyby stacilo jen
najit prosté zobrazeni do N, tak mtizeme pouzit f(a,b) = 223° (misto 2
a 3 mohou byt i jind prvoéisla). Pokud pozadujeme zobrazeni bijektivni,
muzeme pouzit napriklad Cantorovo diagonalni usporadéni.

ITODO: add link


http://cs.wikipedia.org/wiki/Spo%C4%8Detn%C3%A1_mno%C5%BEina
http://cs.wikipedia.org/wiki/Mohutnost

4.2 Cantorovo diagonalni usporadani

Nasledujici funkce nam k4, jakym zptisobem miizeme zakddovat dvojici ¢isel
do jednoho:

(a+b)(a+b+1)

f(a,b):(a,b>: 9 +a

Par hodnot si mizeme prohlédnout v tabulce:

a/bOJ1] 2 3
0 |0][1] 3|3
1 [2[4] 7
2 [5]8

Muzeme sestrojit funkce left(n), resp. right(n), které dostanou kéd dvojice
n a vrati jeji levy (resp. pravy) ¢len. To lze udélat rizné chytte (rychle), ale
ve vydislitelnosti staci, ze to jde. Jednou moznosti je:

e Mizeme vyzkouset vSechny dvojice ¢isel mensich nez zadany kod, coz
jde realizovat dvéma for-cykly. Vypocet kodu muze byt pro obrovska
¢isla nutno realizovat také for-cyklem. Ve vysledku mame algoritmus
slozeny pouze z for-cykli, coz ve vycislitelnosti staci. Proto neni potieba
vymyslet sofistikovanéjsi algoritmus.

4.3 Kobdovani n-tic

Pravé jsme si ukazali, ze pomoci Cantorova diagonalniho usporadani miizeme
zakddovat dvojici ¢isel do jednoho disla.

Kdyz uz umime kdédovat dvojice, neni tézké vymyslet zpusob, jak kbédovat
n-tice:

<~I1a "'7$n+1>n+1 - <~I17 <$27 cey xn+1>n>

Poznamka Index n u pravé zavorky znaci, ze jde o kdd n-tice. Zavorky
bez indexu znac¢i kdéd dvojice, jak jsme si ho zavedli v predchozim odstavci.
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Poznamka Miuzeme si téz zavést funkei pro vybér j-tého z n prvkia zako-
dovanych do jednoho ¢isla.

Priklady
e Chceme ziskat z dvojice prvni slozku:

le ft((42,3)) = left(1038) = ({42,3))s1 = (1038),; = 42

e Separace ¢tvrté slozky z pétice:

(1,2,3,4,5)54 = 4

4.4 O nespocetnosti
Véta: P(N) je nespocetna.

Diikaz. (sporem) Predpoklddejme, ze { A, }nen je posloupnost v§ech podmno-
zin N. Zkonstruujme mnozinu

B={nneN & n¢ A,}.

Mnozina B je tedy slozend z indexu takovych, ze dany index (¢islo) i ne-
lezi v mnoziné A;. Plati, Ze B? je podmnozinou N (a jako takovd by méla
byt logicky zatazena v posloupnosti { A, }nen). Zdroven vsak vidime, Ze pro
Vn € N : A, # B (index n je totiz obsazen v pravé jedné z mnozin B a
A,), a tedy {A,}nen nebyla posloupnost vsech podmnozin N, coz je spor s
predpokladem, ze byla. O

5 Turingovy stroje

5.1 Definice

Turinguv stroj je Sestice M = (Q, T, s,b, F,0) kde :

2Dobrym voditkem pro predstavu o B je uvédomit si, v jak velkém poc¢tu mnozin je
jedno prirozené c¢islo.
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(@ je konecéna mnozina stavii

I' je kone¢nd abeceda symbolii.

s € () je pocatecni stav

b (blank, jinak také \) je symbol reprezentujici prazdny symbol

F C @ je mnozina koncovych stavii

J: (Q\F)x (TU{\}) = @ x (T'U{A}) x{L, N, R} prechodova funkce,
kde:

— L znamena posun c¢teci hlavy vlevo
— N znamen4, Ze ¢teci hlava ziistane na misté

— R znamena posun ¢teci hlavy vpravo

Turingtiv stroj Vidéli jsme matematickou definici. Tato definice vsak vznikla
z velmi nazorné predstavy: Méjme nekonecénou péasku slozenou z policek, ve
kterych muze byt znak z I nebo symbol blank. Méjme hlavu (dokaze ¢ist a za-
pisovat), kterd ukazuje na pravé jedno policko péasky, kterd si pamatuje pravé
jeden stav z mnoziny (). Tato hlava se pomoci prechodové funkce posunuje
po pasce a pritom provadi vypocet tim, ze na pasku muze zapisovat. Turin-
govu stroji tedy predlozime pasku s néjakym vstupem, TS pracuje, dokud se
nedostane do koncového stavu a my si miizeme prohlédnout vysledek.

Poznamka: Turingiiv stroj vznikl jako reakce na otazku, kterou si Turing
polozil: Co je efektivni vypocet?

Poznamka: Stavy délime je na aktivni (nekoncové) a pasivni (koncové).
V definici prechodové funkce vidime, Ze stroj se v pasivnim stavu zastavi,
protoze pro néj neni prechodova funkce definovana.

5.1.1 1 takt Turingova stroje

Turingiiv stroj mize v jednom taktu provést nejvyse tii zmény:
e prepsat symbol pod hlavou

e zm¢énit stav

12



e provést pohyb doleva, doprava nebo setrvat na misté

5.1.2 Konfigurace Turingova stroje

Obsah nejmensi souvislé ¢asti pasky, ktera obsahuje:
e vSechny symboly abecedy kromé A,
e Ctené pole s,
e stav stroje ¢

Konfiguraci mizeme zapsat takto: UqsV', kde U, resp. V, jsou posloupnosti
symboli abecedy nalevo, resp. napravo, od s na pasce.

5.1.3 Pojmy

Def: TS se zastavi, pokud z daného stavu neni definovana prechodova funkce.
Def: TS prijme, jestlize se po konecném vypoctu zastavi v prijimacim stavu.

Def: Viypocet TS je posloupnost konfiguraci, které "jdou za sebou".
5.1.4 Zastaveni Turingova stroje
Skutecnost, ze Turingtv stroj se zastavi nad vstupem K oznacujeme formalné

takto: T(K) |. Rik4 se také, ze stroj konverguje nad vstupem K. Opakem
konvergence je divergence, kterd se znaci T'(K) 1.

Def: Podminéna rovnost dvou programi nad vstupy K; a Ky je definovana:

T(K;) ~T(K,) < Je-li definovana jedna strana, je i druhd a plati rovnost.

5.1.5 Operace nad Turingovymi strojy

1. Sklddani: Necht A, B jsou TS, jejich spojenim vznikne stroj AB. Pred-
poklady pro skladani:
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o (D4, Qp jsou disjunktni
[Pfipadné prejmenujeme. |

e A ma uplnou sadu instrukei (pokud se zastavi, tak v koncovém
stavu)

[P¥ipadné ziplnime prechodovou funkci pomoci prechodt do Fly.]

Nyni pouze nahradime vSechny vyskyty koncovych stava Fy stavem
qop (pocéatecni stav TS B) a ziskdme tak TS AB.

Poznamka: U operace sklddani nas nezajima, zda TS A skoncil v ptiji-
majicim nebo nepiijimajicim stavu (z toho diivodu mizeme dodefinovat
prechody z F4 do qop.

2. Vétveni: Méjme Turingovy stroje A, By, By, schématicky se nam jedna
o toto:

A, By, B, — A {if
Predpoklady pro vétveni:
e A méa dva koncové stavy qp a ¢;.
o A je tplny®.
o (D4, Qpo, Qp1 jsou disjunktni mnoziny.
Priklad: Implementace while cyklu:
e Pomoci skladani a vétveni T'S:
ﬂﬂ{iﬂ
V obréazku chybi sipka od Ty na 75!

e Totozna implementace v assembleru:

T1
condition :

3Nelze ztplnit!
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# jump to ’end’ label, if T2 is not true
JNE T2 end
while :
T4
# TH represents goto statement
goto condition
end:
T3

5.2 Varianty TS

Modifikace budto mohou byt omezujici (jakoby se "ubira sila'):
e "Neposedny TS": hlava smi jen doleva ¢i doprava, nesmi zlistat na misté

e V kazdém taktu lze provést jen dvé cinnosti; dokonce i omezeni, ze
provedu v jednom taktu pouze jednu ¢innost!

e Abeceda se zredukuje na dva symboly (lambda a nelambda) (zvysi se
pocet stavii)

e Jednostrannd péska - 1ze fesit jednoduse (naivné) tak, ze pokud jsem
uplné nalevo pasky a stroj chce jit opét doleva, tak vsechny symboly na
pasce odsunu o jedno policko doprava; lepsi je feSeni pomoci dvoustopé
pasky.

e ...
Nebo mohou modifikace jakoby "pridavat silu":
e Vice pasek, vice hlav

e Nedeterministicky TS (na rozdil od zdsobnikovych automatt se nede-
terministicky TS da simulovat pomoci deterministického)

o ...
Modifikace, které skutecné redukuji silu Turingova stroje:
e Povolim pouze pohyby N, R — troven konecnych automati.
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5.2.1 TS s okraji

TODO

5.2.2 Vicepaskové TS

TODO

5.3 Univerzalni TS

Myslenka: Univerzdalni Turingiuv stroj U umi simulovat libovolny jiny TS T°
nad libovolnym vstupem V. Univerzalni TS U dostane na vstupu kod stroje
T a vstup V a vrati stejny vysledek, jako by vratil 7" na vstupu V.

Formaélné: Piseme: U(kod(T),V) ~T (V).
Poznamka: Pokud se T na vstupu V zacykli, musi se zacyklit i U(kdd(T), V).

5.3.1 Kobdovani

Pokud uvazujeme kanonicky TS s jedinou paskou a chceme mu predat na
vstup dva parametry, mizeme je oddélit na pasce néjakym specialnim sym-
bolem.

Poznamka: Na prednasce se k tomuto tcelu pouziva symbol "hvézdicka',

tedy U(kod(T),V) je totéz co U(kéd(T) * V).
Druhym technickym detailem je: Jak zakodovat stroj T jako slovo nad néjakou
abecedou? Abychom si zjednodusili préaci, predpokladame, ze stroj T:

e pracuje nad abecedou s pouze dvéma symboly (A a |), coz jak bylo
popsano v odstavci o variantach TS lze udélat bez Gjmy na obecnosti,

e ma pouze jeden koncovy stav a
e m4 Uplnou (az na ten jeden koncovy stav) prechodovou funkci.

Kodovdani prechodové funkce: Méjme stavy Qq, Q1, ..., @, stroje T, pricemz
Qo je onen jediny koncovy stav. Prechodovou funkci § stroje T pak miizeme
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zakddovat jako posloupnost:

5(@17 )\)7 6(@17 |)7 ) (5<Qna )‘)7 5(Qn> ’)

na pasku univerzalntho TS. Jednotlivé ¢leny této posloupnosti samozrejmé
oddélujeme vhodnymi symboly.

Kazdy ¢len posloupnosti je trojice:
e kéd symbolu, ktery se ma zapsat na pasku (A nebo |),
e kéd pohybu (I,R,N (doleva, doprava, stét)) a
e kod nového stavu.

Kody stavi mizeme kdédovat riizné, ale pro popis univerzalniho TS je nejjed-
nodussi pouzit undrni kédovani: @); se zapise jako j+1 cérek.

Poznamka: Pric¢itame +1 proto, aby i kod stavu 0y mél aspon jednu ¢arku,
jde pouze o detail.

5.3.2 Paska univerzalniho stroje

Péska UTS pak vypada nasledovné (muze obsahovat i jiné symboly, nez
vstupni A a | ze simulovaného stroje, takze ma navic Y, A, M, x a mozna
dalsi):

Y [blok1]Y [blok2] A[blok3] x [O1 x Oy x Os...0n] Y

blok4

Kde:

e blokl je obsah péasky stroje T' s drobnou tupravou: pravé ¢teny symbol
(tedy ten nad nimz mé simulovany stroj hlavu) je nahrazen pomocnym
symbolem M.

e blok2 koéduje aktualni stav stroje T' - tedy je zde zaznamenan prislusny
pocet carek (napf. [||||A\] odpovida stavu Qy).

e blok3 je jen jedna bunka, v niz je ulozen obsah pravé ¢teného pole (A
nebo |). Tedy presné ten symbol, ktery je nahrazen symbolem M v

blokul.
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e blok/ je slozen ze symboli O;, coz jsou kédy prechodovych funkei z jed-
notlivych stavt (pro oba dva znaky na vstupu), tedy O; = f(Q:, \) f(Qs, |)-

5.3.3 Jak funguje simulace T

Prace UTS pak sestava z:
e odsimulovani jednoho kroku préace ptivodniho stroje,
e otestovani, zda blok2 obsahuje koncovy stav a
e procedury vycisténi pasky a vydani vysledku.

Takze se vzdycky odkrokuje jeden stav ptivodniho T'S a otestuje se, zda se v
bloku2 neobjevil koncovy stav, a pokud ano, spusti se ¢isténi a konec, jinak
se pokracuje simulaci dalstho kroku.

Krok puvodniho TS se simuluje nasledovneé:

e najde se relevantni blok O; — stav ¢ si nelze pamatovat ptimo, proto
musim z bloku2 postupné umazavat ¢arky a posouvat néjaky specidlni
symbol "zarazku'doprava v blokud (zfejme misto symbolu "X "si muzu
déat néjaky specidlni pro zardzku a ten posunovat),

e zardzka se posune na konkrétni instrukei podle bloku3 (¢teného znaku)
a pak

e se provede instrukece (po kouscich se novy stav prenese do bloku2, mam
6 moznosti co mé instrukce provadét {A, |} x {L, N, R}; pfi mazani a
pohybu se musi davat pozor na okraje pasky ptivodniho stroje — pokud
nékde néco chybi ¢i prebyva, cela paska piivodniho stroje se po pésce
UTS musi posouvat).

5.3.4 Schéma prace UTS

/==> <A> ---\
| I |
| | v
\--- [B] [C]
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a: test: obsahuje blok2 pouze 1 ¢aru?
ANO ...konec a vycisti pasku
NE ...simuluj dalsi krok T

5.4 Halting problem

"Lze algoritmicky rozhodnout, zda se Turingiv stroj T na vstupu V zastavi,
nebo zacykli?"

Toto je asi nejznaméjsi priklad nerozhodnutelného problému (¢imz naznacuji,
ze odpovéd na otézku vyse je ne).

Halting problem (HP) lze formulovat ruzné, napiiklad i pro libovolny progra-
movaci jazyk (k6éd(T) pak mize byt napf. zdrojovy kéd v Pascalu). My se ale
budeme drzet Turingovych stroji. Jisté vas uz neprekvapi, ze algoritmickou
rozhodnutelnosti budeme rozumét to, zda existuje néjaky TS, ktery by dany
problém fesil (presnéji feceno rozhodoval, tedy zastavil se po koneéném poctu
krokt a odpovédél ANO, nebo NE).

V dikazu nerozhodnutelnosti HP se obvykle vyuziva univerzalni Turingiv
stroj (UTS). Osobné si myslim, Ze je to spiS matouci, protoze dukaz funguje
i bez UTS. Jediné co z UTS vyuzijeme, je fakt, ze kazdy TS (pfesnéji jeho
prechodova funkee) lze zakdédovat jako slovo nad néjakou abecedou. To je ale
celkem zrejmé: jak jinak bychom asi dostali na vstup stroj T?

Véta: Halting problém neni algoritmicky rozhodnutelny.

Diikaz. Pro spor predpokladejme, Ze existuje univerzalni TS HALT takovy
ze:

HALT(k6d(T),V)=ANO pravé tehdy, kdyz se T(V) zastavi, a
HALT(k6d(T),V)=NE pravé tehdy, kdyz se T(V) nezastavi.

Poznamka: Pro Matematiky: Pokud vynechame z predpokladi existenci
univerzalniho TS, je potfeba fict, co je to ta funkce koéd. Pokud ptredpo-
kladame UTS je funkce kod soucasti jeho definice. Pro dikaz sporu staci

19



predpokladat, ze existuje TS HALT a k nému (libovolnd) funkce kéd z mno-
ziny vSech TS do abecedy uzivané TS HALT, takova, ze .... a déle je jiz dikaz
stejny.

To, ze néjaky TS stroj odpovi ANO, miizeme chépat bud tak, ze skonci
v koncovém stavu Qano, nebo ze zapise na péasku slovo ANO (nebo pro
jednoduchost jen znak 1 jakozto kéd kladné odpovédi) a zastavi se. Tyto
varianty jsou na sebe snadno preveditelné, my budeme zde pouzivat tu prvni.
V pravé uvedeném popisu stroje HALT jaksi implicitné predpokladame, ze
prvni parametr bude kédem néjakého stroje T. Moznéd premyslite nad tim,
co méa stroj HALT udélat, kdyz jako prvni parametr dostane néco, co nelze
interpretovat jako TS. Néco udélat samoziejmé musi, ale pro nas dikaz je

to celkem nezajimavé, protoze to nebudeme nikde potiebovat. Klidné tedy
muzeme predpokladat, ze odpovi NE.

Protoze jsme zlomyslni, tak vyrobime TS PODRAZ tak, aby:
PODRAZ(V) | <= HALT(V,V)= NE. (1)

Co to znamena?
e Pokud HALT(V,V)=NE, tak se PODRAZ(V) zastavi.
e Pokud HALT(V,V)=ANO, tak PODRAZ(V) se (uméle) zacykli.

Turingtiv stroj PODRAZ tedy vyrobime jen malou tpravou stroje HALT:
stav Q ano odebereme z koncovych stavi a pridame instrukci, ktera bude v
tomto stavu do nekonecna cyklit.

Pointa dukazu je v tom, rozmyslet si, co by mél udélat HALT (k6d(PODRAZ),
k6d(PODRAZ)). Plati totiz:

HALT(k6d(PODRAZ), kéd(PODRAZ)) = ANO
& PODRAZ(kéd(PODRAZ)) |
— HALT(kéd(PODRAZ), kéd(PODRAZ)) = NE.

(1)

Prvni ekvivalence plyne jednoduse z vyznamu stroje HALT: je to univer-
zalni stroj, ktery odpovi ANO, pokud se TS PODRAZ zastavi na vstupu
kéd(PODRAZ), coz presné opovidd pravé strané ekvivalence.

A kyzeny spor je na svéte.

20



5.5 Dalsi pojmy
e Aritmeticka funkce f : N* — N je turingovsky vycislitelnd (TS-vy&islitelnd),
pokud existuje Turingtv stroj, ktery ji vycisluje.
e Turingtv stroj vycisluje funkci f, jestlize ma na vstupu:

AMIEA A A A
—~— =~ ~—
ni+1  no+l ng+1

a na vystupu

6 Primitivné a ¢astecéné rekurzivni funkce

Pred definovanim pojmii primitivni a ¢astecné rekurzivni funkce je potteba
si nadefinovat pojmy, které tvoii jejich zaklad.

6.1 Induktivni vystavba funkci

Funkce budeme konstruovat induktivné: zavedeme si tii zakladni funkce
e nulovou funkci: o(z) =0 (Vz)
o funkci naslednik: s(x) =z +1 (Vz)
e funkci vydélend j-té slozky: B (1, ...,z,) =x; (Vj,n:1<j<n)
a tii operatory:
e Operator substituce: ST (f, g1, ...,8m) = h, kde
h(zy, ..., z,) >~ f(g1(z1, s Tn)s ooy 8 (T1, oy T))-

Poznamka:
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— 7 uvedené definice je ztejmé, ze f je funkce m proménnych a
vsechny g; jsou funkce n proménnych.

— Pokud zavedeme konvenci, ze ¥ = (xy, ..., z,), tak muzeme zjed-
nodusené psat h(¥) ~ £(g1(Z), ..., gm(T)).

— Operator substituce je zékladni prvek programovani (snad ve vSech
znamych programovacich jazycich) — jednoduse lohu, kterou mam
resit, vyTesim pomoci funkci, které uz naprogramoval nékdo driv.

e operator primitivni rekurze: R,(f,g) = h, kde:
— h(0, 29, ..., 2,) >~ f(x9, ..., 2,)
— h(i+1,29,...,2,) ~g(i,h(i, 2o, ..., x,), To, ..., T,)
Poznamka:

— 7 uvedené definice je zrejmé, ze f je funkce n-1 proménnych a g
je funkce n+1 proménnych.

— Je vidét, ze operator primitivni rekurze ma silu for-cyklu.
— Proménna x; ma zvlastni vyznam — slouzi jako ¢itac.

— Na prednasce se uvadél vysvétlujici priklad na primitivni rekurzi
pro n=1. Pak h(0)=konstanta a h(i+1)=g(i,h(i)). Maly problém
je v tom, ze jsme si nedefinovali nularni funkce a f by v tomto
pripadé musela mit n-1=0 proménnych.

e operator minimalizace: M,(f) = h, kde
h(zy,...,x,) =2 < (f(:vl, iy Ty 2) =0 & Vi < z:f(xy, .y, 7) L# O)
Poznamka:
— 7Z uvedené definice je ztejmé, ze f je funkce n+1 proménnych.

— Je vidét, ze operator minimalizace ma silu while-cyklu.

— Posledni proménnd ve funkci f (v pseudokédu oznacena jako i)
ma zvlastni vyznam. Snazime se ji minimalizovat, to jest najit
nejmensi ¢ takové, aby f vracela nulu.
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— Pokud se jako f pfeda funkce, ktera nikdy nevraci nulu, tak ope-
rator minimalizace vytvori funkci, kterd nebude nikde definovana
(vyse uvedeny pseudokdd se zacykli). To se u predchozich operé-
toru stat nemohlo: pokud dostaly na vstupu totdlni funkce, vratily
také totalni funkci.

— Pokud nechceme zavadét nularni funkce, je nutné definici opera-
toru minimalizace doplnit o podminku, ze f je funkce alespon
dvou proménnych.

— Misto |= (zkratka za konverguje a rovna se) bychom v definici
klidné mohli psat jen =. Pouziti |# (zkratka za konverguje a ne-
rovna se) je ale dulezité, napriklad pokud f(xy,...,z,,0) T, tak
h(zy, ..., z,) také neni definovano, i kdyby treba f(xq,...,x,,1) =
0.

Znacdeni:

— Pomoci symbolu p,, znacime while cyklus pfes itera¢ni proménnou
y a myslime tim:

M,(f)=h(..) >~ u,(f(...,y) ~0).
— Symbol p, je mozné pouzit i zobecnéné takto:
M,(f)=h(...) =~ pu,(< pominka >),

coz odpovida nalezeni takového (nejmensiho) y, ze <podminka>
je splnéna a Vj < y je <podminka> definovano, ale neni splnéno.

Poznamka: Operétor je jakasi "metafunkce” — na vstupu dostane jednu ¢i
vice funkei a na vystupu vrati néjakou novou funkeci. VSechny tii operatory
maji v dolnim indexu n, coz znaci, ze vysledna funkce h bude funkci n pro-
meénnych.

Def: Odvozeni funkce f je posloupnost funkci fy ... f,, = f, kde kazda funkce
je bud zadkladni nebo vznikne pouzitim operdtoru na predchozi funkce.

@® Pozorovani: Zakladni funkce jsou totdlni funkce (= jsou vsude defino-
vané) a jsou také efektivné vycislitelné?.

40 efektivitu ve skuteénosti nejde, podstatné je, ze funkce jdou viibec vyéislit a to ve
Vy¢islitelnosti staci.
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Poznamka: Pokud vam induktivni vystavba funkci pfipomina induktivni
vystavbu dikaz v logice, tak si mulzete pripsat malé nevyznamné plus.
Ano, zékladni funkce jsou paralelou k axiomtim, operatory jsou paralelou
k odvozovacim pravidlim (modus ponens,...) a odvozeni funkce je paralelou
k odvozeni dikazu.

Poznamka: Pokud vam induktivni vystavba funkci pripomina funkcionalni
programovani (nebo dokonce lambda kalkulus), tak si muzete pripsat vétsi
(le¢ stale nevyznamné) plus. Ano, principem je funkciondlni programovani
(ale bez urc¢ené implementace).

Formalné: Ve vydcislitelnosti se casto volné zaménuji terminy zdkladni funkce
a schéma zdkladni funkce (podobné jako v logice se zaménuje axiom a schéma
axiomu). Nulovd funkce i naslednik jsou zdkladni funkce. Ale vydéleni je
schéma, které definuje nekonec¢né mnoho zakladnich funkei.

6.2 Definice rekurzivnich funkci

Def: Funkce je cdstecné rekurzivni funkce (CRF), pokud ji lze ziskat pomoci
uvedenych tii zakladnich funkei a tii operatort.

Def: Funkce je obecné rekurzivni funkce (ORF), pokud je CRF a totalni
(vSude definovana).

Def: Funkce je primitivné rekurzivni funkce (PRF), pokud ji lze ziskat po-
moci uvedenych tii zédkladnich funkci a operatorti substituce a primitivni
rekurze. Nesmi se tedy pouzit operator minimalizace.

V uvedenych definicich chipeme CRF (resp. ORF a PRF) jako vlastnost.
Miizeme se na véc divat algebraicky a ekvivalentné definovat CRF (resp.
ORF a PRF) jako tiidu funkeci, které maji tuto vlastnost:

e CRF je nejmensi tiida funkei, kterd obsahuje tii zdkladni funkce a je
uzaviena na S)", R, M,.

e ORF je nejmensi tiida totalnich funkci, kterda obsahuje t¥i zakladni
funkce a je uzaviena na S)", R,, M,.

e PRF je nejmensi tiida funkci, ktera obsahuje tii zdkladni funkce a je
uzaviena na S)", R,.

Def: Mnozina M je rekurzivni jestlize jeji charakteristicka funkce je ORF.
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o ={y T

Poznamka: Mnozina M je rekurzivni, jestlize je algoritmicky rozhodnu-
telna, to znamena, ze existuje "program", ktery pro libovolny vstup z se
zastavi a rozhodne z € M, nebo x ¢ M.

Def: Predikat P je primitivné rekurzivni (PR), resp. obecné rekurzivni (OR),
jestlize jeho charakteristickd funkce je PRF (resp. ORF).

Poznadmka: PR (resp. OR) predikat P je algoritmicky rozhodnutelny pri-
mitivné rekurzivni funkei (resp. obecné rekurzivni funkei).

Def: Mnozina M je rekurzivnée spocetnd, jestlize M je definicnim oborem
nejaké CRF.
Poznamka: M je rekurzivné spocetnd, jestlize existuje ,program“ Pr ta-
kovy, ze:

reMe Pr(z)l

Def: Predikat P je rekurzivne spocetny, jestlize P je definicnim oborem né-
jaké CRF.

@ Pozorovani: Rekurzivita C rekurzivni spocetnosti.

Dikaz. If x € M then HALT else NEHALT. O]
—_—

procedure

6.3 [*] Vlastnosti rekurzivnich funkci

e Kekazdé CRF (i ORF a PRF) funkci existuje jeji odvozeni. Toto odvo-
zeni lze chapat jako program vy¢cislujici danou funkci. Napriklad funkce
pfi¢teni dvojky mé odvozeni: Si(s,s). Je dobré si uvédomit, Ze jedna
funkce muze mit vice programu. To znamena, ze ty programy jsou
ruzné (maji jiny zdrojdk = odvozeni), ale délaji to samé. Ve skutec¢nosti
mé kazda CRF nekone¢né mnoho odvozeni (&ili programii). Naptiklad
funkci pric¢teni jednicky miizeme snadno odvodit jako s, ale mizeme si
odvozeni (uméle) prodlouzit: Si(s,Ii), nebo dokonce S} (s, St (I},I}))
atd.

e Castecné rekurzivnich funkei je spocetné mnoho (jak si za chvili uka-
zeme), a klidné by se misto ¢rida ¢astecné rekurzivnich funkci mohlo
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fikat mnoZina c¢asteéné rekurzivnich funkeci. Jenze ve vydislitelnosti je
zvykem, ze mnozinou se vzdy mysli néjakd podmnozina prirozenych
c¢isel, a tak kdyz chtéji mluvit o mnoziné néceho jiného, tak to radsi i
nazvou jinak (t¥ida, systém,...). Obdobné pro ORF a PRF.

e Pro zapisky z vycislitelnosti se mi osvédcila nasledujici konvence. Misto
"Necht f je ¢astecné rekurzivni funkce 3 proménnych'psat f € CRFj;.
Na prednasce se sice nepouziva, ale je to praktické.

6.4 Programovani v CRF

7 "programovani'v CRF se sice nezkousi, ale presto doporucuji si nasledujici
pifklady vyzkouset odvodit. Clovék pak ziské konkrétnéjsi predstavu o tom,
jak je mozné s tak pifsernym aparatem jako jsou CRF néco naprogramovat, a
to dokonce cokoli, co 1ze naprogramovat v libovolném jiném programovacim
jazyce.

6.4.1 Scitani

Odvozeni funkce, kterd secte dvé ¢isla: Ro(I1, Si(s, I2))

Priklad: Proxz; =2 2, =3

h(0, 22) = [11($2) =1,(3)
h(1,25) = s(I2(0, h(0, 73), 29)) = s(15(0,3,3)) = s(3)
)) = s(I5(1,4,3)) = s(4)

3
4
)

6.4.2 Odcitani

Ve vycislitelnosti nemame zapornd ¢isla, a proto si musime definovat aritme-
tické minus (znaci se symbolem ,—):

. {x—y T >y
r—y =

0 <y
(2) 0 =0 f() 0 z>1
sSsgn\xr) = sgnlx) =
g 1 z>1° g 1 2=0
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Operace 1—x se Casto pouziva v podstaté ve vyznamu negace z: pokud totiz
bereme O=false a nenula=true, tak je to totéz.

Odvozeni:

6.4.3 Nasobeni

Odvozent:

Ry(0, S3(Rao(I1, S3(s. 13)), I3, 1)
Priklad: Ukazka vypoctu pro x1 =2 a x5 = 3

R_2(0,872_3(R_2(I"1_1,871_3(s,I72_3)),172_3,173_3))(3,2)
..R_2(0,872_3(R_2(I"1_1,871_3(s,172_3)),172.3,173_3))(2,2)
..R_2(0,872_3(R_2(I71_1,871 _3(s,172_3)),172_3,173_3))(1,2)
...... R_2(0,872_3(R_2(I"1_1,871_3(s,172_3)),172_3,173_3))(0,2)
........ 0(2)
........ =0
...... =0
...... S~2 3(R_2(I"1_1,8"1_3(s,172.3)),172.3,1"3_3)(0,0,2)
........ 172_3(0,0,2)
........ =0
........ 1°3_3(0,0,2)
........ =2
........ R_2(I"1_1,571 3(s,I72_3))(0,2)
.......... I71_1(2)
.......... =2
........ =2
...... =2
L= 2
....872_3(R_2(1"1_1,8"1 _3(s,172_.3)),1"2.3,1°3_3)(1,2,2)
...... I° _3(1,2,2)
...... =2
...... 173_3(1,2,2)
...... =2
...... R_2(I"1_1, (s,172_3))(2,2)

S°1 3
........ R_2(I”1 1,871 3(s,172.3))(1,2)
11,871 3(s,I72 .3))(0,2)
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,172.3)(1,3,2)
_3(1,3,2)

e e UJ T
=l | I—I I I—)i I[\) =l
NN OO S [\) w

(R_2(I"1 1,871 3(s,172.3)),172.3,1I73.3)(2,4,2)
_3(2,4, 2)

_3(2,4,2)

(s 172_3))(4,2)

(s 172_3))(3,2)
(s 172_3))(2,2)
3(s,172.3))(1,2)
~1 3(s,I72_3))(0,2)

|—~U)|—\00
CDI—\C)J
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I
w

...... S~1 3(s,1°2.3)(3,5,2)
........ 172 3(3,5,2)
........ =5

6.5 Vlastnosti
Fakt: PRF jsou vsude definované.

Dikaz. Indukei. O]

"5 6

@ Pozorovani: Viechny CRF jsou "efektivné vycislitelné

Diikaz. Indukei (potfebujeme vSechny programy pro CRF (odvozeni, CR-
term)):

SEfektivné vyéislitelné je to samé jako Turingovsky vydéislitelné, Pascal-like, . ..
6Pozdéji uvidime, ze: Kazda "efektivné vycislitelna'funkce je CRF
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o(z),s(x), I} ... CR-termy, které jsou efektivné vycislitelné.

Operator substituce S;" ... trividlni, jde o volani funkci

Operétor primitivni rekurze R, ... h(0) ~ konst., h(y+1) =~ g(y, h(y))
...odpovida FOR cyklu.

Operétor minimalizace M,,: i, (h(...,y) =~ 0) odpovida WHILE cyklu.
O

Lemma. Spojky vyrokového poctu ( & ,—,—,V) zachovdvaji u predikdti
primitioni rekurzivitu, resp. obecnou rekurzivitu (totéz u mnoZin s operacemi:
doplnék,U, N).

Diikaz. Zavisi na nami zvoleném programovacim jazyku - trivialni:

-P sq(Cp)
P& Q CpCq
PvQ sg(Cp + Cq)

Véta: PRF C ORF C CRF

Diikaz.

1. Je ziejmé, Ze kazda ORF je CRF a Ze i kazda PRF je CRF. Zakladni
funkce jsou totalni a operatory substituce a primitivni rekurze totalnost
zachovavaji, PRF tedy musi byt totalni, tedy ORF. Tim jsme dokéazali,
ze plati:

PRF C ORF C CRF.

2. Nyni dokazujeme ORF C CRF, hleddme tedy CRF, ktera neni totalni.

Zkonstruujeme tedy napriklad funkci f, kterd neni nikde definovana
(tzv. prazdna funkce). K tomu budeme muset zjevné pouzit operator
minimalizace:

[ = M(g),
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kde g je néjaka funkce, ktera nikdy nevraci nulu. Nejjednodussi by bylo
vzit jako g rovnou funkci naslednika, tedy

f = Mo(s).

Problém je, ze jsme si nezavedli nularni funkce (a tou by f byla). Zvolme
tedy
g:= S;5(s,12),

coz odpovida funkei g(x,y) = y + 1, u které tedy na prvni proménné
nezalezi. Pak mame

f=Mi(g) ~ py(g(x,y) ~0),
kterd ziejmé je CRF a neni ORF.
3. Nyni se snazime dokazat, ze PRF C ORF. Piikladem takové funkce je

Ackermannova funkce:

1...2=0
A0,z) =<2...2=1
rT+2...0>=2
A(z,0) =1
Alz+1Ly+1) = Az, A(z + 1,y))

e Aje ORF: (myslenka)
(a) Je A totalni (vSude definovand)?

Predpis urcuje jednoznacné definovanou funkci podle transfi-
nitni indukce w? (usporadani dvojic).

7 P¥ipadné také univerzalni funkce pro tiidu PRF - TODO!!
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(b) Je A je efektivné vy¢islitelna?

Zastavi se program na vstupnich datech?® Zobrazime vstupni
data na dobré usporadani (tj. z kazdé podmnoziny lze vybrat
nejmensi prvek) a v prubéhu programu klesime, v dobrém
usporadani neexistuje nekonecny klesajici fetézec a tedy pro-
gram vzdy skonci.

(c) Je A CRF?
Stacinajit y,, kde y je je kod souvislé oblasti v matici s hodno-

tami funkce A, kterd staci na vypocet pozadovaného vstupu.

TODO
e A neni PRF:

Myslenka: Zékladni myslenkou je méfeni hloubky do sebe zano-
fenych for-cykli.

Def: Hloubka PR-termu je definovana jako maximalni pocet do
sebe zanorenych for-cyklu (operatoru rekurze) takto:

(a) Pro zdkladni funkce definujeme:
hl(s) = hl(c) = hi(I%) = 0.
(b) Pro operator substituce definujeme’:
RI(SI(P, Q1 ..., Qn)) = maz(hl(P), hl(Q1), ..., Al(Qy))..
(¢) Pro operator primitivni rekurze definujeme:
RlI(R,(P,Q)) = max(hl(P),hl(Q) +1).

Def: Definujeme tiidu funkci R; jako tiidu obsahujici vSechny
PRF, pro které existuje odvozeni hloubky nejvyse 7.

Poznamka: Plati, ze PRF = |, R;, tedy mizeme klasifikovat
PRF funkci podle slozitosti PR-programu.

Def: Oznacme

fy(x) = Ay, x) ... y-ty radek,

8TODO
9Nejspise se jedna skutecéné o syntaktickou strukturu termu a ne o vyznam - kdyby §lo o
skuteény zptusob vypoctu, pak by bylo intuitivngjsi max(hl(Q1)+hi(P), ..., hl(Q,)+hl(P))
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pak

folz) =2 +2 x> 2
filz) =2z > 1
folz) =27 >0
folz) = 92*

—
x-krdat umocnuji na druhou

Fakt: Existuje f; € R; \ R;—1 pro i < 1. Tedy existuje program,
ktery dokazeme naprogramovat ¢ cykly, ale uz to nelze pomoci
i — 1 cyklt.

Véta: A(z,y) a A(z,z) nejsou PRF, dokonce pro kazdou PRF
funkei «v existuje zg : Vo > xg : a(z) < A(z, z)."”
Dikaz. Ndznak, bez detaili

(a) A roste v obou proménnych kromé konecné mnoha hodnot
(fz(y) roste ...)
def

(b) (Bez dikazu) fii1(xz) = A(i + 1,2) skoro vsude majorizuje
libovolnou funkci'! z R;, tedy plati:

Vg € R; 3z : Vr > 20 : g(2) < fiz1(x).

Sporem (méné formalné):

A € PRF = A(z,x) € PRF Predpoklad pro spor
A € PRF = f,(x) € PRF Ekvivalentni zapis

Dle faktu nad touto vétou plati f; € R; \ Ri_1, fo(z) tedy f;
muzeme vycislit pouze pomoci  do sebe zanotrenych for-cykli,
takze potirebujeme hloubku 1,2,3,...,00 - SPOR, predpokladali
jsme, ze A muze mit jen konecny pocet for-cyklu.

Sporem (formalné&ji):

0To tedy znamend, ze A(x, ) roste rychleji nez libovolna PRF.
"Pouze formalné fikame, ze: ,Sila (i + 1) do sebe vnotrenych for-cykli je vétsi nez sila
1 for-cykla.
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Pro spor predpokladejme:
A(z,z) € PRF = 3i: A(z,x) € R;.

Pak plati:
() (a)
Alz,z) < firi(z) < fo(z)
pro z > i+ 1 (rostouci) a pro x > z (az na konené mnoho bodi)

]

]

7 Vypocetni sila TS a CRF je ekvivalentni

7.1 CRF => TS

Chceme ukézat, ze kazdd CRF je turingovsky vydcislitelnd'?. Jelikoz CRF
jsou definované induktivné, tak i ditkaz provedeme indukei podle konstrukece

CRF:
e Zakladni funkce (1) jsou jisté Turingovsky vyd¢islitelné.
e Operatory zachovavaji Turingovskou vy¢cislitelnost:

— Operator substituce (S)(f,g1,...,8m)): Diky indukénimu pied-
pokladu vy¢islim podfunkce g; (pomoci m pasek), dam vysledky
dohromady a vyc¢islim na tomto vstupu f.

— Primitivn{ rekurze (R,(f,g)): Vyhodnotim f a pak y-krat ,oto-
¢im® g za pouziti vstupnich parametrii, poc¢itadla cykla a vysledku
z predchazejicitho vypoctu.

— Minimalizace (M,,(f)): Opakované vycisluji f na vstupnich para-
metrech a zvétsujicim se pocitadle cyklu. Kdyz f poprvé vrati 0
skonc¢im a vratim hodnotu pocitadla.

12Fixujeme kédovani piirozenych ¢&isel jako k-tic na pasku. Turingovskd vycislitelnost
funkce ¢ : N¥ — N znamend, ze existuje Turingtiv stroj 7', ktery pfi zvoleném kédovani
vycisluje ¢.
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7.2 TS => CRF

1. Zakladnim trikem je, Ze 1 krok prace TS je PR-zdleZitost.

Vypocet TS lze chapat jako posloupnost konfiguraci (obsah pasky, stav
fidici jednotky, pozice hlavy). Tyto konfigurace jde zakédovat!?, kodu-
jeme tzv. ,,Postova slova“ UqsV do N:

UqgsV —neN

a vypocet TS lze chapat jako posloupnost téchto kédu.

Jeden krok TS predstavuje pouze lokalni zménu v Postové slové. Jisté
tedy existuje funkce na kdédech, ktera ji charakterizuje. Tato funkce
vlastné obsahuje jenom rozhodovaci strom odpovidajici prechodové funkci
naseho TS a na to ndm staci prostifedky PRF (na if podminku pouZi-
jeme operator primitivni rekurze).

2. TS pracuje, dokud neskonci ... while cyklus

Pomoci for cyklu (primitivni rekurze) pak muzeme sestavit funkci Comp(x, s),
kterd vypocte kéd stavu stroje startujicitho ze stavu odpovidajicimu
kédu x po s krocich. Pak uz jen pomoci while cyklu pres to celé nalez-
neme posloupnost kroki do kone¢ného stavu, tj.

ps(comp(z,s) & za s kroku skonéim).

Formalné bychom mohli psat, ze pro kazdy turingtv stroj TS existuje
CRF g takovd, Ze pro libovolnou konfiguraci k plati kod(T'S(k)) ~
g(kod(k)).

8 Numerace CRF

Kazda CRF ma z definice néjaké své odvozeni a kazdé takové odvozeni lze
prevést na prirozené ¢islo (a zpét, tedy prevod je injektivni = prosty). Zpu-
sobt, jak tento prevod pocitat je mnoho, naptiklad bychom mohli vzit po-

13Nemitizeme pouzit induktivni pifstup podobné jako v pfedchozi implikaci.
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sloupnost ASCII kédt odvozeni a chapat to jako jedno ¢islo, nejcastéji se
vsak pouziva standardni numerace definovana v Kleenové véte.

e Prevodu se tikd numerace a vyslednému cislu kod funkce nebo cislo
programu a vetsinou ho budeme znacit jako e.

e Jen tak na okraj: Podobné jako CRF, jdou i logické formule (RSP)
prevadét na c¢isla, prevodu se ika godelizace a vysledku godelova cisla.

e Jedna funkce mize mit vic odvozeni a tedy i vic kédi. Rizné funkce
maji ale zarucené riznéa odvozeni a tedy i kody.

e Diisledkem je, Ze mnozina CRF je spocetna.

9 Kleeneova véta

vvvvvv

je na ni zalozena.

Véta: Kleeneova véeta o normdlni formé a o univerzalni funkci:
Pro kazdé k > 1 (libovolny pocet proménnych):
o Univerzilni CR funkce k+1 proménngjch pro CR funkce k proménnijch:

Existuje CRF k+1 proménnych Wy (e, 1, ..., z) takova, ze Uy je uni-
verzalni funkci pro tridu funkci k proménnych, tedy wycisluje e-tou
takovou funkci.

e Normalizace:

Jde efektivné ziskat numerace e z odvozeni CRF a naopak z e lze ziskat
efektivné odvozeni CRF.

e Souwvislost s Turingovym strojem:

Existuje PRF jedné proménné U a PRP k+2 proménnych Tj'* takové,
ze

14Kleeneho T predikét nebo Turingiv predikdt
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Uile, 1, .o, xg) = Upy(Te(e, x1, Ty ooy Ty y)))-
Interpretace U a dalsich symboli je umisténa az v dikaze.
® s-m-n véta:
Existuje PRF m + 1 proménnych s, prostd a rostouci ve vsech pro-

ménnych (fizace prunich m proménngch) takova, ze

‘I’m+n(€7y1, ey Ymy T, 7xn) = an(sm(e>yla --wym)axl? axn)

o (Univerzilni funkce je standardni:
Te(e,z1, ...z, y) & Trle,xy, ., v5,2) =>y=2

Diikaz. (Néaznak)

CozZe zase mdm néco dokazovat? A on uz neékdo dokdzal existenci univerzdl-
niho Turingova stroje, Ze? A on uz néekdo dokdzal, Ze TS md stejnou silu jako

CRF, %e? Tak to by pro ty dva uz nemél byt takovy problém dokdzat tohle,
ne?'

Co znamend univerzalni funkce?

Obecné méjme tiidu A funkei n proménnych, které maji néjakou vlastnost
(napf. jsou to PRF, CRF,...). Univerzilni funkce pro tiidu A je funkce univ,
ktera dostane jako vstup ¢islo e a parametry zi,...,z, a vrati to samé, co
by vratila e-t4 funkce z t¥idy A'S. Diilezité je, Ze takto dostaneme vsechny
funkce z té tiidy, tedy Vf € A Je € N : f(xq,...,x,) ~ univ(e, xq, ..., z,).
To mimochodem znamena, ze tiida funkci A musi byt spocCetna.

Kleenova véta iikéa dilezitou informaci: Existuje univerzding funkce pro CRF
k-proménnych, kterou budeme nazyvat ;. Tato univerzalni funkce je navic
sama také CRF, z ¢ehoz plynou zajimavé dusledky.

Co znamena predikat T?

15Jestli éekate lepsi ditkaz nez tento monolog, tak hledejte, ale o moc exaktnéjsi to
asi nebude a rozhodné to nebude elegantnéjsi. Cely dikaz se nedéld ani na prednasce.

vvvvvv

6Pokud f(x1,...,2,) T, pak i univ(e, 21, ..., x,) 1. To, kterd funkce je vlastné ta e-t4, je
definovdano pravé pomoci univerzalni funkce.
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Kleeneho predikat Ti(e,z,y) plati, pravé kdyz y =< yo,y1 > (dvojice za-
kédovana jako jedno ¢islo) a e je kéd funkce jedné proménné, kterd se pii
simulaci na T'S nad vstupem x zastavi (pfesné) po yo krocich s vysledkem y;.
Obecné muzeme zavést predikat Ty (e, z1, ..., T, y) pro funkce k proménnych.

e Funkce odpovidajici predikatu 7Ty je primitivné rekurzivni. Presny di-
kaz je pracny, ale zakladni myslenkou je simulace vypoctu TS, pricemz
vime, kolik nejvyse krokti je tfeba simulovat, takze nam staci for-cyklus
a nepotfebujeme while.

e Pro konkrétni TS a zadany vstup x budto existuje praveé jedna dvojice
< Yo, y1 > takova, ze po yy krocich se stroj zastavi s vysledkem y;, a
nebo neexistuje zadna takova dvojice, pokud se stroj nikdy nezastavi.
(Tim jsme dokézali, Ze je univerzalni funkce standardni.)

(To ovSem neni soucésti znéni véty, ani to z ni néjak neplyne, pouze to muze
poslouzit jejimu lepsimu pochopeni. Jind mozna definice tohoto predikéatu je,
ze y kéduje posloupnost vsech konfiguraci vypoctu TS nad vstupem x az do
jeho zastaveni. Pak se odpovidajicim zptisobem zméni i definice U.)

Co znamena p,?

T (e, z,y) je funkce dvou proménnych (e a x), kterd vrati nejmensi y ta-
kové, aby platil predikat T(e,z,y). Kdyz uz mame sestrojen predikat T’
(véetné odvozeni), tak tuto funkci vytvofime jednoduse pomoci operdtoru
minimalizace.

Co znamend funkce U?

U je pouze funkce, kterd vydéli druhou slozku z kédu dvojice'”. Specialnd
funkce U (uyTl(e,:v,y)) vrati vysledek e-tého programu (e-té CRFunkce)
jedné proménné spusténého na vstupu z. Protoze to je hodné vyznamna
funkce, tzv. univerzdlni pro CRF 1 proménné, zavedeme si pro ni znaceni
U, (e, z), obdobné Wy (e, z1, ..., ) pro k proménnych. A aby kazdy védél, jak
moc vyznamna ta funkce je, tak pro ni zavedeme jesté dalsi znaceni, ¢., ve
kterém se pro strucnost explicitné neuvadi k, ale pozna se to z poctu para-
metru, protoze Wi(e, x1, ..., Tk) = Qe(T1, ..., Tg)-

Co rika s-m-n véta?

1"Mimochodem pfi zavadéni kédovani dvojic (1) jsme si presné tuto funkei nazvali right,
ale dnes je v mode U

38



Mame ¢islo e, tedy e-ty program pro m+n proménnych. Rozhodnu se prvnich
m proménnych zafixovat na hodnotach v, ..., y,, a vytvorit tak novou funkci
(program) n proménnych'®. Schematicky zapsdno:

nova_funkce(x_1,...,x n){
return program s _cislem e(y_1, ..., ym, x 1, ..., x n);

3

S-m-n véta fikd, ze mizu snadno zjistit ¢islo této nové funkce (programu).
Existuje totiz sada PRFunkei sq, s9, s3, ... a my pouzijeme konkrétné s,, (e, y1, ..., Ym)
a ziskame tak ¢islo té nové funkce.

O

18Ve funkciondlnim programovani se toto oznacuje jako curryfikace
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