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Tento text slouzi k mé pripravé k magisterskym statnicim z Diskrétnich modeli a algoritmt na MFF v 1été
2025/2026. Obsahuje vycuc mych poznadmek z predméti a mé slouzit jako osnova a body o kterych chci
védét/mluvit. Pro detaily viz moje pozndmky na https://furadnik.github.io/notes. Na stejné adrese je
i aktudlni verze tohoto dokumentu, spolu s gitovym repozitafem. Pull requesty jsou vitany.

V textu se celkem volné mixuje ¢estina a anglictina, za to se omlouvam; cca piilka mych poznamek z predmétt
je v anglictiné a nechtélo se mi to prekladat...

Dalsi zdroje:
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Okruh I

Uvod do slozitosti a vy¢islitelnosti



Otazka 1
Vypocetni modely

Budeme mluvit o dvou vypocetnich modelech: Turingové stroji a Random-access machine. V obou pripadech
se jedna spise o rodiny modeli, kazdy autor pouziva trochu jinou definici. VSechny definice se na sebe vice
méné daji prevadét pouze s minimalnimi problémy (napf, za cenu mirného zpomaleni).

Principem je v obou pripadech snaha o formalizovdni vypoctu pro ucely kvantifikace problému z hlediska
slozitosti, nebo splnitelnosti.

1.1 Turingiv stroj

DEFINICE 1.1 (TURINGUV STROJ, TM). Turingiv stroj je M = (Q,%,T,6,qo, B, F), kde
e (Q je koneCna mnozina stawvii,
e 3 je konecnd neprazdna mnozina vstupnich symboli,
o I' D X je konecnd mnozina symbolii pro pdsku, Q NT = 0,
e §:(Q\F)xT = Q xT x {+,—=} je (C4stecnd) prechodovd funkce,
e qo € Q je pocdtecni stav,
e B eT\ X je defaultni symbol prdzdné buriky,

o F C @ je mnozZina koncovych (prijimajicich) stavi.

DEFINICE 1.2 (PRuIMANT). TM M
(1) prijimd w € ¥* = M skondi v pfijimajicim stavu,
(2) odmitd w € ¥* = M skonéi v nepfijimajicim stavu.

Jazyk prijimanych slov je znac¢en L(M). M(w)]| znaéi ze vypocet skonci, M (w)1 Ze ne.

DEFINICE 1.3 (R0ozHODOVAN(). Turinguv stroj M rozhoduje jazyk L = L(M) = L a na vSech vstupech se
M zastavi.

FAKT 1.4 (CHURCHOVA-TURINGOVA TEZE). Ke kazdému intuitivnimu algoritmu existuje ekvivalentni TM.
Jedna obvykla varianta TM je vicepdskovy TM, ktery ma k pések.

DEFINICE 1.5 (VicEPAskovY TM). Vicepaskovy TM mé k pasek, z toho jedna vstupni (na té je vstup), a
druhd vystupni (z té se pripadné ¢te vystup).

Ke kazdému k-paskovému TM existuje jednopaskovy TM prijimajici stejny jazyk.
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Diikaz. Reprezentujeme k pasek jako 2k-tici, na sudych pozicich budeme uklddat pozici hlavy a na lichych
samotny obsah pasek. Tim vyrazné nafoukneme velikost paskové abecedy, ale to ndm nevadi. Také na konec
a zaCatek popsané ¢asti pasky pridame zarazky.

Pii samotném vypoctu pak postupujeme nasledovneé:
(1) Projdeme celou popsanou ¢ést, zapamatujeme si symbol pod kazdou hlavou (ve stavu).
(2) Provedeme krok k-paskového Turingova stroje.

(3) Projdeme opét popsanou ¢ast a pfesuneme hlavy.

1.2 RAM

DEFINICE 1.7 (RAM). RAM se skldd4 z
(1) neomezené paméti sloZené z registri 1,12, ... prirozenych ¢isel — na zac¢atku nuly,
(2) vypocetni jednotky, kterd podporuje operace
e nacist konstantu,
e soucet, odecteni registri,
e kopirovani, kopirovani s neptimou adresaci,
e podminény skok,

e Cteni vstupu, zapis vystupu.
DEFINICE 1.8 (ROZHODNUTELNOST RAM). RAM R ¢te slovo w € ¥* jako posloupnost ¢isel — indexi v X.

(1) R prijme w € ¥* = R(w){ a prvn{ znak na vystupu je 1,

2) R odmitne w € ¥* = R(w){ a prvni znak na vystupu neni 1, nebo je vystup prazdny.

4) L C ¥* je ddstecné rozhodnutelngy = (3R) L = L(R),

(2)
(3) L(R) je jazyk prijimangch slov,
(4)
(5)

L C ¥* je rozhodnutelng = je ¢asteéné rozhodnutelny RAMem ktery skonc¢i na kazdém vstupu.

DEFINICE 1.9 (POCITANI FUNKCE). RAM R pocitd funkci f =

(va) (z € dom [ «» R(z)4) A (R(x) L~ R(z) = f()).
PozNAMKA 1.10. Pokud f je Fetézcovd funkce, pak vystupem jsou indexy do abecedy zakonéeny nulou.

Ke kazdému TM existuje ekvivalentni RAM, a naopak.

Dikaz (TM na RAM). V tomto sméru je hlavni problém Ze nemame oboustranné nekoneénou pamét. To
vyTesime tak, Ze rozdélime buiky podle zbytku adres modulo 3 na: nezdporné burnky (od pocatecéni), zdporné
bunky a pracovni paméf. V pracovni paméti pak jesté muzeme mit ulozenou prechodovou funkci pokud ji
nechceme mit zadrétovanou do programu (coz bychom ale mohli). Kroky TM lze o¢ividné provést. |

Dikaz (RAM na TM). Poridime si TM s dostateénym mnozstvi pasek. Na jedné pasce si budeme drzet pamét
zakédovanou jako: ## adresa # hodnota ##. Takto jsme schopni ziskat z paméti libovolnou hodnotu, i do
pameéti zapsat. Na zbytku pasek jsme schopni trividlné implementovat vsechny operace RAMu. |
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1.3 Rozhodnutelnost

DEFINICE 1.12 (ROZHODNUTELNOST). Jazyk L je

(1) cdstecné rozhodnutelny (rekurzivné spocetny) =
(3M) L= L(M),
(2) rozhodnutelny (rekurzivni) = je ¢asteéné rozhodnutelny TM M ktery skonéi na kazdém vstupu.
DEFINICE 1.13 (KODOVANT). (X)) znaéi bindrni retézec, kéd objekiu X.
Pro kazdy TM M existuje (M).
Diikaz. Muzeme predpoklddat ze abeceda je ocislovand, ze X je prefix I' a ze B je prvni znak mimo 3. V kédu
si tedy staci pamatovat tyto idaje a prechodovou funkci. To je trividlni v binarni soustavé, az na oddélovace.

Proto si predstavujeme ze oddélovaé je specialni znak # a findlni kéd pak dostaneme nahrazenim 0 za 00, 1
za 01, # za 11. |

Césteéné rozhodnutelnych jazyki je spoc¢etné mnoho.
Diikaz. Pro kazdy ¢asteéné rozhodnutelny jazyk existuje TM, a TM jsou dle predchozi véty ocislované IN. B
Existuji jazyky, které nejsou ¢astecné rozhodnutelné.

Diikaz. Dle lemmatu je castecné rozhodnutelnych jazykt spocetné mnoho, ale vSech jazyki je nespocetné
mnoho, protoze je jich tolik jako bin. posloupnosti. |

DEFINICE 1.17 (UNIVERZALNI TM). Univerzdlni TM je U, tz
(VM)(Vw)  M(w)l= UM, w)]l A M(w) < UM, w)).
Déle definujeme L, := L(U).
Diagondln{ jazyk Ly = {{M); (M) ¢ L(M)} neni ¢4stecné rozhodnutelny.
Diikaz. Pro spor, necht M rozhoduje Ly. Pak bud (M) € Ly nebo (M) ¢ Lg, oboji vede ke sporu. [ |
L, je castecné rozhodnutelny, ale neni rozhodnutelny.

Diikaz. Je c¢astecné rozhodnutelny protoze muze prosté simulovat. Neni rozhodnutelny, protoze kdyby byl,
pak by rozhodoval diagonalni jazyk. |

Necht jazyky Li, Lo jsou (¢asteéné) rozhodnutelné. Pak Ly U Lo, L1 N Lo,
Ly - Lo i L7 jsou (¢4steéné) rozhodnutelné.
Diikaz. Necht My a My (Casteéné) rozhoduji Ly a La. Necht w € X*.
(1) Pfijmeme pokud oba prijali.
(2) Pfijmeme pokud alespon jeden prijal. Spustime vypocty paralelné (stfidavé), takze pokud alespon jeden
prijima, zjistime to v koneéném case.
(3) Zkusime stiidavé vSechna mista kde se slovo dé rozpulit.

(4) Zkusime stiidavé vSechna mista kde se slovo d4 rozdélit na k ¢asti (pro k € {1,...|w|}).
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L je rozhodnutelny, pravé kdyz L i L jsou ¢astetné rozhodnutelné.

Diikaz. Pokud L je rozhodnutelny, rozhodnuti L je prosté negace.
Pokud L a L jsou ¢asteéné rozhodnutelné, pak miizeme stiidavé spustit oba TM, a jeden uréité v koneéném
case skonci. To je nase odpovéd. |

Rozhodnutelné jazyky jsou uzaviené na doplnek, ¢astecné rozhodnutelné ne.

Necht C je t¥ida ¢dstecné rozhodnutelnych jazyku, a L := {(M); L(M) € C}. Pak L
je rozhodnutelny, pravé kdyz C je trividlni, tj. bud prazdna nebo obsahuje vSechny ¢astecné rozhodnutelné
jazyky.

Diikaz. Pokud je C trividlni, véta plati. Pro spor, necht C neni trividlni, ale existuje M¢ ktery rozhoduje L.
Vyuzijeme M¢ pro rozhodovani L.

Necht @) ¢ C (jinak vezmeme doplnék). Necht L’ € C je libovolny jazyk ¢dstecné rozhodnutelny pomoci M’.

Definujeme nyni novy Turingtv stroj M" ktery potom vyuzijeme pro rozhodovan{ (M, z) € L,. Vstup tohoto
Turingova stroje ozna¢me y.

(1) Pustime M(z), pokud odmitne, odmitneme.
(2) Pustime M'(y), pokud pfijme, pfijmeme, jinak odmitneme.

Pokud (M, z) € L,, pak M" spusti pro kazdy vstup M'(y), tedy vysledny jazyk je L' a tedy (M") € L.
Pokud (M, z) ¢ L., pak M" nikdy nespusti M’(y), tedy vysledny jazyk je @ a tedy (M") & L. [ |

PozNAMKA 1.24. Ekvialentnd i pro funkce.

1.4 Vydislitelnost

DEFINICE 1.25. Funkce f je Turingovsky vycislitelnd = existuje TM, ktery ji pocita, tj. existuje M, tz.
(1) x € dom f <> M(z)|,
(2) (Vo € dom f)(f(x) = M(x)).

DEFINICE 1.26 (TOTALNf FUNKCE). Funkce f je totdlni = dom f = ¥*.
L C ¥* je rozhodnutelny, pravé kdyz jeho charakteristickd funkce xp(z):=[z € L] je vy&isliteln4.

Existuje nevyd¢islitelné funkce.

1.5 Prevoditelnost a aplnost

DEFINICE 1.29 (TURINGOVSKA PREVODITELNOST). Necht A, B C ¥*. Pak A je prevoditelny na B, A <r B
= existuje M, tz.

(1) M rozhoduje A,
(2) M se muze ptat na y € B.

(VACS") A<rA4

Necht A <t B. Pak B je rozhodnutelny implikuje A je rozhodnutelny.
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DEFINICE 1.32 (HALITNG PROBLEM). Halting problem rozhoduje, zda se M na vstupu z zastavi. Odpovidd
jazyku
L= {(M,a); M(z)1}.

Lu <r Lh~

Dikaz. Necht (M, x) je na vstupu. Sestrojime M’ tak, aby odsimuloval M, pokud pfijme, pfijal, a pokud
odmitne, zacyklil se. Pak (M, x) € L, pravé kdyz (M',z) € L. |

Ly, je Castecné rozhodnutelny, ale neni rozhodnutelny.
DEFINICE 1.35 (m-PREVODITELNOST). Jazyk A je m-prevoditelnj na B, A <,, B = existuje totaln{ vycisli-
telna f, tz.
(Vz) xze€ A+ f(z) e B.

<m je kvaziusporadani.

Lu Sm Lh'
Necht A <,,, B. Pak B je (¢astecné) rozhodnutelny implikuje A je (Casteéné) rozhodnutelny.

Diikaz. Necht M (Castené) rozhoduje B. Necht M’ je TM ktery pro vstup x

(1) sestroji y = f(x),
(2) spusti M(y).
Toto (¢4stecné) rozhoduje A. [

DEFINICE 1.39 (PROBLEM NEPRAZDNEHO JAZYKA). Problém neprdzdného jazyka mé na vstupu M, a
rozhoduje, zda L(M) # ). Jeho jazyk oznacime

Ly == {(M); L(M) # 0}.

LU S7ﬂ Ln

Diikaz. Chceme védét, zda (M, z) € L,. Sestrojime M’ ktery ignoruje sviij vstup a spusti M (z). Pak L(M’)
jsou bud vsechny Fetézce nebo zadny. To zjisti L,,. |

L,, je ¢astecné rozhodnutelny, ale neni rozhodnutelny.

DEFINICE 1.42 (UpLNOST). Jazyk L je m-tplng =
(1) L je ¢4steéné rozhodnutelny,

(2) pro A ¢asteéné rozhodnutelny plati A <,,, L.
Pokud A je m-iplny, B je ¢astetné rozhodnutelny a A <,,, B, pak B je m-iplny.
Dikaz. 7 tranzitivity kvaziusporadani. |

L, je m-tplny.
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Diikaz. Casteéné rozhodnutelny je, protoze miizeme simulovat.
Pro libovolny jiny jazyk existuje stroj M ktery ho ¢astecné rozhoduje. Pak staéi definovat f(z) = (M, z), a

toto je m-prevod. |

Ly a L, jsou m-uplné.



Otazka 2

Zakladni tridy slozitosti

DEFINICE 2.1 (SLOZITOST NA TM). Necht M je Turingtv stroj. Necht f : IN — IN je funkce definované pro
kazdy vstup. Pak

(1) M pracuje v case f(n) = vypocet M na kazdém vstupu z o velikosti |z| = n skonéi po < f(n) krocich,

(2) M pracuje v prostoru f(n) = vypocet M na kazdém vstupu z o velikosti |z| = n skondé{ s vyuzitim
< f(n) bunék.

DEFINICE 2.2 (TRiDY JAZYKU). Pro f: IN — IN definujeme t¥idy
(1) TIME(f), tfida jazyku pfijimanych TM v case O(f(n)),
(2) SPACE(f), tfida jazyku pfijimanych TM o prostoru O(f(n)),

Pro libovolnou f: IN — IN je
TIME(f) C SPACE(f).

DEFINICE 2.4 (DETERMINISTICKE TRIDY SLOZITOSTI). Definujeme

(1) P:=Upen TIME(nf),
(2) PSPACE := U,y SPACE(n*),

(8) EXPTIME := Uy TIME(2"),

FAKT 2.5 (CHURCHOVA-TURINGOVA TEZE, SLOZITOST). Redlné vypocetni modely lze simulovat Turingovymi
stroji s pouze polynomidlnim zpomalenim /nartastem prostoru.

Trida P nezavisi na zvoleném vypocetnim modelu.

DEFINICE 2.7 (SLOZITOST NA RAMU). Necht R je RAM a £(n) uréuje cenu uloZzeni ¢isla n v registru. Pak
definujeme slozitost operace jako soucet £(n) pro vSechna ne-konstantni éisla n vyskytujici se v operaci.

POzZNAMKA 2.8. VétSinou se uvazuje bud ¢(n) = 1, nebo £(n) = max {1,log, n}.

DEFINICE 2.9. RAM R pracuje v case f(n) = vypocet R na kazdém vstupu z o velikosti n = ¢(z) skondi se
souctem cen operaci < f(n).

FakT 2.10 (Cook, RECKHOW). Necht L je rozhodnutelny RAMem R v ¢ase f(n). Pak je rozhodnutelny
vicepaskovym TS, ktery pracuje v ¢ase F(n) pro

O(f*) ¢(n)=max{l1,log,n},
e {o(ﬁ) tn) = 1. 2

12
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FAakT 2.11. Je-li L rozhodnutelny vicepdskovym TS v f(n), pak je rozhodnutelny jednopaskovym TS v
O(f*(n)).

P je tfida jazykt rozhodnutelnych RAMem v poly case.

DEFINICE 2.13 (VERIFIKATOR). Verifikdtor jazyka L je algoritmus V(x,y), tZ.

L={xeX (Fyex)(V(z,y)}
PozNAMKA 2.14. Casovou slozitost verifikdtoru méifme vici |z|.
DEFINICE 2.15 (NP). NP je t¥ida jazyku, které maji verifikator pracujici v poly |z|.

DEFINICE 2.16 (CAsovA sLozitost NTS). Nedeterministicky TS 7' pracuje v
(1) case f(n) = kazdy vypocet T nad x délky n skonéi po < f(n) krocich,
(2) prostoru f(n) = kazdy vypocet T nad x délky n skonéi a vyuZije < f(n) bunék.

DEFINICE 2.17 (NEDETERMINISTICKE TRIDY JAZYKU). Pro f: IN — IN definujeme t¥idy
(1) NTIME(f), ttida jazyku pfijimanych nedeterministickym TM v ¢ase O(f(n)),
(2) NSPACE(f), tfida jazyka pfijimanych nedeterministickym TM o prostoru O(f(n)),

Pro kazdou f plati

TIME(f) € NTIME(f),
SPACE(f) C NSPACE(f).

NP = | J NTIME(n¥).
keN

Dikaz (C). Necht L € NP. Existuje tedy certifikat y délky p(|x|) pro kazdé z. Definujeme nedeterministicky
M ktery nejprve vygeneruje certifikat, a pak ho zkontroluje. |

Diikaz (2). Necht L je v Case p(|x|) TeSitelny NTS M. To znamend Ze existuje vypocet, tj. posloupnost
konfiguraci, které prijimaji. Kazdd konfigurace je navic dlouhd O(p(|x|)), a celkem je jich p(|z|). Toto déva
certifikat. |

Pro kazdou f plati
NTIME(f) C SPACE(f).

Diikaz. Odsimulujeme NTS M jako deterministicky. Na jedné pasce si budeme udrzovat O(f(|z|)) znak,

které urcuji jaky vypocet zrovna déldme. Na dalsich O(1) budeme simulovat vypocty postupné. Kazdy vy-
pocet trva O(f(]z|)), tedy nepiekroci prostor O(f). [ |

NP C PSPACE.
DEFINICE 2.22 (MODEL S MENSIM NEZ LINEARNIM PROSTOREM). Vicepaskovy TS M pracuje v prostoru
f(n) = na pracovnich pdaskdch zabere nejvyse f(n) bunék, na vstupni pasku nelze zapisovat, a na vystupni

pasce se hlava pohybuje pouze doprava.

DEFINICE 2.23 (LOGARITMICKE TRIDY). Definujeme L := SPACE(log, n) a NL := NSPACE(log, n).
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DEFINICE 2.24 (NPSPACE). Definujeme

NPSPACE := | J NSPACE(n*).
keN
DEFINICE 2.25 (GRAF KONFIGURACT). Graf konfiguraci NTS M se vstupem z je Gr,y, t7.

(1) V(Ga,z) je mnozina vsech moznych konfiguraci M se vstupem z,

(2) E(GM,z) = {<01702>; Cy € 5(01)}

Pro kazdy TM M pracujici v prostoru f > log, existuje ¢ € IN, ze pro kazdé z je
n(Garz) < gcf(lz])

vvvvv

pozic hlavy na vstupni péasce. |

Pro kazdou funkci f > log, plati

(VL € NSPACE(f))(3c € IN) L € TIME(2¢).

Dikaz. Graf konfiguraci dokézeme prochazet v poly(n(Gas )). Bound plyne z predchoziho lemmatu. |

Pro f > log, a g ze f € o(g) je

NSPACE(f) C TIME(29).

L C NL C P C NP C PSPACE C NPSPACE C EXPTIME.

Necht f > log,. Pak

NSPACE(f) C SPACE(f?).

Diikaz. Prochdzime graf konfiguraci, aniz bychom ho méli cely v paméti (méa 2°¢/(=1) | to je moc). Pied-
poklddejme nejprve (nerealisticky), Ze zndme n = ¢ - f(|z|) z lemmatu [2.26] Pak postupujeme nasledovné
(za¢indme s k = n):

(1) Prochazime vsechny konfigurace K postupné (kazdé je velikosti maximalné n).

(2) Pro kazdou rekurzivné zjistime, zda se ze startovni konfigurace dostaneme do K a z K do pfijimajici
konfigurace za 2¥~! konfiguraci.

(3) Pokud k = 0, prosté zkontrolujeme zda se start a konec rovnaji, nebo mezi nimi vede hrana v grafu
konfiguraci.

Pokud nezndme n, zac¢indme s n = 1 a zvétsujeme dokud existuje konfigurace s n + 1 policky do které se
pomoci predchoziho rekurzivniho algoritmu dostaneme.

Evidentné toto spravné vyhodnoti jazyk ptivodniho nedeterministického stroje. Hloubka rekurze je O(f(|z]))
a v kazdé trovni rekurze potfebujeme nejvyse O(f(|z|)) hodnot, tedy jsme v SPACE(f2).

PSPACE = NPSPACE.

DEFINICE 2.32 (PROSTOROVA KONSTRUOVATELNOST). Funkce f : IN — IN je prostorové konstruovatelnd =
f > log, a funkce, kterd 1™ pfeméni na f(n) v bindrn{ reprezentaci, je vy¢islitelnd v prostoru O(f(n)).
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Pro kazdou prostorové konstruovatelnou f existuje A C ¥* rozhodnutelny v prostoru O(f), ale

ne o(f).

Dikaz. Pouzijeme diagonalizaci. Konstruujeme N pracujici v prostoru O(f). Budeme chtit aby pro kazdy
M pracujici v o(f) prostoru se na kazdém vstupu tvaru (M) 10* lisil L(M) a L(N). Na vstupu x budeme
provadét nasledujici

(1) Pokud z # (M) 10*, odmitneme.

(2) Spocitame f(|z|) (z prostorové konstruovatelnosti).

(3) Vyznacime f(|z|) policek na pasce v obou smérech.

(4) Simulujeme M (z), pokud jdeme mimo vyznacené pole, nebo pocet krokii presahne 272D odmitneme.
(5) Znegujeme vysledek M.

Toto zvlddneme v prostoru O(f). Pokud L € SPACE(o(f)), existuje N pracujici v prostoru g € o(f) rozho-
dujici L. Tedy existuje n, tz. cg(n) < f(n), kde ¢ je z lemmatu m Pro vstup (M) 10™ je tedy uréité pocet
policek dostatecny, a pokud v kroku zamitneme, tak se N zacyklil (coz je spor s tim Ze rozhoduje L).
Tedy dostaneme se do posledniho kroku kde se zachovame opacné. |

Pro kazdou prostorové konstruovatelnou f plati

SPACE(o(f)) C SPACE().

NL C PSPACE C EXPSPACE.

DEFINICE 2.36 (CASOVA KONSTRUOVATELNOST). Funkce f: IN — IN € Q(nlogn) je casové konstruovatelnd
= funkce, kterd 1™ pfemeéni na f(n) v bindrni reprezentaci, je vycislitelna v case O(f(n)).

_f
O(Ing)'

Diikaz. Pouzijeme diagonalizaci analogicky jako u prostorové konstruovatelnosti. Konstruujeme N pracujici v
Case O(f). Budeme chtit aby pro kazdy M pracujici v o(f/log,(f)) Case se na kazdém vstupu tvaru (M) 10*
ligil L(M) a L(N). Na vstupu « budeme provadét nésledujici

(1) Pokud z # (M) 10*, odmitneme.

Pro kazdou ¢asové konstruovatelnou f existuje A C X* rozhodnutelny v ¢ase O(f), ale ne

(2) Spocitame f(|z|) (z ¢asové konstruovatelnosti).

(3) Sestrojime pocitadlo inicializované f(|z|) /log, f(|z|), které budeme brat vSude s sebou, v kazdém kroku
(tj. instrukei, ne odsimulovaného kroku M) snizime jeho hodnotu o 1, pokud dojde do nuly, odmitneme.

(4) Simulujeme M (x), znegujeme jeho vysledek.
Toto zvlddneme v ¢ase O(f) — jeden krok simulace trvd O(1) a préce s pocitadlem trva O(log f(|z|))-

Pokud L € TIME(o(f/log f)), existuje N pracujici v ¢ase g € o(f/log f) rozhodujici L. Tedy existuje n,
tZ. cg(n) < f(n)/log f(n), kde ¢ je konstanta z overheadu simulace. Pro vstup (M) 10" je tedy urcité
f(n) /logy f(n) kroki dostateénych, a na tomto vstupu se tedy jazyky 1isi. [

Pro kazdou casové konstruovatelnou f plati

TIME(o(lo‘gf)) c TIME(f).

P C EXPTIME.
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Alespon jedna z inkluzi
P C NP C PSPACE = NPSPACE C EXPTIME,

a alespon jedna z inkluzi
NL € P C NP C PSPACE

jsou ostré.
SAT je NP-tuplny.

NEZAVISLA-MNOZINA je NP-tipln4.
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Otazka 3

Aproximacni algoritmy a schémata

DEFINICE 3.1 (OPTIMALIZAGNT PROBLEM). Optimalizacni problém je (Z,F, f,qg), kde
(1) Z je mnoZina vstup,

(2) F(I) je mnozina pripustnijch Teseni pro vstup I,

(3) f:F(Z) — R je ucelovd funkce, a

(4) ¢ je bud minimalizace nebo maximalizace, urcujici ,,smér*.

DEFINICE 3.2 (APROXIMACNI ALGORITMUS). a-aprozimacni algoritmus pro optimaliza¢n{ problém je poly-

nomialni algoritmus, ktery produkuje feseni v ramci multiplikativniho faktoru « od optima.

DEFINICE 3.3 (PTAS). Polynomidlni aproximacni schéma pro optimaliza¢ni problém je rodina algoritmt
{A.}, takova, Ze pro kazdé € > 0 je A. (1 + ¢)-aproximaci (pro minimalizaci, (1 — €) pro maximalizaci).

DEFINICE 3.4 (FPTAS). Pilné polynomidlni aproximacni schéma pro optimaliza¢ni problém je PTAS, kde

kazdy A. je navic polynomidlni v %

3.1 Greedy

Prvnim zptisobem jak navrhovat aproximacni algoritmy je konstruovat feseni hladové tak, aby vzdy maxi-
malizovalo zlepseni. P¥ikladem je VERTEX-COVER.

PRIKLAD 3.5 (VERTEX-COVER). Problém VERTEX-COVER je, pro dany G najit W C V| t2.

min |W|; (Vee E)(enW #£0).

Vstup: Graf G.
Vijstup: Aproximacni feSeni VERTEX-COVER.

1: Najdeme libovolné maximalni parovani M.
2: W+ U M.

Algoritmus je 2-aproximace pro VERTEX-COVER.

Diikaz. Kazda hrana je pokryta z maximality parovani. Naopak, kazda hrana parovani musi byt pokryta, tj.
alespoii pulka |W| musi byt pfitomna v optimu. |

PRrIkLAD 3.8 (METRIC-TSP). V problému METRIC-TSP mdme danou mnozinu vrcholtt V' a metriku d :
V xV — RU{oo} a hleddme nejkratsi okruh pfes vsechny vrcholy.

17



OTAZKA 3. APROXIMACNI ALGORITMY A SCHEMATA 18

Vstup: Instance METRIC-TSP, tj. iplny graf G.

Vijstup: Aproximace TeSeni.

Najdeme T minimalni kostru G.

V' < vrcholy jez maji v T lichy stuper.

Najdeme minimélni perfektni parovan{ M v G[V’].

Najdeme Eulerovsky tah v T'U M.

Vratime tah zkraceny tak aby kazdy vrchol navstivil max. jednou.

Algoritmus je 3/2-aproximace METRIC-TSP.

Dikaz. Minimaln{ kostra mé urcité vdhu w(T') < opt. Zarover, pokud mame V' C V sudé velikosti, uvazime,
jak V' prochéz{ optimélni feseni (pouzijeme zkratky), tak dostaneme Fesen{ TSP na G[V], které se d4 rozlozit
na dvé parovani, tj. to z nich s mensi vdhou m4 ur¢ité nejvyse opt/2, tj. i minimalni.

Zkratky které pouzivame v poslednim kroku to muzou jen zlepsit, tedy

w < w(T) +w(M) < opt + opt/2 = 3opt.

3.2 Zaokrouhlovani a dynamické programovani

PROBLEM 3.11 (KNAPSACK). Instance problému KNAPSACK je ((s;,v;)
takovou, ze ) ;. ¢ v; je maximélnia ), g8 < B.

el B> a nasim cilem je najit S C I

i€S

Vstup: Instance problému KNAPSACK s n predméty.
Vijstup: Optimalni feSeni.

1. A+ {(0,0)}

2: Proje{2,...,n}k

3: A — A

4 Pro (s,w) € A":

5 Pokud s + s; < B:

6: A—AU{(s+sj,w+uv;)}

7 Odstranime z A dominované dvojice.

8: Vradtime max s ,yea w-

Algoritmus poéita optimélni hodnotu problému KNAPSACK.
Diikaz. Oc¢ividné z konstrukce algoritmu. |

KNAPSACK je pseudo-polynomialni.

Vstup: Instance KNAPSACK spolu s € > 0.
Vigstup: (1 — e)-aproximace KNAPSACK.
1: M <+ max; v;

2 p<—eM/n

3: (Vi)(v < [vi/p])
4: Spustime algoritmus s hodnotami v}, pfed ndvratem pievedeme hodnoty zpét.

Algoritmus je FPTAS pro KNAPSACK.
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Dikaz. Nejprve dokdzeme, Ze hodnota w mnoziny A C [n] kterd vyjde z algoritmu je (1 — €)-aproximace.
Necht O C [n] je optimum s hodnotou opt. Necht i € [n]. Pak v; — vju < p. Z toho

wZN'ZvZ{Zu-ngZZ(UZ-—H)Zopt—ﬂ-nzopt—eMz(1—5)opt.
ieA i€o i€o

Algoritmus je navic polynomidlni v n a %, protoze je nejvyse n/e hladin, a tedy po kazdém kroku hlavni
smycky je tolik maximélni velikost A. |

3.3 LP

ZNACENT 3.17. Znacime
(1) opt skutecné optimum instance problému,

(2) opt* optimum konkrétni linedrni relazace problému.

Pro minimaliza¢ni problémy plati

opt(I) > opt™(I).

DEFINICE 3.19 (INTEGRALITY GAP). Necht P je minimaliza¢ni problém. Definujeme Integrality gap jako

opt(1)
P):=sup ——=.
V(P) P oot (1)
Pro maximaliza¢ni problémy ho definujeme jako
opt([)

Y(P) =

b opt*(I)’

PRIKLAD 3.20 (VERTEX-COVER). VERTEX-COVER je, pro dany graf G, najit

min |C|; CCV, (Vee E)(enC #10).
PRIKLAD 3.21 (RELAXACE VERTEX-COVER). Relazaci VERTEX-COVER je

min Ty} z, € 10,1], Vuv € E)(z, +x, > 1).
S 0,1], ( ) )

Zaokrouhlenim optiméalniho feSeni linearni relaxace ziskdme 2-aproximaci.

Dikaz. Kdyz x,, + x, > 1, pak alespon jeden je alespoii 1/2, tedy kazdd podminka byla splnéna. Naopak,
kdyz zaokrouhlime, zvétsime tak kazdé x, nejvyse dvakrat. |

3.4 NAahodnost

FakT 3.23. Pokud existuje p-aproximace SAT pro p > %, pak P = NP.

Necht I je instance 3-SAT. Nahodnym ohodnocenim proménnych ziskdme v ocekdvani -

8
aproximaci opt([).

Diikaz. Pravdépodobnost, Ze libovolnd klauzule je nesplnéné je 1 — 273, To dava z linearity stfedni hodnoty

%—éést klauzuli splnénych, coz je i bound na optimum. |

DEFINICE 3.25. Nahodné veliciny (X;), jsou 3-wise nezdvislé =

(Vi,j,k) Xi, X, X, jsou nezdvislé.
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Pokud je X 3-wise nezdvislé na {0,1}", pak stfedni podil splnénych klauzuli je %.
Drikaz. Lze pouzit stejnd technika jako na zcela nezavisle ndhodné ohodnoceni. |

Necht yo, y1,y2 € {0,1} jsou iid. Pak pro
g(x) = yo + y17 + yox? mod 2,
3-wise nezavislé.

jsou velic¢iny <9(37)>we[n]

Diikaz. Pravdépodobnost ze g(z1) = a, g(z2) = b a g(z3) = ¢ je soustava 3 rovnic o 3 neznamych, tedy
existuje jedna trojice yg, y1,v2. Ta mé& pravdépodobnost 273. |

Existuje deterministickd %—aproximace MAX-SATu.

3.5 Semidefinitni programovani

7ZNACENI 3.29. V kontextu MAX-CuTu zna¢ime

2 0
ag:=—- min —— =~ 0.878...
m 0<6<z 1 —cosf

DEFINICE 3.30 (SDP MAXIMALN{HO REZU). Necht G je graf. Definujeme SDP program MAX-CUTu jako

1— X,
max Z TJ XeR™™ X =0,(Vi € V)(Xi; =1).

Toto SDP je relaxaci MAX-CuUTu.

DEFINICE 3.31 (ZAOKROUHLENI NADROVINOU). Necht u € {z € R"; ||z|]| =1} a p €r {z € R™; ||z|| = 1}.
Pak definujeme

1 pokud p'u > 0,
Zi =
—1 jinak.

Existuje polynomialni ap-aproximace MAX-CUT.

Diikaz. Necht X = V'V je optimaln{ feseni SDP (resp. e-optimalni pro dostateéné malé €). Necht zy,. .., 2z,
je zaokrouhleni nadrovinou. Pak

: y : .. arccos(v},vy)
E[velikost fezu] = U;E Pr[z, a z, jsou zaokrouhleny jinak] = u;}ﬂ -
_ Z 1 —vlv, . 2T . arccos (v, vy) > Z 1—vlv, min 2 0
ot 2 1 —v,v, T e 2 ocfo,z] ™ 1 —cosf
= qp - opt™.

FAKT 3.33. Neexistuje a-aproximace MAX-CUT pro « > %, pokud P # NP.

Predpoklada se, ze neexistuje a-aproximace MAX-CUT pro a > «g, pokud P # NP.
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3.6 Neaproximovatelnost

Necht € > 1 takové, ze existuje polynomidlni e-aproximace Obchodniho cestujiciho v obecném
grafu. Pak P = NP.

Diikaz. Pouzijeme aproximaci pro nalezeni Hamiltonovské kruznice. Definujeme d : V x V — R¥ jako

1 E
d(u,v){ pro uv € L,

[V]-e4+1 jinak.

Pokud existuje Hamiltonovskd kruznice, vrati nase aproximace lepsi feseni nez |V| -+ 1, jinak vrati alespon
[V|- (e +1). Tim pddem aproximace rozhoduje tento NP-iplny problém. |



Okruh 11

Datové struktury
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Otazka 4

Vyhledavaci stromy

4.1 (a,b)-stromy

DEFINICE 4.1 ((a,b)-STROM). Necht a > 2,b > 2a — 1. Pak (a, b)-strom je vicecestny vyhleddvaci strom, kde
(Al) data jsou uloZena pouze ve vnitinich vrcholech,
(A2) kazdy vrchol mé a az b syni, s vyjimkou kofene, ktery ma 2 az b synt,

(A3) vSechny listy jsou ve stejné hloubce.
Hloubka (a, b)-stromu s & klici je O(log, n) a Q(log, n).

Diikaz. Chceme maximalizovat hloubku. Tedy pfedpokladejme, ze kazdy vrchol obsahuje minimalni pocet
vrchold, tedy a — 1 (a dva v kofeni). Tedy pocet prvki je

Tedy h € O(log, n). Podobné z druhé strany pro b. [ |

Operace INSERT, DELETE trvaji O(lognloga> a FIND trvd O(lognllggfl’).

Diikaz. Faktor O(iog, ”) = O(log, n) je z hloubky, a faktor b nebo logbd je ¢as ztraveny v kazdém vrcholu.
oga

U tprav musime kontrolovat boundy, a piipadné ménit prvky nebo slucovat, coz trva az O(b), kdezto pii
hleddni nés zdrzuje jen to Zze musime najit kam dal, coz je O(logb). [ |

Posloupnost m operaci INSERT ve zpocatku prazdném (a, b)-stromé zméni O(m) vrcholt.

Diikaz. Kazdy INSERT méni jeden vrchol vlozenim klice, a dalsi vrcholy pouze stépenim. Na konci ma ale
strom O(m) vrchol, tedy mohlo se stat nejvyse O(m) Stépeni. |

(a, b)-strom lze ze setfidéné posloupnosti vybudovat v O(n) (pokud si pamatujeme nejpravéjsi
vrchol).

Posloupnost m operaci INSERT a DELETE ve zpocitku prazdném (a,2a)-stromé zméni O(m)
vrchold.
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Dikaz. Najdeme funkci f(k) vyjadiujici potencial vrcholu s k kli¢i, a pouzijeme

©= ) f(#Klich vev).
v vrchol
ne koren
Potfebujeme, aby
(1) |f(@) = f(i+1)] < c (tj. vloZzeni/odebrani klice je O(1)),
(2) f(2a) > f(a)+ f(a—1)+c+1 (tj. Stépeni je zadarmo),
3) fla=2)+ fla—1)> f(2a — 2) + ¢+ 1 (tj. slucovani je zadarmo).

Funguje naprt.

4 pro k = 2a,

2 proke{2a—1,a—2},
£lk) = o J

1 prok=a-1,

0 jinak.

4.2 Splay stromy
DEFINICE 4.7 (SPLAY STROM). Splay strom je bindrn{ vyhleddvaci strom.
ZNACENI 4.8.
(1) s(v) je pocet vrcholi v podstromé T (v),
(2) r(v) :=logy s(v) je rank vrcholu v,
(3) ©(T):= ZUGV(T) r(v).
® je potencial.

DEFINICE 4.10 (OPERACE NA SPLAY STROMECH). Na Splay stromu 7" umime
e SPLAY, vyrotovani pomoci zig, zig-zig, zig-zag,

e INSERT, DELETE, FIND, pomoci jednoho SPLAY.

2log(a+ B) — 2 < loga + log .
Amortizovand cena SPLAY je nejvys 3 (' (v) — r(v)) + 1, kde v je splayovany vrchol.
Diikaz. Dokéazeme, ze pro kazdou rotaci plati
A<3(rioy—r)+1,
kde ¢len +1 je pritomny pouze u rotace ,zig“. Napriklad u ,zig-zag“ cesty ywx mame
A=2+71"(x) —r(@) +r'(y) —r(y) +1'(2) —7(2) <3 (" (x) —r(2)),

kde jediné co jsme pouZivali je monotonie s(v) pro podstromy a lemma na disjunktni podstromy, tj.
r'(w) + r'(z). Dvojka v cené je protoze skutecnd cena jsou 2 rotace.

U operace ,zig-zig“ vyuzivame toho, ze

r(z) +7r'(z) < 2r'(z) — 2.
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Vykondni m operaci SPLAY na T o n vrcholech ma slozitost O((m + n)logn).

Diikaz. Pocéteni potencidl je nejvys O(nlogn) a kazdd operace ma O(logn) amortizovanou sloZitost dle
lemmatu [ |

Vykonani m operaci INSERT, DELETE, FIND na ze zac¢atku prazdném stromé, kdy n je nejveétsi
dosazeny pocet vrcholl, mé slozitost O(mlogn).

Diikaz. V tomto pripadé zac¢indme s potencidlem 0. |
FAKT 4.15 (STATICKA OPTIMALITA). Necht ay,...,a, € X je posloupnost pristupi ke vSem prvkim v X.
Necht T je staticky strom, cp ¢as piistupu ke vSem prvkim dohromady. Pak ¢asova slozitost piistupu Splay
stromu je O(cr).

FAKT 4.16. Pristup ke v8em prvkim v rostoucim poradi trva O(n).

FAkT 4.17 (WS BOUND). Necht w; je pocet FINDU od posledniho hleddni a;. Pak Splay strom hledd v
O(mlogn +m+ )", log(l+ w;)).

4.3 BBJa] stromy

ZNACENT{ 4.18. Budeme pracovat s bindrnim vyhleddvacim stromem T'. Navic oznacime s(v) pocet vrcholii v
podstromé T'(v), pro v € V(T).

DEFINICE 4.19. Necht a € (%, 1). Vrchol v € V(T) je a-vyvdzZeny = pro kazdého jeho syna w
s(w) < a-s(v).
Strom T je a-vyvaZeny = kazdy jeho vrchol je a-vyvazeny.
Necht « je konstantni. Pak a-vyvazeny strom s n vrcholy ma hloubku O(logn).

Diikaz. Podet vrcholt v podstromu klesa exponencidlné s hloubkou (jako a’n pro hloubku 7). To znamen4,
7e maximalni hloubka bude fddové ©(log,, n). |

DEFINICE 4.21. BB[a] strom je BVS, jehoZ INSERT a DELETE navic kontroluji a-vyvéZenost, a pokud prestane
platit, zavolaji rebuild od nejvyssiho vrcholu, kde prestala a-vyvazenost platit.

BB[a] stromy maji INSERT i DELETE amortizovanou slozitost O(logn).

Diikaz. Zadefinujeme si potenciél
o= o),
v vrchol

kde ¢(v) definujeme jako

[s(£(v)) — s(r(v))] pokud toto je alespori 2,
0 jinak.

Takovy potencidl m4a tu vlastnost Ze je zvétsen o O(logn) pii pridéni vrcholu (protoze hloubka je O(logn)),

a navic klesne o O(s(v)) pfi prestavéni. Nové postaveny podstrom mé totiz vsechny ¢(v) nulové. To je pfesné

co potrebujeme. |
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Haldy

Budeme predpokladat, ze zndme jednoduché haldy, zbytek odvodime:

Bindrni | Pole | k-reguldrni | Binomialni | Lind binomialni | Fibonacciho
INSERT Ologn) | OQ1) o({gig) O(logn) o(1) o(1)
FINDMIN o) O(n) o(1) O(logn) o(1) o(1)
EXTRACTMIN | O(logn) | O(n) | O ( kié’f,@") O(logn) O(logn) O(logn)
DECREASE O(logn) | O(1) O(iﬁig) O(logn) O(logn) 0(1)
INCREASE | O(logn) | O(1) @(’q;;g;) O(logn) O(logn) o(1)
BuUILD O(n) o) O(n) O(n) O(n) O(n)
MERGE - - - O(logn) O(1) o(1)

Vybudovan{ bindrni haldy v O(n) lze provést postupnym budovdnim zespoda.

Diikaz. Nejprve umistime prvky do haldy libovolné, pak budeme smérem zespoda ,bublat®* prvky smérem
doli dokud nebude usporddani spravné. Na hladiné ¢ ndm to zabere O(h — i+ 1), kde h je celkova hloubka.
Navic v hloubce i je 2¢ prvki. Dostédvame Ze celkem to zabere

22’

—i+1)

5.1 Binomialni haldy

h

=> 2" (j+1)

j=1

"
tnd 5= Ol

DEFINICE 5.2 (BINOMIALNT STROM). Binomidlni strom 7ddu k je zakofenény strom By, kde

(1) By je jen kofen,

(2) B je strom jehoz kofen mé k déti, coZ jsou po fadé stromy By, ...

By, je kostra hyperkrychle {0, 1}k.

Pocet vrcholti na i-té vrstveé je (’f)

. By.

Strom By, jsou dvé kopie Bj_; s vrcholy spojenymi hranou.

(1) Pocet vrcholi By, je 2F.

26



OTAZKA 5. HALDY 27

(2) Pocet hladin By, je k + 1.
(3) Kofen By m4 k déti, ostatni méné.

DEFINICE 5.7 (BINOMIALNI HALDA). Binomidlni halda je les binomidlnich stromu set¥idénych podle Fadu.
V kazdém vrcholu je prvek, a prvky jsou setiidény tak, Ze syn je vétsi nebo roven otci.

Struktura binomidln{ haldy je jednozna¢né urcena poctem prvki.

5.2 Lina a Fibonacciho halda

DEFINICE 5.9 (LINA BH). Dovolime vic stromu stejného fadu, konsolidujeme strukturu pred kazdym ExX-
TRACTMINem.

Amortizovana cena MERGE a INSERT je O(1), zbytek stale O(logn).

Diikaz. Definujeme
& = # stromi haldy.

INSERT zvysi potencidl o 1 a MERGE jej nezméni (pocitdme ® obou hald najednou). Jedind dal$i zména
je EXTRACTMIN, ktery déla konsolidaci. Rozdélime konsolidaci na kroky: v kazdém kroku vezmeme dva
stromy, slou¢ime je do jednoho, a pfiddme na spravné misto. Krok tedy trva O(1) a sniz{ potencidl o 1, tedy
amortizovana cena kroku je 0.

Zbytek casu konsolidace je jen prochazeni vSech ranki a kontrolovani Ze tam nejsou dalsi stromy, coz je
O(logn) celkem. Celkem tedy EXTRACTMIN mé stale O(logn). [

DEFINICE 5.11 (FIBONACCIHO HALDA). Pfi DECREASE usekneme podstrom abychom nemuseli az nahoru.
Pokud by takto vrchol ptisel o vice nez jedno dité, usekneme ho taky (definujeme vrcholiim , barvu®, ¢ernému
vrcholu nelze sebrat dité aniz by se z néj stal nasledné také koten).

B+ +.. .+ F=Fpo— 1.
Ve Fibonacciho haldé mé vrchol fadu k ve svém podstromu alespon Fj 4o vrcholi.

Diikaz. Indukei dle k. Pro k = 0 je F; = 1, tedy lemma plati. Obecné, necht ma vrchol v syny vy, ..., vg.
Kdyz jsme ptidavali vrchol vy, pak vSechny ostatni uz mél, tedy vrchol v; mél rad alespon k — 1, a predchozi
meli 0,...,k — 1. Mezi tim se mohly vSechny fady snizit o 1, tedy ted jsou alespon

0,0,1,2,3,...,k—2.
Z indukéniho predpokladu je pocet vrchold v nich
Fy, Fo F5, Fy, ... Fy.
K tomu muzeme pridat Fy = 0 a navic Fy = F;. Navic mame jesté jeden vrchol v, tedy dohromady méme

1+ Fo+Fi+Fo+...+ F, = Fryo.

Fibonacciho halda mé vSechno amortizované O(1) az na EXTRACTMIN, ktery je O(logn).

Diikaz. Priddme pocet ¢ernych vrcholu do potencidlu:
& = (# stromt) + 2 - (# Cernych vrcholi) .

Kdyz odtrhavame, vzroste tim pocet stromti o 1, ale zaroven udélame z ¢erného vrcholu bily, takze kaskado-
vané odtrhavani ¢ernych vrcholu je zadarmo. Posledni vrchol ztstane ¢erny, to zvysi potencial o 2. Zbytek
funguje stale stejné. Vyuzivame toho, ze Fj ~ exp(k), tedy stdle mame logaritmické ranky stromi. |



Otazka 6
Hesovani

ZNACENT 6.1. Oznadime
(1) U universum, obvykle ¢isla [u],
(2) B:=[m] prihradky,

(3) X CU mnozinu vybrangch prvki velikosti n.

DEFINICE 6.2. Systém funkci H je c-universdini =
c
V. Pr [h(x) =h < —.
(Ve,yeU,x#y)  Pr[h(z) =h(y)] < —
Necht H je c-universalni a y € U \ X. Pak

#r € X; h(z) = h(y)] <

3|8

!
Primérnd slozitost FIND, INSERT, DELETE v heSovaci tabulce je O(<2).
DEFINICE 6.5 ((k, c)-NEZAVISLOST). Systém funkci H je (k,c)-nezdvisly =
(Var,.. an € Usa 7 27) (W, by € B) - Pr (V) ((w:) = bi)] < ﬁ
ZNACENI 6.6. Pro systém funkei # ozna¢ime H mod k := {h mod k; h € H}.

Necht H je (k, c)-nezdvisly systém z U do Ban € N tz. m > 2kn. Pak H mod n je 2c-univerzalni
a (k,2c)-nezavisly z U do [n].

Diikaz. Necht H' = H mod n.

Pro univerzalitu, necht x,y € U jsou rizné. Pak

Pr [A'(z) = W' (y)] = Pr [h(z) = h(y) mod n] < Pr [h(z) = u, h(y) = v].

h/~H h~H — h~H
u=v
Ale pocet kongruentnich dvojic (u,v) je nejvys m - [%1 <m- W < % Dostavame
Pr [h(a) = u h(y) =0 < 3 5 < 2. C 2
r [h(x) = u, =] < — < ——=—
— h~H Y — m2 n  m2
U=v U=v

28
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Pro nezavislost, necht z1,...,2x €U a vq,...,v; € [n]. Pak
Pr (V)R (x) =v)] = Y Pri(i)h(e) =)< 3 5 < [M]" G < (MR L
T Ti) =v;)| = T x;) =u;)| < — < |— — < R
AN ! P ! " = mk nl mk n mk
m+n—1 e 2c
=(—) =< =
m nk —n
kde posledni nerovnost vyuziva e” > 1 + x. |

6.1 Hesovaci funkce
DEFINICE 6.8. Necht U = [p] pro p € P. Definujeme mnozinu linedrnich hesovacich funkci jako
L:={hgp; a,beU}, hap : x — ax + b mod p.
Systém £ mod m (pro m < p) je 2-universdlni, (2,4)-nezévisly, a navic, pokud p > 4m, pak je
(2, 2)-nezévisly.

Diikaz. L je prosté uniformné nadhodna permutace na prvcich. Ptat se na to kam se zaheSuje = je tedy
ekvivalentn{ ptat se na uniformné nadhodny prvek r € [p].
(1) 2-univerzalita:

1
Pr[rzsmodm]:—2~p~[
r,s P

(2) (2,4)-nezavislost:

2
1 4

Pr[r = y1, s = y2 mod m] = Pr[r = y; mod m]Pr[s = y2 mod m] = ( . [p") < —-
T8 T s p m ™m

(3) L je trividlng (2, 1)-nezavisly. Z lemmatu [6.7 je tedy £ mod m (2, 2)-nezavisly pro p > 4m.

|
DEFINICE 6.10. Definujeme Py, systém z Z, do Z,, jako
k—1
P = {ht;teZ’;}, ht:zHZzlti.
i=0
P je (k,1)-nezavisly, a tedy Py mod m, kdyz p > 2km, je (k,2)-nezavisly.
Diikaz. Polynom stupné k je jednoznacné urcen k body. Proto pro yi,...,yr € Z, existuje prévé jeden
polynom, ktery davd p(x;) = y;. To je to co chee (k, 1)-nezévislost. [ |

POzZNAMKA 6.12. Vybér funkce stoji ©(k).

DEFINICE 6.13 (MULTIPLY-SHIFT). Necht w € IN a £ < w. Multiply-shift jsou funkce M z U = [2*] do
B = [25] definované jako
M= {pq; a € [2¥] je liché},

kde pq(x) vezme hornich £ biti ze spodnich w biti z ax.

FAKT 6.14. M je 2-universalni.
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DEFINICE 6.15 (TABELACNT HESOVANT). Necht k, ¢, £ € IN. Tabela¢ni heSovaci funkce jsou

2k
T:= {TTl,...,T,,; T; € [2Z] }a

kde 7,7, (z) rozdéli z bitové na t slozek délky k, kazdou zaindexuje do piislusné T;, a vysledky XORuje.
Polozek v tabulkich je ¢ - 2F, vybér funkce trva G)(t - 2k ), vyhodnoceni ©(t).
Tabelace pro t > 2 je 3-nezavisla (ale ne 4-nezavisld).

DEFINICE 6.18 (KUKACCT HESOVANT). Kukacc? hesovdni udrzuje dvé tabulky a dvé funkce hq, ho. Plati
(1) kazda prihradka obsahuje nejvyse jeden prvek,
(2) pokud struktura obsahuje z, pak je v hi(x) nebo ha(x),
(3) pii INSERTu v pifpadé obsazeni policek vyhodime prvek a zkusime ho zaheSovat druhou funkef; vzddme

to po [6logm] pokusech a pFehesujeme.

FAKT 6.19. Necht H je [6logn]| nezévisly (nebo tabelace), e > 0 a m > (2 + €) n. Pak ofekdvand amortizo-
vand slozitost INSERTu je O(1).

6.2 Otevrena adresace

DEFINICE 6.20 (PRISTUPOVA POSLOUPNOST). Pristupovd posloupnost je f:U x B — B, tz. (Vz) f(z,—) je
permutace na 5.
DEFINICE 6.21 (OTEVRENA ADRESACE). Oteviend adresace pouZiva piistupovou posloupnost f, a

(1) FIND hledd podle f dokud nenajde nebo nenarazi na préazdnou bunku,

(2) INSERT pridd do prvni préazdné buiky dle f,

(3) DELETE déla pomnicky.
DEFINICE 6.22 (LINEARNT PRIDAVANT). Linedrni priddvdni pouziva
f(z,i) := (h(z) 4+ ¢) mod m,
pro né&jakou h € H.

PozNAMKA 6.23. Narozdil od heSovani se seznamy v butikich se u oteviené adresace rychle zhorsuje dasova
slozitost kdyz je tabulka moc plna.

PozZNAMKA 6.24. Linedrni pfiddvani je dobré pro cache — sekvenéni priistup.

ZNACENI 6.25. Oznacime jako
(1) ,béh R“ maximélni souvisly tsek v tabulce,

(2) ,blok B velikosti 2“ posloupnost bunék {c2,..., (c+1)2" — 1} pro néjaké ¢ € IN.

FAKT 6.26. Necht m > (1 + ¢) n. Pak
(1) pokud & je tipIné nahodna, E[¢as FINDu] € O(Z%),
(2) pokud H je 5-nezavisly, E[¢as FINDu] € O( 57 ),
(3) existuje H 4-nezavisly, tz. E[éas FiNDu] € Q(logn),
(4)

4) existuje H 2-nezdvisly, tz. E[¢as FINDu| € Q(y/n),
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(5) pro tabelaci je E[¢as FINDu] € O(Z%).

FAKT 6.27 (CERNOVOVA NEROVNOST). Necht Xi,...,X, € {0,1} jsou nezivislé ndhodné veliciny, X =
Yo, Xi,p:=EX ac>1. Pak

ec—l H
Pr[X>cu]<< cC ) :
DEFINICE 6.28. Blok B velikosti 2! je kritickj = bylo do ngj zaheSovdno (ne nutné ulozeno) > 22' prvki.
Pro blok B velikosti 2¢ plati

¢ e\1/3
Pr[B kriticky] < ¢*, q= (Z) <1

Pro R béh délky > 2¢%2 a By, ..., Bs prvni 4 bloky v R plati, Ze alespoii jeden z B; je kriticky.

Necht € U, R béh obsahujici h(z), |R| € [2/72,2!73). Necht B; je blok velikosti 2 obsahujici
h(x). Pak alespori jeden z bloku B;_g, ..., B;13 je kriticky.

Existuje ¢, Ze pro véechna m =2 an < s+ a h plné ndhodné je

E[pocet bunék navstivenych pti Findu] < c.

6.3 Vektory a retézce

DEFINICE 6.33 (SKALARN{ SOUCIN). Definujeme S systém z U = Zg do Z,, kde p € P, jako
S::{ha;ang}, he 2 z'a.
S je l-universalni.

Necht F je c-universélni z U do [r], G je (2,d)-nezavisly z [r] do [m]. Pak (multimnozina)
H=GoF:={gof; feF,geg}ije(2)nezdvisly, kde

¢ = (@ + 1) d.
T
L0oS8 je (2,8)-nezavisly, a pokud p > 4m, je (2,2.5)-nezévisly, s volbou i vyhodnocenim v ©(d).
DEFINICE 6.37 (POoLYNOMY). Definujeme P, systém z Zy do Z,, kde p € P, jako
Poi={rq; a € Zp}, Tq :zHinai.
P. je d-universalni, kde d je maximdaln{ délka fetézce (nebo dimenze pokud hesujeme vektory),

s volbou v ¢ase O(1) a vyhodnocenim v ©(d).

Necht p > 4dm. Pak £ o P, je (2,2.5)-nezavisly.
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6.4 Bloomuv filtr

DEFINICE 6.40 (BLOOMUV FILTR). Bloomiv filtr je datova struktura parametrizovand rodinou H. Drzi si
bitové pole A velikosti m, inicializované nulami, a h €z H. M4 operace

(1) INSERT, ktera nastavi A[h(z)] + 1.

(2) FIND, kterd pro  odpovi ano, pokud Alh(x)] = 1.
Pokud Bloomuv filtr odpovi ne, je to pravda.

Pokud H je 1-universalni, x1, ..., x, € U jsou ruzné, vlozené do Bloomova filtru. Necht y € U
je ruzné od vsech z;. Pak

Pr[FIND(y) = ano] <

3=

DEFINICE 6.43 (VICEPASMOVY FILTR). Vicepdsmouy filtr je datovd struktura parametrizovand k,m, hi, ..., hg,
kde h; jsou nezavislé hesovaci funkce. Udrzuje si bitova pole Ay, ..., Ay, inicializované nulami, a méa operace

(1) INSERT, kterd nastavi A;[h;(z)] < 1 pro vSechna i.

(2) FIND, kterd pro x odpovi ano, pokud (Vi)(A;[h;(x)] = 1).
Pro k:= [log, 1] a m := 2n je Pr[false positive] < e.

PozZNAMKA 6.45. Necht H jsou plné ndhodné. Pak toto nastaveni parametrii je aZ na konstantu optimalni
viuci vyuzité pameéti m - k.



Okruh III1

Kombinatorika a teorie graft
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Otazka 7

Barevnost grafii a jeji varianty

ZNACENT 7.1. Pro graf G definujeme
(1) x(G) chromatické cislo G,
(2) §(G) minimaln{ stupeii, §(G) primérny stupet,
(3) n(G),m(G), f(G) pocet vrcholi, hran, stén (pokud definovino), nékdy jen prosté n,m.

DEFINICE 7.2. Obvod (girth) grafu G je délka nejkratsiho cyklu v G.

DEFINICE 7.3. Graf G je d-degenerovany =

(VHCG) §(H)<d.

DEFINICE 7.4. Graf G je perfektni =

7.1 Kritické grafy
DEFINICE 7.5. Graf G je (¢ + 1)-kriticky =

X(G)=c+1 A (VH CG) x(H) <ec.
Cony1 is 3-critical and K, is n critical for any n > 1.

For each (¢ + 1)-critical graph G,
(G) > c.

DEFINICE 7.8 (GENUS). The genus of a surface ¥ is

g X=X,
9(%) = o
29 LTI,

FAKT 7.9 (EULER’S FLE). For G drawable on ¥, it holds

m(G) <n(G) + f(G) +g(¥) - 2.

Let 3 be a surface of sufficiently large genus g. Let G be drawable of %, also sufficiently large.
Then 6 19
5(G) <6+ QT.
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Diikaz. Algebraicka tprava Eulerovy formule s tim ze 2m > 3f. |

Let ¢ > 7. Let G be (¢ + 1)-critical, drawable on X. Then

69(%) — 12
G) < ———.
n(G) < — "%
Diikaz. Kombinace lemmatu [7.10] s pozorovanim [ |

Let ¢ > 7. For each X, there are finitely many (¢ 4 1)-critical graphs drawable on X.

FAkT 7.13.
(1) For triangle-free graphs, there are only finitely (¢ + 1)-critical graphs drawable on X for ¢ > 4.
(2) For girth 6, there are only finitely (¢ + 1)-critical graphs drawable on ¥ for ¢ > 3.

(3) Other combinations are not bounded, but at least polynomial (except for girth 3, and 4 colors, which
is open).

7.2 List Coloring

DEFINICE 7.14 (LIST ASSIGNMENT). Let G be a graph. A list assignment is a function L : V' — P(IN). An
L-coloring is then a proper coloring ¢, such that

(Vo) p(v) € L(v).

DEFINICE 7.15 (LIST CHROMATIC NUMBER). A list chromatic number of G is x¢(G):=min k, such that every
list assignment L where each list is of size at least k has an L-coloring.

xe(G) > x(G).
If G is d-degenerate, then

Xz(G) <d+1.

Xt (Knn”) > n.

FAkT 7.20. If G is planar, then
xe(G) <5,

and this is optimal.

Let p(x) # 0 be a polynomial in z1,...,z,. Let d; be the degree of z; in p(x). Then for any
S1,...,8; € C, such that |S;| > d; for all 4, there exists s € [[, S;, such that

p(s) #0.
DEFINICE 7.22 (GRAPH POLYNOMIAL). Let G be a graph, G its orientation. Then the graph polynomial of

G is
P(x) = H (Ty — X4) -

weE(G)
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Pe(c) #0 4> ¢q,..., ¢y is a proper coloring of G.

Let G be a graph, G its orientation. Let d € IN* and L a list assignment
for G, such that |L(v;)| > d; for all i. Then if the coefficient of 2{* - ...z in P is non-zero, then G is
L-colorable.

Diikaz. BUNO je kazdé L(v;) velikosti d; + 1. Definujeme polynom

pi(x) = H (c—x).

c€L(v;)

Pak plati p;(c) = 0 pro viechna ¢ € L(v;). Definujme jesté polynom ¢;(z) = x%** — p;(x). Tento polynom
mé4 stupeti nejvyse d; + 1, a pokud dosadime ¢ € L(v;), dostaneme c%+1.

Definujme P tak ze opakované substituujeme xf”‘l za ¢;(x;). Tento vysledny P m4 tedy pro kazdé x; stupen
nejvyse d;. Navic, pro c1,...,¢, € L(v1),...,L(v,) je

P(ci,...,cn) = Pr(er, ... cn).

Navic, kazdy monom v Pz mé stejny soucet stupni, to jest m(G), a substituce vytvaii jen monomy mensiho

souctu stupnd, tedy stupen u x’fl cooadn e stejny v Piv P~. Dostavame, Ze P # 0, a dle lemmatu
existuje ohodnoceni ¢, pro které P(c) # 0. |

DEFINICE 7.25. Let G be a graph, G its orientation. Let G’ be another orientation, differing from G in p
edges. The sign of G wrt G is sgnéél = (—1)".

Let G be a graph, G its orientation. Let Og(d) be the set of orientations of G, where v; has

in-degree d;. Then the absolute value of the coefficient of z{* - ... z%" in P is

Z Sgngé/
G'eD¢(d)

Drikaz. Kdyz roznidsobime definici Pg, kazdy ¢len odpovida tomu Ze jsme z jedné hrany zvolili jeden konec.
Kazdy ¢len tedy odpovida orientaci kdy vybrany vrchol je koncovy.

Abychom dostali :I::lc’{l1 ... -z musime vybrat z; presné d;-krat. Orientace ma tedy vstupni vrcholy
di,...,d,. Minus je na kazdé hrané, kterd neodpovidd G. Z toho plyne tvrzeni. |

Let G be a graph, G its orientation, where v; has in-degree d;. Let € be the set of subsets

of edges forming an Eulerian subgraph. Then the absolute value of the coefficient of x‘lil ooozdnin P is
> =
Xe&

Diikaz. Stupné musi byt zachovany. |

Let G be a bipartite graph, G its orientation, where v; has in-degree d;. Let L be a list
assignment with L(v;) > d;. Then G is L-colorable.

Diikaz. V bipartitnim grafu je kazdy eulerovsky podgraf sudé velikosti. |
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7.3 Degree Choosability

DEFINICE 7.29. A graph G is degree-choosable = G is L-colorable for all L satisfying
(Vv eV) |L(v)| > degw.
DEFINICE 7.30 (GALLAI TREE). A G is a Gallai tree = it has a decomposition into 2-connected blocks,
where
(1) each block is either a clique or an odd cycle,

(2) the blocks are connected via vertices, forming a tree.

FAakT 7.31 (BROOKS). For each connected G % Ky, Cor41,
X(G) < A(G).

A connected graph is not degree-choosable, iff it is a Gallai tree.

Diikaz. Pokud je to Gallai tree, neni degree-choosable, protoze jinak bychom dostali spor s Brooksovou vétou
pti vhodné zvoleném L.

Naopak, pokud neni degree-choosable, pouzijeme indukci dle n. Pro 2-souvisly graf to plati z Brooksovy véty.
Pokud G neni 2-souvisly, necht B je blok 2-souvislosti. Chceme dokazat, ze B je klika nebo lichy cyklus.

Vezmeme jiny blok B’ (G nenf 2-souvisly, tj. ma alesponi dva bloky), z néj vybereme né&jaky vrchol (ne-fezovy),
tomu preduréime barvu a odstranime ji z listi jeho sousedd. Vznikne novy graf G’, ktery méa stale B jako
blok, a neni obarvitelny upravenym L. Z IP plyne ze B je klika nebo lichy cyklus. |

7.4 Nowhere-Zero Flows

DEFINICE 7.33 (DUAL GRAPH). A dual graph of a planar (multi)graph G = (V| E) is a (multi)graph G* =
(V*, E*), where

(1) V* are the faces of a drawing of G, and

(2) E* are taken from the edges of the original graph, connecting the two faces they connect when G is
drawn on the plane.

ZNACENI 7.34. By A, I will denote an arbitrary finite Abelian group.

ZNACENT 7.35. For a multiset of nondirected edges F, I will denote by E the multiset of both possible
directions of all edges in F.

DEFINICE 7.36. An A-flow in G is f : E — A, such that
f(ab) = —f(ba), (Vab € E)

Z fle) =0.

e€d— (v)

DEFINICE 7.37. An A-flow is nowhere-zero =

(Ve € E) f(e) #0.

Let f be an A-flow in G. Let X C V. Then

Z f(e) =0.
)

e€d— (X
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DEFINICE 7.39. An A-coloring of G is ¢ : V' — A, such that

(Vuv € E)  o(u) # ¢(v).

G has an A-coloring, iff G* has a nowhere-zero A-flow.

Diikaz. Necht ¢ je A-obarveni. Definujeme f(uv) = ¢(u) — ¢(v). Kdyz vezmeme §~ (v), to urcuje néjakou
kruznici v puvodnim grafu, tedy na ni je soucet nulovy.

Naopak, pokud méme f nikde-nulovy, necht v € V je libovolny, a a € A taky. Definujeme pro w € V
pv) =a+ Zeer,w f(e). Pak

plu) —p(w)=a+ Y fle)—a— D fle)= DY fle)=—f(w),

e€Py, o e€EPy e€Py v, w

tedy je to ne-nula. |
G has a nowhere-zero Zy-flow, iff it is Eulerian.

Let G be 3-regular. Then
(1) G has a nowhere-zero Zs-flow, iff it is bipartite,

(2) G has a nowhere-zero Z3-flow, iff it is 3-edge-colorable.
A planar graph G is a triangulation, iff G* is 3-regular and 2-edge-connected.
A planar triangulation is 3-colorable, iff it is Eulerian.

The 4-color theorem is equivalent to the fact that every 3-regular 2-edge-connected planar
graph is 3-edge-colorable.

FAKT 7.46. The actual A does not matter, only its size.

7.5 Fractional Coloring

DEFINICE 7.47 (FRACTIONAL COLORING). A fractional coloring of G is a function ¢ : V' — P(R), such that
(A1) for each v € V, o(v) is measurable,

(A2) for each v € V, u(p(v)) =1,

(A3) for each uv € E, ¢(v) Np(u) = 0.

DEFINICE 7.48.

() = u( U so(v)> :

veV
DEFINICE 7.49 (FRACTIONAL CHROMATIC NUMBER). The fractional chromatic number of G is

xt(G) = inf {u(yp) ; ¢ is a fractional coloring} .

xt(G) < x(G).

DEFINICE 7.51. For r € R, define
A(r):={veV;reep)}.
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A(r) are independent sets.

DEFINICE 7.53. Let I be an independent set, and A~1(I) = {r € R; A(r) = I}. Then define

z(I) = 0, (VI € Z(G))
> a(l) =1, (Vv e V)
vel
minp(p) = Y a(l)
I€Z(G)

veV
Sy <, (VI € Z(G))
vel
Yo > 0. (Vv e V)

x(G)=2 — xi(G)=2

DEFINICE 7.57 (KNESER GRAPH). Let a,b € IN and a > b. Define K, := (V, E), such that

Vv (M), B = oy 20y =0},

DEFINICE 7.59.
Sa={z e RHY; |lz], =1}

FAkT 7.60 (BORSUK—ULAM). Necht Xi,..., X441 jsou podmnoZiny Sy, kazdd z nich bud oteviend nebo
uzaviend, a X; U...,UX 11 = Sy. Pak existuje i a = € Sy, tz. ©,—x € A;.

X(Ka:b) >a— 2b + 2.

Diikaz. Necht ¢ : ([Z]) — [k] je obarveni pro k = a — 2b + 1. Necht z1,...,2, jsou body na S; v obecné
poloze, tj. zadné (k + 1)-tice nelez{ na nadroviné prochdzejici stiedem.
Pro barvu ¢ € [k] a p € Sy, definujeme mnozinu S, . € ([Z]) tak, ze

(1) ¢(Sp.c) = ¢, a

(2) {zi; 7 € Sy} lezi na oteviené polokouli se stfedem p.
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Definujeme A, = {p € Sk; Sp,c existuje}. Dodefinujme A1 = Si\ U, Ac. Urcité A, jsou oteviené pro c € [k]
a Agy1 je uzaviend. Dohromady ddvaji Si. Z véty existuje ¢ € [k + 1] a p € Sk, pro které p, —p € A..

Pokud ¢ € [k], existuji stejné obarvené S, . a S_, ., jejichz body ale lezi na disjunktnich polokoulich, tedy
jsou disjunktni. To ale znamenad, ze jsou v grafu spojené hranou, coz je spor.

Pokud je vybrand barva k 4+ 1 = a — 2b + 2, pak kazda z polokouli se stfedy p, —p obsahuje nejvyse b — 1
bodi. To znamend Ze zbytek jich je presné v poloviné mezi nimi. Zbylych je ale

a—20b-1)=k+1

To je spor s obecnou polohou bodu. |

(Ve > 0)(Vk)(3G)  xi(G)<2+e,  x(G)>k.

7.6 Veéty dokazované metodou naboje

Every planar triangle-free graph is 3-colorable.
Every planar graph is 4-colorable.
Every planar 2-edge-connected 3-regular graph is 3-edge-colorable.

PozZNAMKA 7.66. There is a correspondence between the counterexamples, as they are duals of each other,
so we can flip as we please.

Pro counterexample véty o 4 barvach plati

5(G*) > 5.

G neobsahuje 4-cyklus.
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Grafové minory

DEFINICE 8.1 (MINORS). Let G, H be graphs.

(1) H is a minor of G, H <, G = we can get H from G by deleting vertices and edges, and contracting
edges.

(2) H is an induced minor of G, H <; G = we can get H from G by deleting vertices, and contracting
edges.

(3) H is a topological minor of G, H <y G = we can get H from G by deleting vertices, edges, and
contracting edges with at least one endpoint of degree 2.

ZNACENT 8.2. Let G, H be graphs. We denote
(1) HCE G = H is an induced subgraph of G,
(2) H C G = H is a subgraph of G,

We further use <+ as a general inequality, can be any of the above.

H =+ G, iff it can be obtained from some H' C G (or induced) by contraction (or top.
contraction).

H <, G, iff there is a f : Vg — P(Vg), such that
(1) for all v € Vg the image f(v) # @ and f(v) induces a connected graph,
(2) for all u # v € Vg, the intersection f(v) N f(u) =0, and

(3) for all wv € Epy, the union f(v) U f(u) induces a connected graph.

H < G, iff there is a f : Vg — P(Vg), such that
(1) for all v € Vg the image f(v) # 0 and f(v) induces a connected graph,
(2) for all u # v € Vg, the intersection f(v) N f(u) =0, and
(3) the pair wv € Ey, iff the union f(v) U f(u) induces a connected graph.

For each H of A(H) < 3, and for all G,

41
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8.1 Drawings

DEFINICE 8.7. Let H and G be graphs with drawings ¢p, pg. We say that the drawings themselves are
minors, ¢y <m ¢q, if H <m G and if we contract pg to H, we get a drawing isomorphic to ¢g.

PozNAMKA 8.8. In this section, we keep multiedges and loops.
PozNAMKA 8.9. We assume that all graphs in this section have a fixed drawing.

DEFINICE 8.10 (DuAL). The dual of G is G* := (F, E*), where in E*, for each original edge e € F, we have
an edge e* connecting the two faces incident to e.

If G is connected, then G** = G.
If G and H are connected, then

H* <0 G* < H <, G.

DEFINICE 8.13. The graph G is outerplanar = it has a drawing where all vertices are incident to the outer
face.

G is outerplanar <> Ky, Ko 3 £, G 4> its dual is a tree 4+ one vertex connecting to all
others.

8.2 Characterization by forbidden substructures
Graph G is bipartite, iff it has no odd cycle.
Graph G is planar, iff it has no subdivision of K5, K3 3.
G is perfect, iff it doesn’t contain odd holes or odd antiholes.

DEFINICE 8.18. A class of graphs G is < +-closed =

(VG eG)(VH) H=<+G— HEeQG.
If G is minor-closed, it is induced-minor-closed.

DEFINICE 8.20 (FORBIDDEN CLASS). Let F be a class of graphs. We define the class of graphs not containing
F as

Forbg, F:={G; (VF € F)(F %4« G)}.
DEFINICE 8.21 (OBSTRUCTION). A graph F' is a < x-obstruction for G =

FEé¢GANF s+« F)F#F —F €G).

DEFINICE 8.22. A partial order < is locally finite =
(VG) V(G)<N—{H;H<G}=<N.

Let G be a class of graphs. Let < be locally finite. Then the following are equivalent:
(1) G is <-closed.
(2) G = Forb< F for some F.
(3) G = Forb<(Obst< G).

PozNnAMKA 8.24. For F from the smallest possible choice is Obst< G.
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8.3 Clique-sums

DEFINICE 8.25 (CLIQUE-SUM). Let G1, G2 be two graphs sharing a clique K. Let f be a bijection between
the vertices of the clique in G; and in Gy. A k-cligue-sum of G1,G2 via f is a graph G, such that G is
received by connecting G1,Gs in the clique vertices, as mapped via f, and then removing some edges from
the clique.

PozZNAMKA 8.26. For k = 0, the clique-sum is a disjoint union.
If G is a clique-sum of G1,G5 and Ky, <, G, then Kj < Gy or Ki <y Go.

Let H be 3-connected, and H #,;, G. Then there are graphs Gy, ..., Gy, such that
(1) (Vi)(H £m Gs),
(2) (Vi) G; is 3-connected,

(3) G can be obtained from G, ..., G, via (< 2)-clique-sums.

Diikaz. Indukei dle vrcholi. Pokud je G 3-souvisly, je tvrzeni trividlni. Necht S C V je nejmensi fez, |S| < 2.
Rozdélime G na podgrafy Gi,Gs dle fezu S, aby S = V3 N Vs, Pridanim hran do S se neudéld H-minor,
protoze jinak by byl H-minor uz v piavodnim G. Indukci ziskame tyto G; a G2 pomoci mensich 3-souvislych
grafi a pak pouzijeme clique-sum pres S. |

G #n Ko, iff E(G) =0, that is, G can be obtained from copies of K; via 0-clique-sums.

G £ K, iff G is a forest, that is, G can be obtained from copies of K1, Ko via (< 1)-
clique-sums.

If G is 3-connected, and |V| > 4, then K4 <1, G.

Diikaz. Vezmeme nejkratsi cyklus v G. Pak vezmeme v mimo, a z Mengerovy véty najdeme vrcholové dis-
junktni cesty z v do cyklu. To je podrozdéleni K. |

K4 #£m G iff G can be obtained from copies of K1, Ks, K3 via (< 2)-clique-sums.

Diikaz. G neni 3-souvisly dle lemma Podle vety existuji 3-souvislé grafy ze kterych lze udélat G.
To musi byt K17K2,K3. [ |

FAKT 8.33 (WAGNER). K5 £, G iff G can be obtained from planar graphs and the Wagner graph, which is
Cs with connected opposite vertices, via (< 3)-clique-sums.

Let k < 5. Then
Ky #4m G < x(G) < k.

DOMNENKA 8.34.1 (HADWIGER).
(Vk) Ky #m G — x(G) < k.
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Stromova sirka

DEFINICE 9.1 (TREE DECOMPOSITION). A tree decomposition of a graph G is the tuple (T, 8), where
(1) T is a tree, and

(2) B:V(T)— P(V(G)) is the bag function, assigning a bag to each vertex with the following properties:

(Vv € V(G))(3n) v € B(n), (9.1.1)
(Vuv € E(G))(3n) u,v € f(n), (9.1.2)
(Vv e V(Q)) T [{n; v € B(n)}] is connected. (9.1.3)

If S C V(G) induces a clique in G, then for each (T, 8) of G,
(3n) S CBn).
Let H C G be connected and (7, 8) be a tree decomposition of G. Then
{z e V(T); V(H) N B(x) # 0}
induces a connected subtree of T'.
DEFINICE 9.4 (WIDTH). The width of the bag decomposition (T, 3) is

w(B) ;== max |B(n)| — 1.

neV(T)

Let (T, ) be a tree decomposition of G. Then

5(G) <w(p).

DEFINICE 9.6 (TREE WIDTH). The tree width of a graph G is

H < G — tw(H) < tw(G).

tw(G) < t, iff G can be obtained by clique-sums from graphs on at most ¢ + 1 vertices.

44
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9.1 Dynamické programovani

Stromova sitka lze vyuzit na to abychom vyresili spoustu kombinatorickych problému jednoduse pomoci DP.
Napriklad barveni, vrcholové pokryti, nezdvisld mnozina. Hodi se mit tzv. péknou dekompozici.

DEFINICE 9.10 (PEKNA DEKOMPOZICE). Dekompozice (T, 3) je péknd = vrcholy ¢t € Vr jsou jednoho ze ¢tyt
druht:
(1) list node bez déti,
(2) forget node s jednim ditétem t' a
Bt) = Bt') \{x},
(3) introduced node s jednim ditétem ¢’ a

Bt) = pt') U{z},

(4) join node s dvéma détmi t1,ts a

B(t) = B(t1) = B(tz) -

Kazdy graf ma péknou dekompozici optimalni §ftky s O(n) nodes, kterou lze ziskat v 2°0) . n,

Vstup: G, péknd dekompozice (T, ), pocet barev c.

Vistup: Existuje obarveni grafu G pomoci ¢ barev?

1: Vyfesime pomoci DP procedur popsanych nize, dostaneme feseni B.
2: Pokud B # (J, vratime ANO, jinak NE.

3: LEAF(t):

4: Vratime vSechna moznd obarveni 5(t) ¢ barvami.
5: FORGET(t,t'):

6: Vrétime feSeni pro ¢’ bez zapomenutého vrcholu z.
7: INTRODUCE(Z, t'):

8: B’ + Vytesime pro t'.

9: z < Introduced vrchol.

10: B+

11: Pro p € B”:

12: Pro i € [c]:

13: Pokud rozsifeni ¢ o ¢(x) =i je validni obarveni, priddme jej do B.
14: Vratime B.

15: JOIN(t, t1,t2):

16: By + Reseni pro t;.

17: Bs + Reseni pro to.

18: Vratime B; N Bs.
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Vstup: G s vdhami w : V' — R, péknd dekompozice (T, 3).
Vistup: Maximalni vaha nezavislé mnoziny v G.
1: LEAF(¢):

2: Vratime vSechny mozné nezavislé mnoziny spolu s jejich vahou.

3: FORGET(t,t'):

4 Vratime feSeni pro ¢’ s odstranénym x, pii konfliktu preferujeme to s vétsi vdhou.
5: INTRODUCE(t, t'):

6: B’ + Vytesime pro t'.

7 r < Introduced vrchol.

8 B+ B’

9 Pro (I,k) € B’
10: Pokud I U {z} je nezdvisld, pfiddme I U {z} do B s vdhou k + w(z).
11: Vratime B.
12: JOIN(t, t1,t2):
13: By + Reseni pro t;.
14: By + Reseni pro to.
15: Vritime kombinace nez. mnozin s vahami ky + ko — > o; B(v).

9.2 Courcelle’s Theorem

DEFINICE 9.14 (MSOL). A formula is in monadic second order logic, if it contains
(1) variables vy, vs, ... for vertices,

variables eq, es, ... for edges,

variables Vi, V5, ... for sets of vertices,

variables F1, Es, ... for sets of edges,

equality = for vertices and edges,

)
)
)
)
6) incidence i(v;, e;) = vertex v; is incident edge e;,
) set membership for v;, V; and e;, E
) logical operators V, -,
) the existence quantifier on any variable,

)

anything else expressible via these.

(Vi) o(vi) € V(G),
(Vi) o(e:) € E(G),
(Vi) (Vi) CV(G),
(Vi) o(E;) C E(G).

46

DEFINICE 9.16 (SATISFYING ASSIGNMENT). Let G be a graph. An assignment o of G satisfies ¢ in MSOL,

(G,o)EFp=
(1) p=a=pand o(a) =c(B),
(2) ¢ =1i(vi,e;) and o(v;) is incident o(e;),
(3) p=a€ Aand o(a) € 0(4),

(4) ¢ =91V and (G,0) F 1V (G,0) F v,
() ¢

= - and (G,0) ¥ o1, or
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6) ¢ = (Ja) p1 and there exists an extension of o to ¢’ by assigning the value ¢’(«), such that (G, d’) F ¢1.
P ¥ 14

DEFINICE 9.17 (SATISFYING A FORMULA). Let ¢ be a MSOL formula without free variables. Let G be a
graph. Then G satisfies v, G E ¢, if (G,0) E .

FAKT 9.18 (COURCELLE). Let G be a graph of tw(G) < k, ¢ be a MSOL formula without free variables.
Then there exists an algorithm for deciding G F ¢, running in Oy, |, (n +m).

9.3 Series-Parallel Graphs

DEFINICE 9.19. A graph G is series-parallel = there are vertices u, v labeled north and south, such that
(1) K, is series-parallel,

(2) for G1, G5 series-parallel, connecting them in series—identifying south of one and north of the other,
removing the label—yields a series-parallel graph,

(3) for Gy, Gy series-parallel, connecting them in parallel—identifying their souths and norths—yields a
series-parallel graph.

A graph G has treewidth at most 2, iff it is a subgraph of a series-parallel graph.

A graph G is a subgraph of a series-parallel graph, iff it has no K, minor.

9.4 Chordal Graphs

DEFINICE 9.22. Graph is chordal, if it has no induced cycle of length > 4.

DEFINICE 9.23 (PES). A perfect elimination scheme is vy, ... vy, such that v;’s neighborhood is a clique in
G[Ul, ce ,1}1'].

G is chordal, iff it has a PES.
G is chordal, iff it has a tree decomposition, where each node induces a clique.
Treewidth of a chordal graph is its clique number.

DEFINICE 9.27 (k-TREE). A k-tree is
(1) Kgy1, or

(2) if G is a k-tree and V' C V of size k induces a clique, then adding a vertex adjacent to V' is a k-tree.

G has treewidth at most k, iff it is a subgraph of a k-tree.

tw(G) + 1 =min{w(G"); G’ 2 G,G" chordal}.
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9.5 Brambles

DEFINICE 9.30. Bramble je B C P(V), tz.
(1) (VB € B)(G[B] je souvisly),
(2) (VB,B' € B)(G[B N B’] je souvisly).

DEFINICE 9.31. Mnozina W CV drzi B =

(VB € B)(BNW £ 0).

DEFINICE 9.32. Rdd bramblu B je
r(B) = min{|W|; W drzi B}.

Necht B je bramble a (T, 3) je stromova dekompozice. Pak existuje ¢t € Vi, pro které 5(t) drzi
B.

Diikaz. Standardni dikaz oznacenim hran stromu. Necht lemma neplati. Pro kazdy ¢t € Vp vezmeme B € B
ktery nenf pokryty 5(t). Toto B je souvislé, tedy tvori souvisly podstrom. Necht u je soused ¢ smérem k tomu
podstromu. Ozna¢me hranu tu timto smérem.

Protoze existuje |Vr| — 1 hran, existuje alespoii jedna oznacend dvakrat. Odpovidajici B, B’ tedy neindukuji
souvisly podgraf, spor. [ |
Let G have no (k 4 1)-order bramble. Then for each B, there is a decomposition (T}, ), such

that for each t € Vi where |B8(t)| > k + 1,

(1) tis aleaf of T, and

(2) B(t) doesn’t hold B.
Drikaz. Indukce dle po¢tu mnozin drzicich B velikosti nejvyse k. Predpokladejme, Ze pro B je lemma pravdivé
pro vSechny ostatni brambly, které jsou drzeny méné mnozinami velikosti nejvyse k. BUNO je |[V| > k + 1.

Necht W je minimélni drzici B, tj. velikosti nejvyse k. Oznac¢me G, ..., Gy komponenty grafu G — W s W
pridanou zpét (i s incidentnimi hranami). Oznacme taky A; = V(G;) — W. Dokéazeme ted néasledujici:

Pro kazdé i existuje (T;, ;) dekompozice G;, pro kterou
(1) W je B(t) pro néjaké ¢,
(2) kazdy t s |B(t)| > k + 1 je list a nedrzi B.
Definujme B; = BU{A;}. Rozlisime dva p¥ipady:

(1) Pokud B; nen{ bramble, mtizeme definovat 7' na dvou vrcholech, jeden s bagem W a druhy s A;UN(A;).
Protoze B; neni bramble, druha z nich nedrzi B a mame dokazan cely indukéni krok.

(2) Jinak, B je pokryvan mnozinou W, kterd ale nepokryva B;. Mizeme tedy pouzit indukéni predpoklad
a ziskdme (T}, 8). Pokud to je validni FeSeni i pro B, jsme hotovi s dikazem celého lemmatu. Jinak
existuje t € Vr, velikosti k + 1, disjunktni s A; a pokryvajici 5.

Vsimnéme si, ze kazdy S separdator W a (t) musi drzet B. Z toho vyplyvé, ze |S| > k + 1, a tedy, dle
Mengera, existuji P, ..., Py vrcholové-disjunktni cesty z W do B(t).

Nyni upravime T; na T}, coz bude stromova dekompozice dokazujici pomocné tvrzeni. Upravy budou
nasledujici:
(1) Pro vSechna u € T; omezime S(u) na A; UW.

(2) Pro vsechna w € W vlozime w do (u) na cesté v T; mezi ¢ a néjakym nodem obsahujicim w.
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Vrchol w jsme, kromé ¢, pridali jen do vnitfnich vrcholt, takze listy (mimo W) jsou stédle podmnoziny
pivodnich. Navic, kazdy node do kterého jsme ptidali w obsahoval néjaky v € P;, ktery jsme odstranili,
takze velikosti vnitinich nodi nevzrostly.

Pak kazdy ¢’ s |B(t)| > k m& B(t') C W U A;. Protoze |W| = k, obsahuje 3(¢') alespon jeden prvek A;.
Z TP ale t/ nedrzi B;, tedy nedrzi ani B.

Tim jsme pomocné tvrzeni dokézali. Ted uz staci zkombinovat T; do T pies node W a mame dokazané
lemma. |

A graph G has a bramble of order k + 1, iff its treewidth is at most k.
In other words,

max7r(B) = tw(G) .

Diikaz. Aplikujeme lemma na B = {V}. Kazd4 mnozina drzi B, a proto odpovidajici stromova dekom-
pozice ma sirku k. |

FAKT 9.36. A graph G is planar, iff the class of graphs not containing G as a minor has bounded treewidth.
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Geometrické reprezentace gratiu

DEFINICE 10.1 (INTERSECTION GRAPH). Let A be a finite family of sets. An intersection graph of A is
IG(A) := (A, {ab; a,b € A,a #b,anb# D}).
DEFINICE 10.2 (FAMILY OF IG). Let M be a family of (mostly geometric) objects. Then
IG(M) :={IG(A); AC M,|A] € N}.
DEFINICE 10.3 (INTERVAL GRAPHS). The interval graphs is a family defined as

INT :=ZG({(a,b); a,b € R}).

INT are perfect.

10.1 Chordal graphs

DEFINICE 10.5 (CHORDAL GRAPH). A graph is chordal =
(Vk > 4) Cr £ G.
Each inclusion-wise minimal vertex cut in a chordal graph induces a clique.
DEFINICE 10.7 (SIMPLICIAL VERTEX). A vertex is simplicial = its neighborhood induces a clique.
A chordal graph is either a clique, or has two non-adjacent simplicial vertices.
DEFINICE 10.9 (PES). A perfect elimination scheme is an ordering of V to v1,...,v,, such that
(Vi) v; is simplicial in G[{v1,...,v;}].

DEFINICE 10.10. A clique-tree decomposition of G is T = (Q, F), such that
(1) @ ={Q; Q is an inclusion-wise maximal clique in G},
(2) T is a tree,
(3) (Vv e V)(T{Q € Q; v € Q}] is connected).

The following are equivalent:

(1) G is chordal,
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(2) G has a PES,
(3) G has a clique-tree decomposition,

(4) G = IG(subtrees in a finite tree).
For a collection of intervals (I;),, it holds

(Vi # 5)(I; N I; # 0) —>m1i¢®.

For a max clique @ of an interval graph G, it holds

() 1. #0.

vEQR

DEFINICE 10.14 (CLIQUE-PATH DECOMPOSITION). A clique-path decomposition of G is P = (Q, E), such
that

(1) @ =1{Q; Q is an inclusion-wise maximal clique in G},
(2) P is a path,
(3) (Vv e V)(P[{Q € Q; v € Q}] is connected).
The following are equivalent:
(1) G € INT,
(2) G has a clique-path decomposition,
(3) G = IG(subpaths of a finite path).
DEFINICE 10.16. A comparability graph (CO) on P = (X, <) is Gp, such that

V(Gp) =X, E(Gp)={ay;z,ye X,z <yVy<uz}.

G € CO <« there is a transitive orientation G’, that is
(Vuv,vw € E') uw € E'.
DEFINICE 10.18. Let A =1[0,1] x {0} and B = [0,1] x {1}. We define
(1) permutation graphs PER = ZG(straight lines from A to B),
(2) function graphs FUN = ZG(curves from A to B).
DEFINICE 10.19 (co-cLASS). Let M be a family of graphs. Then

co-M = {é; Ge /\/l}

(1) FUN = co-CO,
(2) PER = co-CONCO,
(3) INT = CHOR N ¢o-CO.

Dikaz.
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(1) Necht G € FUN, kde vsechny funkce jsou mezi dvéma vodorovnymi pfimkami. Pak pokud se dvé funkce
neprotinaji, je jedna nad druhou. To udéava poradi.

Necht G € co-CO urcené pomoci <. Pak <=<; N <5 ...N <, kde vSechny <; jsou linedrni. Staci je
dat vedle sebe, propojit, a dostaneme G € FUN.

(2) Nejprve ukédzeme PER = co-PER. Staci prohodit permutaci. Ted, uré¢ité PER C FUN = co-CO. Zaroven
PER = co-PER C co- (co-CO) = CO.

Pokud <; je uspofddani G a <y je usp. jeho doplitku, je <=<; U <;' uspofddani celého K,,. Toto
urcuje permutaci, kterd dava presné G.

(3) INT C CHOR je jasné. INT C co-CO je taky jasné: staci zadefinovat < pokud je jeden interval zcela nad
druhym. Necht nyni G je chorddlni s < transitivnim nad jeho ne-hranami. Definujeme nad klikami Q
usporadani

Q1 <Q2+ (Fue@)(FveQ)(u<v).

Toto je linearni usporadani. To urcuje clique-path decompozici, a tedy G € INT.

10.2 Filament Graphs

DEFINICE 10.21 (INTERVAL FILAMENT GRAPHS). G € |IFA = there is a representation R = {{fy, [,); u € V},
where

(1) I, is an interval on the line R,
(2) fu:[0,1] = I, x R is a curve, f(0) = inf I,, and f(1) = sup I,,,
() we G+ fun fu #0.

DEFINICE 10.22. We further define
(1) CA =Zg(arcs on a circle),
(2) CIRC = ZG(chords of a circle),
(3) PC =ZG(polygons with all vertices on a circle).

CHOR C PC.
DEFINICE 10.24 (ALTERNATING REPRESENTATION). An alternating representation of G is w € V(G)* =
(Vu,v € V) uwv € E < u,v alternate, that is, uvuv is a subword of w.
G has an alternating representation <> G € PC.

Diikaz. Alternujici reprezentace je urcena polohou vrchol polygonu na kruznici. |

IFA D INT, CHOR, FUN, CIRC, CA, PC.

Diikaz. INT a CHOR jsou FUN, CIRC a CA jsou PC. PC se daji prevést na IFA pomoci alternujici reprezentace,
a FUN se daji prevést pomoci toho, ze konce funkei linedrné rozsifime tak, aby se dostaly zpét na y = 0 bez
dalstho kiizeni. [ |

DEFINICE 10.27 (MIXING PROPERTY). A graph has the mizing property via B3 U Ey = E = there is a
transitive orientation of Fs, such that

(Vu,v,w € V) uwv € By Nvw € By — uw € Fy.
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DEFINICE 10.28 (MIXED CLASS). Let A be a class of graphs. Then mixed(A) is a class of graphs, such that
G € mixed(A) = there is a partition of F = E; U Ey which satisfies

(1) (V.E1) € A and
(2) G has the mixing property via Ey U Fs.

co-IFA = mixed(co-INT) .

Diikaz ,C % Necht G € IFA. Tento graf ma ne-hrany ze dvou duvodi: bud se intervaly nekiizi, nebo se nekiizi
funkce. Prvni typ tvori graf z co-INT. Druhy typ jsou intervaly vnorené do sebe, tedy muzeme definovat
u<v=1I, ClI,. Toto tvori orientaci F5, a konecné, graf ma mixing property. |

Ditkaz ,2% Necht G € co-mixed(co-INT). Jeho ne-hrany jsou tedy F; U Es kde F3 m4 tranzitivni orientaci
takovou, %e F1 U E5 m4 mixing property, a E; je co-INT. Necht I,, pro u € V jsou odpovidajici intervaly.

Pokud I, NI, = @, pak wv € E;. Jinak bud mtZou byt vnorené, nebo se néjak ¢dstecné prekryvat. Plati
nasledujici: Frxistuje intervalovd reprezentace takovd, zZe pro uv € Eo plati, Ze I, C I,,.

Toto se dokazuje sporem: vezme se reprezentace s min. poc¢tem intervali, pro které toto neplati, a dojde se
ke sporu.

7Z tohoto vyplyva, ze vSechny intervaly, které se protinaji, urcuji hrany. Nakreslime nad intervaly ptlkruhy.
To udéla vSechny hrany pro protinajici-se intervaly. Jesté ale mazou byt hrany z intervali které jsou vnorené.
Vybereme pro I, C I, néjaky vnitini bod ¢ € I, a ,,provlékneme* pulkruh primkou = = ¢ tak, aby protinal
pulkruh v, a vSechny ostatni ptilkruhy které nemame protinat nadzvedneme. 7Z mixing property plati ze tim
nevytvorime zadné protinani kterd neméme. |

10.3 Maximum Independent Set in |IFA

DEFINICE 10.30 (MAX-WEICGHT-INDEPENDENT-SET). Let G be a graph and w : V' — IN. The goal in
MAX-WEIGHT-INDEPENDENT-SET is to find an independent set of maximum weight.

DEFINICE 10.31 (MAX-WEIGHT-CLIQUE). Let G be a graph and w : V' — IN. The goal in MAX-WEIGHT-
CLIQUE is to find a clique of maximum weight.

MaxX-WEIGHT-CLIQUE is polynomial on INT.

Diikaz. Je linedrné mnoho klik, zkusime vsechny. |
MAX-WEIGHT-INDEPENDENT-SET is polynomial on INT.

Diikaz. Dynamickym programovanim: prochazime intervaly zleva doprava, drzime minima pres konce. |
MAX-WEIGHT-CLIQUE is polynomial on CO a co-INT.

Diikaz. CO dynamickym programovanim: udrzujeme si pro kazdy vrchol maximalni kliku konéici v ném. Pro
co-INT pfevodem na MAX-WEIGHT-INDEPENDENT-SET v dopliiku. |

Tady jesté plati obecnd véta o mixed-tiidé, ale to je hrozné technicky dukaz ktery se opravdu nechci ucit.
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10.4 Recognizing CHOR

Vstup: G = (V, E).
Viygstup: Ordering o on V.
T+ 0
2: (Vo)(w(v) < {o0})
3: Forie{l,...,n}k
u € argmin, ¢y 7 w(x), ordered lexicographically (sets sorted from smallest to largest).
o(i) < u
T+ TU{u}
For x € N(u),x ¢ T
w(z) + w(z) U {i}

If G € CHOR, then LEXBF'S outputs a PES.

Diikaz. Necht G € CHOR. Necht o setadi vrcholy vy, ..., v,, a toto neni PES. Mame tedy i < j < k, tZ.
vvj ¢ E, ale v;ug, v;u, € E. Protoze v; jsme vybrali pred vy a i € w(vy), existuje néjaké ¢ > i’ € w(v;).

Takto pokracujeme, a pokud predpokldddme minimalitu rozdilu k& — i, nemuZzeme prestat, protoze bychom
tim uzavreli velkou kruznici. Dostali jsme spor s kone¢nosti grafu. |

PozNAMKA 10.37. o can start with an arbitrary vertex.

Vstup: G = (V, E), ordering o.
Vistup: Is o a PES?
1: (Vv e V)(A(v) + 0)
2: Forie {n,...,2}:
v < o(1)
X« Nw)n{o(j); j <i}
If X # 0
u € argmax,cx o (u)
Afu) — A(u) U (X )\ {u})
If A(v)\ N(v) # 0:
9: Output No.
10: Output YEs.

TESTPES is correct and runs in O(m).

Diikaz. Pokud to je PES, je to urcité ok.

Pokud to neni PES, necht uv je néjakd hrana kterd chybi, tj. u,v € N(w), ale uv ¢ E a w je po u,v. Toto
oCividné zjistime, kazdy vrchol v sousedstvi v néjakém kroku musi zkontrolovat Zze mé vsechny potrebné
sousedy. |

CHOR is recognizable on O(m).



Otazka 11

Algebraické vlastnosti grafi

D4 se mluvit o Alon-Tarsiho metodé, viz sekce véta Kdyztak i o Tutteho polynomu.

DEFINICE 11.1 (MULTIGRAF). Multigraf je G = (V, E), kde
(1) V je neprdzdnd mnozina vrcholi,

(2) E je multimnozina, E C (‘2/) uv.
ZNACENT 11.2. k(G) je podet komponent grafu G.
DEFINICE 11.3 (HODNOST). Hodnost multimnoziny F je
r(E):=|V|-k(G).
POzZNAMKA 11.4. Hodnost je velikost nejvétsi F' C F bez cyklu, tz. k(G) = k(F).

DEFINICE 11.5 (NuLITA). Nulita je
n(E):=|E| —r(E).

PozZNAMKA 11.6. Nulita je velikost nejvétsi F C F, t7. k(G) = k(G — F).
DEFINICE 11.7 (TUTTEUV POLYNOM). Tuttetiv polynom multigrafu G je

To(z,y) =Y (a— 1) on® g0 =1,
FCE

Necht G je souvisly. Pak T¢(1,1) je roven poctu koster G.

Necht G1 = (V1, E1) a Gy = (Va, E3) jsou multigrafy, a |[V1 NV, < 1 a |Ey N E2| = 0. Pak
G = (V1 UVa, E1 U E») je multigraf, a

TG(Q:?y) = TG1 (l‘?y) : TGz (Jf, y) :

Necht G je multigraf. Pak Tuttetiv polynom G je jednoznacné urcen jako

1 pro E = (),
Te(a,y) = 2Tg_e(x,y) pro e € E most,
’ yTa—e(z,9) pro e € E smycku,

To—e(x,y) + Teye(w,y) jinak.
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DEFINICE 11.11 (CHROMATICKY POLYNOM). Necht G je multigraf. Chromaticky polynom G je chg : N — N,
kde chg(b) je pocet dobrych obarveni G b barvami.

Pro kazdy multigraf G plati

cha(b) = (1) RO T, (1~ b,0).



Otazka 12
Teorie parovani

Viz otizka

o7
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Ramseyova teorie

Hlavné budu mluvit o Regularity Lemma a jeho aplikacich, viz otdzka Budu ale umét i toto.
DEFINICE 13.1 (OBARVEN{). n-obarveni je libovolné zobrazeni ¢ : E — [n].

Necht ny,...,n, € IN,r € IN. Obarvime-li prvky X r barvami a
jelli [X| > D(nq,...,np,7) =1+ >, (n; — 1), pak existuje n; takové, Ze X obsahuje n; prvki i-té barvy.

DEFINICE 13.3 (RAMSEY). Necht k, ¢ € IN. Definujeme R(k,¢) jako nejmensi n € IN, Ze pro kazdé 2-obarveni
K, existuje Kj jedné barvy, nebo K, druhé barvy, jako podgraf K,.

(Vk,LEN)  R(k0) < (k'gﬁ?) - (k"]gf;z)

Dikaz. Indukei dle k, £. Pro k nebo £ rovno 1 je to jednoduché. Jinak, vezmeme n = R(k — 1, )+ R(k, ¢ — 1) =

n1+n2.Toje
< kE+0—-3 . kE+¢—3 < k+40—-2 '
- k—2 {—2 - -1

Vezmeme libovolny vrchol. Z Dirichletova principu existuje alespon n; sousedii spojenych jednou barvou nebo
ng sousedu spojenych druhou. Z IP v této podmnoziné najdeme spravné barevnou mnozinu. |

DEFINICE 13.5 (RAMSEY PRO OBECNE p). Ramseyovo ¢islo R,(n1,...,n,) je nejmensi N, tz.

X Y
VX :|X|> N,Vx: (p) —[rJielr],Y CX:|Y|=nAVyc€ (p) s x(y) =i

Necht p,r,ny,...,n, € N. Pak R,(nq,...,n,) € IN.

Diikaz. Indukci dle p,r,nq,...,n,.. Pro p = 1 je to Dirichletav princip, pro néjaké n; = 1 je feSeni prosté
jeden vrchol.

Vezmeme libovolné v € X. Obarvime kazdé e € (if:l”) barvou x(e + v). Z IP pro dost velké X mdame j € [r] a
dost velké X’ C X obarvené barvou j. Tedy n,; miZeme snizit o 1 a tentokrat na vsech p-ticich a X’ zavoldme
znovu IP. Hotovo. |

Vp,r € IN,Vy : (“;) — [r] 3i € [r],3A C IN nekonecnd, tz.

Yy € (?) tx(y) = 1.
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Diikaz. Indukci. Pro p =1 je to trivialni.

Necht x : (ﬂ;) — [r] je obarveni. Najdeme posloupnost A; 2 Az D ... nekoneénych mnozin nasledovné. Necht

A; = N. Nyni, zvolme v; = min 4,. Definujme y;(e) = x(e + v;) pro e € (;fl). Nyni pouzijeme indukéni

predpoklad na A; — v;, a ten ndm d4 nekoneénou A;; obarvenou stejné dle x;.

Takto mame posloupnost vy, v, ..., a barvy by, ..., kde b; je barva vyskytujici se nekonecné-krat v A;. Néjaka
b € {b;}, se vyskytuje nekonecné-krat. Zvolime A = {v;; b; = b}. |

13.1 Halesova—Jewettova véta

Strucné popisu Halesovu—Jewettovu vétu, byt jsem ji na Kombinatorice a grafech 3 nemél. Docela dobie ale
sedi na Ramseyovu teorii, tak je asi fajn umét alespon znéni.

ZNACENT 13.8. Budeme pouzivat a € IN pro velikost a d € IN pro dimenzi krychle [a]d.

DEFINICE 13.9. Sablona je funkce A € ([a] U {*x})?, kde * je specidlni prvek, tz. existuje i, Ze A; = . Na
sablonu lze nahliZet také jako na funkci X : [a] — [a]d, kterd pro n € a nahradi vSechny vyskyty x za n.

DEFINICE 13.10 (KOMBINATORICKA PRIMKA). Kombinatorickd primka je
{A(n); n € [al},
kde A je libovolna sablona.

Necht a,r € IN. Pak existuje d € IN takové, ze kazdé x : [a}d — [r] obsahuje

jednobarevnou primku.

Véta se dokazuje indukci pres a. Pro a = 1 je to trividlni, a v indukénim kroku se ukaze ze kdyz vezmu
e - . . " . w d " e
dostatecné silené velikou dimenzi, skute¢né budu moct néjakou jednobarevnou primku z [a — 1]” rozsifit na
d
[a]”.
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Szemerédiho lemma o regularité

ZNACENT 14.1. Let G be a graph, AU B C V(G). In this chapter, we denote
(1) e(A, B) :=|E(A, B)|,

(2) d(A,B):= Tfﬁl’g‘) the density of edges between A and B,

(3) G(n,p) the distribution of graphs on n vertices with each edge present independently with probability
p-

FAKT 14.2 (CERNOVOVA NEROVNOST). Necht p € [0,1] a X1,..., X, ~ Ber(p). Necht X = >""" | X;. Pak

2
Pr{|X —pn| >t < 2eXp<_2(pmt—|—t/3)> .

DEFINICE 14.3 (REGULAR PAIRS). Let G be a graph. Let d,e > 0. We say AU B C V form a (4, €)-reqular
pair =
(VA'CANVYB' CB) (4> 5|A|A|B) > 8|Bl) — [d(A', B') — d(A, B)| < &.

The pair is e-regular = it is (g, &)-regular.
Let 0 > p > 1 and € > 0. Then there exists an ng € IN, such that
(Vn)(VG ~ G(n,p))(VAUB C V(G),|A| = |B| > no) Pr[(A, B) form an e-regular pair] > 1 — ¢.

Diikaz. Necht A, B C V velikosti N. Pro jednu dvojici A” C A a B’ C B velikosti alespon e N odhadneme
Cernovovou nerovnosti pravdépodobnost, Ze se lisi od predpoklddané |A’| - |B’| - p, jako

(E!A'2IIB"I)2

|A|| B
2 (pla||Br|+ 2242

A'l|B’
Pl ) = o] > 5] = Pr|leCat. ) )] > S

—exp( S AUBTY g N
8(p+5) )~ 8(p+5))

Celkem je nejvyse 4V part A’, B, a tedy pravdépodobnost, 7e existuje néjaky takovy ktery se lisi od pied-
pokladané hustoty je nejvyse

} < 2exp

2N2 2N2
4N2 exp 7675 = exp N1n4+1112767E ,
8(p+5) 8(p+5)

coz je dominovano N2 pro dost velké N, a tedy vyjde nejvyse /2. S pravdépodobnost{ alespoti 1 — 25 se
tedy jedna o e-regularni péar. |
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Let G be a graph and (4, B) be an (§, ¢)-regular pair. Let B’ C B of size at least ¢ |B|. Then
{v; degprv > (d(A,B) +¢) B[} <A, [{v; degp v < (d(A, B) — ) |B'[}| <d|A].

Ditkaz. Kdyby toto neplatilo, pak takova mmnozina A’ by byla dost velkd na to, aby se na ni vztahovala
podminka (g, §)-reguldrniho paru, kterou by ale neprosla. |

Let G be a graph and (A, B) be an (d, €)-regular pair, such that |A| = |B| = n and d(A, B) >
€ 4+ 0. Then the number of 4-cycles vivov3v4, such that vy, v € A,v9,v4 € B, is at least

((1 —68)%(d(A,B) —e)* — 2) n.

n
Diikaz. Vybereme v, € A tak, aby mél alespon (d(A4, B) — ¢) |B| > dn sousedt v B. Takovych vy je (1 — d) n.
Oznacime By C B ty vrcholy, které maji jako souseda vy. Pak |By| > (d(A, B) — ) n.

Déle, necht Az C A jsou ty vrcholy které maji alespon (d(A, B) — €) |Ba| sousedi v By. Pak protoze |Ba| >
(d(A,B) —e)n > dn, je |Ag| > on.

Konecné, spocitejme pocet voleb vy, va,v3,v4, které jsou spojené hranami. Nejprve vybereme vy a vy z Aq
) 2 . , A « O
a Az. Na to mame (1 — )" n? moznost{. Pak jesté vybereme dva spoleéné sousedy vi,v3, na coZ mame
2 . ,
(d(A, B) — €)° n moznosti.

To je celkem
(1-6)%(d(A,B) —e)* n*.

Jesté odecteme neplatné cykly, kterych je ale nejvyse 2n3. To jsme chtéli dokézat. |

Let G be a graph and (A, B), (B,C) and (A, C) be (J, €)-regular pairs, such that |A| = |B| =
|IC| = n, §,e < % and d(A, B),d(B,C),d(A,C) > e+ 6. Then the number of triangles v;vov3, such that

2
v1 € A,v9 € B,vs € C, is at least

(1 —26) (d(A,B) —¢) (d(B,C) —¢) (d(A,C) — &) n?.
Diikaz. Necht Ap jsou vrcholy z A které maji méné nez (d(A, B) — ) n sousedt v B, podobné Ac. Budeme
vybirat A" = A\ (Ac U Ag). Urcité [A'| > (1 — 26)n z lemma[14.5]

Necht nyni B’ a C’ jsou sousedi néjakého vy € A’. Pak |B’|,|C’| > én (z predpokladt), a tedy d(B’,C") >
d(B,C) —¢e. Mame tedy (d(A, B) —€) (d(A, C) — £) n? moznosti pro vs a v3, a z toho (d(B, C') — €) maji mezi
sebou hranu. Dohromady je to tedy

(1 —26) (d(A, B) —¢) (d(A,C) — €) (d(B,C) — &) n?,
coz jsme chtéli dokazat. [ |

DEFINICE 14.8 (6-REGULAR PARTITION). A partition Vo U V; ...V, of V(QG) is e-reqular =
(A1) [Vo| <e[V(G)I,

(A2) (VI <i<j<r)([Vil=Vj]),

(A3) for all but at most er? values of 1 < i < j <r, the pair (V;, V) is e-regular.

We say that r is the order of the partition.

Let € > 0, mg € IN. Then there exists M > mg € IN, such that if G has
at least mg vertices, then it has an e-regular partition of order my <r < M.
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Idea dikazu. Zadéneme s néjakym rozkladem P spliujici podminky a Zadefinujeme kvalitu rozkladu
jako

i<j
Tato kvalita se nezhorsi podrozdélenim P.

Konkrétné, pro A, B mnoziny v P a A’, B’ protipfiklady proti tomu Ze A, B je e-regularni, plati Ze kdyz
rozdélime A na A’ a A\ A’ a podobné B, vzroste kvalita o alespoil e*n. Pak uz jen stadi ukéazat Ze toto
zlepseni kvality pro dost velké n umime

(1) zajistit dalsim rozdélenim aby vSechny ¢dsti mély stejny podet prvkd,
(2) zajistit ze timto vzroste kvalita dostateéné, a diky tomu

(3) ukdzat, ze pocet singletonti vzroste na nejvyse en.

|
(V1> a > 0)(38 > 0)(Ing € N)(VG, |[V(G)| > nop)
(1) G contains at least n? triangles, or
(2) (3X C E(GQ)) |X| < an? and G — X contains no triangles.
Diikaz. Necht Vj, ..., V; jsou z aplikace Regularity lemma pro vhodné € a mg. Oznacme k = |V;| € [(1 —g)

Rozdélme E na
(1) Ep incidentni Vj: téch je en?,

(2) E; vedouci uvniti V;: téch je mk? <

TL2
mo ?

(3) Es vedouci mezi V;, V; pro d(V;, V;) < 2e: téch je m?2ek? < 2en?,
(4) B3 vedouci mezi V;, V; pro V;, V; ne-e-reguldrni: téch je em?k? < en?,
(5) E4 zbytek.

Pokud mgy = %, je celkem E' = Eq U By, U Ey U E3 velikosti nejvyge 5en?. Oznacéme € = &. Pak vsechny tyto
hrany mtzeme odstranit.

Pokud G — E' obsahuje trojihelnik, znamena to, ze existuji V;, V;, Vi o hustoté alespon 2¢. Dle lemma m
je tedy v G alespon

(1—2¢)(d(A,B) —¢)? ((1;\;)”)3 > (1—2¢) ¢’ ((1_]\;)”)3 > fn®

trojuhelnika pro vhodné (3, jak vyzaduje tvrzeni. |

14.1 Finding Subgraphs

FAKT 14.11 (TURAN). Kazdy graf s vice nez % . ”72 hranami obsahuje K} jako podgraf.

Let Kk € N, H be a k-colorable graph. Let d € R. Then there exists d > ¢ > 0 and n; € IN,
such that for each graph G, and for each V1 U...UV; C V(G), |[Vi| = |Va|...|Vk| > nq, if for each i, 5 (V;,V;)
is an e-regular pair with d(V;,V;) > d, then H C G.

Diikaz. Méjme rozklad dle predpokladu a necht ¢ je k-obarveni H. Necht z1, ...,z jsou vrcholy H. Zvolime
vrcholy vy, ..., v grafu G tak, ze

(1) V; € th(riﬁ

(2) pokud ¢(z;) # ¢(z;), pak v;v; € E.

].
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To uz implikuje lemma. Volime v; postupné.

Necht méame vy, ...,vp, a necht C; = {v € V;; (Vj)(vv; € E)}. Udrzujeme, Ze
|Ci| > (d — &) n,

pro vsechna 1.

Pii voleni v;41 vyuZijeme lemmatu na viechny j # p(z;11). Toto pro (d —e)” > 2¢ a dost velké ng
plati. |

Let H be a graph with chromatic number k£ > 2. Then
(Vo > 0)Eno)(VG, V(@) Zno)  |B(G)| 2 (1- 5 +a) MEE & Hee.

Diikaz. Pouzijeme lemma[14.12[s vhodnym d > 0. Dostaneme € a ny. Pro vhodné mg dostaneme z Regularity
lemmatu Vp, ..., Vy,. Oznac¢me k = |V;| € [(1 —¢) 2, Z]. Opét rozdélime:

n’n
(1) Ep incidentni Vj: téch je en?,

2) E; vedouci uvnitt V;: téch je rk? < ;’L—z < en? pro mg = 1/¢,
3) By vedouci mezi V;, V; pro d(V;, V;) < d: téch je m2dk? < dn?,

(
(
(4) Fj5 vedouci mezi V;, V; pro V;, V; ne-e-regularni: téch je em?k? < en?,

(5) E4 zbytek.

Dohromady je E' = EyU...UE; velikosti nejvyse (3¢ + d) n? < 4dn? = a%z pro d = §. Diky tomu mé G — E'

1
v G — E'. Dostavame

(1 — k%) "72 hran. Ozna¢me G’ graf s vrcholy odpovidajicim Vi,. .., V,, a hranami pravé kdyz d(V;, V;) # 0

2

/ 2 !/ n !/
|B(G - E)| < s"|B(G)] = —5 |E(G)].
Upravou tohoto vyrazu dostaneme ze i |E(G')| > (1 - ﬁ) mTQ Z Turénovy véty [14.11| dostavame ze v G’
je Kj. Lemma tedy tika, ze H C G. |

14.2 Arithmetic Progressions in Dense Sets

(V8 > 0)(3no)(¥n > no)(VA C [n]?,]4] > (5n2)(3x, yen)@EdeNy)  (z,y), (zy+d),(x+dy) e A

Diikaz. Zkonstruujeme graf G s partitami R, S, T indexované [2n]. Hrany definujeme
(1) rysy € E pro (z,y) € A,
(2) ryt, € E pro (z,z —x) € A,
(3) syt, € E pro (z —y,y) € A.

Pokud najdeme trojuhelnik r,s,t,, pak mizeme definovat d = 2 — x — y. Toto dokazuje lemma, pokud
z # x +y. Takovych trojic je ale jen (2n)%.

Podle véty |14.10| bud obsahuje graf trojihelnikia dost (pro vhodné n), nebo obsahuje X velikosti O(n2)
kterd odstrani vSechny trojihelniky. No jo, ale G obsahuje alespoti |A| ,,degenerovanych® trojihelniki, které

jsou hranové disjunktni. To znamend, Ze pro vhodné a X nemiize pokryt vSechny trojuhelniky. To dokazuje
lemma. |

(Vv > 0)(3ng)(vn > ng)(VA C [n], |A] > yn)(Fz,d € N;) z,x+d,x+2d € A
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Dikaz. Definujeme A = {(z,y); x — y € B}. Pouzijeme predchozi lemma pro vhodné konstanty a vyjde to. B

FAKT 14.16 (SZEMEREDI).

(Vy > 0)(Vk)(Fno)(Vn > no) (VA C [n],|A| > yn)(3x,d € N,) x,x+d,...,x+kde A

POzZNAMKA 14.17. The proof for a general k requires a non-straight-forward generalization of the Regularity
Lemma to Hypergraphs.

DOMNENKA 14.17.1. Any B C IN such that
1
DR
neB n

contains arbitrarily long arithmetic progressions.



Otazka 15
Mnozinové systémy

DEFINICE 15.1 (MNOZINOVY SYSTEM). MnoZinovy systém je dvojice (X, P), kde
e X je mnozina (bodi),
e P C P(X) je mnozZina ,primek*.
DEFINICE 15.2 (KPR). Konecnd projektioni rovina je mnozinovy systém (X, P), kde
(Al) Ve,ye X PP :x,y € P,
(A2) VP,Q e Pz € X : PNQ = {x},
(A3) 3ICC X :|C|=4,YPeP:|CNP|<2.

Protoze je primka dvéma body jednoznacné urcena, mizeme zavést znaceni Ty = primka z P urcena body
z,y € X.

Pro kazdé dvé piimky P,Q € P existuje z € X, Ze x ¢ P ani x ¢ Q.

Diikaz. Vychézi hned z axiomu [(A3)l Bud C € P U @, nebo vezmeme ,ortogonélni“ dvé primky a jejich
prusecik nelezi ani na P ani Q. |

Necht (X, P) je KPR. Pak plati
(VP,QeP) [P|=]Q|.

Diikaz. Necht ¢ P U Q. Zkonstruujeme ¢ : P — @, které mapuje y na prusecik g N Q. Toto je prosté
zobrazen{ dle axiomu [(A2)| a tedy |P| < |Q|. Obracené identicky. [ |

DEFINICE 15.5 (RAD KPR). Rdd konecné projektivni roviny jen € N: VP € P :n = |P| — 1.

(1) Vee X:{P;PePAzecP}=n+1
(2) [ X|=n?+n+1
(3) [Pl =n*+n+1

Diikaz.

(1) Pro z € X existuje pfimka P kterd z neobsahuje. Kazdy bod y € P urcuje pfimku Ty. Naopak, kazda
ptimka prochézejici x musi protinat v jednom bodé P.
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(2) Necht P € P a x ¢ P. Kazd4 pfimka gz pro y € P obsahuje n dalsich bodd, tedy bodu je alespon
n? +n+1.

Naopak, kazdy z € X \ {«} urcéuje ZZ kterd protind P v jednom bodé y, a je tedy identickd s Zy. Tedy
kazdy takovy z byl zapocitan.

(3) plyne z véty

DEFINICE 15.7 (DUAL). Dudlni mnoZinovy systém k (X, P) je mnoZinovy systém (P,S), kde

S={{SeP,xeShrecX}

Duélem KPR radu n je KPR fadu n.

Diikaz. Axiomy|(Al)|a|(A2)|jsou si navzdjem dudlni. Axiom|(A3)|je dudlni sobé sama, a to pro C' = {a,b,¢,d}
jako S
c* = {ab, be, cd, da}.

Pokud existuje algebraické téleso s n prvky, pak existuje KPR fadu n.

Diikaz. Necht T je téleso. Zadefinujeme relaci ~ nad F3\ {(0,0,0)} jako
(a,b,c) ~ {aa, ab, ac)

pro vsechna a # 0.

Jako primky oznacime tiidy ekvivalence ~. Téch je

nd—1

n—1

=n’4n+1l.

Ovéfime axiomy. [(A1)| plati protoZe matice dvou prvka mé hodnost 2, a tedy jadro méd dimenzi 1. plati
protoZe se jednd o soustavu dvou rovnic o dvou neznamych. Pro [(A3)|staéi vzit mnozinu

C = {(0,0,1),(0,1,0),(1,0,0),(1,1,1)}.

DOMNENKA 15.9.1. KPR fddu n existuje, pravé kdyz existuje algebraické téleso s n prvky.

D4l mluvit o matroidech, viz otdzka



Okruh IV

Polyedralni optimalizace
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Otazka 16

Teorie mnohosténu

16.1 Afinni prostory

DEFINICE 16.1 (AFINNf PROSTOR). Mnozina L C R" je afinni prostor = L =z +V proz € R* a V
vektorovy prostor.

DEFINICE 16.2 (DIMENZE AFINNfHO PROSTORU). Dimenze prostoru L = x + V je dim L := dim V. ZvI4st
definujeme dim () := —1.

DEFINICE 16.3 (AFINNf OBAL). Afinni obal mnoziny X je aff X :=({L; X C L A L je afinni prostor}.

DEFINICE 16.4 (AFINNf KOMBINACE). Afinni kombinace bodi z X je
inai; Zai =1AVi:x; € X.

Afinni obal mnoziny X je afinnim prostorem a je roven mnoziné afinnich kombinaci bodu z X,

tj
aff X = {inai; Zai =1Aa; >0AVYi:x; EX}.
i i
DEFINICE 16.6 (AFINNT NEZAVISLOST). Body z1,. ..,z jsou afinné nezdvislé = Vaq,...,ar € R:
i i
Zoy ..., T jsou afinné nezavislé < (x1 — xo), (x2 — o), ... (Tx — zo) jsou linedrné neza-
vislé.

DEFINICE 16.8 (DIMENZE MNOZINY). Dimenze mnoziny X je dim X := dim aff X.

dim X = k < maximalni pocet afinné nezavislych bodu v X je roven k + 1.
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16.2 Konvexni mnoZiny
DEFINICE 16.10 (KONVEXNI MNOZINA). Mnozina X je konvezxni mnoZina =

(Ve,y e X)(Vt € [0,1))tz+ (1 —t)y € X).

DEFINICE 16.11 (KONVEXNf OBAL). conv X je konverni obal mnoziny X =

conv X := ﬂ {C; X CC AC je konvexni} .

Necht Y C conv X. Pak convY C conv X.
Necht C je konvexni a X C C. Pak conv X C C.

Necht (Vz € X)(a'z < b). Pak plati
(1) (Vy € conv X)(a'y <),
(2) (Vz € X)(a" <b) — (Vy € conv X)(a'y <),
(3) (Vy =3, auw; € conv X)((Fi)(a'z; <bAa; #0) = a'y <b).

Necht X C R%. Pak

k k
conv X = {Zawi; keN,z, € X, a; >0, Z%‘:l}-

i=1 i=1
Diikaz. Pro ,O% si uvédomme, ze kazdad konvexni kombinace musi byt v kazdé konvexni mnoziné z definice
conv X. Pro ,,C“ si vSimneme, Ze mnozina vsech konvexnich kombinacich je konvexni, a tedy je jedna z

mnozin pres které se déla prinik v definici conv X. |

Necht X C R”, dim X = d > 0. Pak

d
conv X = {Zaixi; (Vi € [d])(z; € X ANy, > 0) /\Zai = 1}.
i=0 i

Dikaz. Smér ,,0“ plyne napt. z predchozi véty. Druhy smér dokdzeme sporem. Necht y € convX a y =
Zf:o a;x;. Necht k je miniméalni, a pfedpoklddejme ze k > d. Tedy zo, ...,z jsou afinné zavislé, a tedy lze

vyjadrit
k
Z /Ble = 07
i=0
kde Zf:() B; = 0. Najdeme ~ maximéalni takové, ze
(Vi) B+ 20.
Takové urcité existuje. Pak ale
E
S (i +ai)wi =y
i=1

je konvexni kombinace, a z maximality v je alespon jeden koeficient roven nule. Dostdvame spor s minimalitou
k. |
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16.3 Mnohostény

DEFINICE 16.17 (NADROVINA). Necht a € R™,b € R. Nadrovina v R™ je
{z eR™ a'z = b}.

DEFINICE 16.18 (POLOPROSTOR). Necht a € R™,b € R. Poloprostor v R™ je
{z e R™ a'r < b}.

DEFINICE 16.19 (KONVEXNf MNOHOSTEN). Konverni mnohostén, polyhedr, je prinik koneéné mnoha polo-
prostorii.

DEFINICE 16.20 (OMEZENY KONVEXNf MNOHOSTEN). Omezeny konvexni mnohostén, polytop, je konvexn{
mnohostén, ktery je omezeny.

Necht C, D jsou konvexni, uzaviené, disjunktni mnohostény. Necht C' je navic
omezena. Pak

(I € R)(Ja € R")(C C {z € R a'r < b} ADC {z e R a'z > b}).
Necht X C R™. Pak X je konvexni omezeny mnohostén <=

(3V C R",V konetnd)(X = convV).

DEFINICE 16.23 (TECNA NADROVINA). Necht P C R" je konvexni mnohostén. Tecnd nadrovina mnohosténu
P je R={x; ax =b} proa € R", b€ R, tz.

(Vz € P)(ax <b)A (Jx € P)(ax =b).

DEFINICE 16.24 (STENA MNOHOSTENU). Necht P C R™ je konvexni mnohostén. Jeho stémﬂ je PN R pro
R jeho tecnou nadrovinu, nebo P, nebo (). Viastni sténa je sténa, kterd nen{ P ani .

DEFINICE 16.25 (VRCHOL). Vichol mnohosténu P je sténa dimenze 0.
DEFINICE 16.26 (HRANA). Hrana mnohosténu P je sténa dimenze 1.
DEFINICE 16.27 (FASETA). Faseta mnohosténu P je sténa dimenze dim P — 1.

Necht P C R™ je konvexni mnohostén, V jeho vrcholy, Vot := {z € R™; x ¢ conv(P \ {z})}.
Pak V = ‘/ext-

Prinik dvou stén P je sténou P.

Necht F' C P je sténa P, E C F. Pak FE je sténa F <= F je sténa
P.

DEFINICE 16.31 (MINIMALNf MNOHOSTEN). Necht P C R™ je konvexn{ mnohostén dany podminkami A’z =
b a Az < b. Toto je minimdlni popis P = beze zmény P nelze vynechat jednu rovnici/nerovnici, popf. zménit
nerovnici na rovnici.

Necht P = {z; A'lz =b'} # (), pro A’ € R™*"™. P je miniméaln{ <= m = rank A’.

Necht ) # P C R" je konvexni mnohostén dany podminkami A’z = b’ a Az < b. Necht z € P
a Az < b. Pak dim P = n — rank A’. Navic, je-li popis miniméln{, pak takové z existuje.

L Anglicky face.
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Necht @ # P C R" je konvexni mnohostén dany minimalnim popisem A’z =V’ a Az < b. Pak
v minimalnim popisu P odpovidaji vzajemné jednoznac¢né nerovnice fasetdm P. Navic, kazda vlastni sténa
je sténou néjaké fasety.

Je-li dim P = n, pak je minimélni popis jednoznacny az na skalovani.

Kazdé sténa P je prunikem faset.

16.4 Ditkaz Minkowskiho—Weylovy véty
DEFINICE 16.37. Let P C R%. An inequality ¢’z < d is walid in P =
(Vy € P) (cTy <d).
DEFINICE 16.38. A face of P C R% is F' C P, such that there is a valid inequality c'z < d, for which
F:{xEP; cTaszd}.

o We call P and ) improper faces.

e A face F' is a facet = dim F = dim P — 1.
Let A€ R™ 4 be R™ and P = {x € R% Az <b}. Then ) # F C P is a face of P, iff
there is I C [m], such that
F:{ZL'GP; A]l‘:b]}.
Face of a face is a face.
DEFINICE 16.41. An extreme point (or vertez) is a face of dimension 0.
DEFINICE 16.42. The set P C R¢ is pointed = it does not contain a line, meaning for all z,y € R% and
y # 0, there is a ¢, such that
x+ty ¢ P.
Let P C RY be a closed, convex set and let v ¢ P. Then there exists a separating hyperplane,
i.e., a, B, such that
a'v < B, (Vx € P) (osz > f).
A closed, convex set P C R? is pointed, iff it has an extreme point.
The set of extreme points of a polyhedron P is finite.
A bounded H-polyhedron is equal to the convex hull of its extreme points.
DEFINICE 16.47 (POLAR DUAL). The polar dual of P is PA = {y € R% y'z < 1,2 € P}.
Let P C R? be closed, convex, centered. Then
(P2 =P,
Let P C R? be a centered V-polyhedron. Then P is an H-polyhedron.

Let P C R? be a centered H-polyhedron. Then P? is a V-polyhedron.

Let P C R? be a convex set containing the line {v + tw; t € R}. Define P’ = {z € P; w'z = w'v}.
Then
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(1) if P is an H-polyhedron, then P’ is an H-polyhedron, and
(2) if P" is a V-polyhedron, then P is a V-polyhedron.

DEFINICE 16.52 (HOMOGENIZED CONE). Let P C RY. Define the set of rays of P to be the set R(P) =
{veR% (Vt > 0)(tv € P)}. Define the homogenized cone of P as

homog(P) := cone{(}); z € P} + cone{(}); v € R(P)} € R*"".

If P is an H-polyhedron, then homog(P) is an H-cone. If homog(P) is a V-cone, then P is a
V-polyhedron.

The set P is pointed, iff homog(P) is pointed.

Let P C R? be a pointed H-cone or V-cone. Then there exists a ¢ € R%, such that ¢’z > 0
for all non-zero x € P.

Let P C R? be pointed and centered and let ¢ € R¢, such that ¢'z > 0 for all non-zero z € P.
Define P’ = {z €P;clx= 1}. Then
(1) if P is an H-cone then P’ is an H-polytope,
(2) if P is a V-polytope then P is a V-cone.

(1) P is a V-polytope, iff P is an H-polytope.
(2) P is a V-polyhedron, iff P is an H-polyhedron.
(3) P is a V-cone, iff P is an H-cone.



Otazka 17

Problém obchodniho cestujiciho

DEFINICE 17.1 (PROBLEM CINSKEHO POSTAKA). Necht £ : V. — QF. Problém cinského postika CINSKY-
POSTAK je najit minimélni uzavieny sled prochézejici viechny hrany alespon jednou.

DEFINICE 17.2 (PROBLEM OBCHODN{HO CESTUJICIHO). Necht £ : V' — Q. Problém obchodniho cestujiciho
OBcHODN-CEsTUJICT je najit minimalni uzavieny sled prochdzejici vSechny vrcholy alespon jednou.

FAKT 17.3. OBcHODNI-CESTUJICT je NP-tplny.

Necht G' mé vsechny stupné sudé. Pak je fesenim CINSKY-POSTAK Eulerovsky tah, ktery je
nalezitelny v polynomialnim case.

Pokud existujf vrcholy s lichym stupném, pak je délka feSeni ostfe vétsi nez £(E).
DEFINICE 17.6 (T-JOIN). Necht T C V. Pak E' C E je T-join =

degpv=2k+1<vel.

Necht £’ je mnozina hran minimalniho priichodu CINSKY-POSTAK, které se projdou vice nez 1.
Pak

(1) (Ve € E’) se projde presné dvakrit,
(2) E' je minimélni T-join pro T = {v; deg-v = 2k + 1}.

Pokud najdeme minimaln{ T-join, vyFesime CINSKY-POSTAK.

Vstup: G graf, £: V — Q.
Vijstup: E' minimdlni T-joint.

v H 4 (T,(3))
2: Pro u,v € T, definujeme w(uv) jako délku nejkratsi cesty mezi u,v v G.

3: M <+ perfektni parovani v H minimalni délky dle w.
4: E' + {e € E; e je v konkrétni nejkratsi cesté mezi néjakymi vrcholy v T'}
Vystup algoritmu je minimalni 7-join.

FAkT 17.11. KdyZz G je rovinny, tak generujici funkce T-jointi je polynomidlné spocetna.

PozNAMKA 17.12. Pro OBcHODNI-CESTUJICT predpokldddme tiplny graf, a trojihelnikovou nerovnost.
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Vstup: G tplny, ¢ splnujici trojuhelnikovou nerovnost.

Vijstup: Aproximacni feSeni OBCHODNI-CESTUJICH.

: T < miniméalni kostra v G.

: M < minimalni perfektni parovani nad vrcholy lichého stupné v T.

: J < T UM (pfipadné s multihranami).

: Dokud (Ju)(degu > 2):

Nahradime jednu cestu prochéazejici u ,zkratkou“ primo mezi dvéma vrcholy.

S SECI I

|CHRISTOFIDESOVA HEURISTIKA| d4 fesen{ nejvyse 3-krat dels{ nez optimum.

2

PozNAMKA 17.15. Experimentalné ukdzano, %e to byvd jen cca 1.09-krat delsi.
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Otazka 18

Specialni matice

18.1 Totalné unimodularni matice
DEFINICE 18.1 (TOTALN{ UNIMODULARITA). Necht A € R™*". A je totdIné unimoduldrni = (VI C [m])(VJ C [n])
det A7 € {0,1,-1}.
Kazd4 totalnd unimodularni matice je z {0, —1,1}™"".

Necht A € R™*" je totalné unimoduldrni. Necht b € Z™. Pak oba polyhedry {z; Az =b Az > 0}
a {x; Az > b Az > 0} maji véechny vrcholy celociselné.

Pokud méa odpovidajici linearni program pro libovolné ¢ optimum, pak ma i celoc¢iselné
optimum.

Totalni unimodularita se nezméni
e transpozici,
o permutaci Ffddku/sloupct,
o vynésobenim fadku/sloupce —1,

o pfiddnim/odstranénim Fadku/sloupce s nejvys 1 jednickou, nulami jinde.

Necht A € {0,1,—-1}"*" m4 v kazdém sloupci nejvyse dva nenulové prvky, a pokud jsou dva,
pak si nejsou rovny. Pak A je totalné unimodulédrni.

Necht A ma v kazdém sloupci < 2 nenuly. Pak A je totdlné unimodulérni, pravé kdyz vynaso-
benim nékterych radka —1 lze dostat tvar z predchozi véty.

Matice incidence orientovanych grafu jsou totalné unimodularni.
Matice incidence neorientovanych graft jsou totalné unimoduldrni, pravé kdyz graf je bipartitni.

TU nadm mutze pomoci s vétou o celociselnosti tokil a duality max. toku a min. fezu.
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18.2 Representation of Matroids

ZNACEN{ 18.11. In this section, we denote by I a field, with characteristic char(IF).

DEFINICE 18.12 (REPRESENTABILITY). A matroid M is

(1) F-representable = there is a matrix A over I, such that

M(A) = M.

(2) representable = there is a field I, such that M is F-representable,

(3) regular = it is representable for all TF.

Let X C E be a circuit and a hyperplane. Then B’ = BU{X} are bases of a
matroid with circuits
C=C-X)U{X+eecE\X}.

DEFINICE 18.14 (FUNDAMENTAL CIRCUIT). Let B € B. The fundamental circuit of e € E\ B with respect
to B is the unique circuit CP® € C, such that

CECB+e

DEFINICE 18.15 (FC INCIDENCE MATRIX). Let B € B and let L = E \ B. Define the fundamental circuit
incidence matriz of B as D¥ € FB*L defined as

D# _{1 if be CP,

be 0 otherwise.

DEFINICE 18.16 (FANO, NON-FANO). The Fano matroid F% is the representation of the Fano plane, and the
non-Fano matroid is F;~, defined as the relaxation of F7 in an arbitrary circuit/hyperplane.

(1) Fy is representable over I, iff char(IF) = 2.
(2) F; is representable over I, iff char(F) # 2.

F; ® F is not representable.
The class of matroids representable over IF is closed under dual, deletion, contraction, minor.
Us,n is F-representable, iff || > n — 1.

DEFINICE 18.21 (EXCLUDED MINOR). The matroid M is an excluded minor of a class of matroids M = it
is minimal with respect to taking minors, such that M ¢ IM and for all e, M \ e, M /e € M.

For all p € P, the matroid Us ;42 is an excluded minor for Z,-representability.
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18.2.1 Binary Matroids
DEFINICE 18.23. Let k > 3, E = {x1,...,Zk,Y1,..-,Yx} and define

Finally, let M be a matroid such that C(M) = C; U Cs.
M is binary.
Each X € C is both a circuit and a hyperplane.
DEFINICE 18.26. Define M x to be the relaxation of M with X € C.
Mx is not binary.
To know whether or not M is binary, we must check Q(?kil) subsets.

M is not binary, iff it has a Us 4-minor.

18.2.2 Ternary Matroids

The forbidden minors of ternary matroids are Us 5, Us 5, Fr, F7.

18.2.3 Regular Matroids

DEFINICE 18.31 (TU). A matrix A € R™*"™ is totally unimodular = for each square sub-matrix A’ it holds

det A" € {0,£1}.
DEFINICE 18.32. A matroid M is unimodular = it has a representation M = M(A) where A is TU.

If A is totally unimodular and B is obtained from A via pivoting, then B is also totally
unimodular.

The class of unimodular matroids is closed under dual and minors.

If M is binary and F-representable for some I with char(IF') # 2 with representation A €
F7*" such that A € {£1,0}" ", and B € IF"*" is obtained by pivoting (over T), then

B e {+1,0}7".

The following are equivalent.
(1) M is unimodular,
(2) M is regular,
(3) M is binary and representable over ' with char(IF) # 2.



Otazka 19
Celociselnost

DEFINICE 19.1 (PLATNY REZ). Necht P = {z € R"; x > 0 A Az > b}. Necht Z = P NZ". Necht az < 8
plati Vo € P. Pak |a]x < |5] je platng rez.

Necht ax < 3 je platny rez. Pak
(Ve e Z)(ax < ).
Méjme a € Z", B € Z.. Pak ax < 3 je platny Tez <>
Fy>0)Fuez :u< [Aly])(a=u" AB=[by]).

Necht P = {x €e R"; > 0A Az > b}. Necht Z = PN Z".
Necht ax < B je platnd v Z. Pak axr < [ lze odvodit ze soustvy Az > b postupnym priddvanim platnych

Tezu.
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Otazka 20
Parovani a toky v sitich

Parovani je pokryto otazkou [26| a toky v sitich jsou pokryty priméarné otazkou
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Otazka 21

Teorie matroidu

DEFINICE 21.1 (MATROID). A matroid is M = (E,T), where
(1) FE is a finite, non-empty set,
(2) Z CP(E) is the set of independent sets, satisfying

DeZ,
I' €T, (VI € T)(VI' C 1)
(JeeJ) I+eel, VI, J e Z,|I| <|J])

DEFINICE 21.2. Let M be a matroid. The circuits of M is the set

C={SCE S¢IN(VecE)(S—ecT)}.

Let M be a matroid and C its circuits. Then

0éc,
C,DeC,CCD —» C=D,

C,DeC,CND#0,ecCND,C#D — (3E€C) EC(CUD) —e.

(21.1.1)
(21.1.2)
(21.1.3)

(21.3.1)
(21.3.2)
(21.3.3)

If a set C satisfies conditions (21.3.1)) to (21.3.3)), then there exists a matroid M such that C

are exactly its circuits.

DEFINICE 21.5. Let M be a matroid. The bases of M are

B={BCE;BecIN(NecE)B+e¢I)}.

Let B, B' € B. Then
|B| =|B|.

Let M be a matroid and B its bases. Then

B #0,
B,B'eB,eec B\B — (3f e B\B)(B—e+ fe€DB).

(21.7.1)
(21.7.2)

If a set B satisfies conditions (21.7.1) and (21.7.2)), then there exists a matroid M such that B

are exactly its bases.

DEFINICE 21.9. Let M be a matroid. Define its rank function r : P(E) — IN, such that

VXCE) r(X)=

= max |I].
ICX,I€T
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Let M be a matroid and r its rank function. Then

1X| > r(X) >0, (VX CE), (21.10.1)
r(X)>r(Y), (VX C E)(VY C X), (21.10.2)
r(X)4+r(Y)>r(XUY)+r(XNY), (VX,Y CE). (21.10.3)

If a function r satisfies conditions (21.10.1)) to (21.10.3) and X,Y C FE. then

VeeY)r(X +e)=r(X)) »rX)=r(XUY).

If a function r satisfies conditions (21.10.1)) to (21.10.3)), then there exists a matroid M such
that r is its rank function.

21.1 Basic Operations

DEFINICE 21.13 (SuM). Let Mj, Ms be matroids, such that Fy N Ey = (). We define M; & My = M, such
that
E = FE; UEs, I:{X;XﬂEleL,XﬂE2€IQ}.

This is a matroid.
C =C1UCs.

r(X)=rm(XNE)+r(XNE,).

PRIKLAD 21.17. Let F be a field. Let A € F™*™. Define M(A) = M, where E = {A,;; i € [n]} and 7 are
independent vectors.

Without loss of generality, we can assume that A = (I,. | D), which we call the standard representation.
PRIKLAD 21.18. The uniform matroid U, , is defined on E = [n], and
I={XCn);|X[<r}.
An alternate version of condition (21.7.2) is
B,B' e€eB,fe B\B — (Je€ B\B)(B—e+ f€B). (21.19.1)

DEFINICE 21.20 (DuaL). The dual matroid to M is M*, such that

B*={FE\B; BeB}.

U;:,r = Un,n—?"v
M(I, | D)=M(D" | I,,_,).

PozNAMKA 21.22. For terms of the dual, we often use co-(term), so for example co-circuit, co-basis, etc.

Let X C E. Then

(X)) =1X|—-r(E)+r(E\X).
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DEFINICE 21.24. A set H C X is a hyperplane = H is maximal in inclusion such that r(H) < r(E).
A set H C X is a hyperplane, iff £\ H € C*.

Let C € C and C* € C*. Then

cner| £1.

(My & My)" = M; & M.

DEFINICE 21.28. Let T' C E. We define a deletion M \ T as a matroid (E\ T,{I\T; I € I}).

Tt (X) =r(X).

DEFINICE 21.30. Let T C E. We define a contraction M /T as (M*\ T)".

rayr(X) =r(XUT)—r(T).
Let T C F and Bt be a maximal independent subset of T'. Then

Ipmyr={I CE\T; IUBr€T}.

Let T1,7T5 C E be disjoint. Then
(1) M\TZW\To = M\ T2\ T,
2) M/T /T, =M/ T3 /Ty,
(38) M\Ty /T =M /T2 \Tx.

DEFINICE 21.34. The matroid A is a minor of M = there exist T, Ty C E disjoint, such that

N:M\Tl/Tg

Let C' C E\T. Then C’ € Cpqyr, iff it is a non-empty inclusion-wise minimal member of
{C\T; C eC}.

21.2 Connectivity
DEFINICE 21.36. Let v be the following relation on E:

le,fley=e=fVv(ACeC)(e, fel).

(VC,DeC)(NVee CND)VfeC\D)IGeC)(GC(CUD)—eA feq).
The relation v is an equivalence.

DEFINICE 21.39. Components of connectivity of a matroid M are the equivalence classes of . The matroid
M is connected = it has one component of connectivity.

PozNAMKA 21.40. In graphic matroids, this corresponds to 2-connectivity.



OTAZKA 21. TEORIE MATROIDU 83

DEFINICE 21.41. X C FE is a separator = X is the union of a subset of components of connectivity.
X is a separator, iff

(VC €C) CCXVvCOnX=40.

X is a separator, iff -
r(X)+7r(X)=r(E).

Let X be a separator. Then for all F' C F,
r(F)=r(FNX)+r(F\X).
M\ X =M/ X, iff X is a separator.

X is a separator, iff
r(X)+r*(X) =1|X].

X is a separator in M, iff it is a separator in M*.

21.3 Greedy Algorithm

Vstup: Matroid M and w: E — Ry

Vijstup: B € T with maximal w(B).

1: Sort by weights in descending order: ey, ..., e,.
2: A<«

3: Forie{l,...,n}

4: IfA+e €, A+ A+e;.

ZNACENT 21.49. We assume that the matroid is given by an independence oracle, taking time 7 to answer
us.

The Greedy algorithm works in O(n - 7 + nlogn), and it correctly finds the solution.

If (E,T) is an arbitrary set system for which () € Z, and the Greedy algorithm works for all w,
then (E,Z) is a matroid.

21.4 Matroid Intersection
Let M1, M5 be matroids on the same E. Then

I| = 1 E ES5).
Ien%?r}fzzl | ElH};ﬁl:E’"l( 1) +r2(E2)

MIT can be implemented in O(r?n7), where r = max{r(M),r(Maz)}.
A matroid M contains k disjoint bases, iff

(VS CE) |[E\S| > k- (r(E)—r(9)).

M can be covered by k independent sets, iff

(VSCE) |S|<k-r(S).
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The graph G has k disjoint spanning trees, iff each partition V; U. .

has number of edges between distinct V; at least

k-(6—1).

DEFINICE 21.57. Let G = (V, E). Define matroid M™(G) such that

I € ZT & I has at most 1 circuit.

M is a matroid with rank

(X)) = r(X) 1fX€.I,
r(X)+1 otherwise.

There is an algorithm for maximum average degree of a graph.
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Elipsoidova metoda

Vstup: A bounded polytope P, either empty, or of full dimension.

Vijstup: A point x € P, if it exists.

1. E + E(z0,Cy). > Choose zg, Cy by previous lemmas.
2: k<« 0.

3: While z;, ¢ P:

4: By E(Zk+1, Ck+1), such that P C Ey,1 and VOI(E) k1 < q- VOI(E) k-

5 k< k+1.

6 If k is too large, terminate.

7

: Return zg.

Let E = E(1,0) and H = {z; 1 <0}. Let

1
0 = 0 1 2 2 o (1+1)°
Z: q = t=— :1 t =
oo 07 z | 1 P (1+1)°, q T3 o
0 ... 0 % 0

Then for E' = E(Z, z), it holds that E' O E N H, and
vol(E)’ 1
< — 1
vol(E) — exp( 2n + 2) <

Let E=E(A,a), H = {:L‘; clx < 0}. Let

2 T
f:a—iﬁ, C:L A— 2 M .
n+1cTAc n?—1 n+1 cTAc

Then for E' = E(C, f), it holds that E' 2 EN H, and
vol(E)’ 1
< - 1
vol(E) — exp( 2n + 2) <

If P has full dimension, then

VOI(P) > 2—(n+1)(C>+713-

If P has full dimension and is non-empty, then the Ellipsoid method finds an x € P in

k=2(n+1)(2(n+1)(C)+n(d)—n?).
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If P is unbounded, we can simply add 2n constraints of type

_9(ClD) < 4 < 9(Cld),

Exactly one of the following has a solution:
(1) ATy =0,b"y <0,y >0,
(2) Az <b.

The system Az < b has a solution, iff Ax < b+ ¢ for

1

© T om oAl

Linear programming is poly solvable (except for the square-root).
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Okruh V

Grafové algoritmy
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Otazka 23

Nejkratsi cesty, tranzitivni uzaver

ZNACENT 23.1.
(1) G is a digraph,
(2) £: E—-R,

(3) d:V? — R, such that
d(u,v) :==min{{(W); W € W(uv)}.

If we define d using walks, then for G with negative cycles, d can be
undefined (approaching —oo). On the other hand, if we define d using paths, then on G with negative cycles,
the triangle inequality does not hold.

On G without negative cycles, there is a shortest walk which is also a path.

Suppose G doesn’t have negative cycles. Then

(Vu,v) d(u,v) < d(u,w) + d(w,v).
A prefix of a shortest path is a shortest path.

DEFINICE 23.6 (SHORTEST PATH TREE). Then a shortest path tree T, is an oriented tree rooted in w, such
that for each v € V, the uv-path in T, is a shortest uv-path in G.

If G doesn’t have negative cycles, then T, exists (Vu).

Vstup: G, source z € V.
Vigstup: h, the distance of all vertices from s.
: (Vv € V)(s(v) ¢~ UNSEEN).
s (Vv e V)(h(v) + o)
s(z) < OPEN
h(z) + 0
: While (Jv)(s(v) = OPEN):
Choose v, such that s(v) = OPEN. > Freedom in choice of v, affects time complexity.
For uwv € E: > Relazation of vertex v.
If h(uw) > h(v) + d(uv):
h(u) < h(v) + d(uv)
s(u) < OPEN

© X NPT R

—
=

| ). Let G be a graph, s € V, and h, s from the[RELAXATION]

ECHEMH. Then (Vv € V)
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1
2

h(v) # o0 — (3W € W(sv))(((W) = h(v)),
(h(v) # 0o ANNC(G)) — (3P € P(sv))(¢(P) = h(v)),

(1)
(2)
(3) NNC(G) — |RELAXATION SCHEME| terminates,
(4)
(5)

4) if[RELAXATION SCHEME| terminated, then v is reachable from s <+ s(v) = CLOSED < h(v) < oo,

5) if RELAXATION SCHEME] terminated, then d(s,v) = h(v).

ALGORITMUS 23.10 (BELLMAN-FORD-MOORE). The BELLMAN—FORD—MOORE| algorithm is an implemen-
tation of [RELAXATION SCHEME| with queue.

DEFINICE 23.11 (EPOCH). An epoch of  BELLMAN-FORD-MOORE|is E;, such that

(1) Ey ends by closing s,

(2) E;+1 ends by closing vertices opened in E;.
Levva 23.12. Each E; runs in O(m).
Levva 23.13. If NNC(G), then at the end of E;,

(Vo € V)(YW € W(s0)) (W] < i — h(v) < £(W)).

ViETA 23.14. BEM runs in O(mn).

ALCORITMUS 23.15 (D1JKSTRA). The [DIJKSTRA| algorithm is an implementation of [RELAXATION SCHEME]|
with a heap-like structure.

Vira 23.16. If £ > 0, then closes vertices in the order of distance from s, each at most once.

VETA 2317 (DKsTRA COMPLEXITY ). [DIJKSTRA| uses

O(n) x INSERT, O(m) x DECREASE, O(n) X EXTRACTMIN.

DUSLEDEK 23.18.
e With a binary heap, runs in O(mlogn).
o With a Fibonacci heap, runs in O(m + nlogn).

logn

o With a -ary heap, [DIJKSTRA| runs in O(mlo — )
gn

VETA 23,19 (Array OF BUCKETS). For gt C [L], using an array of buckets,[DIJKSTRA|runs in O(m + Ln).

PozNAMKA 23.20. All open buckets will be at most L far, so we can index mod L, reaching space complexity
O(L+n).

DEFINICE 23.21 (BUCKETS WITH TREES). The buckets with trees DS holds
(1) n binary trees of size L (of which all but < 2 are empty),
(2) in the i-th tree at position k the open vertices with h(v) =L + k.

DUSLEDEK 23.22. All operations of are O(log L), reaching O(mlog L) time complexity.
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For non-integer values and d > 0, such that
(Ve)(t(e) = ),

we can close all v, such that
h(v) < min h(u) + 0.
u open

However, this isn’t monotonous (it destroyes the ,closes vertices in order of distance property of .

In the heap, we can replace

and this is monotonous.
Adding A to edges doesn’t preserve the shortest paths.
DEFINICE 23.26 (POTENTIAL). A potential is a function ¢ : V' — R.
DEFINICE 23.27 (REDUCED EDGE LENGTH). A reduced edge length with respect to o is
lo(wv) :=L(uv) + (u) — ¢(v) .
For ¢, the shortest paths are preserved, as
(VP € P(uv))(£e(P) = £(P) + ¢(u) — ¢(v)).

DEFINICE 23.29 (FEASIBLE POTENTIAL). A potential ¢ is feasible =

(Vuv € E)(Ly(uv) > 0).

Vstup: Graph G with no negative cycles.

Vystup: A feasible potential .

1: Add vertex s, connected to all other vertices with £ = 0.
2: Run BFM from s.

3: (Vv € V) (p(v) + d(s,v))

The above algorithm is correct, hence a feasible potential always exists for a graph with
no negative cycles.

23.1 Point-to-point shortest paths

PozNAMKA 23.32. PtPSP is asymptotically same as SSSP.
When looking for PtPSP, we can stop after closing the target vertex.
Suppose £ > 0. We can run the algorithm from the source and

from the target at the same time. Afer a vertex is closed by both, the path consists of some vertices opened
by either (doesn’t need to pass through the connecting vertex!).

is an augmentation of where we use a heuristic function ¢ : V- — R.
with £, = with £_.
is correct in terms of a case of RELAXATION SCHEME}
has properties similar to iff 1 is a feasible potential.
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23.2 All-pairs shortest paths

ZNACENI 23.309.

(1) L is the length matriz,
(2) D is the distance matriz,
(3) A is the adjacency matriz,

()

R is the reachability matriz.

PozNAMKA 23.40. BFS runs in O(mn), in O(mn +n?log n) This is good if m o« n, but not if

mocnz.

Vstup: G.

Vistup: D.

1: DY« L

2: For k € [n]:

3: For i,5 € [n):

4: Df,j — min(Dﬁ;l,Dﬁgl + D,];;l)

IFLOYD-WARSHALL| runs in O(n?). It uses auxiliary space O(1).

DEFINICE 23.43 (BUNCH). A bunch is a set of walks with the same source and target. The type of a bunch
is (s,t) for the source and target.
DEFINICE 23.44 (WALK ALGEBRA). A walk algebra is (B,e1,...,€m,€1,...,En,U, "), where
(1) B is the set of all bunches,
2
3

(Vi € [m]) e; € E is the bunch containing only the edge e;,
(Vi € [n]) €; € V is the bunch containing only the walk from v; to v; of length 0,

5
6

2)

3)

(4) U is the union of bunches,

(5) - is the concatenation of bunches,
(6)

* is the star of a bunch, defined as

X*=eUXU(X -X)U...

We further define

(1) A= A4,
(2) (Vk>1) AF:= A Ak—1
(3) A%:=e.

[FLOYD-WARSHALL| uses only operations on walk algebras.

Walk algebra can be implemented using circuits in O(n3) space.

POZNAMKA 23.47. We say that matrix multiplication can be done in O(n®), for some w € (2, 3).
Ai,j = [’L] S E] .

AF = {w € W(ij); |w| = k}|.
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(A+L){ 5 = {w € W(ig); [w] < k}|.

R can be computed in O(n* logn).

PozNAMKA 23.53. The numbers can get exponentially large, so we should after each squaring replace the
non-zero numbers with ones.

DEFINICE 23.54 ((®,®)-MATRIX PRODUCT). Then the (@, ®)-matriz product of A and B is

C = <@ Ai,k & Bk’j>
k=1

4,J
(U, -) on walks is walk algebra.

(V,A) on A is reachability.

(min, +) on L is [FLOYD-WARSHALL{

PozNAMKA 23.58. The best algorithms don’t work on (min, +), because there is no inverse of min. The best
time complexity is O( n’ )

logn

Vv

nejmensim omezenim na vysku, atd. To samé plati i o nasledujicim algoritmu.

ZNACENT 23.59 (D1viDE AND CONQUER). Suppose n = 2% for some i. We will denote

n n

(1) P = (Ai7.j)i2,gél,1'
(2) Q= (Ai,j)?,j;,g-s-r

(3) R= (A2

ij=g+1,1°

(4) S=(Aiy)"

=2 41,2 41

Vstup: A.

Vijstup: A*.

I+ (PVQS*R)"
J <+~ 1QS5*

K+ S*RI

L+ S*Vv S*RIQS*
A (k1)

A* = R, and can be computed in O(n®).

DEFINICE 23.63 (GRAPH SQUARE). G2 = (V' E'), such that
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W V=,
(2) E' = {uv; (AW € W(w) ¢)([W] < 2)}.

G? can be computed in O(n*) using one (V, A).
Let G be undirected, rng ¢ = {0, 1}. Let d’ be the distances from s in G2. Then

;o [dw) _J2d'(v) =1 avg,,epd(w) < d(v)
v =) d(“)‘{w(v) v (1) > d'(v)

PozNAMKA 23.66.

d, (D'A),,
ek (w) = degv

Vstup: G, undirected, with lengths of edges equal to one, one component.
Vigstup: A.

. If G = K, return (1),
G~ G?

: D' + SEIDEL(G’)

) D'A
T dog v

;— In-

(S S JUR R

D, 2P —1 ki <D
P20y Fij > Dj;

runs in O(n* logn).
Dohromady tedy umime nésledujici APSP:
(1) Reachability v O(n*) pomoci DaC.
(2) Unit-length neorientované vzdélenosti v O(n* logn) pomoci Siedelova algoritmu.

(3) Obecné vzdélenosti v O(n2 logn + mn) pomoci Dijkstry plus Bellman-Forda (pokud NNC).
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Toky v sitich

DEFINICE 24.1 (NETWORK). A network is (G, s,t, c), where
(1) G=(V,E) is a digraph, WLOG symmetric,
(2) s#t eV are source and target vertices,

(3) ¢c: E— ]Rar is a capacity function.

DEFINICE 24.2 (FLOW). A function f: E — R{ is a[flou] =
(1) (Ye) 0 < f(e) < cle),
(2) (Vo #s,t) f(67(v)) = f(67(v)) =0,

ZNACENT 24.3. Let f be a [flow]
o fT(v) = f(6F(v)),
o [T ()= f(67(v)),
o [A) =) - f(v),
o [fl=120).

[l =—f2(s).
DEFINICE 24.5 (RESIDUAL CAPACITY).

r(uv) := (c(uv) — f(uv)) + f(vu).

Vstup: a network (G, s,1t, c).
Vistup: a flow f.
1. f«<0
2: While (3P € P(st))(Ve € P)(r(e) > 0):
€ < mincep r(e)
For uwv € P:
0 < min(c(uv) — f(uv),e)
f(uv) < f(uw) +6
flou) < e—9

If rng ¢ C @, then [FORD-FULKERSON| terminates.
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ZNACEN{ 24.8. For A,BCV,
E(A,B):=EnNAxB.

DEFINICE 24.9 (ELEMENTAL cUT). C C E is an elemental cut =
(BACV)(se ANt ¢ ANC =E(AA)).
ZNACENT 24.10. For ABCV,g: F — X,
9(A, B) :=g(E(A, B)) .
ViETA 24.11. Let C = E(A,Z) be an elemental cut. Then
F2e) =111

DUSLEDEK 24.12.
(VACV,s€A) |f| <c(AA).

VETA 24.13 (CORRECTNESS OF FF). For rng ¢ C Q, [FORD-FULKERSON| computes a maximum flow.

VETA 24.14. For rng ¢ C IN, [FORD-FULKERSON| computes a maximum flow f, such that rng f C IN.

ViEra 24.15. If ¢ < L, then [FORD-FULKERSON| terminates in O(Lmn).

POzZNAMKA 24.16. For rng ¢ C R, [FORD-FULKERSON| needn’t terminate. It does terminate if you choose the
minimum augmenting path, and it runs in (’)(an).

DEFINICE 24.17 (PURE FLOW). For a flow f, its pure flow is
[H(w) = fuw) — f(vu).

DUSLEDEK 24.18.

A)y= > e
e€dt(v)
Levivia 24.19. For any function f* satisfying:
(1) f*(uw) = —f*(vu),
(2) fr(e) < c(e),
(3) (Vv #s,t) fA(v) =0,
there exists a corresponding flow f, for which f* is a pure flow.

DEFINICE 24.20 (RESIDUAL NETWORK). A residual network of network N = (G, s,t,c) and flow f is

R(N, f):=(G,s,t,r).

Levya 24.21. For a flow f in N, and g in R(N, f), there exists a flow h, such that
h| = 1f1+ gl

further, h is constructable in O(m).

DEFINICE 24.22 (BLOCKING FLOW). A flow f is blocking =

(VP € P(st))(Fe € P)(f(e) =c(e)).
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Vstup: N.

Vistup: f, maximal flow.

1. f<0

2: Loop:

3: Construct a Layered network:

4: R+ R(N, f)

5: Remove e : r(e) = 0.

6: Keep only those vertices and edges included on some shortest st paths. > Via Queue
7: If P(st) = 0, stop.

8: Get a blocking flow g in the layered network:

9: g<+0
10: While 3P € P(st):
11: € < mineep(r(e) — g(e))
12: Increase g(P) by ¢
13: Remove {e € P; g(P) =r(P)}
14: Cleanup dead ends.
15: f<f+yg > We need to properly handle the translation between R and N.

Between phases, the number of layers increases.

finishes in (’)(ngm).

In each phase, the number of remaining phases is upper bounded by the size of the flow
|f«| = |fI = |g| < r(some cut),

where g is some flow in R(N, f).

If ¢ € {0, 1}, thenruns in O(my/m).

If ¢ € {0,1} and min(deg’, deg”) < 1, thenruns in O(my/n).

If ¢ € {0,1} and there are no parallel lines (i.e. G is not a multigraph), then runs in
@) (mn%) .

If rng ¢ C Z, then [DINId| runs in O(Af - n + mn).

If c<C €R, then runs in O(C’n2 + mn).

DEFINICE 24.32 (SCALED CAPACITIES). For a network N, where rnge C {0,...,C}, we define
(1) k= [log, C},
(2) ci(e) == L;,Sij (¢ most important bits of ¢),
(3) N;:=(G,s,t,c;).

For a flow f; in N;, 2f; is a valid flow in N, ;1.

| fir1] < 2[fi] +m.

When computing maximal f;41 from maximal f;, it takes O(mn) by Theorem [24.30 and
Proposition [24.34] so computing the whole flow incrementally takes O(mnlogC).



Otazka 25
Rezy

DEFINICE 25.1 (EDGE-CONNECTIVITY). Let G be an undirected graph.
(1) G is k-edge-connected = (VF C E,||F| < k) G — F is connected.
2) FC FEisa cut =G — F is disconnected.
4
5

2)
(3) The edge-connectivity of G is k(G) := the size of the minimum cut.
(4) Fis an st-cut = G — F has no st-path.

()

(my notation) k(G, s,t) := the size of the smallest st-cut.
The minimum st-cut is an elementary cut.

k(G, s,t) equals the number of edge-disjoint st-paths, and the conversion from the
maximal st-flow to the paths can be done in O(m).

The minimum st-cut can be found using flows in (’)(n%m).

k(G) equals the maximum k, such that for each s, t, there is a system of k
edge-disjoint st-paths.
The minimum cut in an undirected graph can be found by
(1) trying all choices of s,t, in O(n3m),

(2) fixing s, trying all ¢, in O(n3m).

DEFINICE 25.7 (VERTEX-CONNECTIVITY). Let G be an undirected graph.

(1) W C V is a cut, or separator = G — W is disconnected.
2) The vertez-connectivity of G is \(G) := the size of the minimum separator, or n — 1 for K.
3
4
5

G is k-vertex-connected = A\(G) > k.
W C (V\ {s,t}) is an st-separator = G — W has no st-path.

(2)
3)
(4)
(5) (my notation) A\(G, s, t):= the size of the smallest st-separator.

DEFINICE 25.8 (INTERNALLY VERTEX-DISJOINT PATHS). A set of paths is internally vertex-disjoint = it is
vertex-disjoint except for the endpoints.

A(G, s,t) is the number of internally vertex-disjoint st-paths, and the conversion from the
maximal st-flow to the paths can be done in O(m).
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TvrzENT 25.10. The minimum st-separator can be found in O(n%m).

VETA 25.11.

(1) The globally-minimum separator can be found by gridsearch in O (n%m>

(2) Actually, it can be found in O(A(G) n%m), as we can stop after trying A(G) sources.

ALGORITMUS 25.12 (CONTRACTION).
Vstup: G with n vertices, £.

Vistup: G’ with £ vertices.

1: G+ G

2: While |V(G)| > ¢

3: € ER E(G/)

4: G« G / e

TvRrzENT 25.13. If C'is a cut in G / e, then C'is a cut in G.
TvrzENT 25.14. If Cis a cut in G and e ¢ C, then C is a cut in G / e.
DUsLEDEK 25.15. If e is not in a minimum cut, then x(G) = k(G / e).

VETA 25.16.
L(—1)

Pr[x(G) = x(G")] > nn—1)

VETA 25.17. can be done in O(nQ) using the adjacency matrix.

TvrzENT 25,18, £ = 2 — Pr[found cut is minimum] ~ -5. This can be increased by iterating k-times.

DUsLEDEK 25,190, Prlwrong output] < e~ 2
e k=~n? — constant,
o kand e n
, also called with high probability.

o« k~n’logn - ——
polyn

DUsLEDEK 25.20. A minimum cut can be found in O(n4 log n) with high probability.
TVRzZENT 25.21. For £ = [% + 1], Pr[minimum cut survives contraction] > 1.

ALGORITMUS 25.22 (KARGER-STEIN).

Vstup: G.

Vistup: k(Q).
: If n < 7: find the minimum cut by brute force.
. n
2l [\/5 +1]

1
2
3: O < [KARGER-STEIN[CONTRACTION(G, ¢))
4
5

: Oy + [KARGER-STEIN([CONTRACTION(G, ¢))
: Return the minimum of Cy and Cs.

ViTa 25.23. Tterated runs in O(n2klog n), and

Pr[fail] ~ e~ TE

DUsLEDEK 25.24. The minimum cut can be found with high probability in O (n?log®n).
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Parovani

DEFINICE 26.1 (PAROVANT). Necht G je graf. Pak M C E je pdrovdni =
MveV) |[{ee M;vee} <L
DEFINICE 26.2 (NEJVETSI PAROVANI). Necht M C E je pdrovani v G. M je
(1) mazimdlni (k inkluzi) = po pfidani libovolné dalsi hrany M prestane byt parovani,
(2) nejvétsi = ze vech parovdni mé maximélni velikost.
DEFINICE 26.3 (VOLNY VRCHOL). Necht M C E je[parovéni Pak vrchol v je volny =
(Vee M)(v ¢e),
jinak je vdzang.

DEFINICE 26.4 (VSC). Necht P je cesta v G. Necht M C E je[parovani Pak P je v¢i M stridavd = st¥idaji
se na nf hrany z M a hrany z E'\ M. Navic, pokud konce nejsou v M, fikdme, Ze P je volnd stridavd.

Pérovani M C E je nejvétsi, pravé tehdy kdyZ G neobsahuje zddnou vadci M.

DEFINICE 26.6 (KYTKA). Necht M C E je Pak kytka je podgraf G, ktery se sklada z
(1) kvétu, coz je lichy stiidavy cyklus,
(2) stonku, coz je suda stiidava cesta, napojend na kvét pfes ne-volnou hranu, a jeho konec je volny vrchol.

DEFINICE 26.7 (KONTRAKCE). Necht M C FE je Necht C je kvét néjaké kytky z G vici M. Pak
G / C je graf, ve kterém je kvét zkontrahovén na jeden vrchol, a multihrany odstranény.

Graf G obsahuje [VSC|vuci [parovani| M, pravé tehdy kdyz pro kazdy kvét C' obsahuje graf G/ C
vuci M / C.
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Vstup: Graf G, parovani M.
Vijstup: Lepsi parovani M’, pokud takové existuje, jinak M.

1: S < volné vrcholy vaci M. > Volné vrcholy budou v nulté hladiné.
2: Z 0 > Zpracované vrcholy.
3: Prov e S:

4: Pokud Jw : vw € M: > Nezajimaji nas volné hrany z liché do sudé drovné.
5: S+ S\ {v}

6: Z <+ ZU {”U}

7 V4w

8: Pokud existuje vu € F, kde u je v sudé hladiné jiného stromu:

9: Provedeme preparovani stridavé cesty.

10: Vratime nové parovani.

11: Pokud existuje vu € E, kde u je v sudé hladiné stejného stromu:

12: Provedeme kontrakci nalezeného kvétu.

13: M’ + [EDMONDSUV_KYTICKOVY ALGORITMUS(G / C,M / C)

14: Pievedeme M’ na péarovani v G a vratime ho.

15: ProueV:weFEAu¢ ZUS:

16: S« SuU{u}

17: S S\ {v}
18: Z «+ ZU{v}

19: Vratime ptvodni parovani M.

[EDMONDSUV KYTICKOVY ALGORITMUS| vZdy pracuje jen s vrcholy na sudych tirovnich.

[EDMONDSUV KYTICKOVY ALGORITMUS|nalezne lepsi parovani, pokud existuje. Bézi v O(n(m + n)).

26.1 Perfektni parovani

DEFINICE 26.12 (PERFEKTNI PAROVANI). Parovani M je perfektni = |M| = %.
DEFINICE 26.13 (0oDD). Necht G je graf. Pak odd(G) je pocet lichych komponent v G.
Po pridani hrany do G se odd(G) nezvétsi.
Graf G ma perfektni parovani, pravé kdyz plati Tutteova podminka, tj.
(VSCV) odd(G - S) < |9].

Diikaz. Pokud G mé perfektni parovani, podminka plati. Druhou implikaci dokdzeme indukci pres pocet
ne-hran.

Pro K, implikuje Tutteova podminka ze pocet vrcholu je sudy, takze perfektni parovani existuje. Jinak
ozrna¢ime S = {v € V; 6(v) =V \ v}. Pokud jsou vSechny komponenty G — S kliky, je tvrzeni jednoduché.
Pokud ne, najdeme tfesnicku zuy v G — S, a vrchol v nespojeny s u (takovy existuje, protoze u ¢ S).

Definujeme G; = G + zy a G2 = G + uv. Tim jsme nerozbili Tutteovu podminku, vezmeme parovani z IP, a
upravime ho na parovani G. |

DEFINICE 26.16 (SOUVISLOST). Graf G je hranové k-souvisly = kazdy hranovy Tez m4 velikost alespon k.
DEFINICE 26.17 (REGULARNI GRAF). Graf G je k-requldrni =

(Vv € V)(degv = k).

Kazdy hranové 2-souvisly 3-regularni graf mé perfektni parovani.



OTAZKA 26. PAROVANI 101

Pro G bipartitni plati, ze mé parovani velikosti A, pravé kdyz plati Hallova podminka:
(vscA) |5/ <|6(9)].

Diikaz. Hallova podminka je urcité nutnd pro existenci parovani vel. A.

Jinak, pridame z a s a najdeme maximalni tok. Jeho velikost je rovna velikosti nejvétsiho parovani. Necht
R C FE’ je odpovidajici min. fez. Ozna¢me A’, B’ vrcholy z A, B incidentni R. Ozna¢me J = A\ A'.

Z tohoto J vedou hrany jen do B, tedy 6(J) C B. Proto
[R| = [A] +|B| > |[A| +[6(])] = |A],
kde posledni nerovnost pouziva Hallovu podminku. |
Ekvivalentné lze Hallovu vétu fict pro systém raznych reprezentantu.
Necht G je bipartitni s partitami A, B, F # 0 a plati
(Vz € A)(Vy € B) deg(z) > deg(y)

Pak G md parovani velikosti |A].

26.2 Perfektni parovani minimalni ceny

Nyni rozsiiime ideu Kytickového algoritmu tak, abychom nasli perfektni parovani miniméln{ ceny (pokud
takové existuje).

PROBLEM 26.21 (PERFEKTN{ PAROVANT MINIMALNI CENY)
Vstup: Graf G s cenami ¢ : E — Ry
Vigstup: Perfektni parovani M, pro které ¢(M) je minimélni.
Pouzijeme linedrni programovani. Klicové bude pridat podminky pro liché 7ezy, viz nasledujici pozorovani.
Necht M je perfektni a S C V je licha. Pak
[MNé§S) > 1.

Miuzeme tedy definovat nasledujici linedrni program pro PPMC.

min ¢’z
z(6(v)) =1, (Vwev),
z(6(5)) = 1, (VS C VIS X2),
x>0

Jeho dudlni program je

max Z Yy + Z Ys

vev SCv
Yu + Yo + Z Ys < cuw, (Vuv € E),
uv€d(S)
yeRY,

Y >0.
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DEFINICE 26.23 (REDUKOVANA CENA). Necht y,Y jsou dudln{ proménné. Pak redukovand cena je

Cuv = Cyy — Yu — Yo — Z Ys.
uv€d(S)

Udrzujeme si dudlni feseni y, Y, na zacatku samé nuly.

P1i kontrakei interpretujeme novou y, jako Yo kde C' je kontrahovany cyklus. Toto z nazyvame pseu-
dovrchol.

Pouzivame hrany pouze v E— = {e € F; ¢, = 0}.
Pokud nelze aplikovat zadny z kroki, definujeme ¢ tak, ze pro v € T na liché hladiné zménime y, + y,—¢

a na sudé y, < y, + ¢, kde

Cuv pro u na liché hladiné a v ¢ T,
€ =min ¢ ¢,,/2 pro u,v na liché hladiné,
Ys pro z pseudovrchol na liché hladiné.
Pokud je toto € = oo, vratime ,perf. parovani neexistuje®.
Pii kontrakei zménim ¢y, pro u € C a v ¢ C na cyy < Cyp — Yu-

Pokud y, = 0 a z je pseudovrchol na liché drovni, dovolime de-kontrakci z.

Toto se zastavi, a pokud je vysledek ,perf. parovani neexistuje®, je to pravda.

Diikaz. Parovani se stale zvétSuje. Kdyz de-kontrahujeme vrchol, je na jiné drovni nez byl kdyz jsme ho
kontrahovali, takze pocet de/kontrakei je O(n2). |

Tento algoritmus spravné hleda perf. parovani minimalni vahy.

Diikaz. ReSeni, které na konci vratime, spliiuje podminky komplementarity s dudlnim feseni které budujeme
v prubéhu algoritmu. Navic dudlni feSeni je pripustné po celou dobu béhu algoritmu. Pokud je vracené reseni
perf. parovani, je tedy optimalni. |
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Minimalni kostry

ZNACENT 27.1. Let G be an undirected, connected graph. We will denote
(1) a spanning tree T C G =V(T) =V (G), and T is a tree,
(2) weights w: E — R, WSLOG distinct, i.e. e # f — w(e) # w(f),
(3) for a tree T and u,v € V, T[u,v] as the unique path from u to v in T,
(4) fore=uwv € E\T, T[e] :=T[u,v].

DEFINICE 27.2 (MINIMUM SPANNING TREE). A tree T is a minimum spanning tree = w(T) is minimum.

DEFINICE 27.3 (MINIMUM SPANNING FOREST). If G is not connected, then a minimum spanning forest is a
union of [minimum spanning treep for all components of G.

DEFINICE 27.4 (T-LIGHT EDCE). e € E\ T is T-light =

3f € TleD(w(f) > wle)) .

T is a|minimum spanning tree| <> there are no T-light edges in G.

Diikaz. Implikace ,,—* je trividlni. Druha implikace plyne az z véty |

The weights just need to give a linear ordering on edges, no need for algebra on them.

Vstup: A connected, undirected graph G, with unique weights w.
Vijstup: T, aminimum spanning tree|in G.

1: T ({UQ} s (Z))

2: While V(T) # V(G):

3: wv « argmin{w(uwv); u € TAv ¢ T ANuw € E}

V(T) « V(T)uU {v}
E(T) + E(T) U {uv}.

Let C be an elemental cut in G, e = argmin, . w(e). Let T be a [minimum spanning

Ered. Then e € T.

Dikaz. Necht T % e. Pridani e tedy vytvori cyklus. Tento cyklus musi prochdzet C jesté v (alesponl) jednom
misté. Odstranénim druhé hrany vznikne lehci T'. |

gives a [minimum spanning tree}
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Dikaz. V kazdém kroku Jarnika tvoii uz pokryté vrcholy elementérni fez, a Jarnik vybird jeho nejlehci
hranu. |

For a given G and w, the jminimum spanning tree|is unique.

runs in O(mn) trivially, O(mlogn) with a heap.

Diikaz. V kazdé iteraci zvétsime kostru o 1, tedy iteraci je maximdlné O(n). Drahy je krok [3| ktery probird
a7z O(m) hran.

Haldu miZzeme udrzovat na hrandch. Pak pfiddni vrcholu do kostry zpusobi update u nejvyse deg(v) hran.
To se dohromady za cely algoritmus sec¢te na O(mlogn). |

Vstup: A connected, undirected graph G.

Vistup: A coloring ¢ of edges to BLUE and RED.

1: For e € E: ¢(e) < NONE.

2: Repeat while possible:

3: Choose either

4 e lightest in an elementary cut, which is not BLUE, and color it BLUE, or
5: e heaviest on a cycle, which is not RED, and color it RED.

Let T be a|minimum spanning tree

c(e)=RED — e ¢ T.

Drikaz. Nejtézsi hrana na cyklu muze byt odstranéna z kostry a nahrazena nékterou jinou hranou. |

Let T be a[minimum spanning treel

c¢(e) = BLUE —» e€T.
Diikaz. Toto je lemma [27.8 [ |
Edges do not change color between RED and BLUE.
RED-BLUE stops.

When RED-BLUE stops, all edges are colored.

Diikaz. 7 prubéhu Jarnika je vidét Zze vSechny modré hrany najdeme. Pak ale kazdd ne-modra hrana je
nejtézsi na tom cyklu urceném incidentnimi modrymi hranami. |

All jminimum spanning tree| algorithms are variants of RED-BLUE.

Vstup: A connected, undirected graph G, with unique weights w.
Vijstup: T, the jminimum spanning tree|in G.

. Ty < a forest, where each vertex is a tree with no edges.

1+ 0

: While 7T; has more than one component:

L + Each component of T; chooses the lightest neighbouring edge e.
Tiq1 < T, UL

1 1+1

@ gk W

BORUVKA gives a [minimum spanning tree} and runs in O(mlogn).




OTAZKA 27. MINIMALNI KOSTRY 105

ALGORITMUS 27.21 (KRUSKAL).

Vstup: A connected, undirected graph G, with unique weights w.
Vistup: T, the jminimum spanning tree|in G.

1: Sort E by weight:

w(er) < wleg) < -+ < wlem).
2: T+ (0,0)
3: For i € [m]:
4: If T'U {e;} has no cycles:
5: T+ TU {62}

ViETA 27.22. [KRUSKAL| gives a jminimum spanning treel and runs in O(mn).

ViTA 27.23. Using [UNION-FIND| [KRUSKAL| runs in O(mlogn).

POZNAMKA 27.24. There are implementations of (excluding sorting) with O(mlog" n), or even
O(m - a(m,n)).

ALGORITMUS 27.25 (CONTRACTIVE BORUVKA).

Vstup: A connected, undirected graph G, with unique weights w.
Vijstup: T, the jminimum spanning tree|in G.

1: T < a forest, where each vertex is a tree with no edges.

2: While |V(G)| > 1:

3: L + Each component of T' chooses the lightest neighbouring edge e.

4 T+ TUL

5: Contract all edges in L.

6 Filter out loops and parallel edges. > By bucket-sort in O(m).

POZOROVANT 27.26. The number of edges decreases exponentially as

nzgg.

VETA 27.27 (TiME COMPLEXITY OF [CONTRACTIVE BORUVEKA|). The [CONTRACTIVE BORUVKA| algorithm
runs in

(1) O(mlogn) on any graph,

(2) O(n?) on any graph,

(3) O(n) on planar graphs,

(4) O(n) if G is from a non-trivial [minor-closed] class.

DEFINICE 27.28 (MINOR). Let G be a graph Then H is a minor of G, H <, G = G turns into H using only
vertex/edge deletions and edge contractions.

DEFINICE 27.29 (MINOR-CLOSED). Let C be a class of graphs. Then C is =
(VG € C)(VH < G)(H €C).

PRIKLAD 27.30 (MINOR-CLOSED CLASSES). The following areminor-closed} the class of all graphs, the empty
class, the class of all forests, the class of all planar graphs.

DEFINICE 27.31 (DENSITY). Let G be a graph. Then the density of G is

The density of a graph class C is
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VETA 27.32. Let C be non-trivial, Then ¢(C) € Fin.
DEFINICE 27.33 (FORB). Let C be class of graphs. Then we define

Forbx, (C) :={G; (BH € C)(H < G)}.

DUSLEDEK 27.34.

(VC) Forbx. (C) is minor-closedl
TVRzZENT 27.35. Let C be Then C = Forb. (C).

FAKT 27.36 (MADER).

(VE)(3h)(VG) ( avg degv > h — G contains a subdivision of Kk> .
veV(G)

FAKT 27.37. Let G be a graph, such that the average degree of G is Q(k\/log k) Then Kj, <m G.

ALGORITMUS 27.38 (JARNIK ALa DiksTRA). We keep the vertices in a heap when running [JARNIK] with
the weight equal to the actual least-weighted edge connected to the vertex from the tree.

DusLepek 27.39. With Fibonacci heaps, then runs in O(nlogn + m).

DusLepEk 27.40. If o(G) € Q(logn), then [JARNIK] runs in O(m).

ALGORITMUS 27.41 (FREDMAN—TARJAN).
Vstup: Graph G.
Vijstup: The jminimum spanning tree| 7.

1 m < |E(G)]

2 T+ ()

3: While F(G) # 0:

4 n « |V(G)|

5 k « 2f2m/n]

6: F«0

7: While (Jv € V)(v ¢ F):

8 Run [JARNIK( G, v), stop when:
9: the size of the heap > k, or
10: the heap is empty, or
11: the algorithm connected a vertex to its tree which was already in F'
12: Put the new found tree into F.

13: Contract G based on the edges of F'.
14: T+TUF

LEvMA 27.42. Each phase runs in O(m).

DUsLEDEK 27.43. If a phase is not final, then every tree is incident (including internal edges) to at least k
edges.
7

DUSLEDEK 27.44. The number of trees is at most QTm

DUSLEDEK 27.45.

(1) nip1 < 3,

(2) kip1 > 2M,
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(3) k1 > 2,

2
(4) k; > 227 i-times.

The number of phases is O(log" n).

FREDMAN—TARJAN|runs in O(mlog™ n).
| g

DEFINICE 27.48. Let m,n € IN. Then

B(m,n) :=min{i; log” n < %}

[FREDMAN—TARJAN|runs in O(m - 8(m, n)).

(i) (Q(G) > log” n — [FREDMAN_TARIAN € O(im)) .

PozZNAMKA 27.51. We currently know
(1) a randomised approach with E O(m),

2) non-randomised O(m) for integers small enough that arithmetic operations are constant,

(
(3
(
(

O(m) on sorted edges,
4

O(m - a(m,n)) in general (inverse Ackermann function),

)
)
)
5) also, O(optimal), but we don’t know what optimal is.

27.1 Vektory na RAMu

DEFINICE 27.52 (VEKTOR V JEDNOM SLOVE). Necht d,b € IN, tz. d (b+ 1) < w. Pak vektor d b-bitovych
Cisel je
d—1
T = Z :ri2(b+1)i.
i=0
Umime nésledujici operace v O(1): ziskat z;, zapsat z;, ziskat ), z; (pokud se vejde do b),
porovnévat (ziskat vektor 1/0 zda z; < y;).

Z toho lze sestrojit Rank (pocet x; mensich nez «), minimum ze dvou vektor.

27.2 Verifikace minimalni kostry

ZNACEN{ 27.55. Zafixujeme konkrétn{ kostru T'. Také oznacime jako T'[u,v] cestu v T mezi vrcholy u a v.
Pfedpoklddame také ohodnoceni hran w : E — R™, t7. kazd4 hrana mé riznou hodnotu.

DEFINICE 27.56. Hrana e € E'\ E(T) je T-lehkd =
Bf € Tle))(w(f) > w(e)).
Kostra T je minimalni, pravé kdyz neexistuje T-lehka hrana.
PROBLEM 27.58 (CESTOVE MAXIMUM).

Vstup: Strom T', véhy w a dotazy Q = {(u,v)},,,,
Vijstup: Pro kazdy dotaz u,v € Q maximum na cesté T[u,v].
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DEFINICE 27.59 (BORUVKUV STROM). Definujeme By, jez ma
(1) jako listy vrcholy V,

(2) jako vnitin{ vrcholy na i-té hladiné komponenty Borivkova algoritmu v i-té fazi.

(1) Hloubka Br je O(logn).
(2) Kazdy list je na stejné hladiné.
(3) Vybudovat Br zvlddneme v O(n).

Maximum na cesté T'[u, v] je stejné jako maximum na cesté Br[u,v].

Vstup: Strom T' s vahami w, dotazy Q.
Vigstup: Odpovédi na dotazy Q.

1: Oznac¢me pro stromovou hranu e = uv, kde v je niz:

Qe={q€Q;ecTlq}.

T. = {vrsky cest z Q., kazdy max. jednou, setfidéné sestupné} .
Peli] = max{w(f); f € T[Tc[i] ,v]}.

2: FINDPEAKS(vrchol u, hrana p po které jsme prisli, T),, P,):

3 Uzavieme kazdy g € Q. se spodkem v .

4 Pro v dité u (hranou e):

5: Sestrojime T, z T, (smazeme cesty koncici v u, pfiddme ty co zac¢inaji v u).
6 Sestrojime P, z P,.

7 Prvky leh¢i nez e prepiSeme na w(e).

8 FINDPEAKS(v, e, P, Te).

Krok|7]je jediny kdy porovndvame hrany mezi sebou, a to vzdy binarnim vyhledavanim
pouze O(log h)-krat, kde h je hloubka stromu.

Pocet porovnéni je O(n + q).

Nyni odvodime linedrni casovou slozitost. Budeme vyuzivat vektory ze sekce Rekneme ze slot je w/3-
bitové ¢islo. Vyhoda je, Ze pokud mé funkce vstupy velikosti slotu, lze v O(n) predpoditat.

Reprezentace T.. Identifikujeme vrcholy na cesté do soucasného v pomoci hloubky. To je identifikator
velikosti O(loglogn). T, pak muzeme ulozit jako bitovou masku, kterd mé na pozici identifikdtoru v préavé
kdyz v € T.

Reprezentace P.. Pro P. budeme mit dvé rizné reprezentace podle toho, kolik bude zrovna vrcholi v
T.: maly a velky list. Maly list je ulozen jako vektor v jednom slotu, hodnoty jsou ulozeny po radé — pokud

je vrchol z hora i-ty ktery je v T, bude na indexu i. Velké listy jsou pole vektord, podle toho kolik jich
potfebujeme. Hodnoty jsou v nich ale ulozeny indexované piimo id vrcholu.

V ¢ase O(n + q) lze spocitat hloubky i T, vSech vrchold a hran.

T, i P. 1ze indexovat v ¢ase O(1). P, lze v tomto Case indexovat vrcholem, hloubkou, i pofadim
z aktivnich.

Kolmésuv algoritmus pracuje v O(n + ¢) na RAMu.
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27.3 Minimalni kostra randomizované linearné

Pokud je e T-tézka pro libovolnou kostru T', pak neni v minimalni kostfe.

vy

Necht H C G je ndhodny podgraf G, kde kazda hrana je
pritomna s pravdépodobnosti p. Necht F' je minimalni kostra (les) H. Pak

E[pocet e € E které nejsou F-tézké] <

SIS

Vstup: Graf G.

Vijstup: Minimalni kostra (les) G.

Smazeme izolované vrcholy.

Pokud G = @, vrétime 0.

Provedeme 2 kroky kontrahujictho Boruvky na G, dostaneme zkontrahované hrany B.
Vzorkujeme H C G s p = %

F « KKT(H).

G’ + G — (F-t8zké hrany).

R+ KKT(@).

Vratime RU B.

Algoritmus bézi ve worst-case O(min{n? mlogn}).

Algoritmus bézi v prumérné O(n + m).

27.4 Verifikace koster na PM

FAKT 27.74 (UNION-FIND). Problém UNION-FIND lze fesit v O(m - a(m,n) + n) na PM, kde m je pocet
dotazu a n je pocet prvku.

Upraveny problém ,,BAREVNY-UF“, kde je b barevnych vrcholil, a kazdého UNIONu se
ucastni alespon jeden barevny prvek, je mozné délat v

O(m - a(m,b) +n)
DEFINICE 27.76 (MAKRO-MIKRO DEKOMPOZICE). Necht g € IN a T je strom. Vrchol v ozna¢ime jako koren
u-stromu = |T'(v)| < g a pokud p je jeho rodi¢, pak |T'(p)| > g. M-strom je pak vSechno co neni pod kofenem

néjakého p-stromu.

Pod kazdym listem M-stromu lezi alespon jeden p-strom. Néjaky p-strom ale mize
lezet i pod vnitinim vrcholem.

Pocet listu M-stromu je < %.
Mikro-makro dekompozici 1ze spocitat v O(n) na PM.
Problém LCA lze vyfesit na PM v O(n + q).

DEFINICE 27.81 (LINK-EvVAL). Datova struktura pro LINK-EVAL si udrzuje les s hranovymi ohodnocenimi,
a podporuje operace

(1) Link(u,v,c): u je koFen néjakého stromu, v je vrchol néjakého jiného, a ¢ je ohodnoceni nové uv-hrany,
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(2) EvAL(v): v je vrchol, a odpovédi je maximum na cesté z v do kofene.

FAkT 27.82. LINK-EVAL lze pomoci UF implementovat v O(m - a(m,b) + n), kde m je pocet dotazu a n je
pocet prvka.

Verifikace koster lze implementovat na PM v O(n + q).



Otazka 28

Testovani rovinnosti grafii a kresleni
do roviny

FAKT 28.1 (KURATOWSKI). G neni rovinny, pravé kdyz obsahuje podrozdéleni K5 nebo K3 3 jako podgraf,
pravé kdyz plati G <m K5 nebo G < K3 3.

PozNAMKA 28.2. Kdykoliv budeme v této kapitole mluvit o 2-souvislosti, myslime vrcholovou 2-souvislost.

V této kapitole vybudujeme algoritmus pro kresleni grafi v O(n). Zacéneme definici blokd, které budou
reprezentovat néjakou ¢ast grafu na kterou se budeme moci divat vice méné jako na celek.

DEFINICE 28.3. Necht e, f € E. Oznacime e ~ f, pokud e = f nebo e a f lezi na spolecné kruznici.
Relace ~ je ekvivalence.
G je 2-souvisly, pravé kdyz ~ ma jednu ekvivalenc¢ni t¥idu.

DEFINICE 28.6. Ekvivalenénim tfidam ~ budeme fikat bloky.

Bloky jsou spojeny pres artikulace do stromové struktury. Kazdy blok je bud most, nebo
2-souvisly podgraf.

Hledani blokd. Prvnim krokem nasi konstrukce bude efektivni hledani toho jaké z jiz nakreslenych vrchola
patii do kterych bloku. K tomu ndm poslouzi DFS.

ZNACENT 28.8. Ozna¢me T n&jaky fixn{ strom DFS. Pro kazdy vrchol v € V déle ozna¢me T, podstrom pod
.

Necht uv je stromova hrana T'. Ozna¢me w1, ..., wy syny v. Pak
uv ~ vw; > existuje zpétnd hrana z T, do/nad u.
Daéle taky vw; ~ vw;, pravé kdyz uv ~ vw; ~ vw;.
Necht B je libovolny blok. Pak T'N B je souvisly.

Pii vypoctu DFS lze v O(n) také pocitat nasledujici kvantity:
(1) ENTER(v) := ¢as prvniho vstupu do v.

(2) ANCESTOR(v) := min {ENTER(z) ; vz je zpétnd hrana, kde z je nad v}.
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(3) LowPOINT(v) := min {ANCESTOR(z) ; z € V(T),)}.
vw; ~ uv, pravé kdyz LOWPOINT(v) < ENTER(v).

Algoritmus, ktery vybudujeme, bude hrany kreslit v poradi klesajicich ENTERU. Pii kresleni vrcholu v ptida
vsSechny hrany vw; jako kruznice délky 2, aby se pak dalo lépe analyzovat jejich obchazeni.

Nenakreslend ¢éast je vzdy souvisla.

Pokud otoc¢ime stény aby sla nenakreslena ¢ast nakreslit do vnéjsi stény, musi i vSechny
externi vrcholy lezet ve vnéjsi sténeé.

DEFINICE 28.15 (EXTERNI HRANA). V bodé kdy kreslime v je hrana e externd, pokud

lenV(T,)| = 1.

DEFINICE 28.16 (EXTERN{ VRCHOL). Vrchol v € V je externi = je incidentni{ externi hrané, nebo je to
artikulace incidentni bloku obsahujici jiny externi vrchol.

Budeme vyuzivat toho, ze bloky lze otacet. Tim si pomuzeme kdyby hrozilo zZe si néjaky externi vrchol
zavieme do ne-stény.

P0OzZNAMKA 28.17. Technicky detail: Budeme si udrZovat kopii kazdé artikulace pro kazdy jeji blok zvI4st.

Necht v € V je pravé dokresleny vrchol. Pak vrchol w € V je externi, pravé kdyz
ANCESTOR(w) < ENTER(v), nebo néjaky syn s vrcholu w méd LOWPOINT(s) < ENTER(v).

Abychom umeéli rychle poznat externi vrcholy, budeme potfebovat strukturu BLOCKLIST.

DEFINICE 28.19 (BLOCKLIST). Pro w € V je BLOCKLIST(w) seznam pod-bloki, reprezentovany kopiemi
artikulaci, jimiz jsou pripojeny. BLOCKLIST je sefazen vzestupné dle LOWPOINTU syna dané artikulace
patticiho do daného bloku.

BLockLisTy lze vybudovat a udrzovat dohromady v O(n). Pomoci nich lze rozhodnout zda
w je externi vrchol v O(1).

PozNAMKA 28.21 (REPREZENTACE BLOKU). Blok budeme reprezentovat pomoci vrcholi na jeho hranici:
kazdy vrchol bude mit odkazy na své dva sousedy. V artikulaci pres kterou je blok pfipojen k nadirazenému
bloku si budeme pamatovat flip bit, ktery urcuje orientaci, tj. jestli je blok vici poradi preklopeny. Na konci
algoritmu tyto flip bity jesté propagujeme do vSech vrcholt aby bylo v8em vrcholiim jasné jak jsou orientovany.

Abychom se nezdrzovali s bloky ve kterych nemusime zrovna nic délat, zavedeme definici Zivé ¢asti grafu.

DEFINICE 28.22. Vrchol u je Zivy = vede z néj zpétna hrana do pravé nakresleného v, nebo je v jeho bloku
néjaky jiny zivy vrchol. Pokud vrchol neni zivy ani externi, fikdme mu pasivni.

POZNAMKA 28.23 (NASTAVOVANT ZIVYCH VRCHOLU). Z v se podivdme na vSechny zp&tné hrany. Vrcholy
kam vedou oznacime za zivé, dale pak jejich artikulace atd.

POZNAMKA 28.24 (HLEDANI ARTIKULACE SOUCASNEHO BLOKU). Artikulaci hleddme tak, Ze jdeme soucasné
obéma smeéry, pak asymptoticky v minimu ¢asu ji najdeme. Zaroven si ukldddme zkratky z téch vrcholt co
jsme navstivili abychom hledani nemuseli opakovat.

Pro kazdy nakresleny v trva hledani zivych vrcholu O(k 4 £), kde k je pocet zpétnych hran
a ¢ je pocet hran které po nakresleni zpétnych zmizi z vnéjsi stény.
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Pr1i kresleni budeme vyuzivat nasledujici pravidla:
(1) V zivém vrcholu kreslime hrany v potadi:
e mnejprve zpétné hrany do v,
e podrizené zivé interni bloky,
e podrizené zivé externi bloky.
(2) Pii ptichodu do nového bloku vybirdme smér nésledovné:
o preferujeme smér k zivému internimu vrcholu,

e pokud to je jiny smér nez doposud, preklopime blok.

PozZNAMKA 28.26 (IMPLEMENTACE PRAVIDEL). Kdykoliv bychom p¥i vybirdni prochézeli tisek pasivnich
vrcholi, opét si porizujeme zkratky.

Vstup: Graf G.
Vistup: Nakresleni grafu.

Pokud ma G vice nez 3n — 6 hran, rovnou koncime.
Prohleddme G do hloubky a poc¢itdime ENTER, ANCESTOR, LOWPOINT.
Vytvorime BLOCKLIST kazdému vrcholu prihradkovym tiidénim.
Prochazime v v poradi klesajictho ENTERu:
Nakreslime v se strom. hranami jako 2-cykly.
Oznacime zivy podgraf.
Pro kazdého syna v obchézime jeho zivy podgraf a kreslime zpétné hrany do v.
Pokud néjaka hrana nebyla nakreslena, konc¢ime, graf je nerovinny.

Propagujeme flip-bity do vSech vrcholt.
Pokud algoritmus nenakreslil néjakou hranu, graf neni rovinny.

Algoritmus bézi v O(n) a pokud je graf rovinny, vyda rovinné nakresleni, jinak ohlasi nerovin-
nost.
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Union-find

DEFINICE 29.1 (UNION-FIND). UNION-FIND is a semi-dynamic datastructure defining a UNION operation
of two components and a FIND operation, which returns whether two elements are in the same component.

We build a forest of trees, where each vertex has a pointer
to its parent. Then UNION is just changing the parent of one tree to the root of the other, and FIND is just
following the pointers to the root and comparing them.

When doing UNION, connect the shallower tree to the deeper one.
A tree of depth k has 2" vertices. Both UNION and FIND then run in O(logn).
Whenever going up the tree, set the parent of all visited vertices to be the root.

In combination with UbR, this yields O(a(n)) € O(log* n).

29.1 Unions known in advance

From now, we assume that we know the unions in advance. We want to have an efficient [UNION-FIND
datastructure.

PozZNAMKA 29.7. Another way to look at the problem is that we start with already connected sets, and we
are deleting edges.

DEFINICE 29.8 (FREDERICKSON’S PARTITION). Let T be a tree, whose each vertex has deg < 3. Let k € IN.
Let V4 U---UV, = V(T). Then we will denote

e a cluster C; as the graph induced by V;,

o [Cil = V(G

e an edge of T is outer = it connects two clusters, inner otherwise,

o the external degree of a cluster, ed(C;) as the number of neighbouring external edges,

o the clusters of degree 0 are isolated, of degree 1 are leaves, of degree 2 are paths, and of degree 3 are
branching.

Then Vy U--- UV, is a Frederickson’s k-partition =
(1) (Vi) C; is connected,
(2) (Vi)(ed(Ch) <3),
3) (Vi)(|Ci] < kA (ed(Ci) =3 = |Cif = 1)),
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(4) No cluster can be joined together.
Let C' and D be neighbouring clusters. Then C and D can be joined together, if and only if
|C| + |D| < k and one of the following holds:
(1) neither of C' and D are branching,

(2) one is branching, and the other is a leaf.
Let V4 U--- UV, = V(T) be a Frederickson’s k-partition. Then ¢ € O(%).

A Frederickson’s partition can be found in O(n).

Vstup: A tree T.
Vijstup: DS for
: For each vertex v of degree > 3:
Replace v by a path, such that each vertex on the path has degree < 3.

. Initialize a bit-wise representation of each cluster.

1

2

3: Find a Frederickson’s (logn)-partition.

4

5: Initialize the coloring structure on the cluster tree.
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Link-cut stromy

DEFINICE 30.1. Link-Cut strom udrzuje pro kazdou hranu zda je tlustd, nebo tenkd tak, ze do kazdého
vrcholu vede < 1 tlustéd hrana.

DEFINICE 30.2 (EXPOSE). Operace EXPOSE prenastavi tlusté a tenké hrany tak, aby z v do rootu vedla
tlusta cesta.

DEFINICE 30.3 (ROZHRANI PRO CESTY).
e PREV, NEXT, FIRST, LAST,
e Cur, LINK, REVERSE,
e CosT, PATHMIN,

e SETCOST, PATHUPDATE,

Vstup: Vrchol v.
Vigstup: Aktualizovand DS.
u + LAsT(v).
r < LIGHTPARENT(v).
q < PRED(r).
Pokud ¢ # 0:
Cut(q).
LIGHTPARENT(q) < r.
LNk (u, 7).
LIGHTPARENT (u) < 0.

S Operaci EXPOSE umime operace
PARENT(v): rodi¢ vrcholu v.
CuT(v): odstranén{ hrany.

LINK(u,v): pfiddni hrany (u je kofen jiného stromu).
CosT(v): vaha v.

PATHMIN(v): minimum na cesté z v do kofene.

(1)

(2)

(3)

(4) EVERT(v): udélat z v kofen.
()

(6)

(7) SETCOST(v): nastavi vihu vrcholu.
(8)

PATHUPDATE(v, d§): upravi vahu 40 na cesté z v do kofene.
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Reprezentace cest. Cesty budeme reprezentovat jako Splay stromy, které jako vnitini vrcholy maji vrcholy
cesty. Kdykoliv séhneme na vrchol, vySPLAYujeme ho do kofene. PATHUPDATE a REVERSE budeme délat
liné.

Takové reprezentace je korektni a kazdé operace s cestou odpovidd O(1) operacim SPLAY a
maji amortizovanou cenu SPLAYe.

DEFINICE 30.7 (SPOLECNY STROM). Spolecny strom je slozen ze Splay stromu cest, jejichz kofeny jsou
specidlnimi ,tenkymi“ hranami napojené na ty vrcholy, kam vede skutecnd tenka hrana cesty ve stromé.

Vstup: Spole¢ny strom, vrchol v.
Vijstup: Upraveny spolecny strom s EXPOSEovanym v.

1: Najdeme vSechny prechody po lehkych hranich na cesté z v do korene.

2: Provedeme SPLAY uvnitf tlustych stromti u kazdého jeho prvniho navstiveného vrcholu.
3: Zménime tlusté hrany na tenké a obracené.

4: Provedeme SPLAY(v) v novém tézkém strome.

Takto definovand operace EXPOSE s s(v) jako poctem wvSech potomku (véetné téch pres lehké
hrany) mé amortizovanou cenu O(logn).

DiniC s Link-Cut stromem na hleddni blokujicich toku pracuje v O(mnlogn).
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Dynamické komponenty souvislosti

DEFINICE 31.1 (DYNAMIC CONNECTIVITY). A datastructure for dynamic connectivity has:
(1) INSERT for inserting an edge,
(2) DELETE for deleting an edge,

(3) CONNECTED for query if two vertices are connected.

DEFINICE 31.2 (ET-SEQUENCE). Let G be a graph. An ET-sequence of G is a sequence of vertices given by
the order they are encountered by DFS from an arbitrary root.

PozNAMKA 31.3. [ET-sequence] for G isn’t unique.

PozZNAMKA 31.4. For each v € V, we define a primary occurance of v in an to which we point
from other places.

Let s be an [ET-sequence} Then
|s|] =2n—1¢€ O(n).

31.1 Forests

From now, we’ll assume that G is a forest.
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ALGORITMUS 31.6 (FOREST [DYNAMIC CONNECTIVITY]).
Vstup: Forest F.
Vistup: DS for [dynamic connectivity}

1: For T € F:
2: Choose a root rp € V(T') arbitrairly.
3: st + an [ET-sequence] from 7.
4: CuT(u,v): > WLOG u is a parent of v.
5: Disassemble s to
s=a-u-v-frv-u-y.
6: Return two trees: a-u-vyand v- 3 - v.
7. CHANGE RooT(u):
8: Disassemble s to
s=r-a-u-f-u-y-r, ué a,u .
9: s—u-fru-vy-r-a-u
10: r<u
11: LINK(u,v):
12: CHANGE RooT(u)
13: CHANGE RoOT(v)
14: Disassemble s, and s, to
Sy =U- Q- U, Sy =v-0-0.
15: s<—u-a-u-v-f-v-u

PozNAMKA 31.7. When doing operations, we need to mantain the primary occurances.

31.2 Fast |[E'T-sequence| operations

DEFINICE 31.8 (ET-TREE). Let s be an Then an ET-tree is an (a,b)-tree, where
(1) The leaves hold s,

(2) The inner vertices hold edge traversals.
PozNAMKA 31.9. Usually, b = 2a.

POzZNAMKA 31.10. An has operations INSERT, DELETE, JOIN, SPLIT, all in O(alog, n).

ViTAa 31.11. CuT, LINK in |[FOREST [DYNAMIC CONNECTIVITY|can be translated into O(1) x SPLIT, JOIN.

31.3 Non-Forests

PozNAMKA 31.12 (IDEA). We want to keep the spanning trees and non-tree edges.
PozNAMKA 31.13. When deleting a tree edge, we need to find a replacement non-tree edge.

DEFINICE 31.14 (LEVEL STRUCTURE). Let G be a graph. We’ll define
(1) for an edge e € E a level ¢(e) € {0,...,L}, and
(2) for F a spanning forest of G, F;:={e € E(F); {(e) > i},

such that the following invariants hold:

(I1) F is a maximal spanning forest with respect to £,

(12) (%) (VT € B)(IV(T)| < &).
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Vstup: A graph G.

Vigstup: A DS for [dynamic connectivity|

1: (Ve)(l(e) < 0)

2: F' + a spanning forest of G.

3: (Vi) initialize [dynamic connectivity| DS for F;.
4: INSERT(e):

5 le)+0

6 If both ends in the same component, insert a non-tree edge.
7: Otherwise, insert a tree edge.

8: DELETE(uv):

9 If uv is a non-tree edge, delete it and stop.
10: i < l(uv)
11: While ¢ > 0:
12: T < tree in F; containing uv; T1,T5 < the trees after removing uv, such that |V (T1)| < |V (T2)|.
13: (Ve € E(Th),4(e) =i)(¢(e) i+ 1)
14: For e € §(T1), such that £(e) = i:
15: If e goes to T3, insert e as a tree edge and finish.
16: Otherwise, £(e) < £(e) + 1
17: t—1—1

Over the lifetime of the datastructure described above, both Invariants and hold.

When using the to store the DS, we need to keep track of:
(1) tree size: each node holds the number of leaves in its subtree,

(2) non-tree edges: stored at the incident vertices (their primary occurance); internal nodes keep the number
of non-tree edges in subtree,

(3) tree edges: similar to non-tree edges.

For a constant, we have
(1) INSERT, DELETE in O(log”n) amortised,

(2) FIND in O(logn) worst case.

When we set a = logn in Fj, we have

(1) INSERT, DELETE in O(log”n) amortised,

: logn
(2) FIND in O(loglogn) worst case.



Otazka 32

Spolecni predchiidci ve stromech

DEFINICE 32.1 (LcA). Let T be a rooted tree. Then the Lowest common ancestor problem is

[LcAlz, y) := v, the deepest common ancestor of both z,y.

Trivially, we can walk twice up the tree, yielding O(n).

DEFINICE 32.3 (RMQ). Let 1, ...,2, be a sequence. Then the Range minimal query problem is
[RMAl(i, j) := arg min{xzy; i <k < j}.
[Ccal — in O(n).

[RAig] When converting [LCA] to we actually get a special case [RMQ|+ 1] where
(Vi)(la; — aiva] = 1).

|:| Let x1,...,x, be a sequence. Then solving of can be done by
(1) precomputation = build O(nz), query O(1),
(2) range trees = build O(n), query O(logn),
(3) Vk pre-compute all ranges of size 2¢ = build O(nlogn), query O(1).

[RMql+ 1]

Vstup: ai, . ..,an, an instance of [RMQ[E 1]
Vigstup: A structure with a QUERY for [RMQ|+ 1

1: by,..., by, < Split ay,...,a, into blocks of size b = %logn.

2: Record the type of each block: the sequence of a; — a;_1 for each element. > There are < y/n types.

3: Build the quadratic structure for each block type. > (9(\/ﬁlog2 n) =0O(n)

4: Create a sequence ¢y, ..., Cnp, such that ¢; is the minimum of the block b;.

5: Build the logarithmic structure for c1, ..., cp,. > O(%log %) = O(n)

6: QUERY(i,7): > O(1)

7 Get the minimum of the corresponding blocks.

8: Get the minimum of the corners.

9: Return the minimum of them.
DEFINICE 32.8 (CARTESIAN TREE). Let aq, ..., a, be a sequence. Let j:=argmin, a;,. Then a Cartesian tree
is a tree, whose root is aj, the left subtree is the Cartesian tree of a1, ...,a;—1 and the right subtree is the
Cartesian tree of a;11,...,an.

A can be constructed in O(n).
—[Lcalin O(n).

121
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32.1 Pointer Machine

FAKT 32.11 (UNION-FIND). Problém UNION-FIND lze fesit v O(m - a(m,n) +n) na PM, kde m je pocet
dotazu a n je pocet prvku.

Upraveny problém ,BAREVNY-UF¥ kde je b barevnych vrcholt, a kazdého UNIONu se
ucastni alespon jeden barevny prvek, je mozné délat v

O(m - a(m,b) +n)
DEFINICE 32.13 (MAKRO-MIKRO DEKOMPOZICE). Necht g € IN a T je strom. Vrchol v ozna¢ime jako koren
u-stromu = |T'(v)| < g a pokud p je jeho rodi¢, pak |T'(p)| > g. M-strom je pak vSechno co neni pod kofenem

néjakého p-stromu.

Pod kazdym listem M-stromu lezi alespon jeden p-strom. Néjaky p-strom ale mize
lezet i pod vnitinim vrcholem.

Pocet listu M-stromu je < %.
Mikro-makro dekompozici lze spoéitat v O(n) na PM.

Problém LCA lze vyfesit na PM v O(n + ¢).
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