1 Logika, mnoziny a zakladni Ciselné obory

1.1 Logika
Vyrokem nazveme jakékoliv tvrzeni, o némz ma smysl fici, Ze plati (je pravdivé) nebo Ze neplati

(je nepravdivé).

Definice. Negaci = A vyroku A rozumime vyrok:

Neni pravda, Ze plati A.

Al -A
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Definice. Konjunkci A A B vyrokii A a B nazveme vyrok:
Plati Ai B.

Definice. Disjunkci AV B vyrokii A a B nazveme vyrok:
Plati A nebo B.

Definice. Implikaci A = B nazyvame vyrok:

JestliZe plati vyrok A, potom plati vyrok B.

Vyroku A v implikaci se fika premisa, vyrok B se nazyva zavér. Vyrok A je postacujici pod-
minkou pro platnost B a B je nutnou podminkou pro platnost A.
Definice. Ekvivalenci A < B nazyvame vyrok:

Vyrok A plati tehdy a jen tehdy, kdyZ plati vyrok B.

(Platnost vyroku) A je nutnou a postacujici podminkou (platnosti vyroku) B.

A B|ANB|AVB|A=B| A< B
0 0 0 0 1 1
0 1 0 1 1 0
1 0 0 1 0 0
1 1 1 1 1 1

Vyrokovou formou budeme nazyvat vyraz
A(xy, 29, ... Tp),

z né¢hoZ vznikne vyrok dosazenim prvki xy € My, 2y € My, ..., x,, € M,, z danych mnozZin
My, ..., M,.



Definice. Nyni necht’ A(z), x € M, je vyrokova forma. Vyrok
Pro vSechna v € M plati A(x).

zapisujeme ve tvaru:
Ve e M: A(x).

Symbol V nazyvame obecnym (velkym) kvantifikatorem.

Definice. Nyni necht’ A(z), x € M, je vyrokova forma. Vyrok
Existuje x € M, pro které plati A(x).

zapisujeme ve tvaru:
dre M: A(x).

Symbol 3 nazyvame existené¢nim (malym) kvantifikatorem.
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Pro potadi kvantifikatora plati

(Vx € My Vy € My: V(z,y)) < (Yy € MyVx € My: V(z,y))
(Jz e My 3y € My: V(z,y)) & (3y € My Jz € My: V(x,y))
(Jz e My Vy € My: V(z,y)) = (Yy € My 3z € My: V(x,y))

Pro negaci kvantifikatort plati

~(Vee M: V()< (Jze M: =V(x)),
“(FreM:V(x) e (Vee M: =V(x)).

Oznaceni. Necht' V, P jsou vyrokové formy s proménnou x € M. Zapis
Ve e M, P(x): V(x)

znadi Ve e M: (P(x) = V(x)).

Oznaceni. Zapis
dr e M, P(z): V(z)

<
P

dre M: (P(x) AV (z)).



1.2 Metody dukazu
* piimy dikaz: Pro kaZdé a,b € R plati ab < §(a® + b?).

e nepiimy dikaz: Necht’ p € N splituje, Ze p* je sudé. Pak p je sudé.

dikaz sporem: Cislo /2 neni raciondlni.

dikaz rozborem piipadt

dikaz matematickou indukci: Necht’ n € N. Pak existuje k € N takové, Ze n = 2k, nebo
n = 2k — 1, pricemz oba pripady nemohou nastat zdroverl.

dikaz uplnou matematickou indukei
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1.3 MnoZiny

G. Cantor: MnoZinou rozumime kazdé shrnuti urcitych a navzajem riznych objekti, které nazy-
vame prvky, do jediného celku.
MnoZinu definujeme vyctem prvki nebo pomoci vlastnosti, kterou museji spliiovat jeji prvky,
tj. piSeme
{z € M; V(2)},

kde M je mnozina a V(x), x € M, je vyrokova forma.
Definice.

* Rekneme, Ze mnozina A je ¢asti mnoZiny B (nebo A je podmnozinou B), jestlize kazdy
prvek mnoziny A je rovnéZz prvkem mnoziny B. Tomuto vztahu fikime inkluze a znacime
ACB.

* Mnoziny A a B jsou si rovny (A = B), jestlize maji stejné prvky.

* Prazdnou mnoZinou nazveme mnozinu, kterd neobsahuje Zadny prvek. Oznacime ji sym-
bolem 0.

Definice. Sjednocenim mnoZin A a B nazveme mnoZinu vytvorenou v§emi prvky, které patii
alesponi do jedné z mnozin A ¢i B. Sjednoceni mnoZin A a B zna¢ime symbolem A U B.

Je-li A systém mnoZin, pak jeho sjednoceni | J A definujeme jako mnoZinu vSech prvki a,
pro které existuje A € A takové, Ze a € A.

Definice. Prunikem mnoZin A a B nazveme mnoZinu vSech prvka, které néleZeji souc¢asné do A
i do B. Prinik mnoZin A a B zna¢ime symbolem A N B. Maji-li mnoZiny A a B prazdny prtnik,
fekneme o nich, Ze jsou disjunktni.

Je-li A neprazdny systém mnoZin, pak jeho prunik () .A definujeme jako mnoZinu vSech
prvku a, které pro kazdé A € A spliuji a € A.



Definice. Rozdilem mnozin A a B nazveme mnoZinu prvkd, které patii do mnoZiny A a nepatfi
do mnoZiny B. Rozdil mnoZin A a B znac¢ime A \ B.

Definice. Kartézskym soucinem mnozin Ai,..., A, nazveme mnoZinu vSech uspofddanych
n-tic

A1><A2><---xAn:{[al,ag,...,an]; aleAl,...,aneAn}.

Véta 1.1 (de Morganova pravidla). Necht’ X je mnoZina a A je neprdzdny systém mnoZin. Pak
plati

X\[JA={x\4; Ac A4

a ddle

X\[(NA=J{x\4; Ac A}

1.4 Relace usporadani a zobrazeni

Definice. Necht' A a B jsou mnoziny. Binarni relaci R mezi prvky mnoZin A a B rozumime
libovolnou podmnozinu R kartézského soucinu A x B. Pokud [a,b] € R, pak fikdme, Ze prvek
a je v relaci R s prvkem b. PiSeme a R b. Pokud A = B, fikdme, Ze R je binarni relace na A.

Definice. Necht’ X je mnoZina a R je relace na X. Rekneme, e R je
* reflexivni, jestlize pro kazdé x € X plati [z, z] € R,
* symetricka, jestlize pro kazdé =,y € X splijici [x,y] € R plati [y, 2| € R,
e tranzitivni, jestlize pro kazdé z, y, z € X spliujici [z,y] € Raly,z| € Rplati [z, z] € R,
* antisymetricka, jestlize pro kazdé x,y € X splijici [z, y] € R plati [y, z] ¢ R,

* slabé antisymetricka, jestlize pro kazdé x,y € X spliyjici [x,y] € R a [y, x] € R plati
r=1y.

Definice. Necht’ A je mnoZina a R je relace na A. Rekneme, Ze R je
 usporadani (n¢kdy také c¢asteéné usporadani Ci neostré usporadani), jestlize je refle-
xivni, slabé antisymetrickd a tranzitivni,
* ostré usporadani, jestlize je antisymetricka a tranzitivni,

* linearni usporiadani, jestliZe jde o usporadani takové, Ze pro kazdé x,y € A plati [z,y] €
R nebo [y, z] € R.

Definice. Necht’ < je relace uspofadani na mnoZiné X a A C X. Rekneme, Ze prvek = € X je

* horni zavorou mnoziny A, jestliZze pro kazdé a € A plati a < z,



* dolni zavorou mnoZiny A, jestliZe pro kazdé a € A plati x < a.

Mnozina A je
» shora omezena, jestlize existuje prvek = € X, ktery je horni zdvorou mnoZiny A,
* zdola omezena, jestliZze existuje prvek € X, ktery je dolni zdvorou mnoziny A,
* omezena, jestliZe je omezend shora i zdola.

Definice. Necht’ < je relace uspofadani na mnoZziné X a M C X. Rekneme, Ze prvek G € X je
supremem mnoZiny ), jestliZe plati:

(a) G je horni zdvorou mnoZiny M,

(b) je-li prvek G’ € X horni zdvorou mnoZziny M, potom G < G'.
Rekneme, Ze prvek g € X je infimem mnoZiny 1/, jestlize plati

(a) g je dolni zdvorou mnoziny M,

(b) je-li prvek ¢’ € X dolni zdvorou mnoziny M, potom ¢’ < g.

Véta 1.2. Necht’ < je relace uspordaddni na mnoZiné X, M C X je neprdzdnd mnoZina a necht’
existuje infimum a supremum mnoZiny M. Potom plati inf M < sup M.

Definice. Necht' A a B jsou mnoZiny. Bindrni relaci ' C A x B nazyvame zobrazenim (nékdy
také funkci) z mnoziny A do mnoziny B, jestlize plati

Vo € AVyr,yo € B: (([z,51] € FA[z,10) € F) = y1 = y2).
Defini¢nim oborem zobrazeni F' nazyvame mnoZinu
D(F)={x€ A; Jye B: [z,y] € F}.
Oborem hodnot zobrazeni F' nazyvdme mnoZinu
R(F)={ye€B; dx e A: [z,y] € F}.

Pozndmka. Necht' F' je zobrazeni z mnoziny A do mnoziny B. Pro kazdé x € D(F’) existuje
pravé jedno y takové, Ze [x,y] € F. Takové y znaCime F'(x). Grafem zobrazeni F' rozumime
mnozinu {[z,y] € Ax B; x € D(F) ANy = F(x)}.

Oznaceni. Necht' A a B jsou mnoziny. Pak symbol F': A — B znamend, Ze F' je zobrazeni z
mnoziny A do mnoziny B a D(F) = A.

Definice. Necht' f: D(f) C A — B je zobrazeni a necht’ M a P jsou mnoZiny.

* Obrazem mnoziny ) pii zobrazeni f rozumime mnozinu {y € B; Jx € D(f) N
M: f(z) =y}, kterou znacime f(M).



* Vzorem mnoZiny P pfi zobrazeni f rozumime mnozinu {z € D(f); f(z) € P}, kterou
znacime f~1(P).

Definice. Rekneme, e zobrazeni f: D(f) C A — B je

* prosté (injektivni), jestlize plati
Ve,y € D(f): (f(z) = fly) = ©=y),
* ,.na‘“ (surjektivni), jestlize plati

Vy € BIr € D(f): f(z) =y,

* bijekce A na B (vzajemné jednoznacné zobrazeni), jestlize D(f) = A a f je prosté
a,na“.

Definice. Necht' f: D(f) C A — B je zobrazeni a C' C A. Pak zobrazeni g: D(g) = D(f) N
C' — B definované piedpisem x — f(x), x € D(f) N C, nazgvame restrikei nebo ziZenim
zobrazeni f na mnozinu C. Zobrazeni g znacime f|c.

Definice. Necht’ A a B jsou mnoZiny a R C A x B je bindrni relace. Pak relaci R~ € B x A
definovanou predpisem
R ={[y, 2] € Bx 4; [z,y] € R}

nazyvame inverzni relaci k relaci R.

Definice. Necht' A a B jsou mnoziny a f: D(f) C A — B je prosté zobrazeni. Pak inverzni
zobrazeni k f je definovdno jako inverzni relace k f. Inverzni zobrazeni k f zna&ime f~1.

Definice. Necht' f a g jsou zobrazeni. Pak zobrazeni g o f je definovéno pfedpisem (go f)(z) =
g(f(x)) pro viechna = € D(f) takovd, Ze f(z) € D(g). Zobrazeni g o f nazyvdme sloZe-
nym zobrazenim (sloZenim zobrazeni) f a g, pficemZ g nazyvame vné€jSim zobrazenim a f
nazyvame vnitfnim zobrazenim.

Definice. Necht' A je neprazdna mnoZzina.

(a) Konecnou posloupnosti prvki A rozumime kazdé zobrazeni mnoziny {1,...,n}, kde
n € N, do mnoziny A. Pokud k — ay, k € {1,...,n}, je takové zobrazeni, pak tuto
posloupnost zna¢ime {ay }}7_,. Prvek a; nazyvame k-tym ¢lenem této posloupnosti.

(b) Nekonecnou posloupnosti prvki A rozumime kazdé zobrazeni n +— a,, n € N, mno-
Ziny pfirozenych ¢isel N do mnoziny A. Takovou posloupnost obvykle znac¢ime {a, }>° |,
piipadné jen {a, }. Prvek a,, nazgvame n-tym ¢lenem této posloupnosti.
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1.5 Konecné a spocetné mnozZiny

Definice.

* Rikdme, e mnoZiny A, B maji stejnou mohutnost a piseme A ~ B, jestliZe existuje
bijekce A na B.

* Rikdme, 7¢ mnoZina A ma mohutnost mensi nebo rovnou mohutnosti mnoZiny B a
pisSeme A < B, jestliZe existuje prosté zobrazeni A do B.

* Symbol A < B znadi situaci, kdy A < B aneplati A ~ B.

Definice. Rekneme, 7e mnozina X je kone¢na, pokud je bud’ prizdnd, nebo existuje n € N
takové, Ze X md stejnou mohutnost jako mnozina {1,...,n}. Rekneme, e mnozina X je neko-
necn4, pokud nenf koneénd. Rekneme, Ze mnozina X je spocetnd, jestliZe je kone¢nd, nebo ma
stejnou mohutnost jako N. Nekone¢na mnozina, kterd neni spocetnd, se nazyva nespocetna.

Pozndmka. Pro poCet prvki kone¢né mnoziny X pouZzivame Casto znaceni | X|. Dvé kone¢né
mnoziny X, Y maji stejnou mohutnost pravé tehdy, kdyz | X| = |Y|.

Véta 1.3 (Cantor-Bernstein). Necht’ A, B jsou mnoZiny takové, Ze A = B a zdroveri B < A.
Pak A a B maji stejnou mohutnost.

Véta 1.4 (Cantor). Necht’ X je mnoZina. Pak X < P(X), kde P(X) je mnoZina vSech podmno-
Zin mnoZiny X.

Véta 1.5 (vlastnosti spocetnych mnozin).

(a) PodmnoZina spocetné mnoZiny je spocetnd.

(b) Necht’ zobrazeni f: A — N je prosté. Potom je mnoZina A spocetnd.

(¢c) Sjednocent spocetné mnoha spocetnych mnoZin je spocetné.

(d) Obraz spocetné mnoZiny je spocetnd mnoZina.

(e) KaZdd nekonecnd mnoZina obsahuje nekonecnou spocetnou podmnozinu.
Priklad. * N, Z, Q jsou spocetné mnoZiny,

* R je nespocetnd mnoZina.

Véta. Vyrok “kaZdd podmnoZina R je bud’to spocetnd, nebo md mohutnost R” je ve standardni
axiomatice matematiky (tj. v ZFC) nerozhodnutelny.



1.6 Realna cisla

Mnozinu redlnych Cisel R lze popsat jako mnoZinu, na niZ jsou definovany operace s¢itani a
nasobeni, které budeme znacit obvyklym zplsobem, a relace usporadani (<), pficemz jsou
splnény nasledujici tii skupiny vlastnosti.

I. Vlastnosti s¢itdni a ndsobeni a jejich vzdjemny vztah
II. Vztah usporadani a operaci s¢itani a ndsobeni

III. Vlastnost suprema: KaZdd neprdzdnd shora omezend podmnozina R md supremum.

Definice. Necht’ M C R. Rekneme, Ze a je nejvétsi prvek (maximum) mnoZiny M, jestlize
a € M a a je horni zdvorou mnoZziny M. Analogicky definujeme nejmensi prvek (minimum)
M. Maximum a minimum jsou urceny jednoznacné (pokud existuji) a znaCime je max M a
min M.

Tvrzeni. Pro mnoZinu M C R plati, Ze G = sup M prdvé tehdy, kdyZ plati:
* (7 je horni zdvorou M,
* pokud G' < G, pak existuje x € M spliiujici G’ < x.
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Véta 1.6. Necht’ M C R je neprdzdnd zdola omezend mnoZina. Pak existuje infimum mnoZiny
M.

Véta 1.7. Pro kazdé r € R existuje prdvé jedno Cislo k € Z takové, Ze k < r < k + 1.
Véta 1.8. Ke kazdému x € R existuje n € N splriujici z < n.

Véta 1.9. Necht’ a,b € R, a < b. Pak existuje q € Q takové, Ze a < q < b.

1.7 Komplexni c¢isla

MnozZinu komplexnich ¢isel C definujeme jako mnoZzinu vSech uspofadanych dvojic (a, b), kde
a,b € R, pfi¢emZz pro komplexni ¢isla x = (a,b), y = (¢,d) definujeme operace séitani a
nasobeni takto

crz+y=(a+cb+d),
e z-y = (ac—bd,ad + bc).

Necht = (a,b) € C. Prvek a nazyvdme realnou ¢asti x, prvek b nazyvame imaginarni
casti x. Absolutni hodnotou komplexniho ¢isla = rozumime v/a? + b2. Ddle definujeme 0 =
(0,0), 1 = (1,0) (sic!) ai = (0, 1). Komplexné sdruZzenym ¢islem k x rozumime &islo 7 =

(a, —b); symbol —z znadi ¢islo (—a, —b) a symbol 1/z znadi pro x # 0 (jednoznacné urcené)
&islo spliiujici - + = 1.



2 Limita posloupnosti

2.1 Uvod

Definice. Rekneme, e posloupnost {a,,} je

* shora omezena, jestliZze mnozina vSech ¢lent této posloupnosti je shora omezena,
* zdola omezena, jestlize mnoZina vSech Cleni této posloupnosti je zdola omezend,

* omezena, jestlize mnoZina vSech Cleni této posloupnosti je omezena.

Definice. Rekneme, e posloupnost {a,,} je
* neklesajici, je-li a,, < a,, .1 pro kazdé n € N,
* rostouci, je-li a,, < a,,1 pro kazdé n € N,
* nerostouci, je-li a,, > a,, pro kazdé n € N,
* Klesajici, je-li a,, > a,,1 pro kazdé n € N.
Posloupnost {a, } je monoténni, pokud spliiuje nékterou z vyse uvedenych podminek. Posloup-

nost {a, } je ryze monoténni, pokud je rostouci ¢i klesajici.

2.2 Konvergence posloupnosti

Definice. Rekneme, Ze posloupnost {a,, } ma limitu rovnou redlnému &islu A, jestliZe plati
VeeR,e>03dng e NVYne N,n>ng: |a, — Al <e.

Véta 2.1 (jednoznacnost limity). Kazdd posloupnost md nejvyse jednu limitu.

Definice. Ma-li posloupnost {a,} limitu rovnou &islu A € R, pak piSeme lim a,, = A nebo

n—oo
jenom lima, = A. Rekneme, Ze posloupnost {a,} je konvergentni, pokud existuje A € R
takové, Ze lim a,, = A. Jinak je divergentni.
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Véta 2.2. Necht’ K € R, K > 0, A € R. JestliZe posloupnost {a,,} spliiuje podminku
VeeR,e>03ng e NVYne N,n>ng: |a, — Al < Ke.
potom lim a,, = A.

Véta 2.3. KaZdd konvergentni posloupnost je omezend.



Definice. Necht’ {a,, }>° , je posloupnost redlnych Cisel. Jestlize {ny } 32, je rostouci posloupnost
pfirozenych &isel, pak {a,, }32, se nazyvad vybranou posloupnosti z {a,, }>° ;.

Véta2.4. Necht’ {ay, }32, je vybrand posloupnost z posloupnosti {a, } 7> ;. Jestlize platilim,,_,, a,, =
A € R, pak také limy,_, a,, = A.

Véta 2.5 (limita a aritmetické operace). Necht’lima,, = A € Ralimb, = B € R. Potom plati:
(a) lim(a, +b,) = A+ B,
(b) lim (a, - b,) = A- B,
(¢) je-li B # 0ab, # 0 provsSechnan € N, jelim(a,/b,) = A/B.
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Véta 2.6. Necht’ lim a,, = 0 a posloupnost {b,,} je omezend. Potom lim a,,b, = 0.

Véta 2.7. Necht’ lima,, = A € R. Potom lim |a,| = |A|.

Véta 2.8 (limita a uspotadani). Necht’ lima, = A € Ralimb, = B € R.
(a) Necht existuje ng € N takové, Ze pro kaZdé prirozené n > ng je a,, > b,. Potom A > B.
(b) Necht’” A < B. Potom existuje ng € N takové, Ze pro kazdé prirozené n > ny je a, < by,.

Véta 2.9 (o dvou straznicich). Necht’ {a,}, {b,} jsou dvé konvergentni posloupnosti a {c,} je
posloupnost splitujici:

(@) Ing e NVne N,n>ng: a, <c, <b,,
(b) lima,, = limb,,

Potom existuje lim c,, a plati lim ¢,, = lim a,,.

2.3 Nevlastni limita posloupnosti

Definice. Rekneme, Ze posloupnost {a,,} ma limitu oo, jestlize
VLeRdnge NVne N,n>ng: a, > L.

Rekneme, Ze posloupnost {a,, } ma limitu —oo, jestlize
VK eRIngeNVRe N,n>ng: a, < K.

Véta 2.10 (jednoznacnost limity podruhé). KaZdd posloupnost md nejvyse jednu limitu v R*.

Véta 2.11 (aritmetika limit podruhé). Necht’lima,, = A € R* alimb, = B € R*. Potom plati:
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(i) lim (a, + b,) = A+ B, pokud je pravd strana definovdna,
(ii) lim (a, - b,) = A - B, pokud je pravd strana definovdna,
(iii) lima, /b, = A/B, pokud je pravd strana definovdna.
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Véta 2.12. Necht’ lima, = A € R*, A > 0, limb,, = 0 a existuje ny € N, Ze pro kaZdé
n € N, n > ny, plati b, > 0. Pak lim a,, /b,, = oo.

2.4 Hlubsi véty o limité posloupnosti

Véta 2.13. KaZdd monotonni posloupnost md limitu.

Véta 2.14 (Cantortiv princip vloZenych intervalt). Necht’ {I,}>° | je posloupnost uzavienych
intervalii splitujici:

eVneN: I, ClI,

o lim,, .o délka I,, = 0.
Potom (., I, je jednobodovd mnoZina.

Véta 2.15 (Bolzanova-Weierstrassova véta). Z kaZdé omezené posloupnosti lze vybrat konver-
gentni podposloupnost.
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Definice. Necht' {a,} je posloupnost redlnych ¢isel. Pak definujeme

lim,, o0 sup{ax; k > n}, jestlizeje {a,}
. shora omezena,
limsup a, = L )

n—oo 00, jestlize neni {ay, }

shora omezena.

Tuto hodnotu nazyvame limes superior posloupnosti {a,, }. Obdobné definujeme limes inferior posloup-
nosti {ay,, } predpisem

lim,, o inf{ax; k> n}, jestlizeje {a,}
Lo zdola omezena,
liminf a,, = . .

n—00 —00, jestlize neni {a, }

zdola omezena.

Véta 2.16 (limita, limes superior a limes inferior). Necht’ {a,} je posloupnost redlnych Cisel a
A € R*. Potom lim a,, = A prdavé tehdy, kdyZ lim sup a,, = liminf a,, = A.
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Véta 2.17. Necht’ {a,}, {b,} jsou posloupnosti redlnych Cisel, ny € N a plati a,, < b,, pro kazdé
n € N, n > ng. Pak plati

liminfa, <liminfb, a limsupa, <limsupb,.

Definice. Necht' {a,} je posloupnost redlnych &isel a A € R*. Rekneme, 7e A je hromadna
hodnota posloupnosti {a,}, jestlize existuje vybrana posloupnost {a,, }3°, takovd, Ze plati
im0 @y, = A. MnoZinu vSech hromadnych hodnot posloupnosti {a,, } zna¢ime H ({a,}).

Véta 2.18 (limes superior, limes inferior a hromadné hodnoty). Necht’ {a,,} je posloupnost redl-
nych ¢isel. Potom lim sup a,, a liminf a,, jsou hromadnymi hodnotami posloupnosti {a,} a pro
kazdou hromadnou hodnotu A posloupnosti {a,} plati liminf a,, < A < limsup a,,.

Konec 9. pfednasky, 29. 10. 2021

Dusledek 2.19. Necht’ {a,} je posloupnost redlnych Cisel a necht’ A € R*. Je-li lima, = A,
pak H({an}) = {A}.

Definice. Necht' {a,} je posloupnost redlnych &isel. Rekneme, Ze {a,} spliuje Bolzanovu—
Cauchyovu podminku, jestlize

Vee R,e >0dnge N

VYm,n € N;n >ng,m >ng: |a, — an| < e.

Véta 2.20. Posloupnost {a, } md viastni limitu prdavé tehdy, kdyz spliiuje Bolzanovu—Cauchyovu
podminku.

3 Limita a spojitost funkce

3.1 Zakladni pojmy

Definice. Funkce f jedné realné proménné (déle jen funkce) je zobrazeni f: M — R, kde M
je podmnoZinou mnoziny redlnych cisel.

Definice. Funkce f: J — R je rostouci na intervalu J, jestlize pro kazdou dvojici x1, x5 €
J, 11 < o, plati nerovnost f(z1) < f(z2). Analogicky definujeme funkci klesajici (neklesajici,
nerostouci) na intervalu J.

Definice. Monoténni funkci (resp. ryze monoténni funkci) na intervalu J rozumime funkeci,
kterd je neklesajici nebo nerostouci (resp. rostouci nebo klesajici) na J.

Definice. Necht’ f je funkce a M C D(f). Rekneme, Ze funkce f je

e licha, jestlize pro kazdé x € D(f) plati —x € D(f) a f(—x) = — f(z),
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e suda, jestlize pro kazdé = € D(f) plati —z € D(f) a f(—z) = f(x),

e periodicka s periodou « € R, a > 0, jestlize pro kazdé x € D(f) plati x + a €

D(f), v —aeD(f)af(x+a)= f(x—a)= f(z),

e shora omezena na M, jestlize existuje Cislo K € R takové, Ze pro vSechna © € M je
flz) < K,

e zdola omezena na ), jestlize existuje ¢islo K € R takové, Ze pro vSechna x € M je
flz) > K,

e omezena na M, jestlize existuje ¢islo K € R takové, Ze pro vSechna z € M je |f(z)| <
K,

e Konstantni na M, jestlize pro viechna z,y € M plati f(x) = f(y).

3.2 Limita funkce

Definice. Necht’ ¢ € R ae > (. Potom definujeme
* okoli bodu c jako B(c,e) = (¢ —¢,c +¢),
* prstencové okoli bodu c jako P(c,e) = (c —e,c+¢) \ {c},

Okoli a prstencové okoli bodu oo (resp. —oo) definujeme takto:

P(o00,¢) = B(oo,e) = (1/e,00),
P(—00,¢) = B(—00,¢) = (—o0, —1/¢).

Definice. Rekneme, e &islo A € R* je limitou funkce f v bodé ¢ € R*, jestlize
VeeR,e>030 e R,d >0Vx € P(c,d): f(z) € B(A,¢).
To oznaCujeme symbolem 3151_% f(z) = A.
Definice. Necht c € R ac € R, > (. Potom definujeme
* pravé okoli bodu ¢ jako B (c,e) = [¢,c + €),
* levé okoli bodu ¢ jako B_(c,e) = (¢ — ¢, ],
* pravé prstencové okoli bodu ¢ jako Py (c,e) = (¢, c + ¢),

* levé prstencové okoli bodu ¢ jako P_(c,e) = (¢ — ¢, ¢).

Definice. Ddle definujeme
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levé okoli bodu oo jako B_(00,¢) = (1/e, 00),

pravé okoli bodu —oco jako B, (—00,¢) = (—o0, —1/¢),

levé prstencové okoli bodu oo jako P_ (00, ¢) = B_ (00, €),
* pravé prstencové okoli bodu —oco jako Py (—o0,¢) = B, (—00,¢).
Definice. Necht A € R*, ¢ € R U {—o0}. Rekneme, Ze funkce f ma v bod& ¢ limitu zprava
rovnou A (znac¢ime hm+ f(z) = A), jestlize
Tr—cC
VeeR,e >030 € R,0 > 0Vz € Pi(c,0): f(x) € B(A,e).
Analogicky definujeme pojem limity zleva v bodé ¢ € R U {oo}. Pro limitu zleva funkce f v
bodé ¢ uzivime symbol lim f(z).
Tr—Cc—
Konec 10. prednésky, 4. 11.2021

Definice. Rekneme, Ze funkce f je spojitd v bodé ¢ € R, jestlize lim f(z) = f(c).

Tr—C

Definice. Necht’ ¢ € R. Rekneme, e funkce f je v bod& c spojita zprava (resp. zleva), jestlize

lim, ., f(x) = f(c) (resp. lim,_._ f(z) = f(c)).

Definice. Necht J C R je nedegenerovany interval (neboli obsahuje nekone¢né¢ mnoho bodi).
Funkce f: J — R je spojita na intervalu J, jestliZe plati:

* f je spojita zprava v levém krajnim bodé intervalu ./, pokud tento bod patii do .J,
* f je spojita zleva v pravém krajnim bod¢ intervalu J, pokud tento bod patii do J,

* fje spojitd v kazdém vnitinim bodé .J.

3.3 Véty o limitach
Véta 3.1. Funkce f md v daném bodé nejvyse jednu limitu.

Véta 3.2. Necht’ funkce f md vilastni limitu v bodé c € R*. Pak existuje 6 > 0 takové, Ze f je na
P(c, &) omezend.

Véta 3.3 (aritmetika limit). Necht’ ¢ € R*. Necht’ lim,_,. f(x) = A € R*alim, ,.g(z) = B €
R*. Potom plati:

(1) lim,.(f(z) + g(x)) = A+ B, pokud je vyraz A + B definovdn,
(ii) lim,,. f(x)g(x) = AB, pokud je vyraz AB definovdn,

(iil) lim, . f(x)/g(x) = A/B, pokud je vyraz A/ B definovdn.
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Konec 11. prednasky, 5. 11.2021

Véta 3.4. Necht’ ¢ € R*. Necht’ lim,_,.g(z) = 0, lim,_,. f(x) = A € R*a A > 0. JestliZe
existuje n > 0 takové, Ze funkce g je kladnd na P(c,n), pak lim,_..(f(z)/g(z)) = oc.

Véta 3.5 (limita funkce a usporadani). Méjme ¢ € R*.

(1) Necht
lim f(z) > liin g(x).

Tr—C

Pak existuje prstencové okoli P(c, ) takové, Ze plati

Vx € P(c,9): f(x) > g(x).

(ii) Necht’ existuje prstencové okoli P(c,0) takové, Ze plati
Vo € P(c,0) : f(z) < g(x).
Necht’ existuji lim, . f(x) a lim,_,. g(x). Potom plati

lim f(z) < lim g(z).

Tr—cC Tr—cC
(iii) (o dvou strdznicich) Necht’ na néjakém prstencovém okoli P(c,¢) plati

f(x) < h(zx) < g(x).

Necht’ lim,_,. f(z) = lim,_,. g(z). Potom existuje rovnéZ lim,_.. h(x) a vSechny tii limity
jsou si rovny.

Véta 3.6 (limita sloZené funkce). Necht’' ¢, D, A € R*, lim,_,.g(z) = D, lim,_,p f(y) = Aa
Jje splnéna alespori jedna z podminek

(P) IneR,n>0Vx € P(e,n) : g(zx) # D,
(S) f je spojita v D.
Potom lim,_,. f(g(:z:)) = A

Véta 3.7 (Heine). Necht’ c € R*, A € R* a funkce f je definovdna na prstencovém okoli bodu c.
Pak jsou vyroky (1) a (ii) ekvivalentni.

(i) Platilim,_,. f(x) = A.

(ii) Pro kaZdou posloupnost {x,} spliujici x, € D(f), ©, # c pro viechna n € N a
limy, 00 T, = ¢, plati lim,,_,, f(x,) = A

Konec 12. prednésky, 11.11.2021

15



Véta 3.8 (limita monoténni funkce). Necht’ a,b € R*, a < b, a funkce [ je monotonni na
intervalu (a, b). Potom existuji lim,_,,, f(z) alim,_,,_ f(z), pficemZ plati:

(a) Je-li f na (a,b) neklesajici, pak
lim f(z) =inf f((a,b)) a mlgn f(z) = sup f((a,b)).

T—a+4 b_
(b) Je-li f na (a,b) nerostouct, pak
ILm f(z) =sup f((a,b)) a liril f(z) =inf f((a,b)).

3.4 Funkce spojité na intervalu
Véta 3.9 (Bolzano). Necht’ funkce f je spojitd na intervalu [a,b] a pFedpoklddejme, Ze f(a) <
f(b). Potom pro kazdé C € (f(a), f(b)) existuje £ € (a,b) takové, Ze plati (&) = C.
Lemma 3.10. Necht’ M C R a plati
Ve,ye MVzeR: z<z<y=z¢e M.
Pak M je interval.

Véta 3.11 (zobrazeni intervalu spojitou funkci). Necht’ funkce f: J — R je spojitd na intervalu
J. Potom je f(J) interval.

Véta 3.12. Necht’ f je spojitd funkce na intervalu [a,b]. Potom je f na [a,b] omezend.
Definice. Necht' M C R, z € M a funkce f je definovdna alespori na M (tj. M C D(f)).
Rekneme, Ze f nabyva v bodé = maxima (resp. minima) na M, jestlize plati

VyeM: fly) < fz) (resp.Vy e M: f(y) = f(x)).

Bod x pak nazyvame bodem maxima (resp. minima) funkce f na mnoziné M. Symbol max,, f
(resp. miny; f) oznacuje nejveétsi (resp. nejmensi) hodnotu, které funkce f na mnoziné€ M nabyva
(pokud takova hodnota existuje).

Definice. Necht' M C R, z € M a funkce f je definovdna alespori na M (tj. M C D(f)).
Rekneme, e funkce f md v bodé z

* lokalni maximum vzhledem k M, jestliZe existuje 6 > 0 takové, Ze pro kazdé y €
Pz, 0) N M: f(y) < f(x),

* lokalni minimum vzhledem k )/, jestlize existuje 6 > 0 takové, Ze pro kazdé y €
P(z,0) N M: f(y) = f(x),

Véta 3.13. Necht’ a,b € R,a < b, a [ je spojitd funkce na intervalu [a,b]. Potom f nabyvd na
la, b] svého maxima a svého minima.

Konec 13. prednésky, 12.11.2021

Véta 3.14 (o inverzni funkci). Necht’ f spojitd a rostouci (klesajici) funkce na intervalu J. Potom
funkce [~ je spojitd a rostouct (klesajici) na intervalu f(J).
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4 Elementarni funkce

Véta 4.1 (zavedeni logaritmu). Existuje prdvé jedna funkce (znacime ji log a nazyvdme ji priro-
zenym logaritmem), kterd md tyto vlastnosti:

(L1) D(log) = (0, 00) a na tomto intervalu je log rostouct,
(L2) Vx,y € (0,00): logzy = logx + logy,
(L3) lim,_,, 8% — 1.

z—1

Definice. Exponencialni funkci budeme rozumét funkci inverzni k funkci log. Budeme ji znadit
symbolem exp.

Definice. Necht’ a,b € R, a > 0. Obecnou mocninu o’ definujeme jako
a® = exp(bloga).

Véta 4.2 (zavedeni funkci sinus a kosinus). Existuje prdvé jedno kladné redlné Cislo (budeme
ho znacit ) a prdavé jedna dvojice funkci sinus (sin) a Kosinus (cos), které maji ndsledujici
vlastnosti:

(G1) D(sin) = D(cos) = R,
(G2) pro vSechna x,y € R plati
sin(z + y) = sinx - cosy + cos x - siny,

cos(x +y) = cosx - cosy —sinz - siny,

sin(—z) = —sinz, cos(—x) = cosz,

(G3) sin je rostouci na [0, 3, sin(0) = 0, sin(37) = 1,

(G4) lim,_,o 322 = 1.

xT

Konec 14. prednésky, 18. 11.2021

Definice. Funkci tangens znac¢ime tg a definujeme predpisem

pro kazdé realné z, pro néZ md zlomek smysl, tj.
D(tg) = R\ {(2k + 1) /2; k € Z}.
Symbolem cotg budeme znadit funkci kotangens, kterd je definovdna na mnoziné D(cotg) =

R\ {kr; k € Z} pfedpisem
cos

cotgr = ——.
sin x

17



Definice. Cyklometrickymi funkcemi budeme rozumét funkce arkussinus (arcsin), arkusko-
sinus (arccos), arkustangens (arctg), arkuskotangens (arccotg), které jsou definovény takto

arcsin = (sin |[—%,%1)_1: arccos = (cos |jo.) ",

Véta 4.3. Funkce log, exp, sin, cos, tg, cotg, arcsin, arccos, arctg a arccotg jsou spojité na
svych definicnich oborech.

5 Derivace

5.1 Definice a zakladni vztahy
Definice. Necht' f je redlnd funkce a a € R. Pak

* derivaci funkce f v bodé a budeme rozumét

o flath) = fla).
f'fa) = lim R =L,

h—0

* derivaci funkce f v bodé a zprava budeme rozumét

@) 1 LR (@)

h—0+ h ’

analogicky definujeme derivaci funkce f v bodé a zleva.
Véta 5.1. Necht’ funkce f md v bodé a € R vlastni derivaci. Potom je f v bodé a spojitd.
Véta 5.2 (aritmetika derivaci). Necht' a € R, f'(a) € R*a ¢'(a) € R*.

(a) Pak plati
(f+9)(a) = f(a) + ¢'(a),

je-li vyraz na pravé strané definovdn.
(b) Je-li alespori jedna z funkci f, g spojitd v bodé a, pak
(f9)'(a) = f(a)g(a) + f(a)g'(a),
je-li vyraz na pravé strané definovdn.

(c) Je-li funkce g spojitd v bodé a a navic g(a) # 0, pak

A o) = F(a)g(a) — f(a)g'(a)
(9) (a) g9(a)? ’

je-li vyraz na pravé strané definovdn.
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Konec 15. prednasky, 19.11.2021

Véta 5.3 (derivace slozené funkce). Necht’ funkce g je spojitd v bodé a € R a md v tomto bodé
derivaci. Necht’ funkce f md derivaci v bodé g(a). Pak

(fo9)(a) = f'(9(a))g(a),
je-li vyraz na pravé strané definovdn.

Véta 5.4 (derivace inverzni funkce). Necht’ I je nedegenerovany interval a necht’ a je vniti-
nim bodem 1. Necht' f je spojitd a ryze monotonni funkce na I. Oznacme b = f(a). Pak plati
ndsledujici tvrzeni.

(a) Md-li f v bodé a nenulovou derivaci, pak

(b) Je-li f'(a) = 0a f je rostouci na I, pak (f_l)/(b) = o0.
(c) Je-li f'(a) =0a f je klesajici na I, pak (f_l)’(b) = —o0.

Véta 5.5 (nutnd podminka lokdlniho extrému). Necht’ f je redind funkce. Jestlize a je bodem
lokdlniho extrému funkce f, potom bud’ f’'(a) neexistuje nebo f'(a) = 0.

Konec 16. prednasky, 25.11.2021

5.2 Véty o stredni hodnoté

Véta 5.6 (Rolle). Necht’ funkce [ md ndsledujici viastnosti:
(i) je spojitd na intervalu [a, b],
(ii) md derivaci (vlastni &i nevlastni) v kaZdém bodé otevieného intervalu (a,b),
(iii) plati, Ze f(a) = f(b).
Potom existuje £ € (a, b) takové, Ze plati f'(§) = 0.

Véta 5.7 (Lagrange). Necht’ funkce [ je spojitd na intervalu [a,b] a md derivaci (viastni i
nevlastni) v kazdém bodé intervalu (a, b). Potom existuje £ € (a, b) takové, Ze plati

1) = (@)

1 = =5
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Véta 5.8 (Cauchy). Necht’ funkce f, g jsou spojité na intervalu [a,b] a takové, Ze f md derivaci
(vlastni &i nevlastni) v kazdém bodé intervalu (a,b) a g md v kaZdém bodé intervalu (a, b) vlastni
a nenulovou derivaci. Potom g(a) # g(b) a existuje £ € (a,b) takové, Ze plati

1) _ fb) ~ f(a)
g'©)  g(b) —gla)
Véta 5.9 (vztah derivace a monotonie). Necht’ J C R je nedegenerovany interval. Necht’ f je

spojitd na J a v kaZdém vnitrnim bodé J (mnoZinu vnitinich bodii intervalu J oznacme jako
int JJ) md derivaci.

(1) Je-li f'(x) > 0 pro v§echna x € int J, pak f je rostouci na J.

(2)
(ii) Je-li f'(x) < 0 pro v§echna x € int J, pak f je klesajici na J.

(z)

(z) <

i

<
(iii) Je-li f'(x) > 0 pro vSechna x € int J, pak f je neklesajici na J.

(iv) Je-li f'(z) < 0 pro vSechna x € int J, pak f je nerostouci na J.

Konec 17. prednasky, 26.11.2021

Véta 5.10 (I’Hospitalovo pravidlo). (i) Necht’ a € RU{—o0}, lim, 1 f(z) = lim, 4 g( ) =

0, f a g maji na jistém pravém prstencovém okoli bodu a vlastni derivaci a existuje lim,,_,, E?

Pak ,
lim @ = lim M
M @) T @)
(ii) Necht’ a € R U {—o0}, lim, . |g(x)| = oo, f a g maji na jistém pravém prstencovém
okoli bodu a vlastni derivaci a existuje lim,,_,, %. Pak
fl) . (=)

lim —= =1 )
ocgzlzlJr g(x) :cggr g’(x)

Véta 5.11. Necht’ f je spojitd zprava v bodé a € R a existuje lim,_,,, f'(x). Potom existuje
f!.(a) a plati rovnost

fia) = lim f(a).

r—a+
Definice. Necht n € N, a € R a f md vlastni n-tou derivaci na okoli bodu a. Pak (n + 1)-ni

derivaci funkce f v bod¢ a budeme rozumét

(n) — f(n)
f("+1)(a) _ }ILIL% f(a+ h})b / (CL)'
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5.3 Konvexni a konkavni funkce

Definice. Necht' f ma vlastni derivaci v bod¢ a € R. Ozna¢me
T, = {[lz,y] e R* y = f(a) + f'(a)(z — a)}.
Rekneme, Ze bod [z, f(z)] leZi pod te¢nou T, jestlize
f(@) < fla) + f'(a) - (x — a).
Plati-li opa¢nd nerovnost, fekneme, Ze bod [z, f(z)] leZi nad te¢nou 7,.

Definice. Necht' f'(a) € R. Rekneme, Ze a je inflexnim bodem funkce f, jestliZe existuje § > 0
takové, Ze plati

(i) Vz € (a—d,a) : [z, f(z)] lezi pod te¢nou T,
(i) Vo € (a,a+9) : [z, f(x)] lezi nad te¢nou T,
nebo
(i) Vx € (a —6,a) : [z, f(z)] lezi nad tecnou 7,
(i) Vz € (a,a+9) : [z, f(x)] lezi pod te¢nou T.
Konec 18. prednasky, 2. 12.2021

Véta 5.12 (nutnd podminka pro inflexi). Necht’ a € R je inflexni bod funkce f. Potom f"(a)
neexistuje nebo je rovna nule.

Véta 5.13 (postacujici podminka pro inflexi). Necht’ funkce f md spojitou prvni derivaci na
intervalu (a,b) a z € (a,b). Necht’ plati:

o Vz e (a,z2): f'(x) >0,
o Ve (z,b): f'(x) <.
Potom z je inflexnim bodem funkce f.
Definice. Rekneme, 7e funkce f: I — R je konvexni na intervalu /, jestlize
Vg, xg € IVA € [0,1]: f(Azxy 4+ (1 — M) < Af(z1) + (1 — N) f(x2).
Rekneme, Ze funkce f: I — R je ryze konvexni na intervalu I, jestlize

Vo, xo € Iyay # xo VA € (0,1): f(Axy 4+ (1 — Nxg) < Af(x1) + (1 = N) f(22).
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Lemma 5.14. Funkce f je na intervalu I konvexni, prdavé kdyz

flzg) = flan) _

To — T o T3 — T

f(x3) — f(x2)

\V/[I)l,fL‘Q,IgGI,ZL'l < Ty < T3:

Véta 5.15. Necht’ f je konvexni na intervalu J a necht’ a € int J. Pak existuji f’ (a) € R,
f"(a) € R.
Véta 5.16. Necht’ f je konvexni na otevieném intervalu J. Pak f je spojitd na J.
Véta 5.17. Necht’ f: J — R spojitd a f' je spojitd na int J.
(i) JestliZe f"(x) > 0 pro kaZdé x € int J, pak f je ryze konvexni na J.

(i) JestliZe f"(x) < 0 pro kaZdé x € int J, pak f je ryze konkdvni na J.

(iii) JestliZe f"(x) > 0 pro kaZdé x € int J, pak f je konvexni na J.

(iv) Jestlize f"(x) < 0 pro kaZdé x € int J, pak f je konkdvni na J.

Konec 19. prednasky, 3. 12. 2021

5.4 Prubéh funkce

Véta 5.18. Necht’ f'(a) = 0, f"(a) > 0 (resp. f"(a) < 0). Potom f md v a lokdlni minimum
(resp. lokdlni maximum).

Definice. Rekneme, 7e funkce z — ax + b, a,b € R, je asymptotou funkce f v co (resp. v
—00), jestlize
lim (f(x) —ax —b) =0, (resp. lim (f(z) —ax —0b)=0).

T—00 Tr—r—00

Véta 5.19. Funkce f md v oo asymptotu x — ax + b, a,b € R, prdvé kdy?

lim@:aER, lim (f(x) —ax) = b € R.

T—00 T T—00
VySetieni prubéhu funkce

1. Ur¢ime defini¢ni obor a obor spojitosti funkce.

2. Zjistime symetrie funkce: lichost, sudost, periodicita.

3. Dopocitdme limity v ,.krajnich bodech defini¢niho oboru*.

4. Spocteme prvni derivaci, uréime intervaly monotonie a nalezneme lokélni a globalni ex-
trémy. Uréime obor hodnot.

5. Spocteme druhou derivaci a uréime intervaly, kde funkce f je konvexni nebo konkavni.
Urc¢ime inflexni body.

6. Vypocteme asymptoty funkce.

7. Nacrtneme graf funkce.

Konec 20. prednasky, 9. 12.2021
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6 Tayloruv polynom

6.1 Zakladni vlastnosti
Definice. Necht' f je funkce, a € R a f™(a) € R. Pak polynom

T (2) = (@) + F(@)w — a) o 4 S a) o)

nazyvame Taylorovym polynomem radu » funkce f v bodé a.

Lemma 6.1. Necht’ () je polynom, st () < n alim,_,, (Q(x)n = 0. Pak () je nulovy polynom.

T—a)
Véta 6.2 (Peandv tvar zbytku). Necht’ a € R, f™(a) € R a P je polynom stupné nejvyse n.

Pak P
limM:O@P:Tj’“.
z—a (x — a)”
Véta 6.3. Necht’ a,x € R, a < x. Pfedpoklddejme, Ze
o f je funkce, kterd md v kazdém bodé intervalu [a, x| viastni (n + 1)-ni derivaci,

* © je spojitd funkce na [a,x), kterd md v kazdém bod¢ intervalu (a,x) vlastni nenulovou
derivaci.

Pak existuje £ € (a,x) takové, Ze

2) — THa(g :igo(x)—w(a) (n+1) (&) (1 — £)7
flz) =T (x) MR frE (@ =

Konec 21. prednésky, 10.12.2021

Véta 6.4 (Lagrangeuv tvar zbytku). Necht’ a,x, [ jsou jako ve Vété Pak existuje &£ € (a,x)

takové, Ze
1

(n+1)!

Véta 6.5 (Cauchyiv tvar zbytku). Necht’ a,x, f jsou jako ve Vété Pak existuje & € (a,x)
takové, Ze

flz) =T (2) = FOE) (@ —a) .

Fla) — Tf*(x) =~ 7D E(w — € — a).
6.2 Symbol malé o

Definice. Necht' f a ¢ jsou funkce, ¢ € R*. Rekneme, e funkce f je v bodé a malé o od g
(piseme f(z) = o(g(z)), = — a), jestlize plati

limM = 0.
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Véta 6.6. Necht’ a € R*.
(i) Jestlize
fi(z) = o(g()), * = a, a fo(z) =o(g(x)), z — a,
potom
filz) + fo(z) = o(g(2)), z — a.
(i1) JestliZe
fi(z) = o(g1(z)), = a, a fo(z) =o0(g2(7)), * — a,
potom

f1(z) f2(z) = o(g1(2)g2(2)), z — a.

(iii) Jestlize

=0 T)), x a a im n(x)
f(l’) - (91( ))7 — a, glc—mgQ(:L‘)

cR,

potom
f(x) = o(g2(2)), = — a.

Véta 6.7. Necht’ a,b € R*, f(y) = o(g(y)), y — b, lim,_,, p(z) = b a existuje 6 € R, § > 0,
takové, Ze

Vz € P(a,0) : p(z) #0.
Potom [(p(x)) = o(g(p(2)), v — a.

Konec 22. ptednésky, 16. 12.2020
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Seznam definic a vét

Latka bude zkouSena v rozsahu odpfednesené latky. NiZe uvedené seznamy slouzi pouze k snad-
néjsi formulaci otdzek v tvodu zkousky. Na zkousku je tedy tieba znat i formulace a dikazy
tvrzeni z prednaSek, které se v seznamech nevyskytuji.

Klicové pojmy
Neznalost nékterého z klicovych pojmi bude mit za nasledek ukonceni zkousky se zndamkou
,heprospél(a)“.

e supremum a infimum

* limita posloupnosti

* okoli bodu, prstencové okoli bodu

* limita funkce

* limita funkce zprava (resp. zleva)

* spojitost funkce v bodé

* spojitost funkce v bodé zprava (resp. zleva)
* maximum a minimum funkce na mnoziné
* derivace funkce v bodé

* derivace funkce v bodé zprava (resp. zleva)
* konvexni a konkdvni funkce

 Tayloriv polynom

Definice

* negace vyroku

* konjunkce vyroki

e disjunkce vyroki

* implikace vyroku

* ekvivalence vyroki

e kartézsky soucin mnoZin

* binarni relace a jeji vlastnosti (reflexivita, symetrie, tranzitivita, antisymetrie, slabd antisy-
metrie)

* usporadani, ostré usporadani, linearni usporadani

* horni a dolni zdvora

¢ shora omezena mnozina, zdola omezenad mnoZina, omezena mnozina

e supremum a infimum

* zobrazeni

* defini¢ni obor

* obor hodnot

* obraz mnoZiny

* VZOr mnoziny

* injektivni zobrazen{
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surjektivni zobrazeni
bijektivni zobrazeni

restrikce zobrazen{

sloZzené zobrazeni

inverzni relace a zobrazeni
konecna a nekonecnd posloupnost
mohutnost mnoZin

kone¢nd a nekone¢nd mnoZina
spocetnd mnoZina

potenéni mnoZina

mnoZzina redlnych C¢isel
maximum mnoziny

minimum mnoziny

komplexni Cisla

posloupnost redlnych Cisel

shora omezena posloupnost, zdola omezena posloupnost, omezend posloupnost
monotonie posloupnosti a jeji typy
vlastni limita posloupnosti
konvergentni posloupnost

vybrand posloupnost

rozsifena redlnd osa

nevlastni limita posloupnosti
limes inferior a limes superior
hromadnd hodnota posloupnosti
Bolzanova-Cauchyova podminka

funkce jedné redlné proménné

monotonie funkce a jeji typy

ryze monoténni funkce

symetrie funkce

shora omezena funkce, zdola omezena funkce, omezena funkce
konstantn{ funkce

okoli bodu, prstencové okoli bodu a jeho typy

limita funkce v bodé

limita funkce v bodé€ zprava (resp. zleva)

funkce spojitd v bodé

funkce spojitd v bod€ zleva (resp. zprava)

funkce spojita na intervalu

maximum a minimum funkce na mnoZiné

lokélni maximum a minimum funkce vzhledem k mnoziné

exponencidlni funkce
obecnd mocnina
goniometrické funkce
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cyklometrické funkce

derivace funkce v bodé

derivace funkce v bodé zleva (resp. zprava)

(n 4 1)-ni derivace funkce v bodé

inflexni bod

(ryze) konvexni a konkavni funkce na intervalu
asymptota funkce

Taylordv polynom
symbol malé o

Véty

........ bez dikazu, jinak jsou vSechna tvrzeni vyzadovéana i s ditkazem
........ véta je zatazena do kategorie ,,téZké*

de Morganova pravidla (Véta[L.1]

vztah suprema a infima (Véta[l.2)
Cantorova-Bernsteinova véta (Véta(l.3)

Cantorova véta (Véta[l.4)

vlastnosti spocetnych mnozin (Véta|l.5)

existence infima (Véta[I.6)

cela cast Cisla (Vétall.7))

neomezenost mnoZziny pfirozenych cisel (Véta[1.8)

hustota Q (Véta

jednoznacnost limity posloupnosti (Véta[2.1] Véta[2.10)
omezenost konvergentni posloupnosti (Véta[2.3))

limita vybrané posloupnosti (Véta[2.4)

aritmetika limit posloupnosti (Véta[2.5] Véta

limita souc¢inu omezené posloupnosti a posloupnosti s nulovou limitou (Véta [2.6])

limita a absolutni hodnota (Véta

limita posloupnosti a usporadani (Véta[2.8)

dva strdznici pro posloupnosti (Véta[2.9)

limita posloupnosti typu ,,A/0“ (Véta2.12)

limita monoténni posloupnosti (Véta

Cantortv princip vloZenych intervalt (Véta[2.14)
Bolzanova-Weierstrassova véta (Véta[2.15))

vztah lim, lim sup a lim inf (Véta[2.16)

lim sup, lim inf a usporadani (Véta[2.17)

vztah lim sup a mnoZiny hromadnych hodnot (Véta
limita posloupnosti a Bolzanova-Cauchyova podminka (Véta[2.20)
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* jednoznacnost limity funkce (Véta 3.1)
 limita a omezenost funkce (Véta 3.2)

T aritmetika limit funkci (Véta 3.3)

limita funkce ,,A/0 (Véta 3.4)

limita funkce a usporadédni (Véta 3.5)

limita slozené funkce (Véta 3.6)

Heineova véta (Véta 3.7)

limita monoténni funkce (Véta 3.8)

Bolzanova véta (Véta 3.9)

zobrazeni intervalu spojitou funkci (Véta 3.11)
omezenost a spojitost na intervalu (Véta 3.12)
spojitost funkce a nabyvani extrému (Véta 3.13)
o inverzni funkci (Véta 3.14)

H HHHH e H e HH o

zavedeni logaritmu a jeho vlastnosti (Véta 4.1) — ditkazy budou poZadovdny pro odvozeni
vlastnosti, ne pro vétu samotnou

zavedeni funkci sinus a kosinus (Véta 4.2) — ditkazy budou poZadovdny pro odvozeni viast-
nosti, ne pro vétu samotmou

* spojitost elementarnich funkci (Véta 4.3)

—

vztah derivace a spojitosti (Véta 5.1)

aritmetika derivaci (Véta 5.2)

derivace slozené funkce (Véta 5.3)

derivace inverzni funkce (Véta 5.4)

nutnd podminka lokédlniho extrému (Véta 5.5)
Rolleova véta (VEéta 5.6)

Lagrangeova véta (Véta 5.7)

Cauchyova véta (Véta 5.8)

vztah derivace a monotonie (Véta 5.9)
I’Hospitalovo pravidlo (Véta 5.10)

derivace a limita derivace (Véta 5.11)

nutnd podminka pro inflexi (Véta 5.12)
postacujici podminka pro inflexni bod (Véta 5.13)
konvexita a jednostranné derivace (Véta 5.15)
konvexita a spojitost (Véta 5.16)

druhd derivace a konvexita (Véta 5.17)
postacujici podminka pro lokdlni minimum (Véta 5.18)
existence asymptoty (Véta 5.19)

e 5

e "1 e HHH e H e HH o

Peantv tvar zbytku (Véta 6.2)

abstraktni tvar zbytku Taylorova polynomu (Véta 6.3)
Lagrangetv tvar zbytku (Véta 6.4)

Cauchytyv tvar zbytku (Véta 6.5)

aritmetika malého 0 (Véta 6.6)

* malé 0 pro sloZenou funkci (Véta 6.7)

e a3
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