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Méjme matici A = (a1]...a,) € F"*". Mame pro ni definovany
¢tyti vektorové podprostory v F™ a F™:

» jadro Ker A = {x ¢ F"|Ax = o} < F"

» obraz (G téz sloupcovy prostor) Im A = (ay,...,a,) < F™
» Fddkovy prostor Im AT < F™, ¢ili linearni obal fadka A

> jddro transponované matice Ker AT < F™,

Elementarni fadkovou tpravu matice lze realizovat nasobenim
matici upravy R zleva: A ~ RA. Matice upravy je vzdy
regulérni.

Podobné elementdrni sloupcovd tiprava (ESU) odpovida
nésobeni regularni matici @) zprava: A ~ AQ.

Bude nas zajimat, jak se pii téchto Gpravich méni zminéné ¢tyri
vektorové podprostory.



TVRZENI
Necht A = (ay]...a,) € ™" R € F™*™ reguldrni. Pak

1. Ker(RA) = Ker A
2. Im(RA)T = Im AT

DUKAZ.

Pokud Ax = o, pak RAx = Ro = o, tedy Ker A C Ker RA.
Kazdy fadek matice RA vznikne jako LK fadkid matice A, tedy
Im(RA)”T C Im AT. Druh4 inkluze plyne v obou p¥fpadech z
A= RYRA). O
7¢ ERU neméni mnoZinu feent homogenni soustavy rovnic a
linearn{ obal fadkid matice. Zadarmo mame i obdobné tvrzeni
tykajici se ESU: Ker(AQ)T = Ker AT, Im AQ = Im A pro

Q € F™*" regularni.

Zkuste si najit protipiiklady, Ze mezi Ker(RA)T a Ker(A),
pfipadné mezi Im(RA) a Im A rovnost byt nemusi .



Situace ale neni zcela beznadéjna! Sloupcové prostory se rovnat
nemuseji, ale museji se rovnat jejich dimenze.

LEMMA

Necht A = (ay]...ay,) € F™*", R € F™*™ reguldrni. Oznacme
RA=:A"=(a}]...a). Je-li (s1,...,8,) € F", pak

Yoy sia; = o, prave kdyZ Y ;| s;al = o.

DUKAZ.
Staci si uvédomit, Ze a; = Ra; a a;, = R™1al. O

DUSLEDEK
Necht A, A" jsou dvé matice, A ~ A’. Pak dimIm A = dimIm A’.

DUKAZ.

7 lemmatu plyne, Ze néjaka podposloupnost sloupcti matice A je
LN, pravé kdyZ je LN odpovidajici podposloupnost sloupcti A’.
Maximalni takové LN podposloupnosti jsou bazemi Im A, resp.
Im A’ O



VETA
Pro kazdou matici A € ™" plati dimIm A = dim Im AT

DUKAZ.

Matici A lze prevést posloupnosti ERU na redukovany
odstupiiovany tvar A’. Posloupnost viech nenulovych fadkia A’
je linearné nezavisla, a je tedy bazi Im A’7. Mnozina viech
pivotnich sloupcti A’ je linearné nezavisla a nepivotni sloupce
jsou LK pivotnich. Tedy posloupnost vSech pivotnich sloupci je
bazi Im A’. Pivotnich sloupcii i nenulovych fadki A’ je stejng,
tedy dimIm A’ = dimIm A", Protoze fadkové tpravy A ~ A’
zachovavaji fadkovy prostor, plati Im AT = Im AT, Z
piedchoziho disledku mame dimIm A = dimIm A’, celkové tedy
dimIm A = dimIm A7, O

Na tvrzeni je zajimavé, Ze nam dava rovnost dimenz{ dvou

Y
podprostorit ve dvou obecné riznych aritmetickych vektorovych
prostorech F™, F".



DEFINICE 5
Necht A € F*". Cislo dimIm A = dimIm AT nazyvame
hodnost matice A, zna¢ime rank(A).

TVRZENI
Necht A € F™*" R € FP*™  Necht (Q € F™"*9. Pak

1. rank(RA) < rank(
rank(RA) = rank(
(

(

2. rank(AQ) < rank
(AQ
(

a pokud p=m a R je reguldrni,

a pokud n = q a Q je requldrni,

~— — — —

A
A
A
rank ) = rank(A
3. rank(A) = rank(AT)

DUKAZ.

Protoze fadky RA patfi do linearniho obalu fadkd A, musi byt
rank(RA) < rank(A). Regularita R znamena, ze

rank(R~1A) < rank(A), z ¢ehoz plyne druhé inkluze. Druhy
bod se dokdZze analogicky, tfeti plyne z pfedchozi véty. O



VETA
Necht A € F™*". Pak jsou ndsledujici tvrzeni ekvivalentni

1.

O 0 ~J O Ot = W N

A je reguldarni

rank(A) =n

mnozina vech Fadki (sloupci) A je LN
mnozina vech Fadki (sloupci) A generuje F™
posloupnost viech Fadki (sloupci) A je bazi F™
ImA=F"

KerA=0

zobrazeni F'y je prosté

zobrazeni F'y je na

DUKAZ.

Je-li A regularni, pak existuje regularni matice A~! spliujici
A~'A = E. Nasobeni regularni matici neméni hodnost a
rank(F) = n, tedy rank(A) = n. Zbytek .



VETA (O DIMENZI JADRA A OBRAZU)
Necht A € F™*", Pak dimKer A + dimIm A =n

Nastin dikazu: Pievedme A do redukovaného odstupiiovaného
tvaru, pfeuspotradejme sloupce tak, Ze pivotni pfesuneme na
zaCatek, a vynechejme nulové fadky. Jadro matice

1 0 ... 0 c11 C12 ... Clp
A/ _ 01 ... 0 C21 C22 ... C2p
00 ... 1 ¢1 ¢c2 ... cmp

Je generovano mnozinou

M= {(_6117_0217"'7_ chal,O,... ,O)
(—c12,—C22, ..., — ¢2,0,1,...,0)
(—Clp, —Cgp, ey — CTP,O,O, ey 1)}

Protoze M je LN, je dim Ker A = p. Ze zavedeni a z tvaru
matice A’ vidime, 7e dimIm A = dimIm A’ =razep+r=n.



Dimenze jadra A se nazyva nulita (téz defekt) matice, znaci se
n(A). Véta o dimenzi jadra a obrazu je proto znamé téz pod
nazvem véta o hodnosti a nulité:

VA € F™*" i rank(A) + n(A) =n

Plyne z ni napiiklad

TVRZENI
Necht A € R™*", Pak Ker ATA = Ker A a rank AT A = rank A.

DUKAZ.

Pokud Ax = o, pak jisté AT Ax = o, tedy Ker A < Ker AT A.
Pokud AT Ax = o, pak xT AT Ax = 0. Ozna¢me y := Ax, pak
vyl =xTAT atedy 0 =yly = >I", y2. Musi tedy byt y = 0,
neboli x € Ker A. Tim je dokdzana druhd inkluze. Protoze pocet
sloupcit AT A je stejny jako pocet sloupcii A, plyne odsud
rovnost hodnosti. O
Tvrzeni plati jen pro realné matice. Kde selze diikaz pro

A € C™*™?7 Jak by se muselo upravit tvrzeni, aby dikaz progel?



Pomoci hodnosti matice se da také formulovat kritérium
FeSitelnosti SLR:

VETA (FROBENIOVA)

Necht A € F™*" b € F™. Soustava Ax = b md FeSend, prdvé
kdyz rank(A) = rank(A|b).

DUKAZ.

Soustava ma FeSeni, pravé kdyz je b € Im A, coZ nastava pravée
kdyz Im(A[b) = Im(A). Protoze Im A < Im(A|b), nastane toto
pravé kdy7 se rovnaji dimenze. O
Pomoci hodnosti se da formulovat i to, kolik feSeni soustava ma.
Vime, Ze mnoZzina v8ech feSeni soustavy Ax = b je afinni
podprostor F™ ve tvaru

xp + Ker A

7 véty o hodnosti a nulité vime, ze dimenze Ker A je
n —rank(A).



