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M¥jme matici A = (a1| . . .an) ∈ Fm×n. Máme pro ni de�novány
£ty°i vektorové podprostory v Fm a Fn:

I jádro KerA = {x ∈ Fn|Ax = o} ≤ Fn

I obraz (£i téº sloupcový prostor) ImA = 〈a1, . . . ,an〉 ≤ Fm

I °ádkový prostor ImAT ≤ Fn, £ili lineární obal °ádk· A

I jádro transponované matice KerAT ≤ Fm.

Elementární °ádkovou úpravu matice lze realizovat násobením
maticí úpravy R zleva: A ∼ RA. Matice úpravy je vºdy
regulární.

Podobn¥ elementární sloupcová úprava (ESÚ) odpovídá
násobení regulární maticí Q zprava: A ∼ AQ.

Bude nás zajímat, jak se p°i t¥chto úpravách m¥ní zmín¥né £ty°i
vektorové podprostory.



Tvrzení
Nech´ A = (a1| . . .an) ∈ Fm×n, R ∈ Fm×m regulární. Pak

1. Ker(RA) = KerA

2. Im(RA)T = ImAT

D·kaz.
Pokud Ax = o, pak RAx = Ro = o, tedy KerA ⊂ KerRA.
Kaºdý °ádek matice RA vznikne jako LK °ádk· matice A, tedy
Im(RA)T ⊂ ImAT . Druhá inkluze plyne v obou p°ípadech z
A = R−1(RA).

Tvrzení je vlastn¥ obecn¥j²í verzí na²ich d°ív¥j²ích pozorování,
ºe E�Ú nem¥ní mnoºinu °e²ení homogenní soustavy rovnic a
lineární obal °ádk· matice. Zadarmo máme i obdobné tvrzení
týkající se ESÚ: Ker(AQ)T = KerAT , ImAQ = ImA pro
Q ∈ Fn×n regulární.

Zkuste si najít protip°íklady, ºe mezi Ker(RA)T a Ker(A),
p°ípadn¥ mezi Im(RA) a ImA rovnost být nemusí ♣.



Situace ale není zcela beznad¥jná! Sloupcové prostory se rovnat
nemusejí, ale musejí se rovnat jejich dimenze.

Lemma
Nech´ A = (a1| . . .an) ∈ Fm×n, R ∈ Fm×m regulární. Ozna£me

RA =: A′ = (a′1| . . .a′n). Je-li (s1, . . . , sn) ∈ Fn, pak∑n
i=1 siai = o, práv¥ kdyº

∑n
i=1 sia

′
i = o.

D·kaz.
Sta£í si uv¥domit, ºe a′i = Rai a ai = R−1a′i.

D·sledek
Nech´ A,A′ jsou dv¥ matice, A ∼ A′. Pak dim ImA = dim ImA′.

D·kaz.
Z lemmatu plyne, ºe n¥jaká podposloupnost sloupc· matice A je
LN, práv¥ kdyº je LN odpovídající podposloupnost sloupc· A′.
Maximální takové LN podposloupnosti jsou bázemi ImA, resp.
ImA′.



V¥ta
Pro kaºdou matici A ∈ Fm×n platí dim ImA = dim ImAT .

D·kaz.
Matici A lze p°evést posloupností E�Ú na redukovaný
odstup¬ovaný tvar A′. Posloupnost v²ech nenulových °ádk· A′

je lineárn¥ nezávislá, a je tedy bází ImA′T . Mnoºina v²ech
pivotních sloupc· A′ je lineárn¥ nezávislá a nepivotní sloupce
jsou LK pivotních. Tedy posloupnost v²ech pivotních sloupc· je
bází ImA′. Pivotních sloupc· i nenulových °ádk· A′ je stejn¥,
tedy dim ImA′ = dim ImA′T . Protoºe °ádkové úpravy A ∼ A′

zachovávají °ádkový prostor, platí ImAT = ImA′T . Z
p°edchozího d·sledku máme dim ImA = dim ImA′, celkov¥ tedy
dim ImA = dim ImAT .

Na tvrzení je zajímavé, ºe nám dává rovnost dimenzí dvou
podprostor· ve dvou obecn¥ r·zných aritmetických vektorových
prostorech Fm, Fn.



Definice
Nech´ A ∈ Fm×n. �íslo dim ImA ≡ dim ImAT nazýváme
hodnost matice A, zna£íme rank(A).

Tvrzení
Nech´ A ∈ Fm×n, R ∈ Fp×m, Nech´ Q ∈ Fn×q. Pak

1. rank(RA) ≤ rank(A) a pokud p = m a R je regulární,

rank(RA) = rank(A)

2. rank(AQ) ≤ rank(A) a pokud n = q a Q je regulární,

rank(AQ) = rank(A)

3. rank(A) = rank(AT )

D·kaz.
Protoºe °ádky RA pat°i do lineárního obalu °ádk· A, musí být
rank(RA) ≤ rank(A). Regularita R znamená, ºe
rank(R−1A) ≤ rank(A), z £ehoº plyne druhá inkluze. Druhý
bod se dokáºe analogicky, t°etí plyne z p°edchozí v¥ty.



V¥ta
Nech´ A ∈ Fn×n. Pak jsou následující tvrzení ekvivalentní

1. A je regulární

2. rank(A) = n

3. mnoºina v²ech °ádk· (sloupc·) A je LN

4. mnoºina v²ech °ádk· (sloupc·) A generuje Fn

5. posloupnost v²ech °ádk· (sloupc·) A je bází Fn

6. ImA = Fn

7. KerA = 0

8. zobrazení FA je prosté

9. zobrazení FA je na

D·kaz.
Je-li A regulární, pak existuje regulární matice A−1 spl¬ující
A−1A = E. Násobení regulární maticí nem¥ní hodnost a
rank(E) = n, tedy rank(A) = n. Zbytek ♣.



V¥ta (O dimenzi jádra a obrazu)

Nech´ A ∈ Fm×n. Pak dimKerA+ dim ImA = n

Nástin d·kazu: P°eve¤me A do redukovaného odstup¬ovaného
tvaru, p°euspo°ádejme sloupce tak, ºe pivotní p°esuneme na
za£átek, a vynechejme nulové °ádky. Jádro matice

A′ =


1 0 . . . 0 c11 c12 . . . c1p
0 1 . . . 0 c21 c22 . . . c2p
...

. . .
...

...
. . .

...
0 0 . . . 1 cr1 cr2 . . . crp


je generováno mnoºinou

M = {(−c11,−c21, . . . ,− cr1, 1, 0, . . . , 0)

(−c12,−c22, . . . ,− cr2, 0, 1, . . . , 0)

...

(−c1p,−c2p, . . . ,− crp, 0, 0, . . . , 1)}

Protoºe M je LN, je dimKerA = p. Ze zavedení a z tvaru
matice A′ vidíme, ºe dim ImA = dim ImA′ = r a ºe p+ r = n.



Dimenze jádra A se nazývá nulita (téº defekt) matice, zna£í se
n(A). V¥ta o dimenzi jádra a obrazu je proto známá téº pod
názvem v¥ta o hodnosti a nulit¥:

∀A ∈ Fm×n : rank(A) + n(A) = n

Plyne z ní nap°íklad

Tvrzení
Nech´ A ∈ Rm×n. Pak KerATA = KerA a rankATA = rankA.

D·kaz.
Pokud Ax = o, pak jist¥ ATAx = o, tedy KerA ≤ KerATA.
Pokud ATAx = o, pak xTATAx = 0. Ozna£me y := Ax, pak
yT = xTAT a tedy 0 = yTy =

∑m
i=1 y

2
i . Musí tedy být y = 0,

neboli x ∈ KerA. Tím je dokázána druhá inkluze. Protoºe po£et
sloupc· ATA je stejný jako po£et sloupc· A, plyne odsud
rovnost hodností.

Tvrzení platí jen pro reálné matice. Kde selºe d·kaz pro
A ∈ Cm×n? Jak by se muselo upravit tvrzení, aby d·kaz pro²el?



Pomocí hodnosti matice se dá také formulovat kritérium
°e²itelnosti SLR:

V¥ta (Frobeniova)

Nech´ A ∈ Fm×n, b ∈ Fm. Soustava Ax = b má °e²ení, práv¥

kdyº rank(A) = rank(A|b).

D·kaz.
Soustava má °e²ení, práv¥ kdyº je b ∈ ImA, coº nastává práv¥
kdyº Im(A|b) = Im(A). Protoºe ImA ≤ Im(A|b), nastane toto
práv¥ kdyº se rovnají dimenze.

Pomocí hodnosti se dá formulovat i to, kolik °e²ení soustava má.
Víme, ºe mnoºina v²ech °e²ení soustavy Ax = b je a�nní
podprostor Fn ve tvaru

xP +KerA

Z v¥ty o hodnosti a nulit¥ víme, ºe dimenze KerA je
n− rank(A).


