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UZITECNE VZORCE A VZTAHY

STATISTICKA MECHANIKA

o Nabizi postup k nahlédnuti podstaty entropie
¢ Opodstatnuje opravnénost principu maximalisace entropie
e V jednoduchych pfipadech umoznuje odvodit mistrovskou funkeci

— methodou mikrokanonického souboru
— methodou kanonického souboru
— methodou grandkanonického souboru

MIKROKANONICKY FORMALISMUS

Zavedeni: Méjme systém definovany makrostavem s parametry

— Zadanému makrostavu odpovida spousta diskrétnich kvantovych mikrostavi

— systém si mezi nimi mtze volné vybirati
— kdyby byl systém dokonale isolovany, nikdy by nezménil sviij kvantovy stav (v praxi neuskuteénitelné)

— V systému, ktery se skladé z obrovského mnozstvi ¢dstic (> 102*) jsou energetick rozdily mezi hladinami
natolik malé, Ze mezi nimi muze soustava preskakovat zcela chaoticky

— my tak makroskopicky méfime stiedni hodnoty veli¢in

— Preskoky mezi kvantovymi stavy jsou ndhodny jev

— predpoklad: makroskopicky systém obsazuje kazdy povoleny stav se stejnou pravdépodobnosti
— pocet mikrostavi se vzdy maximalisuje, protoze se vSechny mikrostavy obsazuji se stejnou

pravdépodobnosti
Entropie se téz maximalisuje! Pozor: S ... aditivni, zatimco ) ... multiplikativni.
= [S=kpm@)] lo= NI _ ] (Celkovy poéetvstavﬁ)!

NI (N — Ny)! (Pocet v 1. stavu)! (Pocet ve 2. stavu)!

Tato definice umoznuje odvodit mistrovskou funkci v S-representaci.



Methoda mikrokanonického souboru

— ’Mikrokanonicky soubor: ‘ adiabaticky isolovany systém s konstantnim U, V, N; Priklad: termoska

Cil: Odvodit mistrovskou funkei ve tvaru S(U,V, N)
Postup:

1) Uréim mikrostavy a jejich energie

Kvantové uréeni = Schroédingerova rovnice: HW )wn =FE,
2) Vypocitam multiplicitu Q(U, V, N)

— = konst.

%

— prechodem k thermodynamické limité: N — o0 N
V = o0

Poznamka: Multiplicita Q(U, V, N) = pocet mikrostavii realisujici makrostav se zadanym U, V, N

Pozndmka 2:  Boltzmanuv vztah: S(U,V,N) = kg.In (Q(U,V,N))

1
3) Vypocet stavovych rovnic: T = (gg,)VN; % = (gi)U’N;

Einsteiniiv model pevné latky (krystalické)
Podminky experimentu:

o Uvazujeme pouze vibracni médy atomu

o Kazdy atom osciluje s frekvenci wg kolem své rovnovazné polohy a to ve 3 smérech
Dobre popisuje chovani krystalu pri teplotach vzdalenych od absolutni 0
Mame:

« Krystalickou litku z N atomi

< uvazuji ji jako 3N harmonickych oscilatorti o frekvencich wo

e Nulova energie

— nulovou energii volim tak, aby na kazdy oscilator pripadla diskrétni hodnota energie kazdého oscilé-

e Cely systém ma energii U

U ~
— Mame n = s kvant, ktera je tfeba rozdélit mezi 3N modu

. U 3N —1 jest shodnjch (3N -1+ %)'
Musime rozmistit <3N -1+ ) predmétt, kde: { 7 = 0= ~
hio — jest shodnych (3N _ 1)1 (L)

= S=kzn(Q)

Stirlingtiv vzorec

Vyuzivam Stirlingovu aproximaci logaritmu faktoridlt velkych éisel:

[In(M1) = MIn M — M




Dvouhladinovy systém

Méame systém N atomu s energiemi: BUD v excitovaném stavu s energii

(e RO}

NEBO v zdkladnim stavu s energii

— atomi v excitovaném stavu s energii ¢ N
7’ .7 E .
Systém s celkovou energii U: = O=

N —

o

atomu v zakladnim stavu s energii

o g

ProT — o0 = excitovand pfesné polovina atomu (obsazeni stavii se vyrovnd)

KANONICKY FORMALISMUS

Motivace: Mikrokanonicky formalismus jest jednoduchy, ale hodné idealisovany
— 3-hladinovy systém uz nelze takto spocitat

Roz

(=

ren

233
Iy

Zrusime limitaci daného mnozstvi energie (zrusime adiabatickou isolaci)

— Systém déame do kontaktu s teplotnim reservoirem o teploté T'

Zavedeni: Systém definujeme makrostavem s parametry

— NEPLATI, Ze mé kazdy stav stejnou pravdépodonost

— distribuci pravdépodobnosti se snazime spocitat
— predpoklad: systém + reservoir jsou uzavieny systém

= tam plati stejna pravdépodobnost obsazeni ruznych stavi

Pravdépodobnost, Ze se systém nachdzi v konkrétnim stavu j:

P = Qres (Etot - Ej)
/ Qtot (Etot)

kde: Qres (Brot — Ej) ... pocet stavii ponechanych reservoirem, Qo (Etot)... celkovy pocet stavi,
Ej ... energie zkoumaného stavu j, Fiot ... celkova energie pro systém + reservoir, ot ... celkovy
pocet stavii s uvedenou energii

—  Qsivyjadiime jako entropii S = kpIn) = Vyjde | P; = ePF e PE; | kde B = kB%, F' - voln4 energie

e nezdvisi na konkrétnim stavu — normalisacn{ faktor

Z = Z ePFi|= ¢ PP | stavovA suma = P; =
J

Stredni energie systému:

d OF
Ungijff%an ~ dF =—pdV —SdT = S=--%

< toto ale nen{ mistrovska funkce



Pokud kazdy z N atomt zna¢enych indexem i obsadi néjakou energetickou hladinu j
Z=2z122"23... ) . , . g .y
5 plati pro jakykoliv systém, kde energie jednotlivych ¢astic se scita
; — - 81 o v . . 7 . . ’ 7’
#i= Z ¢ ' a kazda castice mlze obsadit jakykoliv orbitalni stav,
J

BF=mZ=1 Tl n nezavisle na orbitalnim stavu ostatnich
- = 1n =1nz nzo ce

kde €;; energie i-tého atomu na hladiné j

Dvouhladinovy systém v kanonickém formalismu
Z=2N=(1+ e
F=-NkpTln(1+ e )

Pozndmka:  Pro 3-hladinovy systém prosté pribyde 1 ¢len

Methoda kanonického souboru

— ’ Kanonicky soubor: ‘ uzavieny systém s konstantnim V, N v kontaktu s reservoirem o teploté T’

Priklad: uzaviend ldhev na dné morském

Cil: Odvodit mistrovskou funkei ve tvaru F(T,V, N)

Postup:

1) Fixujeme T,V, N (zaddnim makrostavu)

2) Plati (T Q
F(T,V,N) = —kpTIn(Z(T,V, N))

3) Sestavime stavovou sumu

Erakrostay
Z(T’ V7 N) = Z exp <k;j—1t) = Z exp (76Emakrostav)

makrostav makrostav
“ ey . def. 1
4) Zavedeme znaceni i-ty makrostav =i, = ——
kT
5) Pravdépodobnost, Ze se systém naléza v makrostavu i:
e~ BE;
P,(T,V,N) =
(1,v,N) =
6) Vnitini energie U(T,V, N) = (E) stfedni hodnota enegie
0 1
U(T,V,N)=(F) = E; P(T,ZV,N)=——W[Z(T,V,N =
(LVN) = (B) = 30 B BALVN) =~ (2T VN 8=
7) Entropie
S=—kgy P(T,V,N) Wm[P(T,V,N)| =~ or
— B - i\t Vs i\t Vs - oT VN
Pozndmka: E je ndhodnd proménnd (hodnota energie - pravdépodobnost), reservoir energie fixuje pouze jeji

stfedni hodnotu (F)



STAVOVA SUMA

Stavova suma
Suma pres vSechny mikrostavy i ve tvaru

E;
7= Zexp <— kBT> , kde

kT = jest ,,thermalni energie”

| =

E; jest energie mikrostavu oznaceného indexem ¢

Vlastnosti stavové sumy:

e Stavova suma se vyskytuje jako normovaci faktor v kanonickém pravdépodobnostnim rozdéleni, kde
pravdépodobnost nalezeni mikrostavu ¢ jest:

exp (— ki’“T)

P, =
Z

o Stavova suma také souvisi s Helmholtzovou volnou energii vztahem,
F=—kgT.In(Z)

z néhoz odvozujeme mistrovskou funkci v F-formulaci v proménnych T, V, N

LAGRANGEOVY MULTIPLIKATORY

Cil:  Chci extremalisovat funkci o = o(x1, z2,...)

Za podminek: f(x1,22,...) =C
g(x1,22,...) =Cy

Pozndmka:  Pocet nezavislych proménnych = pocet stupnu volnosti — pocet VAZEB

}— VAZBY (svazuji nezavislé proménné)

Postup: Sestavime pomocnou funkci ®:
(1, 32,...) = 0(Z) = M(f(Z) — C1) = A2 (9(Z) — ()

=X1.0 =X2.0

0P . P x x

. 0 =z poloha extrému jako funkce x} =z} (A1, A2)

T

3‘1) 8@ N , * *

8—/\120 = B—M:f(z)—Cle = dosadime =z =z](Cy,A\2)

0P 0P

Py 0 = oy g(@)—Cy=0 = dosadime = 2z} =uz](Cy,Cs)

Oo*
0C2 ) ¢,

Vyznam (fysikdlni): A\ = (gg ) : Ao
1 Co



Priklad: Muz s pletivem (Lagrangeovy multiplikatory)

Zadani: Muz si koupil b = 40 m pletiva. Chce s nim obranic¢it pravothly pozemek (obdélnik ¢i ¢tverec)
o maximalni plose S.

Jaké jsou hrany obdélnika a resp. b7

v Reseni:

CHCL: |S=a-b ... maximélni]

PODMINKA (co zaplatil): | = 2(a +b) ... délka pletiva

K vypoctu pouzijeme metodu Lagrangovych multiplikatora

o Rozsifim funkci S (jiz maximalisuji) o podminku ~ —  Poté uz podminku nemusim hlidat

T — (0 090 0
o maximalisuji S = |VS(a,b)=0|, kdeV = (33:’ oy’ 8Z>

Zavedu si rozsifenou funkei S o Lagrangetiv multiplikdtor A

S(a,b;A) =a-b—A2(a+b) -]
s =0

Hleddm maximum S = musi platit, Ze ,1. derivace = 0”

g—S:b—%\:O — b=2\
.
a8 l
%za—Z)\: — a =2\ 20a+a)=1l = Il=4a = a:bzzzl()m
S
ﬁ:wzo = Obranidi ¢tverec o hrané 10 m.
vazba
DODATKY

Methoda grandkanonického souboru

— ’Grandkanonicky soubor:‘ systém s konstantnim V, v kontaktu s reservoirem o teploté T,
dochézi k vymeéné ¢astic

Priklad: dérava lahev na dné morském

Cil: Odvodit grandkanonicky potencidl ve tvaru ¢(T,V, u)




CO BUDE V PISEMCE?

1) Statistickd kostka

2) Kanonicky soubor

3) Prekvapeni

— Kanonicky soubor, mikrokanonicky soubor, kvantovy experiment (Maxwelltiv vyzafovaci zdkon)

1) STATISTICKA KOSTKA

Priklad: Statisticka kostka (Maximalisace entropie)

Zadani: Méjme 9 sténnou kostku: 1 sténa ... [ Ey=0 (s pravdépodobnosti P;)
4 stény ... [ Fi=¢ (s pravdépodobnostmi Py, Ps, Py, Ps)
4 stény ... i Ey =2 (s pravdépodobnostmi Ps, Pr, P, Py)
Pozndmka: Tato kostka je analogie vicehladinového systému s mikrostavy ¢;

Pozndmka 2:  Ey, Eq, F jsou energie hladin (poéty ok), pocet stén = degenerace hladiny

Ukoly: A) Naleznéte pravdépodobnostni rozdéleni, které maximalisuje entropii:
9
S=—kg Z P, In(P)
i=1
za predpokladu, Ze stfedni podet ok (energie) jest roven:
9
<E> = Z = P,‘ =U
i=1
B) Dale naleznéte S = S(U), identifikujle T' a nakreslete graf prubéhu S(U) a U(T)

v Reseni:

A) Znam ¢;,U; a chci P,

JAK NA TO:
e sténa kostky = mikrostav
e pocet ok = energie hladiny
e entropii S maximalisujeme pomoci Lagrangeovych multiplikatora

e uvédomime si vazby:

9 9
Z g; P, =U ...stfedni energie, Z P; = 1...soucet pravdépodobnosti je 1
i=1 =1



Sestavime si funkcional (pomocnou funkci) ®:

=0 =0
9 9
®(Pr, -, Po; A, A) = ( k:BZ P; In(P, ) ~\ (Z aiPi—U> —Xo (Z Pz-—1>
1=1 i=1
S ... maximalisujeme 1.vazba 2.vazba

Podminka maxima: | V®(...) =0

— & derivuji podle vsech proménnych

Vypocet derivaci a postupné dosazovani za A\; a A,

0® OP; 0ln(P;) B _ |podminka|
® o5 = o {ap In(P)) + P =55 | = [ei) =D =~k (1n(Pj)+1)—/\15j—A2 = [P =
Agj+ X+ k
= | P =P\, ) = exp (—W) _Pj(M\, A2) jako fee Mg, Ao
B
-] Z P,—1=0 ... podminka normalisace (zdroven 2. vazebni podminka)
8/\2

—  Dosadime do normalisa¢ni podminky odvozené P;(A1, A2) za P; — exp (,m)

kp

9 9
o® Agi + A+ kp Agi + Ao+ kp
O 2 e ( kp ; o ks

i=1

—  Rozdélim exponencidlu na ¢leny zavislé na ¢ a nezavislé na

exp (1> Zexp( A152>_1

normalisa¢ni faktor

stavova suma Z

A2 1 1 /\161 ‘
exp|—-——-1]= == = Z exp ...stavovd suma
kg Z?: _ A’clgi) Z(\1)

(parti¢ni fce)

Zkombinujeme vztahy:

Mgy + Ao + k A ! |
P, = exp <_1€J+k2+8> = e <_kz ~ 1) - _
B >

P — ex Mgt At kp — ex 7&71 oxc AR ox Mgy
j = eXp kp = €Xp kp p kg 72()\1) P ko

exp (_)\];;J)
= Pj:Pj()\l)zzi ... Pj(A\1) jako fce A\

Pozndmka:  Zde vidime, ze Z je normovaci faktor pravdépodobnosti.



... 1. vazebni podminka

Vypisi energie hladin (pocet ok) ¢; s prislusnymi degeneracemi (pocet stén) s pravdépodobnosti P;

e — =
O\

€ —

—

—

1 sténa ... .

4 stény ... [e]]]]
4 stény ... 0

Ey=0
E1:€
E2:2€

=

=

=

e1 =0 P;:
52263154:(55:1

Eg =€7 =€g =¢€9g =2

P
Py345=4P;
Ps.789 = 4F5

Ve

9
. Mg A 2\
Frkneme ¢; do Z(A\) = Z= ;:1 exp ( 1€ ) =1+4+4-exp (k:;) +4-exp <k:1)

kg

eU

9
Frkneme ¢;, P; do 1. vazebni podminky = U:ZEiPZ-:0-P1+4~1~P2—|—4-2-P6:4P2—|—8P6

=1

=

— Dosadim P;(\1) za P; do vzorce pro U a pocitdm As:

o)
Z(A1)

—
=

U=4P, + 8F; Pi(\) =

A 2\
Z =144 exp S +4 - exp il
kB kB

on(8) _tom (o) v (3) | 3
substituce x = exp T

B

o»(-)
U=4 +38 = )
= U +4U z 4+ 4Uz? = 4z + 822

Z Z 1+ 4exp (—2—;)+4exp (—%

_ 4z + 822
T 14 da + 422

(4U — 8) 2 + (4U — 4) z + U=0 ... kvadraticka rovnice

—— \‘b,_/ -
M -

Reseni kvadratické rovnice
Tvar kvadratické rovnice: ’ ar?+br+¢=0

Reseni:

< Diskriminant:

Vzorec pro vypocet koreniti:

pro D >0 ... rovnice ma 2 kofeny
R ~b+vVD  —b+ Vb2 —dac
pro D =0 ... rovnice ma 1 kofen 12 = 5 = 5
a a
pro D <0 ... rovnice nemé feseni na R

—(AU —4)+ /(AU =42 —4- (AU —=8)-U  4(1 —U) + VI6U? — 2- 404 + 16 — 1607 + 320L

2= 2. (4U —8) - 8(U —2)
1+1-U
o — ;:% v rozporu s vlastnostiexp(y) > 0
L AU EVIE _1£1-U 2(U - 2)
A UES U 1-1-U U
o =~ v
2(U—-2) 2U -4



4-2U0

U

= exp (2;) /hl

U
)\1 = —k‘B In (4 — 2U>

Nalezené \; dosadim do rovnice pro P; =

exp ()\161}?' )

Z(A1)
exp(0) 1
= P = - =
[51 0] — 1 7 7
2=1] — P—P—P—P—GXP%%m(&U)} oy
2= 2T T T = Z IAVES
exp 28k ()| 1/ U2
[56:2] — P6:P7:P8:P9: Z _Z 4_2U
Kontrola:
—  Soucet pravdépodobnosti musi byt 1:
11 U 1 U \* 1 U U2 (1+4z+42%) Z
cpde (Vs () =2 (144 4 - 21 v
Z+Z(42U>+Z(42U) Z( + 472U+ (42U)2) Z Z
Mnohem bolestivéjsi cesta k tomu samému vysledku:
1 1( U 1/ U \* 1 U U?
— 4+ 4= 4= =—(1+4 4 =
z "'z (4—2U> Tz (4—2U> Z ( LT (4—2U)2)
1 [(4-20)2 N 4U (4 —20) N 4U? 1 ((4-2U)*+4U(4 - 20) +4U%\ _
CZ\(4-20)2  (4-20)2  (4-2002) Z (4 —2U)2 B
_ 1 (42 —T6U+ 4B + 16U —8UT 4407\ 1 16 14
T Z (4 —2U)2  Z\16—-16U +4U2) Z(2-U)?2""
. Az + 812 Az + 822
<z 1ve . ;o . IR - 2. _ _ \
{f—> Vyjadiime si Z pomoci x a U (viz vyse): ‘\,Z,,,}jj{x,iilii"fj,,,,l,ﬂifl@jflﬁz 7777777 7 J
1 4 1 4 4z 4z

Ty ot 822 \\2 7 (2Z—4z—832)2
Z (s () 7 BE ST

4z

4z

(27 — 42 —822)2  (2(1 + 4 + 422) — 4o — 822)2

_ _ Az z _Z_,
(2487 + 822 —4dx —822)2  (2+4+4x)2  A(1+22)2  1+4ax+42®> Z
z

10



B) Hledam S(U)
VIM: S =—kp ZPi(U) In(P;(U)) ... dosadim pravdépodobnosti
S =—kg [Pl In(Py) +4- Py In(Py) +4- Py 1n(P6)} -

LTo(Ay LU (U N U N U
7z "\ 7z Zi—9oU "\ Z1-2U Z\1—2v) "\ z\1"2U

= 7]{;3

— Substituce: a= 2 U2U, (kdykoliv se néco opakuje, provadim substituci)
1 1 1 1 1 1
= —kp - In (Z) + = -da (ln <Z> —|—ln(a)> + = 4a® (ln <Z> +In (a2)> =
=21In(a)
SN\Z)\z "z )TNz T )| T\ z) T | T
———
=Z=1 —1In(2)
8a% + 4
— Rozepisi Z a nésledné dosadim za ¢ - = —kp {— In(4a® +4a +1) + ln(a)# =
U
U ? U U 8(4 2U) +45y
1(v4p) +alp +1

—  Rozepiseme a upravime si nepohodlné dlouhé ¢éleny separé:

. v .U 8U44UM4—20) )
| 8uy 2U)2+44 o 207 B 867 4+ 16U — 867 _ 16U _
Aoy Ay +1 B 4U2+4U§4Aj%?)j,<4*w)2 AU+ 6 - 802 + 16 — 64 402 16

' U? U _ AU 44U —2U) + (4 — 2U)* _ AU% 4+ 16U — 8U% 4 16 — 16U+ 4677
C(4-20)2 " 4—20 T (4—2U)2 B (4—2U)2 |

B 16 B 4 4 2V
16 —16U +4U2 U2 —-4U+4 (2-U)2 \2-U

— kpln (4 _U2U> U = kg [21n(2) —2In(2—U) —Un(U) +Un(22-U))| =

= kg [2 In(2) — 2In(2 — U) — Uln(U) + Un(2) + Uln(2 — U)}

S(U) = kp [(U +2)In(2) + (U — 2)In(2 — U) — U In(U)

Defini¢éni obor U € (0, 2), protoZe redlny logaritmus z nekladného ¢isla nedava smysl.

11



o Hledam T

Plati, ze T = Ug = <gg>v = 1_ <25>V ... tzv. studenost

T

1 as O[s((0+2)W@)+ (U -2)mE-U) - UnD))]

T U U -
olU+2]  9[U - 2] oln(2-U)] 0oU oln(U)]
=kg [ln(2) 50 + i ln(2—U)+(U—2)T— i n(U)-U 5| =
1 U U
=kp|In(2)+0+In(2-U)—-0+ (U -2 (-1)—In(U) — }:kB{IHQ)—ln — }
2-U —— 2-U
=1 =1 ln(%)
1 U . 1 _ 1
= T kB{ln<4_2U)}/\1 (...viz. vySe) = A1 T & Tf)\1
o Vykresleni grafa U(T) a S(U)
— Maximum funkce S(U) jest v bodé, kde se jeji derivace rovna nule, tedy:
95 _y_1
ou T
1 U U U
OkB{ln(Zl_zU)} = ln<4_2U>0 = 4—2U71

U=4-20 = 3U=4 = |U=

— Dale se podivame na pifpad U — 0T, ktery dosadime do vzorce pro S(U)

lim kp [(U+2) n(2)+(U - 2)In (2 - U) —MU)*]O: kp2ln(2)—21n(2)] =0 = [S(0)=0
U—0+ — —_——  ——

—2 ——2 —2
— A koneé¢né limita pro U — 2~ pro S(U)

0
lim kp [(U +2)In(2) +(U —

— - Ul = 41n(2) — 21In(2)] = | 2kp In(2
Jim U) = Uln(U)] = kp[d1n(2) — 2n(2)] = [2k51n(2)|
41n(2) 21n(2)

Graf U(T)
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Priklad: Jina statistickad kostka (Maximalisace entropie)

Zadani: Méjme 6 sténnou hraci kostku. 2 stény této kostky jsou oznaceny stejné — na kazdé z nich je
jedno oko (kulaty bod). Pocet ok na kazdé ze zbyvajicich stén jest 2.

Nékdo s touto kostkou hézel a zjistil, ze stredni pocet ok pri 1 hodu jest roven E.

Ukoly: A) Naleznéte rozdéleni pravdépodobnosti vysledku jednotlivého hodu kostkou, které md ma-

ximalni entropii
S=—kp Y  Poln(Pn)

stény
kde P, jsou pravdépodobnosti, ze prfi jednotlivém hodu padne urcitd sténa kostky
(o ,indexuje” stény).

(Népovéda: hledané pravdépodobnosti zaviseji pouze na E)

B) Pro nalezené rozdéleni zapiste S = S(E), oznacte
1_ds
T dE

C) Vyjédiete E = E(7) a nacrtnéte tuto zévislost.

Jaky systém lze representovat takovou kostkou? (Interpretujte pomoci energetickych
hladin a degeneraci)

v Redeni:
A) Nejprve si prepisi zaddni pomoci energetickych hladin:

Mame 6 sténnou kostku: 2 stény ... 0 Fi=e=1 (s pravdépodobnostmi Py, Ps)

dsteny ... M E,=2:=2 (s pravdépodobnostmi P3, Py, Ps, Ps)

— Uvédomime si vazby:

— Sestavime Lagrangeovu funkci:

6 6
O(Pr, -+, Po; My A2) = S(Py) — M <Z €aPo — E) - X2 (Z P, — 1)
a=1 a=1

®(Py, -, Ps; A1, \o) ——k:BZ P, In(P, (ZEQP E> - X (ZPQ—1>

a=1

s @ md extrém v bodé, kde V& = 0, derivujeme tedy postupné dle P,, A\ a Ay

00 o0 o0
opP, oy )51

=0
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0P 0|—kpP,In(P,) — A\ (P — E) — Ao (P, — 1 1
9 aPa: [ B n( ) 1(8Pa ) 2( )]:_kBln(Pa)_kBPa/%_)\lga_)\z:0

0= 7]433 ln(Pa) — kB — /\15a — /\2

kpIn(Py) = —kp — Mca — Ao / kg
Al€a A2
n(P,) = —1— 22
n(F,) el

Dosadime do normalisa¢ni podminky P, za P, — e ‘e *B e *»

Alea A2 Aea A2

6 6
E e le FB e Fr—1=0 = E e le FB e Fm =1
a=1 a=1

Rozdélim exponencialy na ¢leny zavislé na « a na nezavislé na a:

6
= Z(M\1)
normovaci =1
faktor -
Z (A1)
A€Ea
e *B
Dosadime tento vztah do pravdépodobnosti P,(A1, A2) abychom se zbavili As : | Py(A\1) = Z0u) @
1
~ ~ 6 _Mea
Odvodili jsme zéroven i parti¢ni funkei Z(A): Z(M\) = Z e *mb
a=1
L

() 37/\1 = ;gaPa —E=0 ...1. vazebni podminka
Vypiseme si opét energetické hladiny a energie mikrostavi:
€o i — 2stény...-- Ei=ec=1 = g1 =¢e9=1 P,: Pp=2P

— 4stény...---- Ey=2=2 = eg3=g4=6€5=¢66=2 P3a56=4P3

5 _2 _2M
Dosadime ¢, do Z: = Z(M\)=2e¢ F5 +4e 5 @
6
Dosadime ¢4, Py do 1. vazebni podminky: = E=Y eqPo=12P +2 4Py = 2P, +8P; (3)
a=1

14



Dosadim P, (A1) za P, do vzorce pro E a po¢itdm A;:

_Miey

e kB ST _2q
E=2P1—|—8P3 = Pa(/\l): = Z(Al)ZQQ kB +4e FB
® o ®
_21 20 bstit 9 Az
EEST _2 2e k 8 k substituce 2 8
E()\l): 2¢ 8 + 8¢ *B = © j—'_ © 2i = | = Tt x2:x—|— 1‘2
Z (M) Se FE 4 4o Fr |T=¢€ B 2z +4x z+ 2z

Kvadratické rovnica:

42
X _P=0 = o442’ —FEr—2E=0 = (1-2B)2’+(1—E)z+0 =0

D=0 —dac=(1—-E?-4.0 = VD=(1-E)

© — ®... v rozporu s vlastnostiexp(y) > 0
~b+vVD (E-1)+(1-E)

IR L

Resubstituujeme za = a vypocitame Aq:

E-1 _  x_E-1 _ AN_ (BE-1\ _ | e
= B —= — = 1N = — n
Y ¢ 1_2E kp 1_2E ! B\ 1 9E

Dosadime Ay do P,(\1) ... @
e E—1
e B
P,(\) = — = A= —kpl
() Z0 Bn<42E>
B & (2 Ry
1= 1= 7 ~z\1-2E
eXPPﬁ%ln@%E)] 1 (E-1)
[es=2] — Py=P=P=F= 7 ~Z\1-2E

POZOR! Hledané pravdépodobnosti maji zaviset pouze na F, tedy potiebujeme se zbaviti Z

1 < E—-1 ) 1 (@) 1 1 1 1 1 1 1 2—F
—_ = xT) = = - = - = - = frd e
Z \4—-2F 2 422 244 2 E—1 2 E—1 2 2-FE+kE-1 2 2
SR e 1‘*‘2(47215) L+ (ﬁ) 2-F
1/ E-1\° 1 (%) 1 11 1 1 1 1 E—1
— = x = = — = — = — =
Z \4-2E 2 + 4x2 244 2142 2(472E)+2 2 A—2E126-2 4
x T E—1 E—1
Reseni: Kontrola:
=1 — P =P—1- g —  Soucet pravdépodobnosti musi byt 1:
2—F E-1
E_1 2P, +4P; =2 +4. =2-F+F—-1=1
[es=2] — P3:P4:P5:P6:74 2 4 %

15



B) Hledam S(E)

6

VIM: S = —kp Z Po(E) In(Py(E))

. dosadim pravdépodobnosti a zbavim se sumy

o )
S D REC)
= ~kp |2~ B)n(2 = B) = (2~ E)ln(2) + (B~ )n(E 1)~ (B~ 1)In(4)] =
kB[Z E)In(2— E)+ (E—1)In(E —1) — 21nf2) + Eln(2) — EQTITE(QQ))—kM}:

S=—kg {(2—E)1n(2—E)+(E—1)1n(E—1)—E1n(2)
—  S(E) je definovdna pro E >1NE <2 = FEec(1,2)
Derivovani % = g}g
45 d [—kB ((2 —E)ln(2—E)+ (E—1)In(E - 1) —Eln(2)>]
r dE dE
1 1
= —kp [(—1)111(2 —B)+ (2= B)gmp(-) + (B~ 1)+ (B~ 1) 5 - ln(Q)} =
=—kp [-In2-F)—-1+In(E—-1)+1—-1n(2)] = —kp In (4E__22) =\

C) Vyjadieni E(7)

1 E-1 E-1
B=__— ] -8 = E—-1=4-2E)e?
P= "t n<4—2E> 1_2E ( Je
4e P +1
E—-1=4ef-2Fe’ = 4de’+1=E(1+2e") = _e *
2e P +1
de ™7 41
E(r) = ————
2e kBT 41
¢ Interpretace:
Kostka modeluje dvouhladinovy systém, kde degenerace a energie hladin jsou:
I g =4, B =2
EI:I go = 2, EO =1
o Vykresleni grafu E(r)
1
4e FB7 4+ 1 _4-0+1
lim+E(T): lim, e mt =3 0+1:
0 o0t g e T 41 O Zéroven ale vime, ze E(7) € (1,2)
. .4 efﬁ +1 . . .
lim E(r) = lim ———— — 4 1 jest hraniéni bod intervalu, — € (1,2)
T—=0— T—=07 Qe kBT +1
b B po AT 41 4415 ,
Lo (1) = L e T +1 ~511 3 Problém pro: 7 — 0—, kde E(7) — 400 ¢ (1,2)
1 = Urcita oblast pro 7 < 0 nebude definovana
) de o7 +1 441 5
lim E(r) = lim =-
T——00 T==00 9 07 RBT+1 241 3
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Graf E(T)

£(7)
_—J 2

3
1
0 N
STATISTICKA KOSTKA: Shrnuti poetniho postupu
0) PrepiSeme si n-sténnou kostku do tvaru energetickych hladin ., n7 -, e
1) Uvédomime si vazby v prikladu, zpravidla jimi jsou:
Z eaPy=F ... definice stredni energie Castic pro stény «
Z P,=1 ... normalisa¢ni podminka pravdépodobnosti P € (0,1)
(03
2) Sestavime si Lagrangeovu funkci @ -0 —o
n n n
O (Pr,--, Poi AiyAg) = (—kB > p, 1n<Pa)> = <Z €a Po— U) —X2 (Z Po — 1)
a=1 a=1 a=1
S ... maximalisujeme 1.vazba 2.vazba
3) Hleddme extrém ® = V& =0, derivujeme tedy dle vSech proménnych a pokldddme rovno 0:
0e 0 0P 0e 0
orP, Mg o\
Pozndmka: P, jest jedna obecnd vybrand pravdépodobnost z P,, abychom si mohli odpustit sumy
- ® fedpi () o)
4) 7 derivace 5P — 0 dostaneme predpis pro P,(A1, A2) = elt1) glr2
0P < o . . :
5) — = Z P,—1=0 ... normalisacni podminka (vzdy vyjde takto)
a>\2 a=1
6) Dosadime P, (A1, \2) z bodu 4) do normalisa¢ni podminky 5) misto P,
7) Rozdélim exponencidly na ¢leny zavislé na « a na nezavislé na a:
2 300 Z1 o ) o 1
normovaci a=1 Z()\l)
faktor -
Z (A1)
e(Al)
8) Dosadime 7) do 4), abychom se zbavili zdvislosti na Ao — | Pa(A\1) = Z00) @
1
0 ) ) . :
9) — = Z eaPo—FE =0 ... 1. vazebni podminka (vzdy vyjde takto)
O\ —=
10) Vypiseme si opét energetické hladiny a orbitalni mikrostavy, kde provedeme trik Ze energie orbitdlnich
mikrostavi €, jsou rovny podétu ok, tedy {0,1,...} a zdroven sefteme Cetnost provdépodobnosti z
opakovani stén P,
11) Dosadime e, do Z — | Z(\1) @ a dosadime e, P, do 1. vazebni podminky — | E(P,) @
12) Dosadim Z()\l)@ do P,(A1) @ a to dosadim za P, do vzorce pro E @ a poc¢itdm A, provedeme
substituci a poc¢itame kvadratickou rovnici, odsud dostaneme nakonec Ay
13) Dosadime \; do P,(A1) (1)

17



2) KANONICKY SOUBOR

Priklad: Spiny v magnetickém poli

Zadani: Primét spinu uréitého atomu na osu 2 (ozn. S*) muZe nabyvat hodnot —%, —|—%. Systém
slozeny z N takovychto atomu, které navzijem mneinteraguji a jsou rozlisitelné jest
umistén v homogennim konstantnim magnetickém poli B || 2.
Okolni prostiedi udrzuje systém pii konstantni teploté T'.
Ukoly: A) Pro jeden vybrany atom urcete pravdépodobnosti toho, Ze priumét jeho spinu na osu 2
nabyva hodnot f%, +%.
B) Daéle vypoctéte stavovou sumu celého systému Z(T, N) a jeho tepelnou kapacitu (pfi
konstatnim V) ¢ (7T, N)
Ndpovéda:  Enerie systému (pfi danych S?) jest:
N
H=-pBY S
i=1
v Reseni:

A) Systém je udrzovany pti konstantni teploté, tedy efektivné mame systém v reservoiru s teplotou 7', tedy

pocitdme skrze kanonicky formalismus.

Stavova suma pro 1 atom (N = 1):

§7=—3 8zi=+3%
uB
Z1 = 2cosh
Lo (2k3T>
~ . o  wio . o ~ . —BE;
Pravdépodobnosti priamétia spind na osu 2 ( ze vzorecku Pi(T,V,N) = <+ )
( 1) e—ﬁ(_ﬂBSi) e—% uB 1 1 1
P - A = == T T = T T = =
2 Z ezBuB + e—2PuB ez2BuB o38uB +1 ebuB 4 1 exp (li;%) 1
( 1) e B(—nBST) e3BuB 1 1 1
P +7 = = 1 T = T T = — =
2 Zl eiﬁﬂB + e*ﬁﬁ#B e*gﬁﬂB efgﬁp‘B +1 e—BuB +1 exp (—kf;%) 1

B) Stavova suma pro N atomii:

Zy =7

2eo (5)]”
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Vnitfni energie pro N atomu:

__ 0 __9 Hop\V] - N9 0 _
U= 52y = aﬁln{Qcosh(QﬂB) ]_ NaﬁlnPcosh(QBB)}—
_ 1 cosinh (“8B) - Lp| = —n 1B Fsp) = N HB nB
N [QCosh(’;ﬂB) 2bmh(253) Bl =-NE tanh<2ﬁB)_ NE tanh<2k3T>

Tepelné kapacita c,, (T, N)

ou uB 0 uB uB 1 uB
v or )y y 2 0T 2kgT 2 osh2 (2]2&]133T) 2kpT?

_ Nkg ( 1B )2_ Nkp ( uB )2_
- - M 123 2 -
cosh? (255T> 2ksT [e"p(%)?p(*ﬁ)] 2kpT
= Nkg ( nB )2 ! -
kT B 5 \]?
e (k) +ex0 (=7 )|
kT B 2 B B
€xp (QII:BT) + 2exp (2531“) €xp ( 2k T) +exp (*QZBT)
=1
B
Nk ( 1B )2 : exp (— )
fr— B pr—
kT B B
B exp (,ZB—T) + exp (—k‘;—T) +2 exp (—ﬁ)

Limita vysokych teplot —1
B
By o (%) B\*> P <15T> 1
lim Nkg (- 2/ = Nkp lim (& b S =Nk (0-=)=0
T—o0 kT uB T—oo \ kT ,U/B 4
(1+eXP <_szT)) ~——— (1+exp| -0
—0 kBT
—22
Limita nizkych teplot —0
1B exponencidlni
B\?2 exp (fkf‘%) B \?2 p <_k T) pokles je
lim Nkp (= 5 — Nkp lim |+ b > =0 | rychlejs nez
T—0+ kT uB T—oo \ kT [l,B s,
(1 + exp (—kB—T>> - (1 + exp <_ )) polynomialni
—+o0 kBT st
—1
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B M&a( {F) % <4€ _Eﬁkﬂ)

VIl Y \.«aévoL—,;’tf,\ ‘-Cpfu‘[*

!p;, g 4
'LIM ¢ = ,ﬁ{.«h N/ttp, (Q-tfa\r)

T> 06 cesh (uf;r
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Priklad: Jednodimenzionalni polymer

Zadani:

Jednodimenzionalni polymerni fetizek vznikly spojenim N podlouhlych monomert je ponotfen
do kapaliny o teploté T'. Kazdy jednotlivy monomer nezavisle na ostatnich se mtze nachazet
v jednom ze dvou stavu: (i) stav v némz mé délku lp = 2a a energii g9 = 0, (ii) stav v némz
ma délku [; = a a energii €; = €.

Pro jeden urc¢ity monomer naleznéte pomér pravdépodobnosti, ze se vyskytuje v jednotli-
vych stavech. Déle vypoététe stavovou sumu polymeru Zy (T'), stfedni délku polymeru (L) =
L(T,N) (nacrtnéte v zdvislosti na T ), varianci délky polymeru (L?) a entropii polymeru
S=S(N,T).

Ukoly:

A)

Ndpoveda:

Priklad:

Zadani:

2. Klasicky idedlni plyn

Jednoatomovy klasicky idedln{ plyn (t.j. N klasickych neinteragujicich éastic, kazdd o hmot-
nosti m ) je uzavien v niddobé o objemu V. Nadoba je v kontaktu s tepelnym rezervodrem
o teploté T'. Vypocététe stavovou sumu plynu Zy (7T, V), Helmholtzovu volnou energii plynu
F(T,V,N), stfedni energii plynu U(T,V,N) a tlak plynu P(T,V,N). Pfipomindm, Ze pro

a > 0 plati
+
/ N dl’eiam2 = E
o a

Ukoly:

A)

Napovéda:
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Priklad:

Zadani:

3. Spinovy fetizek

Jednodimenzionalni fetizek slozeny z IV neinteragujicich spini je umistén v prostiedi o teploté
T a konstantnim magnetickém poli. Kazdy jednotlivy spin nezavisle na ostatnich se mtze
nachdzet v jednom ze dvou stavi: bud’ je ve stavu s energii h, nebo ve stavu s energii - h (
h je kladnéd konstanta imérnd intenzité magnetického pole). Pro jeden uréity spin naleznéte
pomér pravdépodobnosti jeho vyskytu v jednotlivych stavech, vypoctéte stavovou sumu celého
systému Zy (T), stiedni energii fetizku U (T, N) (nakrelste v zavislosti na T' ) a entropii fetizku
S = S(N,T). Dale urcete stfedni pocet spint s energii h (ozn. N4 (T) ) a stfedni pocet spini
s energii h (ozn. N_(T) ) (tyto dvé veli¢iny vykreslete v zavislosti na T' ).

Ukoly:

A)

Napoveéda:

Priklad:

Zadani:

2. Kvantové oscilatory

Systém dvou neinteragujicich rozlisitelnych kvantové-mechanickych linedrnich harmonickych
oscildtort je v kontaktu s tepelnou ldzni o teploté T. Oznaéme w; (wq) frekvenci prvniho
(druhého) oscilatoru ( wi,ws jsou kladné konstanty). Vypoctéte A) stavovou sumu systému
Z(T,2), B) pravdépodobnost p11(T), Ze se oba oscildtory zdroveti nachdzeji v 1 . excitovaném
stavu, C) volnou energii systému F(T,2) a stfedni energii systému E(T,2).

Ukoly:

A)

Ndpoveda:
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Priklad:

Zadani: 2. Dvoustavové atomy

Uvazme adiabaticky izolovany systém obsahujici N rozliSitelnych ,atoma“, N > 1. Kazdy
atom se muZe nachdzet v jednom ze dvou stavi. Energie téchto stavi jsou Ey = 0 J (zdkladn{
stav), By = e (excitovany stav). Oznac¢me Ny (N71) pocet atomt v zdkladnim (excitovaném)
stavu, F celkovou energii systému. Vypoététe A) entropii systému S = S(E, N), B) teplotu
systému T'= T(E,N) a E = E(T,N), diskutujte limity T — 0,7 — oo, C) pomér pocti

atomu v jednotlivych stavech v zavislosti na teploté, tj. % = x;gg

Ukoly: A)

Ndapovéda:
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3) PREKVAPENI

Planckuav vyzarovaci zakon

Priklad: Plancktuv vyzarovaci zdkon
Zadani: Odvodte Planckuv vyzarovaci zakon
Ukoly: A) Odvodte u(T,w) dw = (E) v intervalu frekvenci (w,w + Aw) na jednotku V
B) Odvodte U(T,V)
v Reseni:

Meéjme absolutné cerné téleso o teploté 7.

Uvnit¥ ného jest krychlovd dutina se stranou délky L (tedy V = L?),
do niz téleso vyzaruje.
Kvantovy linearni harmonicky oscildtor (QLHO)
E, = hw =
(n + 2)
Stavova suma pro QLHO
[e%) %) 1 pne o o he [e%) .
Z1 :Zexp(—BEn)zz:eXp(—ﬂhw(n—l—2)) = e = Z e~ Phwn _ =55 Z(e AR ) =
n=0 n=0 n=0 n=0
Bhw
soucet geometrické fady| Bhe 1 e” "z
- s = 1”’770(1 = e 1 — e Bhw 1 — e Bhw
Stiredni energie pro QLHO
0 0 hw hw 0
EY=——I(Z)=—-(-f—-In(1—eP™)) == 4 —In(1— e P fodni Dok
< > 86 Il( 1) 8ﬁ< 5 2 Il( € )> 2 +85 Il( € ) strcis;riocct
hw 1 hw  hwe P 1 1 1
=4 (—e P (hw)=— — = hw|—— =) =|hw | =
2 T e (0T () = T <eﬁwa—1+2) <2+<">>
4
nulové
kmity
Stiredni pocet kvant
1
) =~
Dutinu chapeme jako pravouhlou mekonecnou potencidlovou jamu délky L,
necht méa vlnéni vlnové cislo k, ze Schrodingerovy rovnice plyne pro stojaté
vinéni: 5
T
2L =\ k=—
n, 3
Délka dutiny L musi byt celo¢iselnym nasobkem vlnové délky pro stojaté vinéni. 57
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Budeme pocitat v prostoru frekvenci w, tedy chceme si vyjadrit zavislost 1
A= A(w) ny

H

N

3
Sy

w
Dale vime, ze: w=271f = f=— = -—=—
27 f w

2 2
£_ore = dosadime do 2L =XAn = 2L = ﬂn = w= En
f w w L

mc_, TC 2 5 9 ]
wffnff ng +ny +ng

Plati, ze ve 3D 7 se dd rozlozit do slozek ng,ny,,n. € N, tedy jsme omezeni pouze na 1. oktant.

Kombinace ng,ny, n, a polarisace ndm davd méd N, v zavislosti na w mame N (w)

1 4
N (w) = (zptsoby polarisace) - (1. oktant) - (objem koule) = 2 - 3 gﬁn3 = %
_wlb

Dosadime za n ze inversi vztahu pro w: n =
T

T (wL\® w3V W3V
= (=) =[3=V] =" =2
N(w) 3 ( e > [ ) 3m3¢3  3mw2e3
Pocet médit N pro interval (w,w 4+ Aw) znac¢ime Z a definujeme

dNv 3wV WV

dw 3r2e3 w23

P (w) dw

I
=
£

= Yw)=

A) Spektralni hustota vyzarovani u(T,w)

Intensita zareni v celé dutiné V'

Ny

w2V 1 hw? 1

hw3

E(w)dw:<E>(w)~@(w)dw=hw(g+<n>> .Wch"dw:eﬁTi‘/dw:
knT

— 1 72¢3 exp(hiw)f]_ﬂ-QCS

V dw

kde neuvazujeme prispévek nulovych kmith ke stfedni energii QLHO

A pokud chceme odvodit spektralni hustotu vyzarovani na jednotku objemu:

uw(T,w) = = dw
exp (%) —1 m3c?

E(w) dw w3 h
14

B) Vyzarena energie U(T,V)

o e w3 h \%4 ©  hw?

3
3 T

wo = 3%3 4 ee} 3 4 4
B3R3 | _ v (1 / T e — kp v
4 dz w23 \ Bh 0 e
w=—

Bh _xt

Bhw = x
Bhdw = dz

2k},
15 c3h3

UuT,v)= VT =aVT! ... Stefan-Boltzmantv zdkon
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Dodatky k predeslému prikladu

Pokud bychom chtéli odvodit Planckuv vyzafovaci zdkon v prostoru vinovych délek A, vychazeli bychom ze

vztahu: 5 d 5 5 s
e w e e
vESD D o T e T e dh k= on

A dosadime do vzorce pro E(w) dw, POZOR, dosazujeme v absolutnich hodnotéch (ignorujeme minusy):

1 hjw]3 1 hlw]? 1 hlw]?
ENd\= ——r— —— = = V[d
WA= G e V= g (a1 2wa T e iy -1 2w U
B[ 2z€13 .
E(\)d\ = - ! - R[Jr;/]{ v [2;0 d)\] = —87;‘;]” % dX = —Sﬁth‘ % A
o (G )1 o () 717 )
Spektralni hustota vyzarovani u(T, \)
(T, \) = E()‘\; dx Sth % QA
exp ()\k;T> -1

Normal dice: - - ! m ﬁ E
Extended version: E E @ .
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