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LUBOS PICK

6. CISELNE RADY
6.1. Zakladni pojmy.

Definice. Necht {a,}°, je posloupnost. Pro m € N polozme s, = Y /" | ap. Rekneme,
ze fada ) .7 | a, konverguje (je konvergentni), je-li lim,, ;o0 Sp, vlastni. Rekneme, Ze
fada ) 7, a, diverguje (je divergentni), jestlize lim,, o $p, neexistuje nebo je nevlastni.
Pro jemngjsi rozligeni budeme nékdy ifikat, ze fada Y .-, a, diverguje k oo, respektive
diverguje k —oo, jestlize lim s,,, = o0, respektive lim s,, = —o0. Cislo an,n € N, je n-tym
¢lenem rady > 7 | ap a €islo sy, m € N, je jejim m-tym ¢aste¢nym souctem.

Rada Y no an je jakozto matematicky objekt totozna s posloupnosti {ay}52 ;. Pokud tedy
hovofime o fadé a ne o posloupnosti, fikAme tim, Ze nas zajimaji otdzky souvisejici s piislusnou
posloupnosti ¢asteénych soucti.

Soucet fady ) 7, a, je limita posloupnosti {s,,}, pokud tato limita existuje. Soucet
fady budeme znacit symbolem » >, a,. Symbol > >, a, znaci tedy jednak Ffadu, jednak
soucet Fady, pokud tento soudet existuje. Symbol >~ | a,, miZeme pouzit k oznaceni prvku z
mnoziny R* aZ po ovéreni, Ze pfislusné fada mé soucet. Potom uvedené dvojznacnost neptisobi
zadné potize.

Poznamka. Podle chovani posloupnosti ¢asteénych souctt {s,,} fady > -7 | a, miZeme pro-
vést toto rozliSeni:
vlastni, pak jde o konvergentni fadu,

existuje

. .. 0o, pak fada diverguje k oo,
lim sy, nevlastni a je rovna

—o00, pak rada diverguje k —oo,
neexistuje, pak fada diverguje a nemé soucet.

Poznamka. Pojem nekonecné fady je mozné zobecnit v podobném smyslu, jako jsme to
provedli pro posloupnosti. Necht k € Z a {a,} 2, je posloupnost realnych ¢isel (ve smyslu
rozsifené¢ definice). Potom symbol Y 7 a, oznacuje fadu, kde s¢itaci index probiha mno-
zinu Z N [k, c0). Existuje-li limita posloupnosti {sm}fnozvk, kde s, = Z;n:k a;, pak tuto limitu
nazyvame soué¢tem Fady a zna¢ime ji opét > -, an. Rekneme, ze fada >, a, je konver-
gentni, je-li jejim sou¢tem realné ¢islo. Rekneme, Ze fada ), a, je divergentni, jestlize
lim,,, o0 Sy neexistuje nebo je nevlastni. Pro jednoduchost se az na drobné vyjimky omezime
na fady tvaru > - ;| a,. Pipadna zobecnéni vysledki pro fady tvaru -2, a, jsou pfimocara.
Piiklad. Dokazte, ze fada > - ,(—1)" je divergentni.

n=1

ReZeni. Pro n € N oznacme s, = S 7_,(—1)*. Potom plati:

—1 pro n liché,
Sp =
0 pro n sudé.
1
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Odtud plyne, Ze lim s,, neexistuje. Rada 3°°°  (—=1)" tedy diverguje.

Definice. Necht ¢ € R. Potom fadu )7 , ¢" nazyvame geometrickou fadou a ¢islo ¢ jejim
kvocientem.

Priklad. Necht ¢ € R. Dokazte, Ze
(a) Tada )7 ¢" konverguje pravé tehdy, kdyz |¢| < 1,
(b) pokud |g| < 1, potom 3 7°;¢" = .

ReSeni. (a) Pro n € NU {0} ozna¢me s, = >_y_, ¢*. Potom dostavime

_n+1
B {11qq pro ¢ € R\ {1},
Sn =

n+1 prog=1.

Pripad ¢ > 1. Potom z vySe uvedeného vyplyva, ze lim s,, = co. Nase fada tedy diverguje.

Pripad |q| < 1. Potom plati lim s,, = flqv a tedy nage fada konverguje.

Pripad ¢ = —1. Rada diverguje podle predchézejiciho prikladu.

Pripad g < —1. Plati lim s9,, = 00 a lim s9,—1 = —00, a tedy lim s, neexistuje. Proto fada
diverguje.

(b) Plyne z pfedchoziho.

Piiklad. Dokazte, ze > 2

1 —
n=1 n(n+1) — L.

Reseni. Plati

[e.e] o0
1 1 1 1
S i =2 ()~ (- ) -
k(k+1) ko k+1 m—00 m+1
k=1 k=1

Poznamka (soucet versus konvergence). Vsimnéme si rozdilu mezi alohou vyjadiit hodnotu
sou¢tu dané fady (pokud existuje) pomoci znamych konstant a tlohou rozhodnout, zda dana
fada konverguje ¢i diverguje. Reseni prvni tlohy dava vysledek i pro druhou. Uréit soucet dané
fady miize byt vSak velmi obt{Zzné az nefesitelné. Pokud vSak ukdZeme, Ze je fada konvergentni,
miizeme jeji soucet alesponn pfiblizit pomoci hodnot ¢asteénych soucti.

Poznamka (zména konecného po¢tu ¢lent fady). Pro nekonecné fady nema zména kone¢né
mnoha ¢lent fady vliv na konvergenci ¢i divergenci fady ¢i na existenci jejiho souctu. Piesnéji,
mame-li dvé fady > 2 an a Y- by, pro néz existuje n; € N takové, Ze a,, = by, pro kazdée
n € N, n > ny, pak > >, a, konverguje (respektive mé soucet) pravé tehdy, kdyz Y 7, by,
konverguje (respektive ma soucet).
Pro dikaz predchoziho tvrzeni ozna¢me n-ty ¢asteény soucet fady » - | an jako s, a n-ty
¢astecny soucet Fady > o2 | by jako ty. Pro kazdé n € N,n > ny, plati
ny—1 ny—1
-2 s LTS SITE SN
k=n1 k=n1 k=1
neboli s, = t,,+¢, kde c = > 1 La —221:_11 b € R. Ma-li tedy fada )7 | a,, soufet A € R,
pak lims, = A, a tedy limt¢, = A — c. Vyraz A — ¢ je definovan, nebot ¢ € R. Pokud je fada
Yoo an konvergentm pak A € R, a tedy také A — ¢ € R, takze >0 1 by je konvergentni.

Tim je dokdzéna jedna implikace. Opa¢nou lze dokazat obdobné.
Zménou kone¢né mnoha ¢lenu fady vSak muzeme samoziejmé zménit hodnotu souctu fady.
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Nyni uvedeme jednoduchou nutnou podminku konvergence fady.

Véta 6.1 (nutna podminka konvergence fady). Nechl Fada ) o> | ar konverguje. Potom lim a,, =
0.

Diikaz. Polozme sg = 0 a pro n € N ozna¢me s, = Zzzl ar. Potom a, = s, — s,_1 pro
kazdé n € N. Podle pfedpokladu véty existuje vlastni lim s,. Ziejmé existuje také lim s, a
plati lims,_; = lims,. Podle véty o aritmetice limit tedy plati lima, = lim(s, — sp—1) =
lim s, —lims,_1 = 0. ]

Poznamka. V nékterych piripadech lze pouzit Vétu 6.1 k odvozeni divergence fady. Jestlize je
{a,} posloupnost a neplati lim a,, = 0, pak je fada >_°>° | a,, divergentni. Napiiklad lim(—1)"

n=1
neexistuje, a tedy fada > .~ (—1)" diverguje.

Priklad. Dokazte, ze Y 7| =~ = oc.

1
n
Reseni. Posloupnost ¢astecnych soucti {s,} fady Yoy % je zFejmé rostouci. Tedy existuje
lim s,,, kterou ozna¢ime symbolem A. Navic plati A = sup{s,;n € N}, a tedy A > s; > 0.
Zvolme ng € N. Polozme n = ng + 1 a m = 2ng. Pro kazdé k € N, k < 2ng, plati % > L

2ng
TudiZ mame

m 2ng
1 1 1
- > L=
DT 2 REMge =3
k=n k=no+1

Proe = % jsme tedy odvodili

VnOENEIm,nEN,mZnZnO:‘sm—sn > €.

Posloupnost ¢astecnych souc¢tt fady » -7, % tedy nespliiuje BC podminku, a proto diverguje.
Plati tedy A ¢ R. Protoze A > 0, plati A = oc.

Definice. Radu 2?21% nazyvame harmonickou radou. Néazev fady vychazi z faktu, Ze

kazdy ¢len fady kromé prvniho je harmonickym primérem svych sousednich ¢lenti.

Poznamka. Harmonickéd fada ukazuje, Zze opac¢na implikace v tvrzeni Véty 6.1 neplati. Plati
totiz lim 2 = 0, ale fada > o2, 1 diverguje.
Véta 6.2 (fady a aritmetické operace). Necht fady > o7 1 an a Yo by maji soucet.

(a) Necht o € R a vyraz ay .~ ay je definovdn. Potom md faday > | cay soucet a plati

Doy g = QY7 .
(b) Necht je vjraz > o2y an + > ooy by definovdn. Potom md Fada Y o> | (an + by) soudet

a plati 330° 1 (an +bp) = 3207 an + 3257 b
konec 1. prednasky (18.2.2025)

Diikaz. Pro m € N oznatme sp, = Y 0" ap &ty = » " by.
(a) Pouzitim véty o aritmetice limit obdrzime existenci limity Casteénych soucti fady
Y02 | aay, a rovnost
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(b) Obdobné obdrzime existenci souc¢tu fady Y .- | (an + by) a vztah

o m

Do) = Jip, 3 fan o) = Jig ot

0o 0o
= i s+l =D an+ Db
n=1 n=

Disledek. Necht jsou fady Y ,°  an a Y. ," b, konvergentni a a € R. Potom plati:

(a) Y07, aan konverguje a Y 7 can =y o0 ap,
(b) Doty (an + by) konverguje a 307 (an +bp) = 307 an + D07 b

Véta 6.3 (konvergentni a divergentni fada). Necht > > | an je konvergentni fada a Y.~ by,
je divergentni Fada. Potom je fada Y o (an + by) divergentni.

Diikaz. Provedeme dikaz sporem. Predpokladejme, Ze fada )~ (an + by) je konvergentni.
Protoze fada ) .~ a, je konvergentni, je podle Dusledku také fada > 2 (an + by — ap) =
Zzozl b, konvergentni. To je spor. ]

Vé&ta 6.4 (Bolzanova—Cauchyova podminka konvergence fady). Necht'> > | ay, je Tada. Pak

jsou ndsledugici tvrzeni ekvivalentni:
(i) ZZOZI an je konvergentni,

(ii) plati vgrok

m
(1) Ve>0§|n0€NVm,n€N,m2n2n0:‘Zak‘<s.
k=n
Diikaz. Polozme sp = 0 a pro n € N ozna¢me s, = » ,_; ar. Potom pro kazdé¢ m,n € N,
m >mn, plati Y " ak = Sm — Sp—1.
(i) = (ii) Posloupnost {s,} konverguje, a proto spliiuje Bolzanovu—Cauchyovu pod-
minku. Pomoci této podminky ovéfime (ii). Zvolme € > 0. Nalezneme py € N takoveé, 7Ze
Vn,m € N;n > po,m > po: |$n — sm| < €.

Polozme ng = pg+ 1. Pro kazdda m,n € N, m > n > ng, plati m >n—12> ng—1 = pg, a tedy

m
‘Zak‘ = |sm — sn—1] < e.
k=n

Tim je tvrzeni (ii) dokazano.

(ii) = (i) Ovéfime Bolzanovu—Cauchyovu podminku pro posloupnost {s, }. Zvolme ¢ >
0. K nému nalezneme ny € N podle (1). Zvolme n,m € N,n > ng,m > ng. Potom podle (ii)
plati

| > h—ma1 Gk| <€ pron >m,
|sp — sm| =< 0<e pro n =m,
‘ ZZ;W ar| <e prom >n.

V prvnim pfipadé pouzivime nerovnost n > m + 1 > ng a ve tfetim m > n+ 1 > ng.
Posloupnost {s,} tedy spliiuje Bolzanovu—Cauchyovu podminku, a tudiz konverguje. Tedy
fada > 7 | a, konverguje. O
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Poznamka. Neni tézké si rozmyslet, Ze vyrok (1) je ekvivalentni vyroku

dC>0Ve>0dng e NVm,n e Nym > n > ng: ‘Zak‘<C’5.
k=n

6.2. Rady s nezapornymi &leny. Dilezity specialni piipad fad piedstavuji fady s nezapor-
nymi ¢leny, tedy fady Y --, an, kde pro kazdé n € N plati a, > 0. Takové fady maji vzdy
soucet (Véta 6.5) a ke zkoumani jejich konvergence mame k dispozici specialni kritéria (napf.
Véty 6.7, 6.8 a 6.9).

Véta 6.5 (existence souctu fady s nezapornymi cleny). Necht' > > | an je Fada s nezdpornymi
cleny. Pak md Y7 | an soucet.

Diikaz. Oznacme sy, = y " an pro m € N. Posloupnost {s,,} je neklesajici, protoie fada
Y o2, an manezaporné cleny. Tudlz lim{s,,} existuje, a tedy existuje soucet fady > »" | ap. O

Véta 6.6 (srovnavaci kritérium). Necht > 02 an a Y oo by jsou fady s nezdporngmi éleny
a necht existuje ng € N takové, Ze pro kaZdé n € N,n > ng, plati a, < by,.

(a) Jestlize Fada Y > | by konverguje, pak konverguje i fada > > a
(b) Jestlize fada Y " | an, diverguje, pak diverguje i fada Y > by.

Diikaz. (a) Pro n € N ozna¢me s, = > ;_jar a t, = > ._; by. Posloupnost {t,} je konver-
gentni, a tedy je posloupnost {s,, + t,} shora omezené. Pro kazdé n € N plati s, < sy + t,
a tedy je i posloupnost {s,} shora omezena. Navic je neklesajici, a tedy konvergentni. Podle
definice je tedy fada > 7 | a, konvergentni.

(b) Tvrzeni plyne z (a). O

Piiklad. Dokazte, ze fada > °°
kazdé a € (—oo, 1].

el na je konvergentni pro kazdé a € [2,00) a divergentni pro

Reseni. Pro a € R an € N oznaéme a,, = n~*. Necht a € [2,00). Oznaéme b, = ﬁ pro
n € N. Potom jsou > 7, an a y o b, Fady s nezapornymi ¢leny a pro kazdé n € N plati
1 1 2
a, = — <

LR L S
n® — n? _n(n+1)

Z vyse uvedeného prikladu vyplyva, ze > 7, e +1) je konvergentni, a tedy je podle Véty 6.2

konvergentni i fada Y .-, b,. Podle Véty 6.6(a) je tedy 1 > > | a,, konvergentni.
Necht o € (—o0,1]. Oznatme ¢, = % pro n € N. Potom jsou Y02, ¢, a Y ooy ap Fady s
nezapornymi ¢leny a pro kazdé n € N plati

cn < ap,.

Protoze >, ¢, diverguje, podle Véty 6.6(b) divergujei ) >, a

o0

Poznamka. Zatim nevime, zda fada Y oo | ==

konverguje, ¢ diverguje pro « € (1,2).

Véta 6.7 (limitni srovnavaci kritérium). Necht') 2, ay, je Fada s nezapornygmi cleny, Y -2 1 by,
an

je fada s kladnimi cleny a existuje lim ¢ o . Oznaéme A = lim 5

(a) Jestlize A € (0,00), pak Y > a, konverguje prdvé tehdy, kdyz konverguje 7 | by,
(b) Jestlize A=0 a2 b, konverguje, pak konverguje iy > | a

(c) Jestlize A=o00 ay " an konverguje, pak konverguje 1 > >° bn

n=1
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Diikaz. (a) Nalezneme ng € N takové, ze pro kazdé n € N, n > ng, plati

A a, 3A
2 — << .
2) 2 bn 2

= Z prvni nerovnosti v (2) vyplyva, Ze pro kazdé n € N, n > ny, plati b, < %an. Podle
Véty 6.2 konverguje Y o0 | 2a,, a tedy podle Véty 6.6(a) konverguje také > 00 | by,.

< 7 druhé nerovnosti v (2) plyne, Ze pro kazdé n € N, n > ng, plati a, < %bn.
Obdobnym zpiisobem jako v dikazu opaéné implikace lze nyni dokazat, ze fada Y .- | an je
konvergentni.

(b) Nalezneme ngy € N takové, Ze pro kazdé n € N, n > ng, plati 3> < 1. Pak a, < b, pro
kazdé n € N, n > ng. Podle Véty 6.6(a) je fada Y~ | ay, konvergentni.

(¢) Nalezneme ng € N takové, ze pro kazdé n € N, n > nyg, plati 3> > 1. Potom pro kazdé

n € N, n > ng, plati a, > b,. Podle Véty 6.6(a) je fada > - | b, konvergentni. O

S ~ ~ ~ 2 : z
Priklad. Dokazte, Ze fada > o, 3241% je konvergentni.

Reseni. Pro n € N ozna¢me

2n? +1 b L
Ay = ———— a = —=.
" Bt +3 " on2
Potom jsou > 7°  an a 3 027 by Tady s nezdpornymi cleny a plati lim, e §* = % Podle

vyse uvedeného piikladu je fada > 7 ; b, konvergentni. Podle Véty 6.7(a) je i fada Y7 ay
konvergentni.

Vé&ta 6.8 (Cauchyovo odmocninové kritérium). Necht'y o | a,, je Fada s nezdpornymi éleny.
(a) Jestlize
dq € (0,1) Ing e NVn e N, n > ng: Va, <q,

pak >0 an konverguge.
(b) Jestlize limsup {/a, < 1, pak Y -7 a, konverguje.
(c) Jestlize lim {/a, < 1, pak Y o2, a, konverguje.
(d) Jestlize limsup /a, > 1, pak > o, a, diverguje.
(e) Jestlize lim {/a, > 1, pak Y o2 | a, diverguje.

Diikaz. (a) Z predpokladu plyne, Ze pro kazdé n € N, n > ng, plati a, < ¢". Protoze je
q € (0,1), je fada Y 2 | ¢" konvergentni. Podle Véty 6.6(a) je tedy také fada > - ; a, kon-
vergentni.
(b) Oznac¢me A = limsup {/a,. Zvolme ¢ € (A, 1). Nalezneme ng € N takové, ze sup{ {/a,;n €
N,n > ng} < q. Potom plati
Vn e N,n>ng: Ya, <q.

Tvrzeni tedy plyne z (a).

(c) Tvrzeni plyne z (b).

(d) Ozna¢me A = limsup {/a,. Nalezneme rostouci posloupnost piirozenych &isel {n}32
takovou, ze limy_,o ayn, = A. Protoze A > 1, nalezneme ko € N takové, ze pro kazdé k € N,
k > ko, plati n/a,, > 1. Tedy pro kazdé k € N, k > ko, plati a,, > 1. To znamené, Ze neplati
limy_y00 an, = 0, a tedy ani lim,, o a, = 0. Podle Véty 6.1 ZZO:1 a, diverguje.

(e) Tvrzeni plyne z (d). O
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Poznamka. Jestlize {a,} je posloupnost nezapornych ¢isel splﬁujici lim ¢/a, = 1, pak fada
> n, miize konvergovat i divergovat. Napftiklad fada )~ konverguje a fada >.°° 1

n=1 n2 n=1n
diverguje, pricemz lim *\L/% = lim ¢/ # =1.

Piiklad. Necht a > 1 a k € N. Dokazte, ze fada > - konverguje

n=1 a"
Reseni. Plati

=-<1
a

lim a,, = lim
Podle Véty 6.8(c) tedy fada konverguje.

(¥/n)*

Véta 6.9 (d’Alembertovo podilové kritérium). Necht > 7 | an, je Tada s kladngmi cleny.
(a) Jestlize

dg € (0,1) Inp e NVn € N, n > ny: il <q

- b
Gnp

pak Yo7 | an konverguge.
(b) Jestlize limsup “=+ < 1, pak Y7 | a, konverguje.
(c) Jestlize lim *2= < 1, pak Y2 | an konverguge.
(d) Jestlize lim a““ > 1, pak Y7 | ayn diverguje.

Diikaz. (a) Matematickou indukei dokdZzeme vyrok
(3) Vn e Nyn > ng: an < ¢ ™ap,.

Pro n = ng je tvrzeni zfejmé. Predpokladejme, Ze nerovnost v (3) plati pro néjaké n € N,

n > ng. Potom
Qp

+1 - 1-
an < qan < qq" an, = ¢"T " ay,,
n

pfi¢emz prvni nerovnost plyne z predpokladu véty a druha z indukéniho predpokladu. Tim
je podle principu matematické indukce dokézan vyrok (3). Rada Y 7, ¢" ™ay,, konverguje.
Podle Véty 6.6(a) tedy konverguje i ) 7, ay

(b) Nalezneme ¢ € (0,1) a ng € N takova, ze

Qn41 =

an+1
Gnp

VneN, n>ng:

Tvrzeni pak plyne z (a).
(c) Tvrzeni plyne z (b).
(d) Nalezneme ng € N takoveé, ze
an+1
Qn,

VneN, n>ng:

Potom pro kazdé n € N, n > ng, plati

(7% Ang+1

an = Qng = Qng-

an—1 Any
Podle predpokladu plati a,, > 0, a tedy neplati lima, = 0. Podle Véty 6.1 tedy > 7, an
diverguje.
Poznamka. Jestlize lim a"“ =1, pak fada > o2, muZe konvergovat i divergovat. Napiiklad
fada Y 7, nl konverguje a “fada >0 | & diverguje, piitem? obé fady splitujf lim “2+ = 1.
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an+1

Poznamka. Piedpoklad limsup
rfada

> 1 nezarucuje divergenci fady » .7, a,. Napiiklad

1+1+1+1+1+1+
4 16 8 64 32

konverguje, ale limsup “24 = 2.

Priklad. Rozhodnéte, pro ktera k € N konverguje fada > -, EZB;

Reseni. Rada ziejmé diverguje pro k = 1. Pfedpoklddejme, ze k > 2. Rada ma kladné ¢leny
a pro kazdé n € N;n > 2, plat{

an41 _ (n+1)F _ (14 5)*
an  (kn+1)...(kn+k)  (k+1).. (k+E)

Odtud plyne, Ze lim aZ—:l = k=% < 1. Podle Véty 6.9(c) tedy >0 | an konverguje.

(4)

konec 2. prednasky (21.2.2025)

Véta 6.10 (kondenza¢ni kritérium). Necht {ay} je nerostouci posloupnost nezdpornijch redl-
nych ¢éisel. Pak Y, | an konverguje pravé tehdy, kdyz konverguje Y 2 (2" agn.

Dikaz. Pro k € N oznacme

k k
S = E aj a tk = E 2]0,23'.
Jj=1 J=0

< Ogznatme A = Zj’;o 2ja2j. Potom A € R. Zvolme m € N. Nalezneme k € N takové, Ze
m < 2 — 1. Potom

k—12i+1_1

Sm < Sok_ 1—2 Z an<z2ja23—tk 1 < A

7=0 n=27

Posloupnost {s;,} je tudiz shora omezena, takze En:l a, konverguje.
= Oznatme B = ) ° | a,. Potom B € R. Zvolme k € N. Nalezneme m € N takové, Ze
2k < m. Potom

sm—a1+z Z a22a1+z2j a9 = ay + = 2236@2 22%@:—,

J=1i=2i-141
takze t;, < 2B. TudiZ je posloupnost {tk} je shora omezena, a tedy > 2 ) 2"asn konverguje. 0O
6.3. Rady s obecnymi &leny. V tomto oddilu odvodime nékolik postacujicich podminek

pro konvergenci fad, jejichz ¢leny mohou byt kladné i zdporné. Prvnim vysledkem tohoto
typu bude Leibnizova véta.

Véta 6.11 (Leibnizova). Necht{a,} je monotdnni posloupnost redlngch ¢isel spliujicilim a,, =
0. Potom tada ;" (—1)"ay konverguje.
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Diikaz. Piedpokladejme, Ze {a,} je nerostouci. Potom lima, = inf{a,;n € N} = 0, a tedy
an > 0 pro kazdé n € N. OznaCme pro m € N

m
Sm = Z(—l)”an.
n=1
Potom pro kazdé m € N plati
S9m42 — S2m = A2m+2 — A2m41 <0 & Sypi1 — S2m—1 = —A2m41 + a2m > 0,

nebot {a,} je nerostouci. Tedy posloupnost {sg,,} je nerostouci a posloupnost {so,—1} je
neklesajici. Diky vété o limité monoténni posloupnosti maji obé posloupnosti limitu. Pro
kazdé m € N plati so;,—1 = S9 — a2m- Z pFedpokladu vime, Ze lim a,, = 0, a tedy diky vété o
limité vybrané posloupnosti také lim,,— o a2,y = 0. Z véty o aritmetice limit tedy dostdvame
lim s9p,—1 = lim(s2,, — a2m) = lim Som,
takze posloupnosti {s2,} a {s2m+1} maji spole¢nou limitu, kterou ozna¢ime s. Odtud plyne,
ze lim s, = s. ProtoZe pro kazdé m € N plati
51 < S2m—1 = S2m — A2m < Som < S2,
je s € R, takze ) 7 ,(—1)"a, konverguje. Jestlize je {an} neklesajici, lze tvrzeni dokéazat
obdobné. O
Piiklad. Dokazte, ze fada > - (i)n je konvergentni.

n=1

Reseni. Posloupnost {%} je nerostouci a plati lim% = (0. Z Véty 6.11 tedy plyne, Ze Tada
S0 (=1)"L je konvergentni.

n=1

T _

Priklad. Vygetiete konvergenci fady > oo ; cos(mn)(5 — arctgn)'?.

Reseni. Pro kazdé n € N plati cos(mn) = (—1)". Posloupnost {(% — arctgn)!?} je nerostouci

a plati lim(F — arctg n)12 = 0. Z Véty 6.11 tedy plyne, 7e zadana fada je konvergentni.

Lemma (Abelova parcialni sumace). Necht m € N a ay,...,am, b1,..., by jsou redilnd éisla.
(a) Nechtn e N, n <m, a o} = Z’? aj, k=mn,...,m. Pak plati

m m—1
(5) > abj =" (b — bj1) + Ombm.
j=n j=n

(b) Oznacme s = SF

=1 G55 k=0,...,m. Pak pro kaZdé n € N, n < m, plati

m m—1

(6) Zajbj = —8p_1bp + Z Sj(bj — bj+1) + Smbm.
j=n j=n

Diikaz. (a) Pomoci elementarnich uprav dostaneme

Zajbj = anpbp + -+ amb,,
j=n = Unbn + (0n+1 - Un)bn+1 +---+ (Um - Um—l)bm
Un(bn - bn—l—l) + -+ Um—l(bm—l - bm) + ombm

m—1

= 0j(bj = bjs1) + Ombm.

j=n
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Tim je dokdzano tvrzeni (a).
(b) Podobné jako v dikazu tvrzeni (a) plati

Zajbj = anpbn + - + ambm
j=n = (sn - Snfl)bn + (SnJrl - Sn)anrl +--+ (Sm - Smfl)bm
= *Snflbn + Sn(bn - anrl) +---+ Smfl(bmfl - bm) + Smbm

m—1
= —Su_1bp + Z Sj(bj — bj+1) + Smbm.
j=n

Tim je dokdzano tvrzeni (b). O

Véta 6.12 (Abelovo a Dirichletovo kritérium). Necht {a,} a {b,} jsou posloupnosti, piicemz
{bn} je monoténni. Necht je navic splnéna alespoti jedna z ndsledugjicich dvou podminek:

(A) posloupnost {b,} je omezend a Fada Y o> | an konverguje,
D) limb,, = 0 a posloupnost castecnijch soucti fad * a, je omezend.
( posloup ] Y D ey An

Pak Tada Y 07 | apby, konverguje.

Diikaz. Nejprve budeme predpokladat, Ze posloupnost {b,} je nerostouci, neboli plati
(7) Vn € N: b, —bp41 > 0.

Tvrzeni véty dokdZzeme za predpokladu, Ze je splnéna podminka (A), a poté za predpokladu spl-
néni (D). V obou pripadech dokézeme konvergenci Y 7 | anby, ovéfenim Bolzanovy—Cauchyovy
podminky pro fady (Véta 6.4).

Podminka (A). S pomoci (A) nalezneme K € (0, 00) takové, ze plati

(8) Vn € N: |by| < K.

Pro ovéfeni Bolzanovy—Cauchyovy podminky pro 3.°° | a,b, zvolme € > 0. Rada 3% | a,, je
podle (A) konvergentni, a proto spliiuje Bolzanovu—Cauchyovu podminku (Véta 6.4), takze
k naSemu € mizeme nalézt ng € N takové, Ze plati

(9) Vn,mEN,mZnZnO:)Zaj‘<€.

j=n

Zvolme n,m € N spliiujici m > n > ng a oznaéme o, = Zk

j=n 45 k=mn,...,m. Potom diky
(9) plati

(10) Vk e {n,...,m}: |og| <e.
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Pak postupné dostavame:

‘Z a;b; ‘ = ‘( ; ij)) + mem‘ (Abelova parcialni sumace)

j=n
m—1

< (Z loj|(bj — bj+1)> + |om]|bm] (trojahelnikova nerovnost a (7))
m—1

<e (Z bj = bj+1)) + elbml (podle (10))
j=n

= &((bn — bm) + |bm]) (teleskopicka suma)
< e(|bn] + 2|bm|) < 3Ke. (podle (8))

Tedy Z]Oil a;b; splituje Bolzanovu—Cauchyovu podminku, a tudiz je podle Véty 6.4 konver-
gentni.

Podminka (D). Pro k£ € N oznacme s, = Z?Zl
(0, 00) takové, ze plati

(11) Vn € N: |s,| < M.

aj. Diky podmince (D) nalezneme M €

Zvolme € > 0. S pomoci (D) k nému nalezneme ny € N takové, ze plati
(12) VneNyn>ng: |by| <e

Necht n,m € N spliwuji m > n > ng. Mame

’Za]b ’ = ) Sp—1bn + Z 5j(bj —bj+1) + smbm (Abelova parcialni sumace)
< M|bn| + Z M(bj = bjy1) + M by (trojthelnik, (7) a (11))
j=n
= M|byp| + M (b, — b)) + M |by,| (teleskopicka suma)
<4Me. (podle (12))

Ovérii jsme, Ze Z‘;‘;l a;b; splije Bolzanovu—Cauchyovu podminku, a je tedy podle Véty 6.4
konvergentni.

Je-li posloupnost {b,} neklesajici, 1ze diikaz provést obdobné&, nebo lze jiz dokazané tvrzeni
pouzit pro posloupnost {—b,}. O

konec 3. prednasky (25.2.2025)

Poznamka. Leibnizova véta je specidlnim piipadem Dirichletova kritéria (Véty 6.12(D)),
protoze fada y > ;(—1)" mé& omezenou posloupnost ¢aste¢nych soucti.

Priklad. Dokazte, ze Fada ) - sinnz ma omezenou posloupnost ¢astetnych soucti pro
kazdé x € R.
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ReSeni. Ze souctovych vzorci plyne, ze pro kazdé z € R a kazdé n € N plati

ZSin(%x) sin(nz) = cos(n — %)x — cos(n + %)x,

Pak pro kazdé z € R a kazdé m € N dostavame

m m
2sin(gx) Y_sin(nz) = 3 (cos(n — )z — cos(n + §)z)
n=1 n=1
= cos(1 — % )z — cos(m + %)LE (teleskopické suma)

= cos(32) — cos(m + 1)z.
Jestlize x ¢ {2irm;l € Z}, pak z pfedchoziho plyne pro kazdé m € N odhad

‘i sin(n:c)‘ < ‘Cos(%aﬁ) — cos(m + %)x‘ g )
G it

a tedy ma fada ) -7 ; sin(nx) omezenou posloupnost ¢asteénych soucti.
Jestlize x € {2im;l € Z}, pak sestava fada >, sin(nz) z nulovych ¢lent, a ma tedy
omezenou posloupnost ¢asteénych soucti.

Priklad. DokaZzte, ze fada .- | cosnz mé omezenou posloupnost ¢asteénych soutit prave
tehdy, kdyz € R\ {2im;l € Z}.
Reseni. Ze souctovych vzorci plyne, Ze pro kazdé z € R a kazdé n € N plati

2sin(32) cos(kz) = sin(n + )z — sin(n — 1)x.

Pak pro kazdé x € R a m € N dostavame

m m
QSiH(%ZE) . Z cos(nx) = Z(sin(n + %)a? —sin(n — %)x)
n=1 n=1
= —sin(l — 3)z +sin(m + 3)z (teleskopicka suma)

= sin(m + )z — sin(32).

Jestlize x ¢ {2in;l € Z}, pak z piedchoziho plyne

‘icos(nm)’ - |sin(m + §)z — sin(3z)| - 1
= ‘2sin(%x)} - ‘sin(%x)‘

a tedy ma fada Y 2 | cos(nz) omezenou posloupnost ¢astecnych soucti.

Jestlize x € {2lm;l € Z}, pak fada > .7, cos(nz) = Y 7, 1 zfejmé nema omezenou po-
sloupnost ¢asteénych souctu.
Priklad. Dokazte, Ze fada > o0 S22 je konvergentni pro kazdé z € R.

n=1

Reseni. Necht 2 € R. Pron € N polozme a,, = sinnz, b, = % Posloupnost ¢asteénych soucti
fady > 2 | an je omezend. Posloupnost {b,} je klesajici a splituje limb, = 0. Z Dirichletova
kritéria (Véta 6.12(D)) tedy plyne, ze fada ) S22 konverguje.

n=1

Piiklad. Dokaite, ze fada )7 | “1% konverguje pravé tehdy, kdyz = € R\ {2I7;1 € Z}.

n=1

Reseni. Jestlize v € R\ {2I7; k € Z}, pak lze konvergenci fady > 00 €2NE dokazat obdobné
jako vyse. Jestlize x = 2Im, kde [ € Z, potom pro kazdé n € N plati cosnz = 1, a tedy fada
S0 oz — 500 L diverguje.

n=1 n n=1ln
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6.4. Absolutni konvergence.

Definice. Rekneme, Ze fada ) . | a, je absolutné konvergentni, jestlize je fada > - | |ay]
konvergentni. Je-li fada Y~ | a, konvergentni, ale neni absolutné konvergentni, fikdme, Ze je
neabsolutné konvergentni.

Poznamka. Rada, jejiz ¢leny neméni znaménko, konverguje pravé tehdy, kdyz konverguje
absolutné.

Véta 6.13 (absolutni a neabsolutni konvergence). Necht > o7 | a,, je absolutné konvergentni
Fada. Pak je fada Y o7 | an konvergentni a navic platiy oo an <> o0 |ay].

Diikaz. Podle Véty 6.4 spliwje fada > - |a,| Bolzanovu—Cauchyovu podminku. Zvolme
e > 0. Pak lze nalézt ng € N takové, Ze pro kazdé n,m € N, m > n > ng, plati Z;n:n la;| <e.
Z trojuhelnikové nerovnosti plyne, Ze pro kazdé n,m € N, m > n > ng, plati

m m
‘Zaj‘ < oyl <,
j=n j=n

a tedy také fada Y 2 a, spliiuje Bolzanovu—Cauchyovu podminku. Podle Véty 6.4 je tedy
> o2 | an konvergentni.

Pro m € N oznaéme s, = Y " an & 0 = p_."; |ay|. Potom zfejmé plati pro kazdé
m € N nerovnost s, < o,. Odtud, z definice souctu fady a véty o limité a uspofadani plyne,

Ze Y plq an < 307 |an). O
Priklad. Dokazte, ze fada >~ (_le)n je absolutné konvergentni.
(= 1)

Reseni. Oznacme a, = , n € N. Potom plati |a,| = 5, n € N. Protoze fada > oo ; |ax|

konverguje, je podle Véty 6 13 rada > 7 (_7112)71 absolutné konvergentni.

n=1

Piiklad. Dokazte, 7ze fada > o° (?/17%” je neabsolutné konvergentni.

n=1

=" a by
NG
spliujici limb, = 0, a tedy je fada > | a, konvergentni podle Véty 6.11. Naproti tomu

je fada > 07 lan| = D00, f dlvergentnl Odtud plyne, ze fada Y .2, a, je neabsolutné

ReSeni. Oznacme a, = \/ﬁ, n € N. Potom je {b,} monoténni posloupnost

konvergentni.

Nasledujici dvé véty jsou variantami Cauchyova odmocninového a d’Alembertova podilového
kritéria pro absolutni konvergenci rad.

Véta 6.14 (Cauchyovo odmocninové kritérium). Necht > > | a, je Fada.
(a) Jestlize plati

dg € (0,1) Ing e NVn e N,n > ng: Vlan| < g,

pak je Y 7 a, absolutné konvergentnd.
(b) Je-li lim sup ’Q/W <1, pak je > > | an absolutné konvergentni.
(c) Je-li lim ¥/|an| < 1, pak je 350, ay, absolutne konvergentni.
(d) Je-li limsup W > 1, pak neni pravda, Ze lima,, = 0, a tedy je Y 2 | an divergentnt.
(e) Je-li lim ¥/|an| > 1, pak neni pravda, Ze lima, = 0, a tedy je 3 o0

el On divergentns.
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Diikaz. (a) Podle jiz dokdzaného Cauchyova kritéria pro fady s nezapornymi ¢leny (Véta 6.8(a))
dostavame, Ze fada Y~ |an| konverguje, a tedy > -, a, konverguje absolutné. Tvrzeni (b)
a (c) lze odvodit obdobné.

(d) Podle Véty 6.8(d) dostavame, Ze posloupnost {|a,|} nekonverguje k nule. Podle véty o
nulové limité a absolutni hodnoté ani {a, } nekonverguje k nule. Odtud plyne divergence fady
Y on an. Tvrzeni (e) 1ze dokézat obdobné. O

Véta 6.15 (d’Alembertovo podilové kritérium). Necht Y | ay, je Tada s nenulovgmi éleny.
(a) Jestlize plati

dg € (0,1) 3np e NVn e N,n > ng: |C‘Ln+1| <gq,
Qp

pak je > o7 | an absolutné konvergentnz
b) Je-li limsup |a”+1‘ < 1, pak je 1 G, absolutné konvergentni.
an

(c) Je-li lim |a|”+|1‘ <1, pak je Yo, an absolutné konvergentni.
(d) Je-li lim |a|”+|1‘ > 1, pak neni pravda, Ze lima,, =0, a tedy je > .-, a, divergentni.

Diikaz. (a) D’Alembertovo podilové kritérium pro fady s nezapornymi ¢leny (Véta 6.9(a))
ukazuje, ze fada ) .7, |a,| konverguje, a tedy > 7, a, konverguje absolutné. P¥i dikazu
tvrzeni (b) a (c) lze postupovat obdobné.

(d) Podle Véty 6.9(d) dostavame, ze posloupnost {|a,|} nekonverguje k 0. Podle véty o
nulové limité a absolutni hodnoté ani {a,} nekonverguje k 0. Odtud plyne diky Vété 6.1
divergence fady > > | ap. O
Priklad. Dokazte, Ze fada > o, (— 1)”% konverguje neabsolutné.

Reseni. Neplatnost absolutni konvergence. Protoze

n+1
n n — . 1
iy AFDVAFL o (4 Dy

=+ m+Dvntl-1

diverguje, z limitniho srovnavaciho kritéria (Véta 6.7(a)) plyne, Ze fada

a fada ) 0 1f

+1
Yo w H" diverguje. Proto fada ze zadéni nekonverguje absolutné.

)Vn+1-1 5
Neabsolutni konvergence. PouZijeme Leibnizovo kritérium (Véta 6.11). Rada zfejmé
pravidelné stfida znaménka. Déale plati

lim ntl :hm;:O

(n+1)vn+1-1 Vn+l-4

Nakonec potifebujeme rozhodnout o platnosti nerovnosti
n+1 n+2

(13) in = (n+1)vn+1-1 = (n+2)vn+2-1 - fntl

Tuto nerovnost vSak snadno prevedeme ekvivalentnimi ipravami na nerovnost
(n+1)(n+2)(Vn+2—vn+1)+1>0,

jez plati pro kazdé n € N. Pro kazdé n € N tedy plati i (13). Ovéfili jsme, Ze nasSe fada
spliiuje predpoklady Véty 6.11, a proto fada konverguje. Rada ze zadani je tedy neabsolutné
konvergentni.
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Priklad. Dokazte, Ze Ffada > o ; Sig” je neabsolutné konvergentni.

Reseni. Z predchoziho vime, Zze zadana fada je konvergentni. K ovéfeni neabsolutni konver-

gence je tfeba ukazat divergenci fady Y 7, |*2%|. Protoze vSak
2

sinn sin“ n
>

Y

\meN:)

n n

staci podle Véty 6.6(b) dokazat divergenci fady » -, % Pomoci vzorce pro dvojnasobny
argument dostaneme pro kazdé n € N

sin?n 1 —cos2n

n 2n

Protoze fada ) .~ % konverguje a fada > 7, % diverguje, plyne z Véty 6.3, Ze fada

a2
oo sin” n 3 3
> e P diverguje.

6.5. Prerovnani rfad. Scéitame-li konecné mnoho realnych &isel aq, . . ., a.,, pak vysledny sou-
Cet nezavisi na poradi s¢itanct aq,...,a,. Jinymi slovy, je-li 7 libovolna bijekce mnoziny
{1,...,m} na sebe, pak plati > " a, = D" ar(n). V tomto oddilu ukézeme, za jakych
podminek plati analogie uvedeného pozorovéani i pro nekone¢né rady.

Definice. Necht Y > | a, je fada. Je-li m: N — N bijekce, nazveme fadu > - ; 4r(n) PFErov-
nanim fady Y .2 an.
Lemma. Necht fada > 07, ap, konverguje. Potom pro kaZdé € > 0, existuje ng € N takové, Ze

=1
5 an| <c. !
o0

Diikaz. Oznacme {s,} posloupnost ¢asteénych souctt » °, a, a s jeji soucet. Zvolme ¢ >
0. Nalezneme ny € N takové, Ze |s — sp,—1] < €. Oznacme {t,} Castecné soucty rady

> meno Ons -

0o
n=no

th=0Gny +--+an, neNn>n,g.
Potom pro kazdé n € N, n > ng, plati s, = sp,—1 + tn, a tedy také
lim ¢, = lim(s,, — Spy—1) = § — Spg—1-

[e.e]

n=ng On J€ konvergentni a jeji soucet je roven

Posloupnost {t,};2,, tedy konverguje, takze
5 — Spy—1. Tedy plati
[e.9]
> an

n=ng

= |s — spy—1| < €.

O

Vé&ta 6.16 (prerovnani absolutné konvergentni fady). Necht fada Y > | a, absolutné konver-
guje a m: N — N je bijekce. Potom pierovnand fada -, Ur(n) @bsolutné konverguje a plati

o0 o0
done1 Gn = 3 p2 Gn(n)-
Dikaz. Zvolme m € N. K nému nalezneme n € N takové, Ze

{1,...,m} c {=711),...., 7 Y (n)}.

Potom {m(1),...,7(m)} C {1,...,n} a plati

m n o
> langy| < Y lail <3 fail.
J=1 i=1 i=1
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Odtud plyne, Ze fada Z;L lax(;)| konverguje, a tedy rada Zjoil ax(j) konverguje absolutné.
Ozna¢me s, = a1 +---+a, at, = Ar(1)F " FQr(n) PrON € N, s = limy, 00 Sn, t = limy, 00 th.
Potom s a ¢ jsou dobfe definovana realna ¢isla, nebot rady > o7 an a > o r(n) absolutné
konverguji, a tedy i konverguji. Zvolme ¢ > 0. Nalezneme m € N takové, Ze

oo o0
(14) Z la;| <e a Z lar| <e.
i=m-+1 j=m+1

Dale nalezneme n, j € N takova, ze
{1,....m} c {=71),..., 7 Y(n)},
{1,...,m} C{m(1),...,7(4)}.
Polozme k = max{j,n}. Potom k£ > n a
(15) {m(1),...,7(m)} C {1,..., Kk},
(16) {1,....m} Cc {x(1),...,7(k)}.
Zvolme libovolné p € N, p > k. Ozna¢me
A= {1l ph\ {r(D), - 7o),
B={x(1),...,7(p)}\{1,...,p}.
Pak podle (16) mame A C {i € N;i > m} a podle (15) je B C {n(j);7 € N,j > m}. Tedy

P P
5 = tol = [ = Y an| = [ i = 3 any| € X hail + X Jangy)
i=1 j=1 i€A jEB i€A jEB
o o
< D lal+ X axg| <2
i=m+1 Jj=m+1
Ukazali jsme, ze plati s —t = lim,_,o0(sp —tp) =0, a tedy s =¢. O

Predchazejici véta tiké, ze prerovnani absolutné konvergentni fady neméni jeji soucet. Pro
neabsolutné konvergentni fady vSak toto tvrzeni neplati. Nejprve ukdzeme piiklad fady a jejiho
prerovnani s rozdilnymi soucty.

Piiklad. Uvazujme fadu
11 1 1 1 1

11 2 2 3 3
Dokazte, ze existuje prerovnani této fady, které ma jiny soucet nez ptivodni fada.
Reseni. Zadanou fadu piepiSeme ve tvaru Yol an, kde agy,—1 = %, Qon = —%, n € N. Pro
Castefné soulty této fady plati sgp—1 = % a sop, = 0, n € N. Odtud plyne, Ze lim s, = 0, takze
> o2 L an = 0. Polozme

n=1
4k — 3, jestlizen =3k —2, k € N,
w(n) =<4k —1, jestlizen=3k—1, keN,
2k, jestlize n = 3k, k € N.
Potom plati

1 1 1
Ur(3k-2) = g — 7> n(Bk-1) = 550 OGa(3k) = T keN,
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a tedy

i 1+1 1+1+1 1+
a =—-+-—-+-+-—-+...
o T 1T 1734 2 '

Oznacme n-ty Casteény soucet prerovnané rfady symbolem o,. Potom plati

n n

1
(17) O3n = ;(aﬂ-(SkQ) + Qr(3k—1) T a7r(3k)) = ; @k —1)2k’
1
(18) O3n4+1 = O3n + CYSIER
(19) P S—
it =0T on 1 Tt 2

Protoze pro kazdé k € N plati m < k—lg, je fada Y oo, m konvergentn{ podle
srovnavaciho kritéria. Jeji soucet je kladny, nebot ¢leny rady jsou kladné. Podle (17) tedy
plati vztah lim,_,~ 03, = s € (0,00). Nyni snadno podle (18) a (19) dostavame, Ze plati také
limy, 00 0341 = liMy o0 0312 = 5. Tedy lim o, = s. Soucet prerovnané rady je s, takze se
lisi od souctu pivodni rady.

Nasledujici véta mimo jiné ukazuje, Ze chovani fady a jejiho pferovnan{ popsané v pfedcha-
zejicim piikladu nastavéa pro kazdou neabsolutné konvergentni rfadu.

Véta 6.17 (Riemann). Necht fada Y .7 a, konverguje neabsolutné a necht s € R*. Pak
existuje pirerovndni této fady se souctem s.

Riemannova véta (Véta 6.17) je snadnym dusledkem nasledujici obecnéjsi véty.

Vé&ta 6.18 (zobecnénad Riemannova véta). Necht Fada Y 7 | an konverguje neabsolutné a

a, B € R*, o < B. Pak existuje bijekce m: N — N takovd, Ze pro cdistecné soucty {o,} prerov-
nané fady Y 07 Gren) plati

(20) liminf o, = o a limsup oy, = .
konec 4. prednasky (28.2.2025)

6.6. Soucin fad. Necht ai,...,a, a by,..., b, jsou konetné posloupnosti realnych ¢isel. Pak
plati

i=1 j=1 (i,)€{1,..on}x {1,...,m}
V tomto oddilu ukédZeme analogii vztahu (21) pro nekonecné rady.

Definice. Cauchyovym sou¢inem fad > 7, an a .- _; by, rozumime fadu Y2 ¢, jejiz
¢leny jsou definovany predpisem

k
cr = Zak—i-l—ibia k € N.
=1

Vé&ta 6.19 (Mertens). Necht faday > | a, absolutné konverguje a fada Y.~ | by, konverguje.

Pak jejich Cauchyiv soucin je konvergentni Fada, jejiz soucet je roven (3 07 1 an) - (D ooy by).
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Diikaz. Pro k € N oznac¢me

k [e'S) [e'S)
Akzzaj, A:Zaja A:Z’aj‘,
j=1 j=1 j=1

k [e%S)
By =Y b, B=> b, Br = By — B,
j=1 j=1

k k
ck = Zak+1—ibia Cy = ZC]'-
i=1 j=1

Pro k € N plati

Ck = (a1b1) + (a1by + agby) + -+ - + (a1bg + - - - + aby)
=aj(by+---+bg) +axby+--+bp_1) + -+ arb
=a1By +asBy_1+ - +apBy
=a1(B + B) + a2(B + Br—1) + - + ax(B + B1)

(22) = (a1 +--+ar)B+ (a10k + a2fr—1+ -+ arS)
= ApB + (a18 + a2fr—1 + - - - + axPr)

k
= AkB + Zak+1,j5j.
j=1

Pro k € N oznacme dale v, = Z?:l ap+1—j5;. Nyni ukdZeme, Ze plati lim~y;, = 0. Zvolme
e > 0. K nému nalezneme ko € N takové, ze pro kazdé k € N, k > ko, plati |Gk| < &, nebot
Y ooy by je konvergentni. Pak pro k € N, k > ko, mame

ko
> ari1-58
i=1

ko k
D arpi-iBil+ D laria-il 16
j=1

Jj=ko+1

+

k
> a8

Jj=ko+1

k
el = Z@Hl—jﬁj <
=1

IN

k

ko
> apa—iBilte Y lakri]
j=1

j=ko+1

IN

ko
<) arp1-B;| + A
=1

Plati limay = 0 (nutnd podminka konvergence fady), a tedy podle véty o limité vybrané
posloupnosti také pro kazdé j € {1,...,ko} plati limy_,o0 ag41—; = 0. Odtud plyne

ko
24 i _:B:=0.
(24) kggo;ak“ iBi =0
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Diky (23) a (24) tedy plati limsup |y;| < eA. Odtud plyne, Ze limsup |y| = 0, a tedy lim~;, =
)

0. Z (22) a véty o aritmetice limit plyne
o0
Y op = lim Cy = lim (4B + ) = AB.
1 k—o0 k—o00

O
Dusledek. Cauchyiv soucin dvou absolutné konvergentnich tad je absolutné konvergentnd.

Diikaz. Podle Mertensovy véty je Cauchytv soucin fad 777 |a;| a > 22, |bs| konvergentni
fada. Pro Cauchytv soucin fad > 25%, a; a 3772 b; tak plati

Zzakﬂ » <Z<Z]ak+1 il b ) < oo.

k=1li=1
Odtud plyne, ze Cauchytv soucin fad > oo a; a Y o =1 bj absolutné konverguje. O

Predpoklad pouhé konvergence obou fad ve Vé&t€ 6.19 ke konvergenci jejich Cauchyova
soucinu nestaci, jak vyplyvéa z nésledujiciho prikladu.
Piiklad. Necht a, = f> , n € N. Dokaite, Fada $°°°
fady > .7, a, se stejnou Fadou y 7 | a,, nekonverguje.

n—1 an konverguje, ale Cauchytiv soucin

Reseni. Konvergence fady vyplyva z Leibnizovy véty. Cleny odpovidajictho Cauchyova sou-
¢inu maji pro k € N tvar
k

L = _1\k+1—¢ 1 o li

k+1
Z Vk+1—14)i

Podle AG-nerovnosti dostaneme odhad

(k+1—d)+i k+1

2 2

(k+1—1)i < keN, ie{l,...,k}.

Potom pro kazdé k € N plati
2k

k

Crl = > —_—

lexl = Z./;Hl_% —E_: ¥1 k+1
Tedy neplati limy_,o ¢ = 0. Odtud plyne, Ze Cauchyiiv sou¢in > ;- ¢, nekonverguje, nebot
neni splnéna nutna podminka konvergence fady.

Cauchyiv sou¢in dvou konvergentnich rad tedy nemusi konvergovat. Nicméné plati nasle-

dujici véta.
Vé&ta 6.20 (Abelova véta o Cauchyové soucinu). Necht'd 2 | an ay oo y by jsou konvergentni
Tady, jejichZ Cauchyiv soucin konverguje. Pak plati

(o) - (1) (£

n=1

Diikaz Véty 6.20 bude proveden pozdé&ji pomoci vysledkt z teorie mocninnych fad.
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6.7. Taylorovy a Maclaurinovy fady elementarnich funkci. Diky vété o Peanové tvaru
zbytku vime, Ze s rostoucim fadem Taylorova polynomu dostavame presnéjsi aproximaci dané
funkce f. Bylo by tedy mozZzné olekévat, Ze bychom danou funkci mohli jistym zptsobem
vyjadiit pomoci limity Taylorovych polynomi, tedy ve tvaru nekone¢né tfady. Tato tivaha
motivuje nésledujici definici.

Definice. Necht f je funkce, a € R a funkce f ma v bodé& a derivace vSech fadi. Potom fadu
1
Z Hf(n)«l)((l? - a)nv WS Ra
n=0 "

nazyvame Taylorovou fadou funkce f o stfedu a. Ve specidlnim piipadé a = 0 mluvime

o Maclaurinové radé.

Poznamka. V souvislosti s Taylorovou fadou funkce f nas zajiméa zejména platnost rovnosti

(25) fa) =3 i (@)~ a)",
n=0

pro néjaka z,a € R, tj. zda je nekonecné fada pro dané x konvergentni a eventualné zda je
jeji soucet roven f(x). Samotna konvergence Taylorovy fady pro kazdé x € R vSak platnost
vztahu (25) jesté nezarucuje. Piikladem je funkce

B efl/mQ, x #0,
O

jejiz vSechny derivace v bodé 0 jsou rovny 0, takze soucet jeji Taylorovy fady je konstantni
nulova funkce, ackoliv f(xz) # 0 pro x # 0. V mnoha ptipadech lze ale funkei vyjadiit jako
soucet jeji Taylorovy fady alesponl na jistém intervalu.

Véta 6.21 (Taylorovy fady elementarnich funkei). Plati

X ..n
exp(z) = Z x—l pro kazdé x € R,
“— nl
o0 22041
i = 1) kazdé x € R
sin(x) 7;)( ) Gn 1) pro kazdé x ,
cos(z) =) (=1)" pro kazdé x € R,
= (2n)!
o0 gt
log(1+x) = 1" ro kazdé x € (—1,1],
(1 +0)= 3 U (1,1
0 p2ntl
arctg(z) = ;(1)"271 1 P kazdé x € [-1,1],

n

(14+2)*= Z <a>x” pro kaZdé o € R a kaZdé v € (—1,1).

n=0

Diikaz. Funkce exp mé v bodé 0 derivace vSech radi a plati exp(")(()) = 1 pro kazdé n €
N U {0}. Zvolme = € (0,00) a n € N. Potom podle Lagrangeova tvaru zbytku nalezneme



MATEMATICKA ANALYZA 2 - LETNI SEMESTR 20242025 21

&n € (0, 2) takové, ze plati

_ Zn: ik N eXP(fn)xn+1

| |
— k! (n+1)!
Tedy
explz) = 3 2| = PGz exp(e)en
— k! (n+1)! (n+1)!
Protoze o
n
lim SR 0,
n—00 (n + 1)'
plyne odtud vztah
[ee) $"
exp(z) = Z oy
n=0
Pro xz € (—o0,0) lze tvrzeni dokazat obdobné. Pro x = 0 tvrzeni plati zfejmé. Tim je dokazano
tvrzeni véty pro funkci exp. Obdobné lze ditkaz provést pro ostatni funkce. (|

6.8. Dikaz véty o zavedeni exponencialni funkce (Véta 3.10).

Priklad. VySetfete konvergenci a absolutni konvergenci fady » .~ %l v zévislosti na para-
metru z € R.

Reseni. Pro = 0 fada zfejmé konverguje absolutné. Zvolme z € R\ {0}. Potom plati

xn+1
(n+1)!

]

lim = =
n—00 n—oon + 1

|5
Podle d’Alembertova podilového kritéria tedy zadané fada konverguje absolutné pro kazdé
r €R.

Diikaz Veéty 3.10. Polozme

X n
exp(x) = Z % pro kazdé = € R.
n=0
Dokazeme, ze tato funkce méa vlastnosti (E1) a (E2) z Véty 3.10. Z predchazejiciho ptikladu
vyplyva, ze fada ) 7 %L je absolutné konvergentni, a tedy konvergentni pro kazdé z € R.
Funkce exp je tedy dobre definovina na mnoziné R.

Zvolme z,y € R. Potom z binomické véty plyne, ze

R S S Bl (e B Bpcae:

n=0 n=0 k=0 n=0 k= 0
n v . v
Vyraz na pravé strané je Cauchyovym souc¢inem fad > 7 Tra Yool ?;’l—, Protoze jsou obé tyto
’ an—k ok
ye

fady absolutné konvergentni (stacila by jedna), plyne z Mertensovy véty, ze fada > o7 o > 1 0 TRy A

S me - (53) (5%

n=0 k=0 n=

je konvergentni a plati

tedy exp(z + y) = (expz)(expy). Odtud plyne tvrzeni (E1).
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Necht = € R, |z| < 1. Potom

expr — 1 1‘ expr —1—x 1 ik :U”_2|
— =l = | — — | = | .
| Z |
x x x nZZQ n! = nl

Protoze |z] <1 amn —2 >0 pro kazdé n > 2, dostavame z Véty 6.13

expz — 1 | > 1
SE |Z <kl

Posledni fada je konvergentni, a tedy lim, o || > oo, == = 0. Podle véty o limité a usporadani

|n2

n2n

% - 1‘ =0, a tim spiSe lim;_,q (eprixl - ) = 0. Odtud plyne

tudiz plati také lim, g
(E2).

Zbyva dokazat, ze funkce exp je podminkami (E1) a (E2) uréena jednozna¢né. Predpokla-
dejme, ze funkce f: R — R a g: R — R pro kazdé z y € R splji f(z +y) = f(x)f(y) a
g(x +y) = g(@)g(y), limgo L= = gl
f=g

Podle (E1) plati exp(0) = exp(0 + 0) = (exp(0))2. To znamen, %e bud exp(0) = 1, nebo
exp(0) = 0. Pfedpokladejme, Ze exp(0) = 0. Potom pro kazdé = € R podle (E1) plati exp(z) =
exp(z +0) = exp(z) exp(0) = 0. Tedy z (E2) vyplyva, ze 1 = lim,_,o “25— !
je spor. Plati tedy exp(0) = 1.

Zvolme z € R. Potom podle definice derivace a (E1) plati

exp/ () = }Lin% exp(z + h})l —exp(z) _ }Lif% exp(x + h) ; exp(xz +0)
— —

1 a lim, . = 1. Ukdzeme, zZe pak jiz nutné plati

= limg_yo %1, COZ

— lim _exp(z) exp(h) — exp(z) exp(0) — Jim exp(x) - exp(h) — exp(O)‘
h—0 h h—0 h
Odtud diky tomu, Ze exp(0) = 1 a podle (E2) plyne, Ze
h)—1
exp/(z) = lim exp(z) - exp(h) — 1 = exp(x).
h—0 h

Z (E1) a diky tomu, ze exp(0) = 1, plati 1 = exp(0) = exp(z — x) = exp(z) exp(—x). Tedy
exp(z) # 0 pro kazdé x € R.

Protoze jsme pii odvozeni téchto vlastnosti pouzili pouze (E1) a (E2), plati f'(z) = f(z),
J' () =g(x) a g(x) # 0 pro kazdé € R a f(0) = g(0) = 1. Zvolme z € R. Potom

(f)’ (o) = £/ @9@) = F@)g (@) _ f(@)g(@) ~ f(x)g(a)

g 9(2)? - o(2)? -0

Tedy funkce % je konstantni. Protoze f(0) = ¢g(0) = 1, je funkce f konstantné rovna jedné na

R, tedy f(x) = g(x) pro kazdé = € R. Odtud plyne, ze funkce exp je vlastnostmi (E1) a (E2)
urcena jednoznacné. O

Priklad. Necht «,3 € R. Potom fada ) -
a>1,neboa=1apg>1.

g W konverguje pravé tehdy, kdyz bud

Regeni. Oznac¢me a, = pron € N, n > 2. Jestlize a > 1, potom nalezneme v €

1
n®(logn)?
(1, @) a polozime b,, = n% pron € N, n > 2. Potom >~ , b, konverguje a plati lim, ‘;—Z =0.

Podle Véty 6.7 tedy konverguje i > 7, an. Jestlize & < 1, potom nalezneme v € (a,1) a
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polozime b, = n% pron € N, n > 2. Potom 22022 b, diverguje a plati lim, ‘g—: = 00. Podle
Véty 6.7 tedy diverguje i Y o2 o an.

Jestlize a = 1, polozme f(z) 7 pro x € [2,00). Potom pro x € (2, 00) plati

_ 1
~ z(logx)
F(z) = B —logzx

— 22(log x)P 1’

Tedy f'(x) < 0 pro x € (max{2,e’},00). Funkce f je tedy klesajici na (max{2,e"},00).
Nalezneme ng € N takové, Ze ng > max{2, ¢’}. Potom je posloupnost {a,}52,,, klesajici. Tedy
z kondenzacéniho kritéria a pozndmky o tom, Zze zména kone¢né mnoha ¢lent fady neovliviuje
jeji konvergenci plyne, ze fada Y 2, a, konverguje pravé tehdy, kdyz konverguje fada

(o) o0 1
Sy L
ot “= (log 2)5 nb

Posledni fada konverguje a diky linearité konvergentnich fad pravé tehdy, kdyz 8 > 1.
6.9. Posloupnosti a fady s komplexnimi ¢leny.

Definice. Necht {a,} je posloupnost komplexnich ¢isel a z € C. Rekneme, Ze {a,} konver-
guje k é&islu z, jestlize plati

Ve>03dnge NVneN, n>np: |a, — 2| <e.
Definice. Necht {a,} je posloupnost komplexnich ¢isel. Pro m € N poloZme
Sm=a1+ -+ anm.

Cislo s,, nazveme m-tym Eastecnym souctem Fady Yoy an. Prvek a, budeme nazyvat
n-tym &lenem fady Y 7, a,. Souétem fady Y 7 a, nazveme limitu posloupnosti {sy,},
pokud tato limita existuje (jako prvek C). Soucet fady budeme znacit symbolem » 7, ay,.
Rekneme, Ze fada konverguje, je-li jejim souc¢tem komplexni &islo. V opa¢ném piipadé fek-
neme, ze fada diverguje.

Definice. Rekneme, Ze fada )~ | a,, je absolutné konvergentni, jestlize je fada > o~ | |an|
je konvergentni.

Véta 6.22 (absolutni a neabsolutni konvergence komplexni fady). Je-li Ffada komplexnich
cisel Y07 | an absolutné konvergentni, pak je konvergentni.

Definice. Komplexni exponencialni funkci rozumime funkci exp: C — C definovanou
predpisem

konec 5. pfednasky (4.3.2025)
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7. INTEGRAL

7.1. Primitivni funkce. V tomto oddilu se budeme zabyvat tilohou, ktera je v jistém smyslu
opacné k derivovani, neboli budeme k zadané funkci f hledat funkci F' takovou, ze zderivova-
nim F obdrzime f. Jak uvidime, tento problém je zpravidla komplikovanéjsi nez tloha nalézt
derivaci zadané funkce.

Definice. Necht I je neprazdny otevieny interval a f: I — R. Rekneme, Ze funkce F': I — R
je primitivni funkce k funkci f na I, jestlize pro kazdé x € I existuje F'(z) a plati F'(z) =
f(@).

Poznamka. Primitivni funkci budeme vzdy hledat na neprazdném otevieném intervalu.

Poznamka. (a) Necht F' je primitivni funkce k funkci f na otevieném intervalu I. Potom F'
je na I spojita, nebot ma dle definice v kazdém bodé I vlastni derivaci.

(b) Existuji funkce, které na jistém intervalu nemaji primitivni funkei (napft. sign na R).

(¢) Primitivni funkce neni uréena jednozna¢né. Necht F' je primitivni funkce k funkei f na
otevieném intervalu I a ¢ € R. Potom je funkce F' + ¢ také primitivni funkci k f na I.

(d) Hledani primitivni funkce nazyvame integraci a primitivni funkci nékdy oznacujeme
jako neuréity integral.

Véta 7.1 (jednoznacnost primitivni funkce az na konstantu). Necht I je otevieny interval,
LFEG: I >R alF aG jsou primitivni funkce k funkci f na I. Potom existuje ¢ € R takové,
Ze pro kazdé x € I plati F(z) = G(x) + c.

Diikaz. Definujme funkei H: I — R predpisem H(z) = F(z) — G(z),x € I. Potom H'(x) =
f(x) — f(z) =0 pro kazdé x € I, a tedy je H konstantni na I. d

Poznamka. Necht funkce f mé na otevieném intervalu I primitivni funkci F'. Pak libovolnou
primitivn{ funkci k funkci f na I ziskdme z jediné primitivni funkce F' pfi¢tenim vhodné
konstantni funkce.

Mnozinu v8ech primitivnich funkeci k funkci f oznac¢ujeme symbolem

/f@ﬂx

Pro popis této mnoziny budeme pouzivat znaceni

(26) /f@ﬂxéF@L vel,

které znamend, Ze pro libovolnou primitivni funkci G k funkci f na intervalu I existuje kon-
stanta ¢ € R takova, ze G = F' + ¢ na intervalu I. Na levé strané vztahu (26) stoji mnozina
vSech primitivnich funkci k funkci f, zatimco na pravé strané stoji reprezentant této mnoziny,
tedy funkce F, jedna z primitivnich funkei k funkei f na I. Vztah = tedy neni rovnosti v ob-
vyklém smyslu slova (napiiklad neni symetricky) a ¢teme jej jako rovnost az na konstantu.

Jednotlivé ¢asti symbolu [ f(z)dx jsou znak integralu [, integrand f(z), tedy funkce, k
niz hledame primitivni funkei, a symbol dz oznacujici proménnou, vzhledem k niZ integrujeme.
Symbol dx uvazovany samostatné nemé v této kapitole zadny matematicky vyznam a nelze s
nim algebraicky manipulovat.

Poznamka. O spravnosti nasledujicich vzorcu se lze presvéddéit zderivovanim:

n+1

/w”dxé $+1, re€R pron€Z,n>0;x¢€ (—00,0) nebo z € (0,+00) pro n € Z,
n

n < —1,
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33044-1

a+1’
dx = log|z|, = € (—o0,0) nebo z € (0, +00),

Cdr = x € (0,400) proaecR\Z,

B|—= 8

@
8
.
8
I
Q)
L8
8
m
=

. C
sinxdr = —cosx, x €R,

C .
cosxdxr =sinz, z € R,

de =tgzx, v € (—nw/2+ km,w/2+ k), k € Z,

(@)
| @1 =
— N
I

dx = cotgzx, = € (km,m+kn), k€ Z,

@.

=}
[N

S

[

de < arctgz, z € R,

—_

+ 22

1
V1—2?
1
—————dx < arccosz, =€ (—1,1).

V1—22

Nasledujici tvrzeni uvedeme zatim bez dikazu, podrobny dikaz bude uveden pozdéji.

dx = arcsinz, z € (—1,1),

e S S S S S

Véta 7.2 (spojitost a existence primitivni funkce). Necht I je otevieny interval a f: I — R
je spojitda. Potom f md na I primitivni funkci.

Poznamka. PoloZzme

f(z) = 2zsinl —cosi proz € R\ {0},
0 pro x = 0,
a
Fla) = z?sinl proz e R\ {0},
0 pro z = 0.

Potom pro [ f(z)dx £ F(z), z € R, takze f ma primitivni funkci na R, ale f neni spojita na
R, nebot lim,_,¢ f(z) neexistuje.

Véta 7.3 (linearita primitivni funkce). Necht funkce f md na otevieném intervalu I primitivni
funkci F, funkce g md na I primitivng funkci G a o, B € R. Pak funkce aF" + G je primitivnd
funkci k af + Bg na I.

Diikaz. Plati
(aF(z) + G(x)) = aF'(x) + G () = af(z) + g(z)
pro kazdé x € I. Odtud plyne tvrzeni. O

Véta 7.4 (integrace per partes). Necht I je otevieny interval a f: I — R je spojitd, F je
primitiont funkce k f na I a G je primitiond funkce ke g na I. Pak plat{

(27) / o(2)F(z) dz = G()F () — / G(2)f(z)dz, wcl.



26 LUBOS PICK

Diikaz. Funkce G je spojita na I, takze i funkce fG je spojitda na I. M4 tedy primitivni funkci
na I dle Véty 7.2. Uvazujme néjaky prvek mnoziny vpravo, tedy funkci tvaru GF — H, kde
H je primitivni ke Gf. Pak

(GF — HY = gF + Gf — Gf = gF.

Tedy

/ﬁFéGF—H
Mnozina funkei na pravé strané (27) obsahuje funkci GF' — H, stejné tak i mnozina funkei na
levé strané (27), a proto se ob& mnoziny rovnaji (vizte Vétu 7.1). O

Priklad. Spoctéte primitivni funkei k funkei arctg na intervalu (—oo, 00).

Reseni. Polozme f(z) = ﬁ, F(z) = arctgz, g(z) =1 a G(z) = = pro z € R. Potom je f
spojitd na R, a tedy podle Véty 7.4 plati

/arctgxdx:/l-arctgmda:: /g(m)F(m) dz

—/Gmﬂ@m
X
:xarctgw—/1+x2 dx

) 1/ 2x
= T arc Xr — — S
875 | 1542

1
< rarctgz — 5 log(1 4+ 2?), z € R.

Priklad. Spoctéte primitivni funkei k funkei ze® na (—oo, 00).

Reseni. Ve Véte 7.4 polozme f(x) = 1, F(x) = z, g(x) = ¢* a g(z) = . Dostaneme
/wew dx—/g(a:)F(a?) dr =G /G
:$€$—/€xd$é€x(.7}—1), x € (—00,00).

Priklad. Spoctéte primitivni funkei k funkei log z na (0, 00).
Reseni. Ve Véte 7.4 polozme f(x) = 1 F(z)=logz, g(z) =1 a G(z) = z. Dostaneme

g/bgw@r—/&-bgm@%—/g@ﬂ%@dw
:qwﬂ@—/cmﬂmm

leogx—/ldxéx(logx—l), z € (0,00).

Priklad. Pro n € N ozna¢me I, = [ m dx. Dokazte, Ze plati rekurentni formule

x n 2n—1
2n(1 + z2)n 2n

I = I,, =€ (—00,00).
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Specidlné tedy plati
I} = arctgz, = € (—o0,00)

T arctgx
I, <
2T 5042 2

x € (—00,00).

ReSeni. Z véty o vztahu spojitosti a existence primitivni funkce (Véta 7.2) plyne, Ze pro
kazdé n € N ma funkce m primitivni funkci na R. Z Véty 7.4 dostaneme
1 1 2x
Li=(1 ——de=2— — | 2(-n)—a—d
" / I+22 " 0+ a2 /x( W gy

1 49 / x?
=r—— n | ————
(1+ 22)n (1+ 22)n

— e+ 2 ([ o [ e o)

T

Necht C' zna¢i mnozinu konstatnich funkci na R a necht f = (lJfT)"

V obdrzené rovnici

I, = f+2nl, —2nl,
pricteme k ob&ma stranam —1I,, + 2nl,1 a obdrzime

2nlpp1+ I, — I, = f+2nl, — I, — 201,11 + 2nl 4,
tj.
2nlpy1 +C=f+(2n—-1)1,+C.

To ale dava rovnost

2nlp1 = f4+ (2n— 1)1,
z které jiz pozadovany zavér plyne.

Nasledujici priklad ukazuje, Ze v nékterych p¥ipadech pii hledani primitivni funkce metodou
per partes musime vyfesit funkcionalni rovnici.

Priklad. Spoctéte primitivni funkci k funkci e® sin z na R.

ReSeni. Z véty o vztahu spojitosti a existence primitivni funkce (Véta 7.2) plyne, ze funkce
e’sinx mé na R primitivn{ funkci. Dvojim pouzitim Véty 7.4 dostaneme

/exsina:d:n:exsinx—/emcosxdx
=e’sinz — (e’”cosm—/ex(—sinx)dqr)

=¢e"sinz — e* cosx — /e“‘”sinxdm.

Priétenim A k ob&ma stranam rovnice tak obrzime 24 = g 4+ C, kde C znaéi mnozinu vSech
konstatnich funkei na intervalu (—oo, 00). Z této rovnosti jiz plyne

. 1, .
/em sinz dr = §ex(sm:1: —cosx), x € (—00,00).
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Véta 7.5 (Darboux). Necht f md na otevieném intervalu I primitivni funkci. Potom md f
Darbouzovu vlastnost na I, tj. f(J) je interval, kdykoliv J C I je interval.

Diikaz. Necht J C I je interval. Pfedpokladejme, Ze y1,y2 € f(J), y1 < y2, a z € (y1,y2).
Chceme ukazat, ze z € f(J). Necht F' je primitivni funkce k funkei f na I. Definujme funkci

H(x)=F(x)—zx, ze€l.
Pak H je spojita na I a pro kazdé x € I plati
H'(z) = f(z) — =,
tj. H ma na I vlastni derivaci. Nalezneme z1,x9 € J takova, ze f(z1) = y1 a f(x2) = ya.

Predpokladejme, 7e z1 < zo. (V opafném piipadé bychom postupovali obdobné.) Funkce H
nabyva na intervalu [z, 23] svého minima, které ozna¢ime symbolem zy. Diky tomu, Ze

H'(z1) = f(z1) — 2 <0,
nalezneme § > 0 takové, Ze
Vo € Pt (z1,0): H(z) < H(xy).

Tedy 29 # x1. Obdobné odvodime z faktu H'(x2) = f(x2) — 2 > 0, Ze xo # 2.
Mame tedy x¢ € (x1,x2), a proto plati H'(xo) = 0. Odtud plyne f(zg) = =. O

Poznamka. Necht I je otevieny interval a f: I — R. Potom na I plati nasledujici implikace:
f je spojitd = f ma primitivni funkci = f ma Darbouxovu vlastnost.

Poznamka. 7 Véty 7.5 plyne, Ze funkce sign nema na intervalu (—1,1) primitivni funkci.
konec 6. prednasky (7.3.2025)

Véta 7.6 (prvni véta o Substituci) Necht a,b,a, 8 € R*, a < b, a < B, F je primitivni funkce
k f na (a,b), ¢: (o, B) = (a,b) a pro kazdé t € (o, B) existuje vlastni @' (t). Potom

[ Hew)e®d < Few). te ().
Drikaz. Podle véty o derivaci slozené funkce plati

(Fle®) = F(p() - ¢'(t) = fp(t)) - & (1), tE€ (o),

¢imz je tvrzeni dokézano. O

V nasledujicich prikladech pouzijeme pravé dokdzanou prvni vétu o substituci.

/ sin* ¢ cos t dt.

Reseni. Polozme (a,b) = (o, 8) = (—00, 00),
fx)=2a" z€(a,b) a ¢(t) =sint, t € (a,B).

Priklad. Spoctéte

Potom

/f(:):) dx = %x5, z € (a,b).
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Tedy dle prvni véty o substituci (Véta 7.6) plati

/sin4t -costdt = /f((p(t)) Pty dt = ésin‘r’ t, te(a,p).
T

V2 + 522

ReSeni. Dan4 funkce je spojita na celém R, existuje k ni tedy primitivni funkce na celém
R. Pii vypoctu [ g(z)dx pouzijeme substituci ,t = 2 + 5z%“, tj. funkci ¢: R — (0,400),
¢(x) = 2 + 522, nebot si viimneme, ze ¢'(z) = 10z, a tedy

Priklad. Urcete primitivni funkei k funkci g(z) =

/xd:c— 1/ () dx
V2 + 5x? 10 o(x)
Podle Véty 7.6 je tfeba vypocitat

1 c 1

1
— —dt = =Vt te (0 .
0/ Vi 5\f, (0, 400)

Kazda funkce
T % 2+ 522 + c,
kde ¢ € R je libovolna konstanta, je tedy primitivni funkef k funkci g na R.
1
V8 + 61 — 922

Reseni. Funkce g je spojita na svém definiénim oboru (—2/3,4/3), a tedy k ni na tomto
intervalu existuje funkce primitivni. Nejprve si funkci g upravime néasledujicim zptisobem:

g9(z) !

1 1
CV9-(Bz-12 3 /1 _ (3?1)2'

Piiklad. Urcete primitivni funkei k funkei g(z) =

Pocitejme tedy

(e
3) V1= (z—1/3)? -

Tento integral pfipomina integral

/ ! dt = int
— arcsint.
V1-— 112

Uzijeme Vétu 7.6. Roli funkce ¢ bude plnit funkce x — x — 1/3, jejiz derivace je rovna 1.
Dostéavame tak

1/ 1 dx_lfsd(ﬂb‘)dx
3) V1-(z-1/3° 3 V1-¢¥x)

Podle Véty 7.6 staci spocitat

1/ L g2 L csing te(—1,1)
— = — arcsin —
3 /71 — t2 3 ) ) ’

takze

1 1 e 1 )
3/ e geresinle—1/3), e e (72/5,473).
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Poznamka. Chceme-li pouzit Vétu 7.6 pii vypoctu primitivni funkce k funkci g, je tieba
nalézt funkce f a @ tak, aby platilo g = (fop)-¢'. Casto postupujeme tak, Ze nejprve zvolime
funkei ¢ a k ni pak uréime funkei f. Ve vyse uvedenych piikladech jsme vyraz ¢’ (x) dz nahradili
vyrazem dt a zbyvajici ¢ast integrandu jiz byla ve tvaru f o ¢. Formalné jsme tedy provedli
substituci ¢(t) = x a ¢'(t) dt = dx. Posledni vztah, kterému nedavame zadny matematicky
vyznam, je uzite¢nou pomickou pii vypoctech.

V pfipadé, Ze se ndm nepodafilo tvar funkce f predchozim zpusobem nalézt, ale derivace
funkce ¢ je viude kladna (resp. vSude zaporna), mizeme postupovat nasledujicim zpisobem.
Vyraz z nahradime vyrazem ¢~ !(t) a vyraz dx vyrazem (¢~ !)/(t)dt, tak obdrzime vyraz
S g(e71(t)) (¢~ 1) (¢) dt. Integrand je potom hledanou funkef f. Plati totiz

Fle(@) - &' (@) = g(¢7Hp(@) - (¢ ) (p(@) - ¢' () = g(2),
pricemz posledni rovnost plyne z véty o derivaci inverzni funkce.

Véta 7.7 (druha véta o substituci). Necht a,b,a, 8 € R*, a < b, a < B, ¢: (o, B) = (a,b),
pro kazdé t € (o, B) existuje ¢'(t) vlastni a nenulovd a go((oz,ﬂ)) = (a,b). Nechl f je funkce
definovand na intervalu (a,b) a plati

/ Ft) - @t dt £ G(t), t € ().
Pak
/f(:n) de = G(go_l(x)), x € (a,b).

Diikaz. Funkce ¢’ je definovéna na (o, 3) a podle Véty 7.5 plati bud ¢'(t) > 0 pro kazdé
t € (o, B), nebo ¢'(t) < 0 pro kazdé t € (o, 8). Tedy je bud ¢ klesajici na («, 8), nebo je ¢
rostouci na (, 3). V obou z téchto pifpadi existuje inverzni funkce ¢~ : (a,b) = (o, B). Pro
kazdé = € (a,b) pak plati

(Gl (@) = G (e~ @) (¢ ()
= flple™ (@)@ (¢ (@) 7%
(e (@) (¢ ( ))90,(90 )

= f().

Pfi vypoctu jsme pouzili vétu o derivaci sloZené funkce a vétu o derivaci inverzni funkce. [
V nésledujicim piikladu pouzijeme druhou vétu o substituci, kterou jsme pravé dokazali.
Piiklad. Spoctéte primitivn{ funkei k f(z) = V1 — 22 na (—1,1).
Reseni. Polozme (a,b) = (—1,1), (o, ) = (—3,5)a
o(t) =sint prot € (a, f).

Pak ga(( ,8)) = (a,b), pro kazdé t € (a,f) je ¢'(t) = cost # 0 a ¢~ !(x) = arcsinz pro
€ (—1,1). Dale plati

/f (t)dt:/\/1—Sin2t~COStdt=/COS2tdt

1 1 1
_/2(1—i—cos2t)dlti it—i-ZSin%, te (‘%:g)
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Tedy podle druhé véty o substituci (Véta 7.7) plati
1 1
/f(as) dx = 5 arcsinz + 1 sin(2arcsinz), =z € (—1,1).

Priklad. Spoctéte

1
— dux
/ va? + z2

kde a je kladné realné cislo.

Reseni. Polozime f(z) = x € R, a p(t) = asinht, t € R. Pak

1
Va2+ax?’

1 1 1
Va2 +a2 ay/1+ sinh? ¢ ~ acosht
a
¢'(t) = acosht.
Tedy
/f(cp(t))gp'(t)dt = /1dt <t teR.
Proto

/f(x)dmégo_l (2) = log <:c+:;2+a2>’ z € R.

L, " t__,—t
(Posledni rovnost snadno odvodime ze vzorce £ = =)

~~~~~

Véta 7.8 (druha véta o substituci - alternativni verse). Necht f: (a,b) — R je spojitd,
¢: (a,b) = R a pro kaZdé x € (a,b) existuje ©'(x) vlastni a nenulovd. Potom ¢ ((a,b)) je inter-
val, kterj oznacime (v, 8). Definujme funkci g: (o, 8) — R predpisem g(t) = f(o= () (¢~ 1) (t).
Necht G je primitioni funkce k g na (o, B). Potom G o ¢ je primitivni funkce k f na (a,b).
Diikaz. Funkce ¢ ma na (a,b) vlastni derivaci, tudiz je spojita, a tedy ma Darbouxovu vlast-
nost. Odtud plyne, ze ¢ ((a,b)) je interval. Podle Véty 7.5 plati bud ¢'(xz) > 0 pro kazdé
z € (a,b), nebo ¢'(x) < 0 pro kazdé = € (a,b). Tedy je bud ¢ klesajici na (a,b), nebo je
¢ rostouci na (a,b). V obou z téchto piipadi existuje inverzni funkce ¢~': (a, 8) — (a,b).
Odtud plyne, Ze funkce g je dobie definovana. Potom pro kazdé = € (a,b) plati

(Gop)(x) = (go9) ()¢ (2) = f() (™) ((x))p(x)
B f(x) ") = flax
BRI O)MEA
Odtud plyne tvrzeni. O

Priklad. Spoctéte

1
——dx.
/ zvzr? —1

Reseni. Polozme f(z) = r\/% pro z € (—oo,—1) U (1,00). Predpokladejme nejprve, ze

1 1
zva? -1 2 /1_:712

€ (1,00). Potom plati

f(x)
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Polozme dale p(z) = L pro x € (1,00) a g(t) = —\/11_7 pro t € (—1,1). Potom

f@) = glo(@)¢(z), =€ (1,00).
Protoze [ g(t)dt = arccost, t € (=1, 1), plati podle Véty 7.8

/f(x)d:n 2 arccos <1> L ze(l,00).

X

Podobné odvodime, zZe

/f(a;)da: < arcsin (i) , x € (—o0,—1).

Poznamka. Véta 7.2 fika, Ze spojita funkce na otevieném intervalu ma vzdy primitivni funkci.
Ne vzdy je ale mozno tuto primitivni funkci vyjadrit pomoci elementarnich funkci — presnéji
pomoci kone¢ného poctu séitani, nasobeni, déleni a skladani elementarnich funkei. Tuto vlast-
nost ma napiiklad funkce e_wz, ditkaz vSak neni snadny. UkdZeme nyni nékteré druhy funkci,
kde tato potiz nevznika. Zakladni tfidou takovych funkci jsou funkce racionalni. UkiZeme
také jesté nekteré dalsi typy funkci, jejichZz integraci je mozné prevést na integraci racional-
nich funkci pomoci vhodné substituce.

Integrace racionalnich funkci.

Definice. Racionalni funkci budeme rozumét podil dvou polynomi, kde polynom ve jme-

novateli neni identicky roven nule. Racionalni funkce R(x) = gg; je definovana na libovolné

podmnoziné R, kterd neobsahuje Zadny kofen polynomu Q.
Poznamka. Nejprve uvedeme nékteré poznatky z algebry. V&imnéme si, Ze mame-li polynom
P(z) = apz" + -+ + a1z + ag,

lze za proménnou x dosazovat i komplexni ¢isla, pficemz hodnoty pak budou opét komplexni
¢isla. Kazdy polynom tedy muzeme chapat i jako zobrazeni z C do C. Ve zbytku tohoto oddilu
budeme uvazovat i polynomy s komplexnimi koeficienty, tj. aq,...,a, € C. Podobné jako v
realném piipadé, je takovy polynom roven nule pro kazdé x € C pravé tehdy, kdyz jsou vSechny
jeho koeficienty nulové. Odtud plyne, Ze miZeme definovat stupen takového polynomu stejné
jako v redlném piipadé a budeme jej znacit symbolem st P.

Lemma (o déleni polynomii). Necht P a Q jsou dva polynomy (obecné s komplexnimi koe-
ficienty), pricemz polynom @Q neni nulovy. Pak ezistuji jednoznacéné urcené polynomy R a Z
splnugici:

e st Z <stQ,

o P(x) = R(x)Q(z) + Z(x) pro vSechna x € C.

Pokud maji P a Q redlné koeficienty, maji i R a Z redlné koeficienty.

Dasledek. Je-li P polynom a A € C jeho koten (tj. P(\) = 0), pak ezistuje polynom R
spliiugici P(z) = (x — A\)R(x) pro vSechna x € C.

Diikaz. Polozme Q(x) = x — A. Pak dle lemmatu nalezneme polynomy R a Z takové, Ze
P = RQ+ Z, kde st Z < st@Q = 1. Polynom Z je tedy konstantni. Plati 0 = P(\) =
R(A)(A—=X)+ Z()N), tedy Z(N\) = 0. Z toho plyne, ze Z je nulovy. O
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Véta 7.9 (rozklad na kofenové Cinitele). Necht P(x) = ana™ + -+ 4+ a1z + ag je polynom
stupné n € N. Pak existuji ¢isla x1, . ..,x, € C takovd, Ze

(28) Px)=ap(z —x1) - (x —x,), x€C.

Diikaz. PouZijeme matematickou indukei. Pro n = 1 je tvrzeni zfejmé, nebot P(z) = a1 (x —
(—Z—‘l))) a sta¢i polozit 1 = —Z—?. Necht tedy n € N, n > 1, a tvrzeni plati pro vSechny
polynomy stupné nejvyse n — 1. Podle zékladni véty algebry nalezneme kofen z, € C po-
lynomu P. Dle dusledku je P(x) = (z — x,,)R(x) pro n&jaky polynom R. VSimnéme si, Ze
st R = n — 1 a navic koeficient u 2"~! v polynomu R je roven a,. Podle indukéniho predpo-
kladu tedy existuje rozklad R(x) = an(z — 1)+ (¢ — xp—1). Tim dostaneme i pozadovany

rozklad polynomu P. O

Poznamka. (a) Pro kazdy polynom je rozklad (28) urceny jednozna¢né az na poradi ¢initeli.
Mezi ¢&isly x1,...,x, se vyskytuji vSechny kofeny polynomu P. Odtud plyne, Ze polynom
stupné n € N mé nejvyse n riznych kotent.

(b) Tvrzeni dusledku lze jesté dale zesilit nasledujicim zptusobem. Je-li P nenulovy polynom
a A € C, pak existuje pravé jedno k € NU {0} a jednozna¢né uréeny polynom R spliiujici
P(z) = (z — M)*R(x) pro viechna z € C a R()\) # 0.

Plati-li totiz P(z) = (x — A)*R(z) pro jisty polynom R a k& € N U {0}, pak je nutné
polynom R nenulovy a k < st P. MuZeme tedy nalézt nejvétsi £k € NU {0}, pro které existuje
polynom R splijici P(x) = (z — \)*R(z). Z disledku plyne, ze R(\) # 0, jinak bychom
dostali spor s maximalitou k.

Dokazme jednoznacnost. Piedpokladejme, ze plati P(z) = (x — \)!'R(x) pro n&jaké | e
N U {0} a polynom R splijici R(\) # 0. V&imnéme si, Ze z volby k plyne [ < k. Pak
dostavame (z — \)*'R(z) = R(z) pro x # X\ a ze spojitosti plyne, Ze tento vztah je splnén
i pro x = X. Musi byt k = [, jinak dosazenim x = A dostavame R(/\) =0, coz je spor. Potom

také R = R, ¢imz je dukaz proveden.

Definice. Necht P je nenulovy polynom, A € C a k € N. Rekneme, 7e ¢islo A je koFen
nasobnosti k polynomu P, jestlize existuje polynom R spliujici R(\) # 0 a P(z) = (z —
MFR(x) pro viechna z € C.

Poznamka. Z poznamky pied definici plyne, Ze nédsobnost kofene je uréené jednoznacné a je
rovna poctu vyskyta ¢isla A v n-tici 21, x9,...,2, 2z Véty 7.9.

Véta 7.10 (rozklad polynomu s realnymi koeficienty). Necht P(z) = ana™ + -+ + a1 + ag

je polynom stupmé n s redlnymi koeficienty. Pak existuji redlnd cisla x1,...,xk, a1,...,q,
B1, ..., 0 a pFirozend &isla p1,...,pk, q1,-..,q takovd, Ze

o P(z) = an(x — )P -+ (x — )P (2% + aqz + B) % -+ - (2% + oy + )%,

e Zddné dva z polynomi x—x1, ..., x—xp, 2 +o1z+B1, . .., t2+oqx+ 5 nemaji spolecny

koten,

o polynomy % + arx + B, ..., 2% + aux + B nemagi Zddny reding koten.
Diikaz. Necht 1, ...,z jsou viechny (navzajem rtzné) realné kofeny polynomu P s néasob-
nostmi py,...,pg & 21, ..., 2; jsou kofeny polynomu P s kladnou imaginarn{ slozkou s nésob-
nostmi qy, ..., q. Potom jsou téz ¢isla z7, . .., Z; kofeny polynomu P s nasobnostmi ¢, ..., q.

Muzeme tedy psat

P($) — an(aj _ $1)p1 L. (35 _ xk)Pk(x _ Zl)QI (95 _ 71)% L. (35 _ Zl)ql (35 _ Z)ql.
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Dale plati (v — 2;)(z — %) = 2% + (—2z; — Z)x + 2. Obé &isla —z; — %, 2% jsou realna,
a proto miZeme poloZit o; = —z; — Z; a B; = 2;Z;. Snadno ovéiime, Ze poZadované vlastnosti
jsou splnény. O

Véta 7.11 (rozklad na parcialni zlomky). Necht P, Q jsou polynomy s redlnymi koeficienty
takové, Ze st P < st Q) a necht

Q) = an(w — 21" -+ (2 = )P (2 + crz + B) - (2 + gz + )"

je rozklad polynomu Q z Véty 7.10. Pak existuji jednoznacéné urcend redlnd cisla Al,. ..,

All)l,..., Ak,...,A’;k, Bi, Cf,..., Bt}l, Cc}l,..., B, CL,. .., Bél, th takovd, Ze plati
1 k
Pa) A Ap, Af Ap,
Qlx) (z—x1) (x — 1) (z — x) (z — )P
1 1
Blz+Ct - By x+Cy, -
(22 + arx + f1) (22 + a1z + fr)n
Bjz +Cf By +Cy
Foo CzeR\ {z1,... 2}
(22 + az + ) (22 + aqyz + By) Vo o}

Diikaz. Bez Gjmy na obecnosti muZzeme predpokladat, ze ) je monicky, tj. jeho vedouci
koeficient je roven 1.

1. Nejprve ukazeme, ze tvrzeni plati pro piipad, kdy Q(z) = (z — x1)" nebo Q(z) =
(22 4 ax + B)". Je-li n = 1, je vyraz g v pozadovaném tvaru.

Predpokladejme nyni, Ze tvrzeni plati pro kazdé k € N, k < n, kde n € N\ {1}. Necht nyni @)
je tvaru Q(z) = (z—z1)". Pak existuji polynom A a r € R takové, ze P(z) = A(x)(x—z1)+r.
Tedy

P(x) A(x) r
(-2 (z—z)" (- x)
Na prvni ¢len vpravo aplikujeme indukéni pfedpoklad a druhy je jiz v pozadovaném tvaru.

Podobné postupujeme v piipadé Q(z) = (22 + ax + §)". Piedpokladame-li platnost tvrzeni
pro kazdé k < n, kde n € N\ {1}, pifeme P(z) = A(z)(2?+az + 3) + R(x), kde A je polynom
a R je polynom nejvyse stupné 1. Pak

P(x) A(z) R(x)

Q(x) (22 +ax+p)" 1 (224 azx+B)"
Opét lze na prvni ¢len pouzit indukéni predpoklad, zatimco druhy je v pozadovaném tvaru.

Tim je tvrzeni dokdzano v piipadé, kdy @ je polynom typu (z — x1)" nebo (22 + az + ),
kde kvadraticky ¢len je nerozlozitelny.

2. Dokazujme nyni tvrzeni pro pf¥ipad, kdy @ je souc¢inem n riznych typt nerozlozitelnych
prvocinitelt. Pro p¥ipad n = 1 bylo tvrzeni dokdzano v ¢asti 1.

Piedpokladejme nyni jeho platnost pro vSechna k < n, kde n € N\ {1}. Necht Q@ = GH
je polynom stupné n, kde G i H jsou monické, nesdileji zddné netrivialni spole¢né délitele a
st P < n. Tedy st P < st G 4+ st H = n a min{st G,st H} > 1. Jelikoz nemaji G a H zadného
netrividlnfho spole¢ného délitele, nalezneme polynomy C' a D takové, ze 1 = CG + DH. Pak
C nema spole¢ny nasobek s H a D nemé spole¢ny nésobek s G. Pak mame

P _P(CG+DH) _PCG , PDH _PC  PD
Q Q Q Q H G
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Dostali jsme tak soucet dvou vyrazi, z nichz kazdy mé ve jmenovateli méné nez n raznych
nerozlozitelnych prvociniteld. V piipadé, kdy st PC < st H a st PD < st G, lze aplikovat
indukéni predpoklad a dikaz ukondit. V opa¢ném piipadé predpokladejme nejprve, ze st PC >
st H. Pak PC' = GH + R pro né&jaké polynomy Q) a R, kde st R < st H. To implikuje, ze R
nesdili s H zadného spoletného délitele, nebot v opacném piipadé by spoletny délitel H a R
byl téz délitelem P (nebot C' neméa s H spoleéného délitele), coz by byl spor.

Méme tak

P _ P(CG+DH) _(QH+R)G+DHP _RG+(Q+DF)H

Q Q Q Q
Jako vyse vidime, Ze Q + DF nemé spolecného délitele s G. Pak

st RG <stH+stG a stP <stH+stG,
a tedy téz
st(Q+ DF) <stH +stG.
Tedy st(Q + DF') < st G a st R < st H. Dostavame tak

P _RG+(Q+DF)H _ R Q+DF
Q- Q “H G

pri¢emz na oba zlomky na pravé strané jiz lze pouzit indukéni predpoklad.
Dtikaz je tak dokoncen. O

Poznamka (postup pii hledani primitivni funkce k funkci racionalni). Mé&jme polynomy
P a Q. Mame-li integrovat racionalni funkeci P/Q, pak postupujeme takto:

V pripadg, Zze stupeni P je vétsi nebo roven stupni @, vydélime polynom P polynomem @
a obdrzime rozklad

P(x) Z(x)
Q(x) Qz)’

kde R, Z jsou polynomy a stupeii Z je mensi nez stupeii ). Je snadné nalézt primitivni funkci
k polynomu R. Pokud je polynom Z nenulovy, nebo st P < st @), zbyva nalézt primitivn{ funkci
k racionélni funkci Z/Q, resp. P/Q, kde stupen ¢itatele je mensi nez stupen jmenovatele. Tuto
funkci rozlozime na parcidlni zlomky podle predchozi véty. Jednotlivé parcialni zlomky pak
zintegrujeme.

Nyni si ukdZzeme jak na to. Parcidlni zlomek odpovidajici redlnému kofeni a integrujeme
nasledovné:

= R(z) +

r—a)m

/ 1 d & ﬁw na (—oo,a) a na (a,+o00) pron > 1,
S )
( log |z — a na (—oo,a) a na (a,+o00) pron = 1.

Parciélni zlomek typu

Bx +C
(22 + az + B)7’
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kde B,C,a, 8 € R, ¢ € N a polynom 22+ ax + 8 nemé zadny realny kofen, integrujeme takto:

/ Bx+C dw—B/ 21 + « o+
(22 +ax+pB)? " 2 ) (22+ax+ B)1
I
Ba 1
+ (C_2>/(:c2+ozx+ﬁ)qu'
I

Integraly I a I lze spocitat nasledovné:

I < o@arseT M Rprog>1,
1 pu—
log(? + ax+3) naR progq=1;
1
I = d et
? / ((z + a/2)2 + B — a?/4)* v

(501‘2/4)q/<(m/21)2+1>qu'

VB—a?/4

V posledni tipravé vyuzivame nerovnost f—a?/4 > 0, ktera vyplyva z piedpokladu, Ze polynom
z? 4+ ax + B nema zadny realny kofen. Diskriminant rovnice 22 + ax + 8 = 0 je pak totiz
4o /2

B—a?/4

zaporny. Uzitim substituce ¢ = prevedeme tlohu na integraci funkce typu

(1+1¢2)a°

Integraci této funkce jsme si ukazali ve vySe uvedeném prikladu.
konec 7. prednasky (11.3.2025)

Priiklad. Urcete primitivn{ funkei k funkci

flz) =

T
(22 + 22 + 2)2(22 + 22 — 3)°

Reseni. Protoze polynom v Citateli je mensiho stupné nez polynom ve jmenovateli, miZzeme
funkei f rozlozit na D(f) na parcialni zlomky. Plati
x Ax+ B Cx+D E F

29 = :
(29) (22 + 224 2)%2(z — 1)(z + 3) x2+2x+2+(x2+2x+2)2+x—1+m+3

Vynésobenim této rovnice jmenovatelem levé strany dostaneme vztah
(30) x = (Az + B)(2® + 22+ 2)(z — 1)(z + 3) 4+ (Cz + D)(z — 1)(x + 3)
+ E(x? + 224 2)%(x + 3) + F(2® + 22 4+ 2)%(z — 1),

ktery plati pro kazdé = € R\ {—3,1}. Polynomy jsou v8ak spojité na R, a proto vyse uvedeny
vztah (30) plati pro kazdé = € R. Nyni muZeme postupovat dvéma zptusoby: bud porovname
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koeficienty u stejnych mocnin z na levé a na pravé strané vztahu (30), tedy

2°:0=A+E+F,
2*:0=4A+ B+ 7F +3F,
23:0=3A+4B + C + 20F + 4F,
2?:0=—24A+3B+2C + D + 32E,
z':1=—-6A—2B—3C +2D + 28E — 4F,
2°: 0= —6B — 3D + 12E — 4F,

nebo dosadime do (30) Sest ruznych ¢isel za x a opét ziskame soustavu Sesti linearnich rovnic

o Sesti neznamych. Nejvyhodnéjsi je dosazovat takova ¢isla, pro kterda se nékteré scéitance
rovnaji 0 (tj. redlné kofeny jmenovatele puvodniho zlomku — v naSem piipadé ¢isla —3 a 1).
Obvykle obé metody vhodné kombinujeme. Postupnym dosazenim kofent 1 a —3 do (30)
ziskdime F = 1/100 a F = 3/100. Tyto hodnoty pak dosadime do soustavy rovnic. Z prvni
rovnice mame A = —1/25, z druhé B = 0, z posledni D = 0 a kone¢né ze ¢étvrté C = —1/5.
Tim mame uréeny koeficienty v rozkladu (29), ktery ma tedy tvar

f() 1 x 1 x PRSI SR
5 (2+2x+2)?2 ' 100 z—1 ' 100 z+3

Zbyvé nyni provést vypocet primitivnich funkei k jednotlivym parcidlnim zlomkam.

z 1 20 + 2 1
——dr == | ————drx — | ————dx
x? 4+ 2z + 2 2) 22+2x+2 x? 4+ 2z + 2
1 1
=—1 242 2)— | —————d

5 og(z” + 2z + 2) /($+1)2+1 x

1
< B log(z? 4+ 2x + 2) — arctg(z + 1), = € R,

/xdxl/wdx_/ldx
(22 +22+2)2 7 2] (22422 +2)2 (22 + 27 + 2)2

1 1 / 1 d
=—— - x
222+ 22 + 2 ((x+1>2_|_1)2

c 1 1 1 z+1

1
£ _Z _ = _ = arct 1), z € R,
st 42 22 +osg2 pctgl@tl) o

1
/ 1dx§10g\x—1\,xe(—oo,l)axe(l,oo),
x_

1
/x+3dxélog|x—l—3|, x € (—00,—3)ax € (—3,00).
Na kazdém z intervali (—oo, —3), (—3,1) a (1, 00) je tak primitivni funkei k funkei f kterékoliv
z funkci

1 T+ 2

1 7
— —log(a? + 27+ 2) + — arctg(z + 1) + ——— 0 =
ogle 2w 2) o g arcte(w 1)+ 5 e e

50

1 3
—1 -1+ —=1 k R.
+ 100 og |x ]—1—100 oglr+3|+¢, kdece
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Trigonometrické substituce.

Definice. Polynomem dvou proménnych rozumime funkci

n
— Z aijxiyj s
7’»]:0
kde n € NU{0}, a;; € Rproi,j € {0,...,n}. Racionalni funkci dvou proménnych rozumime
podil polynomt dvou proménnych, kde polynom ve jmenovateli neni identicky roven nule.

Znaceni. A7 do konce tohoto oddilu budeme symbolem R znacit racionélni funkci dvou
promeénnych.

Definice. Rekneme, 7e R je suda v prvni soufadnici, pokud pro kazdé (z,y) € D(R)
plati (—z,y) € D(R) a mame R(—z,y) = R(x,y). Analogicky definujeme lichost v prvni a
sudost a lichost v druhé souradnici. Funkce R je suda, pokud pro kazdé (z,y) € D(R)
plati (—z,—y) € D(R) a R(x,y) = R(—z, —y). Analogicky definujeme lichost funkce R.

Poznamka. Necht R je racionalni funkce dvou proménnych a [ je otevieny neprazdny inter-
val. Uvazujme integral tvaru

(31) /R(sin t,cost)dt, tel,

pricemz integrand je definovan na intervalu I. Pro prevedeni ilohy na integraci racionalni
funkce lze pouzit jednu z nasledujicich substituci.

(a) Je-li R licha ve druhé soutradnici, 1ze uZit substituci 2 = sin t. Pfesnéji fe¢eno: pouZzijeme
Vétu 7.6 pro funkei p: I — R definovanou piedpisem ¢(t) = sin t. Pfislusnou funkci f lze pak
volit jako raciondlni funkci jedné redlné proménné. Podobna upfesnéni je mozné doplnit i v
nasledujicich bodech (b)-(d).

(b) Je-li R lich& v prvni souradnici, 1ze uzit substituci = = cost.

(c) Je-li R suda, lze uzit substituci xz = tgt.

(d) Vizdy lze pouzit substituci z = tg(%).
int t
Priklad. Urcete primitivni funkei k funkei g(t) = %.
sin® t + cos?t

ReSeni. Funkce g je spojita na R, ma tedy na R primitivni funkei. Ozna¢me
Ty
R(z,y) = ——.
(@) =
Potom ¢(t) = R(sint, cost). Funkce R je licha v prvni i v druhé soufadnici a je také suda. Pro
prevod na integraci racionélni funkce lze tedy uzit kteroukoli z vySe uvedenych substituci.
VyzkouSejme nejprve substituci x = tg(%) pro t € (—m, ). Abychom mohli tuto substituci
provést, vypoctéme nejprve

cost = COSQE—SIHQE COSQ%_sz%_l—th%_l—x?
R L 2t 2t 5

2 2 cos? Lysin?l  14+tg2l 14z
t t 2s1nfcos£ 9

sint = 2sin — cos — = t2 ! 22t _ .
2 2 cos?f4sin®y 14z

2
t =2arctgx, dt= da.

1+ 22
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Substituci prevedeme zadany integral na integral

2
T 15 2 [a(l-a)(1+a?)
2T (2 T2 T Ty a2 4
( ) +(1+x2)

1+x2
Je vidét, Ze jsme dosahli svého cile. Vysledna racionalni funkce je ale komplikovana a na-
vic bychom museli jeSté prekonat potiZe spojené s tim, Ze substituci provadime pouze pro
x € (—m,m), popfipadé na intervalu vzniklém posunutim o 2kw, k € Z. Zkusme tedy dalsi
substituce.
Nyni zkusme substituci z = sint. Funkci g lze upravit na tvar

_ sint
~ sin?t 4+ (1 —sin®t)2

Uvédomime-li si, Zze pfi uvedené substituci je d x = costdt, dostavame

st
S —
204 — 222 + 1

Uzitim substituce y = 22, dy = 2z dx tento integral dale prevedeme na

1 1 .1
—— dy=[——— dy < arctg2y—1), yeR.
/4@/2—4y+2 ’ /(2y—1)2+1 y=garcte(Zy—1), y €

Dostavame tedy

g(t) - cost.

1
/g(t)dt < 3 arctg(2sin’t — 1), t € R,

Zcela analogicky lze vyuzit i substituce x = cost. Funkci g lze upravit na tvar

(t) cost -
= -sint.
J (1 — cos?t)? 4 cost
Uvédomime-li si, Zze dx = —sintdt, dostavame

t 1

Primitivni funkci k ¢ je na R kterakoliv z funkci
1
—3 arctg(2cos’t — 1) + ¢,

kde ¢ € R je libovolna konstanta.
Zkusme jesté substituci x = tgt, dz = ﬁdt. Vydélime citatele i jmenovatele ve vyjadieni
g(t) vyrazem cos®t a dostaneme

tgt _ tgt 1
sinttg2t +cos2t tgtt+1 cos?t’

g(t) =

Je tedy tfeba vypocitat

1
/$4ﬂ:_1dxé §arctga:2, r e R.

Dostavame tak primitivni funkci %amctg(tg2 t), ale pouze na intervalech (-4 + k7, § + k),
k € Z. My v8ak vime, Ze funkce f mé primitivni funkci na celém R (je totiz na R spojita).
Tuto primitivni funkci muZzeme nalézt pomoci techniky zvané lepent.

Shrnuti: poc¢etné nejjednodussi integrace vysla pii substituci x = tgt. Pak jsme ovSem ne-
ziskali primitivni funkci na celém Dy. Tento nedostatek lze piekonat ,nalepovanim® v bodech,
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které jsme museli vynechat. Obdobna situace vznikne p¥i uziti substituce x = tg( t) — ta vSak
vétsinou vede na slozitéjsi racionalni funkce nez substituce zbyvajici. Je tedy lepsi — pokud to
dovoluje tvar integrované funkce — se jejimu pouziti vyhnout a pouzit nékterou ze zbyvajicich
t¥{ substituci.

7 vyse uvedeného je vidét, Ze tvar vysledku mize podstatné zaviset na pouzité substituci,

vzdy vSak jde o funkce, které se lisi pouze o konstantu.

Véta 7.12 (o lepeni). Necht f, F' jsou spojité funkce na otevieném intervalu I, ¢ € I a necht
F'(x) = f(z) prox € I'\ {c}. Pak F' = f na I.

Diikaz. Tvrzeni ihned plyne z véty o limité derivaci. O
Priklad. Spoctéte [ 1+sm Topdt
Reseni. Polozme R(z,y) = 1 +$ . Protoze R je sud4, pouZijeme prvni vétu o substituci

(Véta?ﬁ) o(t) = tgt, (a, ):( T +kn, 5 +kn), ke€Z, a(ab) = (—o00,00). Potom
o (t) = Cosgt je vlastni na (a, 8) a ¢((, 8)) = (a,b). Jest

9 9 sin¢ sin? ¢
xr = tg = = y
cos’t 1 —sin’t
tedy
2
sin?t = L.
1+ a2
Jest déle t = arctgt, tedy dt = 7 e —Ldz. Potitame tedy integral
1 1 1 1
: dr= | ———dx = —— arct eR.
/1+1+2 22 T /1+2x2 \/iarcg(\fx) T
Podle prvni véty o substituci (s f(z) = Hﬁ’ x € R) tedy plati
1 ¢ 1
32 —— _dt < —arctg(vV2tgt), te ——+k, +kn), keZ.
(32) /Hsmzt Sarcta(Vtgt), 1€ (< +hm T+ ),
Funkce ; Je ale spojita na R, a tedy dle Véty 7.2 mé na R primitivni funkci. Polozme

1
Fu%:;gwaa¢%gw,te<_5+km + k), k€ Z.

Potom
lim F(t)

t—Z

=——, lim =——.
5. 22 to%, 2v/2

+ k2=, te(kn—Z kn+ %),
G<t>—{() ECEARINE R L

Pak G je spojit4 funkce na R a v kazdém bodé t € R\{Z+km; k € Z} plati G'(t) = (1+sin?¢) !
Diky Vété 7.12 tedy G'(t) = (1 + sin?t)~! plati v kazdém bodé ¢t € R. Odtud plyne, Ze

1 c
—— _dt=G(t), teR,
/1+sin2t ®)

PoloZzme

neboli pro kazdé ¢ € R je G 4 ¢ primitivni funkce k dt na R.



MATEMATICKA ANALYZA 2 - LETNI SEMESTR 20242025 41

) t+b
Integraly typu R<t7q od )

Poznamka. Pfi integraci funkce R(t, a/ at+b ), kde ¢ € N a ¢isla a, b, ¢, d € R spliwji ad —bc #

ct+d
¢ Zfis pro pievod na integraci racionalni funkce.

0, 1ze uzit substituci x =

1
Véta 7.13 (integraly tvaru [ R(t, (Ztt—jr's) “Ydt). Nechtq €N, a,b,c,d € R, ad # bc a R je ra-

o . L R N o by:
ctondlni funkci dvou proménnyjch. Necht I je otevienyj interval obsaZeny v D (R (t, ((clfid) Q>>

1
Polozme o(t) = (gfig)@ t € 1. Pak je o monotonni funkce, J = o(I) je otevieny interval a

= Rl (x),2)(p~ 1) (x) je raciondlni spojitd funkce definovand na J. Je-li F jeji primitivni

funkce na J, je F o primitivni funkce k R (t, <Zttis)%> na 1.

Drikaz. Zobragzeni t — Zf:[g je ryze monoténni na kazdém otevieném intervalu obsazeném v

jeho definiénim oboru. Vhledem k monotonii odmocniny pak dostavame ryzi monotonii funkce
1

t— (ij;g) ! na kazdém otevieném intervalu obsazeném v definiénim oboru této funkce. Proto

je ¢ ryze monoténni funkce a mnozina J = o(I) je otevieny interval. Funkce p=1: J — I je

uréena predpisem ¢~ !(z) = ii‘i_qg, z ¢ehoz plyne, ze z +— R(o ! (x),x)(¢~ 1) (x) je racionalni
1
funkce na J. Fakt, ze F o ¢ je primitivni k R (t, (gig)g)’ t € I, nyni plyne z Véty 7.7. O

Priklad. Spoctéte
1 /t+1
/ LN AR
tVit—1

41 je definovana na intervalech (—oo, —1) a (1,00) a je na nich spojita.

t—1
Na nich tedy budeme hledat primitivni funkeci. Polozme

x:\/ij—i:go(t).

ResSeni. Funkce %

Pak )
e +1 _1
t=5—=¢ (@),
pfi¢emz : (—oo,—1) = (0,1) a ¢: (1,00) — (1, 00) jsou bijekce s nenulovou derivaci. Jest
—4
dt = ﬁ, ,x € (—00,—1), mnebo x € (1,00).

Podle druhé véty o substituci dostaneme integral

2 —1 —4x —42?
I = d = d .
/$2+1$(x2—1)2 v /(a;2+1)(x2—1) v
Rozkladem na parcialni zlomky zjistime, Ze

42 1 1 2

@A0@ -1 1-1 241 2Z+1
Tedy
I =log|lz+ 1| —log|z — 1| — 2arctgz, x € (0,1) nebo z € (1, 00).
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Zavérem dostavame

1 [t+1 T+l t+1
/tﬁdtélog\/m_l —2arctgfg— e (—oo,—1) a (1, 00)
t—1

Integraly typu [ R(t,Vat?+ bt + c) dt. Také integraci funkce R(t,vat? + bt + c), kde R
je racionalni funkce dvou proménnych, lze prevést na integraci racionalni funkce. Necht tedy
a,b,c € R, a # 0, a I je neprazdny otevieny interval obsaZeny v defini¢nim oboru funkce

g(t) = R(t,Vat?> + bt +c).

V zévislosti na vlastnostech polynomu ¢(t) = at?+bt+c miizeme pro prevod pouZit nasledujici
postup.

(a) Predpoklddejme, Ze ¢ ma dvojnisobny realny kofen a. Pak plati ¢(t) = a(t — a)?.
Interval I je neprazdny, a proto a > 0. Pak plati

V Q(t):\/a‘t_aL teR,

a g je tedy na kazdém z intervalti Iy = (—oo, @) N1, Iy = (o, 00) N I funkei racionalni. Potom
na I; a I» mizeme nalézt primitivni funkci difve uvedenym postupem. Pokud o € I, pak
primitivni funkci na I obdrzime tak, Ze nalezneme primitivni funkci £} na intervalu I; a
feSeni F5 na intervalu I». Potom slepime F a Fb + ¢, tak, abychom dostali spojitou funkci na
I, ktera bude primitivni ke g na 1.

(b) Predpokladejme, Ze a > 0 a polynom ¢ nemé dvojnéasobny realny koten, tj. b? —4ac # 0,
pak lze pro pfevod na integraci racionélni funkce pouzit substituci

o(t) =vat2 +bt+c—+at, tel.

2at 4+ b
P(t) = — e —
2vVat? 4+ bt + ¢
a odtud snadno diky predpokladu b? — 4ac # 0 ovéiime, Ze ¢'(t) # 0 pro kazdé t € I. Funkce
¢ je tedy na I ryze monotonni, p(I) je otevieny interval a inverzni funkce k ¢ méa tvar
2
c—x

o (z) = oz — b z € o(I).

Pro t € I plati

Vypocitejme derivaci funkce =1, Pro kazdé = € D(p~1) plati

, —2y/azx? 4 2bx — 2cv/a
(oY (r) = VRS2

Dale muzeme vyjadrit

VaET@) = \Jag o b
2v/ax —b
a
goyH(z) = Ry~ (2), Valp~(2))).
Odtud plyne, Ze funkce (gop™1)-(¢~!)’ je racionalni funkce definovana na otevieném intervalu

©(I). Je-li G jeji primitivni funkce na ¢(7I), je G o primitivni funkce ke g na I. Pravé uvedena
substituce se vétsinou zapisuje ve tvaru

Vat? + bt +c=+/at + z,
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ktery se i 1épe pamatuje.
(c) Predpokladejme, ze a < 0. Pak mé ¢ dva realné kofeny, jinak by byl defini¢ni obor ¢
prazdny. Oznacme tyto kofeny oy a g, pficemz oy < awg. Pro kazdé ¢t € (aq, ae) plati

Valt) = Valt = an)ft - a2) = v=alt - a)y [72—

_al.

Tato rovnost ukazuje, Ze funkci g lze na intervalu I, ktery je podmnozinou (aq, ag) psat ve
tvaru, ktery byl uveden v pfedchozim oddile.

1
—— .
t+ V2 +t+1

Reseni. Symbolem g oznaéme integrand. Potom D(g) = (—o0, —1) U (—1,00) a g je spojité
na D(g). Vyraz pod odmocninou je kladny na celém R, pouzijeme tedy substituci

Vi2+t+l=t+z.

Priklad. Spoctéte /

Tedy
2 2
e =1 ¢ —x+1
1- 2z 1—202
Potiebujeme jesté vyjadrit v nové proménné x vyraz vt2 +t + 1, coz je jednoduché:

2
-1
\/t2+t+1:t+x:$ + x.

1-—2x

t

Nyni provedeme substituci a dostdvame po tpraveé

/ 2r2 — 224 2
dx.
(r—2)(2x—1)
V ziskané racionalni funkci je stupen polynomu v Citateli stejny jako stupen polynomu ve
jmenovateli, musime tedy nejprve provést déleni:

3x
(x —2)(2z —1)

Druhy séitanec rozlozime na parciélni zlomky a dostaneme

222 — 2 + 2 1 1
= [1de+2 -
/(x—Q)(Qa:—l)dx / d =+ /x—de /Qx—ldx

1
§x+210g|x—2|—§10g]2:c—1\

(222 =224 2): (222 =5z +2) =1+

na intervalech (—oo, 1), (3,2) a (2,00). Podle Véty 7.6 ma tedy primitivni funkce k funkei g

na kazdém z intervali (—oo, —1) a (—1,00) tvar

1
\/t2+t+1—t+210g]\/t2+t+1—t—2\—§log\2\/t2+t+ —2t—1|4+¢, ceR.

konec 8. prednasky (14.3.2025)
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7.2. Riemanntv integral. Zaveden{ Riemannova integrilu je mimo jiné motivovano problé-
mem, jak definovat pojem obsahu i pro komplikované&jsi mnoziny v roviné nez jsou jednoduché
geometrické utvary jako obdélnik, trojuhelnik, apod.

Mégjme tedy omezenou nezapornou funkci f definovanou na omezeném uzavieném intervalu
[a,b]. Chceme definovat, jakou plochu méa obrazec pod grafem funkce f tak, aby to bylo
v souladu s tim, jak poc¢itdme plochu u jednoduchych geometrickych obrazci.

Jednou z moznost{ je aproximovat obrazec pomoci kone¢nych sjednoceni obdélntki, jejichz
plochu zname, a pak pomoci ,limitniho pfechodu“ dojit k vysledku.

Definice. Necht a,b € R, a < b. Potom délenim intervalu [a, b] nazveme kazdou kone¢nou
posloupnost D = {x;}" ,, pro kterou plati a = 29 < 1 < --- < z, = b. Body déleni D
nazyvame délicimi body D. Normou déleni D rozumime ¢&islo

v(D) = max{w; — zi_1;i € {1,...,n}}.
Rekneme, 7e déleni D’ je jemn&jsi nez D (nebo Ze D' zjemiuje D), pokud viechny délict
body D jsou obsazeny v D’'.
Znaceni. Necht f je realna funkce a M C R. Potom symbol sup,, f znaéi sup{f(z);x € M}
a symbol inf s f znadi inf{f(z);x € M}.

Definice. Necht a,b € R, a < b, a f je omezena funkce na [a,b]. Necht D = {z;}7, je n&jaké
déleni intervalu [a, b]. Potom definujeme

n

S(f.D)=)_ sup f-(z;—wi1)

i=1 [331'— 1 7331'}

n

S(f,D)=>_ inf f-(zi—wi1).

=1 (1,24

Hodnotu S(f, D) pak nazyvame hornim Riemannovym souétem funkce f pro déleni D a
hodnotu S(f, D) dolnim Riemannovym souétem funkce f pro déleni D.
Déle definujeme horni Riemanniv integral funkce f pfes interval [a, b] pfedpisem

b
/ f(z) doz = inf{S(f, D); D je déleni intervalu [a, b]}
a dolni Riemanniv integral funkce f pies interval [a, b] pFedpisem

b
/ f(z) dz = sup{S(f,D); D je déleni intervalu [a, b]}.

Definice. Necht a,b € R, a < b, anecht f je omezena funkce na [a, b]. Rekneme, Ze funkce fma
na intervalu [a, b)) Riemanniv integral, pokud ff f(x)de = T: f(x) dz. Hodnota Riemannova
integralu funkce f pfes interval [a,b] je pak rovna spole¢né hodnoté f; f(z)dz a T: f(z)dx
a znacime ji f; f(z)dz. Je-li a > b, pak definujeme f;f(x) de = — fbaif(x) dr,ajelia=10
polozime fab f(z)dz =0.

Znacdeni. Necht a,b € R, a < b. Potom mnozinu vSech funkei, které maji Riemanniv integral
na intervalu [a, b], zna¢ime symbolem R(a,b).
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Poznamka. Omezenost funkce f v definici Riemannova integralu je nezbytna, protoze v
opa¢ném piipadé by hodnoty S(f, D) a S(f, D) nemusely byt vlastni.
Piiklady. (a) Necht a,b € R, a < b, a ¢ € R. Necht f: [a,b] — R je funkce definovana
predpisem f(z) = ¢,z € [a,b]. Potom f;f(x) dx = ¢(b — a), protoze pro kazdy neprazdny
interval I C [a,b] plati sup; f = inf; f = ¢, a tedy S(f,D) = S(f,D) = ¢(b — a) pro kazdé
déleni D intervalu [a, b].

(b) Necht a,b € R, a < b. Necht D je Dirichletova funkce. Potom f; D(z)dx = 0 a

f ED ) dz = 1. Riemanniv integral funkce D tedy neexistuje
(c) Necht Rj Je Rlemannova funkce. Potom R € R(a, b) f R(z) dx = 0 (odvodime pozdé&ji).
(d) Plati fo 22 dr = g (odvodime pozdé&ji).

Poznamka. Necht My, My C R, M7 C Ms. Necht f je funkce definovana alespon na Mos.

Potom plati

su < su a inf f > inf f.
M})f Mpf le_M2f

Véta 7.14 (vlastnosti déleni). Necht a,b € R, a < b, a necht f je omezend funkce na [a,b].
(a) Necht D, D’ jsou délent intervalu [a,b], pFicemz D' zjemniuje D. Pak plati
S(f.D) < 8(f,D') < S(f,D') < 5(f, D).
(b) Necht Dy, Dy jsou délent intervalu [a,b]. Pak plati
§(f7D1)§ (vaQ)

/abf(:v)dxg /abf(x)dm

Diikaz. (a) Druha nerovnost ziejmeé ihned plyne z definice. Dokazme tedy prvni. Pfedpokladame-
li, ze D = {x;}]_, a D' obsahuje oproti D pravé jeden bod navic, feknéme z lezici mezi body
xj_1 a x; pro néjaké j € {1,...,n}, pak plati

S(f,D")—S(f,D) = inf f (z—xzj_1)+ inf f-(z; —2)

(¢c) Plati

[zj-1,2] [z,2;]
— inf f-(z; —xj_1).
[zj-1,75]
Protoze
inf f> inf f a inf f> inf f,
[zj-1,2] [zj—1,7;] [z,25] [zj—1,7;]
dostavame

S(f,D") = S(f,D) = < inf f) (z—wja+aj—z—xj+wj1)=0.
[zj—1,75]

Tim je diikaz prvé nerovnosti proveden pro piipad, kdy D’ obsahuje oproti D jeden délici bod
navic. Obecny pripad prvé nerovnosti pak snadno odvodime indukei.

Diikaz tfeti nerovnosti je pak mozno vést obdobné jako ditkaz nerovnosti prvé.

(b) Méame-li ddna déleni D a D’ snadno najdeme déleni D" zjemnujici D i D". Dle bodu
(a) pak plati

S(f,D) < 8(f,D") < S(f,D") < 5(f, D).
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(c) Je-li D déleni [a, b], pak z (b) mame

S(f, D) <inf{S(f,D'); D" déleni [a,b]} = /bf(a:) dx
Tedy i

b b
/ f(z)dx = sup{S(f, D); D déleni [a,b]} < / f(z)dx
Tim je dtkaz proveaen. n

Disledek. Necht a,b € R, a < b, a necht f je omezend funkce na [a,b]. Necht Dy, Dy jsou
déleni intervalu [a,b]. Oznacme kde m = inf|,p) f a M = supy,y f. Pak

b b B
m(b— a) < S(f, Dy) < / (@) de < / F(@)dz < S(f,Dy) < M(b— a).

Diikaz. Prvni a posledni nerovnost plyne z definice horniho a dolniho sou¢tu pro déleni D" =
{a,b}. Druha a ¢tvrta nerovnost plynou z definice horniho a dolniho Riemannova integralu.
Konecné tieti nerovnost plyne z Véty 7.14. O

Véta 7.15 (aproximace Riemannova integralu soucty pres déleni s malou normou). Necht
a,b € R, a < b, anechl f je omezend funkce na [a,b]. Pak pro kaZdé € > 0, existuje 6 > 0,
takové, Ze pro kazdé déleni D intervalu [a,b] spliiujici v(D) < 0 plati

/abf(x)deS(f,D)</abf(x)dx+e
/f Vdz > S(f.D /f Ydz— ¢,

konec 9. pfednasky (18.3.2025)

Drikaz. Dokazme nejprve tvrzeni tykajici se poslednich dvou nerovnosti. Funkce f je omezena,
a tedy existuje kladné ¢islo K € R takové, Ze
Vo € [a,b] : |f(x)] < K.

Zvolme € > 0. K nému nalezneme déleni Dy = {z;}7_, intervalu [a, b] takové, ze

b
S(f, Do) </ f(x) dm+%e.

Polozme
M(DO) = min{ﬂ?i — T 1;1 € {1, - ,n}}

61 = min{p(Dy), 4K o)

Necht nyni D je déleni intervalu [a, b] spliiujici v(D) < 6;. Vezmeme déleni P sestévajici ze
v8ech délicich bodt Dy a D a oznatme X = {xy,...,x,} mnozinu délicich boda Dy. Ovéfme
nejprve, ze

(33) S(f,D) < S(f,P)+2Knv(D).
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Ozna¢me symbolem D v8echny intervaly dané délenim D a P vS8echny intervaly dané délenim
P. Necht dale |I| zna¢i délku intervalu I. Pak

Z sup f-] a Z sup f-]

IeD IeP
Necht interval I = [a, (] spliwje I € D. Je-li obsazen i v P, piispévek piislusny tomuto
intervalu je v obou hornich souctech stejny. Neni-li I v P, protind jeho vnitfek mnozinu X.
Vzhledem k nerovnosti v(D) < u(Dg) existuje pravé jeden index i € {0,...,n} takovy, Ze
a < x; < .V souctu S(f, D) se nyni vyskytuje vyraz

sup f - (8 — a),
[a,]

zatimco v S(f, P) mame soucet

[Sup} f(x;—a)+ [SuIB)] f-(B—z).

Rozdil téchto vyrazi odhadneme jako

sup f(B8 — a) — (Sup f(@i —a) + sup f(B— xz))‘
[a’ﬁ} [a)mi] [mlng}

<KB—-—a)+K(zi—a+p—x;) =2K(f—a) <2Kv(D).
Jelikoz je intervalt z D protinajicich X nejvyse n, mame
?(f,D) —?(f,P) < QKnV(D)7

tj. nerovnost (33).
Pouzitim této nerovnosti pak dostavame diky volbé §; nerovnosti

/ F(2)dz < S(f, D) < S(f, P) + 2Knv(D)

b
S?(f,Do)Jr% S/ f(x)dx+2§.

Tedy 61 spliuje pozadavek dany v tvrzeni druhou sérii nerovnosti.
Analogicky bychom nasli d2 > 0 takové, Ze pro kazdé déleni D intervalu [a,b] spliwjici

v(D) < §3 plati
/ f(x)dx > S(f, D / f(z)dr —e.

Kladné ¢islo 6 = min{d1, d2} pak vyhovuje pozadovanym vlastnostem. O

Disledek. Nechta,b € R, a <b, a f je omezend funkce na [a,b]. Necht {Dy}2, je posloup-
nost délent intervalu [a,b] spliugici limv(D,) = 0. Pak

b b
/f(m)dx:nILIEoS(f,Dn) a /f(x)dx:JLn;oS(f,Dn).

Diikaz. Dokazeme pouze druhy vztah, prvni lze dokézat obdobné. Necht ¢ > 0. K nému dle
Véty 7.15 existuje 0 > 0 takové, Ze pro kazdé déleni D intervalu [a, b] spliwujici v(D) < ¢ plati

)
</ f(z)dr +e.
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Zvolme ng € N takové, ze pro kazdé n > ng plati v(D,,) < §. Pak pro kazdé n > ng plati

b
/f v <500 < [ f@)dnte.
Tim je dikaz dokoncen. O

Véta 7.16 (aproximace Riemannova integralu). Necht a,b € R, a < b, f je omezend funkce
na [a,b] a posloupnost déleni { Dy, }2° | intervalu [a,b] spliiuje

(34) lim S(f,D,) = lim S(f, D).

n—oo

Potom f € R(a,b) a plati

b J—
(35) [ #w)de = tim 5(7.0,) = tim S(7.D,)

Drikaz. Dle Véty 7.14 pro kazdé n € N plati

/f dm</f < S(f. D).

lim S(f,Dy) /f da:</f dxgnlgngog(f,Dn).

n—oo

Odtud plyne

Diky (34) dostavame fa f(z)de = fa f(z) dz. Funkce f je tedy riemannovsky integrovatelna
na intervalu [a, b] a plati (35). B O

Priklad. Ukazte podle definice Riemannova integrélu, Ze funkce f(x) = 22 spliyje f € R(0,1)
a spoctéte fo ) dz.

Regeni. Pro n € N definujme tzv. ekvidistantni déleni D,, = {%}?:0 intervalu [0, 1]. Pak
limv(D,) = 1 =0 a plati

s(r.o) =Y (1) = ngzg o= Dn2n 1),

g(faDn):Z(%) % n3z 2= —n(n+1)2n+1).

=1

Tedy
lim S(f, D,,) = lim S(f, D,,) =

Dle Véty 7.16 pak mame f € R(0,1) a fox diL‘_*

Véta 7.17 (kritérium existence Riemannova integralu). Necht'a,b € R, a < b, a f je omezend
funkce na [a,b]. Pak jsou ndsledugici vijroky ekvivalentni:

(i) f € R([a,0]),

(ii) pro kazdé ¢ > 0 existuje déleni D intervalu [a,b] takové, Ze

g(f’D)_ﬁ(va) <é
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Dikaz. (i) = (ii) Necht f € R(a,b). Zvolme ¢ > 0. Pak existuji déleni D1, D5 intervalu [a, b]
takova, ze

b b
S(f,D1)</ f(:z)dx—l—% a S(f,D2)>/ f(x)d:n—%.
Necht D je déleni intervalu [a, b] zjemnjici Dq i Dy. Pak dostaneme diky Vété 7.14 nerovnosti
g(f7D)_§(f7 )<S(f¢Dl) (faD2

/ f(z)dx + - - / f(z)dx —|— >
Tedy (ii) plati.

(ii) = (i) Zvolme £ > 0 libovolné. K nému nalezneme déleni D intervalu [a, b] takové, Ze
S(f,D) — S(f,D) < e. Pak ale mame

b b
os/f@Mx/f@meSUJ»SUJn<e

Tedy ['f(x)de = ['f(x)dz a f € R(a,b). 0

Definice. Necht I C R je interval a f je funkce definovana alespon na I. f{ekneme, ze f je
stejnomérné spojita na I, jestlize plati

Ve>036>0Ve,yel: (lr—yl<d=|f(z)— fly)| <e).

Poznamka. Je-li funkce f na intervalu I stejnomérné spojita, pak je na I spojité.

Necht zy € I. Zvolme ¢ > 0. K nému nalezneme 6 > 0 z definice stejnomérné spojitosti
pro . Tedy jsou-li z,y € I body splijici |z — y| < 4, je |f(x) — f(y)| < e. Je-li nyni y € I,
lxo —y| < 0, je |f(y) — f(xo)| < e. Funkce f je proto spojita v bodé xg, respektive je spojita
zleva Ci zprava v xg v zéavislosti na poloze xg v I.

Priklad. Necht I = (0,1) a f(z) =

stejnomérné spojita na I.

w x € I. Dokaizte, ze f je spojitd na I, ale neni

Diikaz. Pro n € N polozme z,, = % a Y = n%rl Pak pro kazdé n € N plati |z, — y,| < % a

|f(xn) — f(yn)] = 1. Pro € € (0,1) tedy nenalezneme 6 > 0 pozadované v definici stejnomérné
spojitosti. [l

Véta 7.18 (spojitost a stejnomérna spojitost). Necht a,b € R, a < b, a f je spojitd funkce
na [a,b]. Potom f je stejnomérné spojitd na |a,b.

konec 10. pfednasky (21.3.2025)

Diikaz. Necht f neni stejnomérné spojité na [a, b]. Potom plati
Je>0V6>03z,y € [a,b]: (Jz—yl <A |f(z) = fly)] = e).
Méjme tedy € > 0 z tohoto vyroku. Pak pro kazdé n € N nalezneme x,, y, € [a,b] takova, Ze

o=l <52 fe) — flom)] 2
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Posloupnost {z,} je omezena, a proto z ni lze diky Bolzanové-Weierstrassové vété vybrat
podposloupnost {x,, }7°; konvergujici k bodu x € R. Ten je pak obsazen v [a, b]. Protoze

1
’x_ynk’ < ’x_‘rnk‘ +’wnk _ynk‘ < ‘$—$nk‘+nfk,

konverguje i posloupnost {y,, } k z. Podle Heineovy véty plati

(36) F@) = lim fwn,) = Jim ().
Pro kazdé k € N plati
(37) 0 < [f(@n,) = fyn )| < [f (@) = f(@)] + | f(2) = f(ym )] -

Diky (36) plati
tim ((f(x,) — F@) +17(2) — Flm)]) =0

Odtud a z (37) dostavame pomoci véty o dvou straznicich
klim |f(zn,) — f(yn,)| = 0.
—00
Pro kazdé k € N vsak plati | f(zp,) — f(yn,)| > €, coz je spor. O

Véta 7.19 (spojitost a riemannovska integrovatelnost). Necht a,b € R, a < b, a f je spojitd
funkce na [a,b]. Potom f € R(a,b).
Diikaz. Funkce f je omezené na [a, b]. Zvolme € > 0. Funkce f je stejnomérné spojita (Véta 7.18),
Ize tedy nalézt § > 0, takové, ze

Va,y € [a,b]: (|z —yl <6 =|f(x) - fy)] <e).

Zvolme nyni déleni D = {z;}I', intervalu [a,b] takové, ze v(D) < ¢. Pak pro kazdé i €
{1,...,n} mame diky stejnomérné spojitosti

sup f< inf f+e,

[Ti—1,2] T—1,%i]
a tedy
S(f,D) - S(f, D) = zn:([zzsull’)m f- [xllgfxl] f) - (zi—ziq)
< En: (xi —wi1) = (b —a).
i=1
Véta 7.17 tedy tik4, Ze f je riemannovsky integrovatelna na [a, b]. O

Véta 7.20 (monotonie a riemannovska integrovatelnost). Necht a,b € R, a < b, a f je
monotonni funkce na [a,b]. Potom f € R(a,b).

Diikaz. Predpokladejme nejprve, Ze f je neklesajici. Pak je omezend, nebot

vz € [a,b]: f(a) < f(x) < f(b).

Opét pouzijeme Vétu 7.17. Necht € > 0. Nalezneme n € N takové, ze

(b a)(70) - (@) <.
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a zvolime déleni D = {xi}?:(); kde z; = a + b_Tai, 1 =0,...,n. Pak plati
n n
S(f,D) - 5(f,D) = Z[ sup ]f‘(l’i — Ti-1) _Z inf ]f‘(ﬂfi — Ti—1)
i=1 [Ti—1,T4 i—1 Ti—1,T4

=2 (F@i) = f(win) (@i = wi)

= ()~ i)
i=1
=P (0) — fla) < 2
Podle Véty 7.20 tedy plati f € R(a,b). O

Véta 7.21 (linearita Riemannova integralu). Necht a,b € R, a < b, f,g € R(a,b) a a € R.
Pak f + g € R(a,b), af € R(a,b) a plati

Kuw+wmm=lﬂmm+lﬁmm
/abozf(x)d:c:oz/abf(x)d:p

Diikaz. Funkce f a g jsou riemannovsky integrovatelné funkce na [a, b], a proto jsou na tomto
intervalu omezené. Tedy i funkce f + g je omezena na [a,b].
Je-li I C [a,b] neprazdny interval, plati

inf f+infg <inf(f+g) a sup(f+g) <supf+supg.
1 1 1 T I T
Proto pro libovolné déleni D intervalu [a, b] méame

(38) S(f,D)+S(g9,D) < S(f +9,D) < S(f +g,D) < S(f,D) + S(g, D).

Zvolme posloupnost déleni {D,,} intervalu [a,b], jejichz norma konverguje k 0. Pak dle Di-
sledku plati

Tim (S(f. D) + S(g. D /f dx+/ o(x) dx,
[lim (S(f, Dy) + S(9, D /f d:c+/ g(x) dr.

Ze (38) tedy mame podle véty o dvou straznicich

lim S(f +9,Dy) = lim S(f +49.D, L/f dw+/ o) dz.

Z Dusledku plyne f + g € R(a,b) a

/ab(f(x) +g(z)) do = /abf(:c) dx + /abg(x) dz.
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Predpokladejme nyni, ze plati f € R(a,b) a @ > 0. Funkce af je omezena na [a,b]. Dale
pro kazdy interval I C [a, b] plati

supaf =asupf a infaf = «ainff.
I I I I
Tedy pro posloupnost {D,,} déleni intervalu [a, b] spliwjici lim v(D,,) = 0 méame
li_>m S(af,D,) = hm aS(f,D —a/ flx

lim S(af,Dy,) = hm aS(f, D —a/ flx

n—oo

Z Dusledku tedy plyne af € R(a,b) a f; af(z)dr =« fa f(x)dx
K dokonceni ditkkazu nyni staci ovéfit pozadované tvrzeni pro a« = —1. Pro kazdy interval
I C [a,b] plati

sup(—f) = —inf f a inf(—f)= —sup/,
I I I I

a tedy pro posloupnost déleni {D,,} intervalu [a, b] spliwjici lim v(D,,) = 0 dostavame

h_)m S(—f,Dy) = hm -S(f,D / f(z
lim S(~f.Dy) = lim ~5(f.D / fa
Jako vySe proto plati —f € R(a,b) f —f(z =— fa f(x) dx. O

Véta 7.22 (Riemannuv integral a uspofédéni). Necht a,b € R, a < b, a f,g € R(a,b) a
f(z) < g(x) pro kazdé x € [a,b]. Pak plati

/a ’ fla)dr < / " o() da.

Diikaz. Necht {D,} je posloupnost déleni a limv(D,,) = 0. Podle pfedpokladu pro kazdy
interval I C [a,b] plati sup; f < sup; g, a tedy

b b
/ f(z)dz = lim S(f,D,) < nli_)Irolog(g,Dn) :/ g(x) dx.

n—o0

0

Véta 7.23 (aditivita Riemannova integralu). Necht a,b,c € R, a < ¢ < b, a f je funkce
definovand na [a,b]. Pak plati f € R(a,b), pravé kdyz f € R(a,c) a f € R(c,b). Je-li f €
R(a,b), pak plati

(39) /abf(:v)d:r:/acf(x)dﬂc+/cbf(:z:)d:c

Diikaz. Necht {DL}, {D2} jsou posloupnosti déleni intervalu [a, c], respektive [c,b], pii¢emz
jejich normy konverguji k 0. Necht {D,,} je déleni sestévajici z délicich bodu déleni D} a D2.
Pak plati limv(D,,) = 0.
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< Predpokladejme nejprve, Ze f je riemannovsky integrovatelna na intervalu [a,c] i na
intervalu [c,b]. Funkce f je tedy omezena na intervalu [a,c] i na intervalu [c,b], takZe je
omezené i na intervalu [a, b]. Pro kazdé n € N pak plati

(f, D) = S(f, D) +8(f. Dy),

S
(40) 2
S(f,Dy) = S(f, Dy) + S(f. Dy).

\CQ CQ\

Podle Dusledku plati

th(fDl)—thfD /f dl’—/f

n—oo

nh_)rr;OS(fDQ)_thf,DQ /f d:c—/f

Tedy mame

lim S(f,Dy) = lim (S(f,Dy) + S(f,D2)) / f(z daz+/ f(x

nlLr{:og(f,Dn):nIL%o( (f, D1)+SfD2 /f da:+/ f(z

Dle Ditsledku plati f € R(a,b) a také (39).

= Predpokladejme f € R(a,b). Funkce f je tedy omezené na intervalu [a,b]. Pouzijeme
posloupnosti déleni definované v predchozi ¢asti. Funkce f pak spliuje rovnosti (40). Pak pro
kazdé n € N plati

7(fa Dl) - (f7 1)
< (S(f, D) = 8(f,Dy)) + (S(f, Dy) = S(f. D7)
S(f, Dn) = S(f, Dy).

Ponévadz plati lim(g(f, D,) — S(f, Dn)) = 0, nebot f € R(a,b), plati podle véty o dvou
straznicich

lim (S(f, D) — S(f,Dy)) =0.

n—o0

Odtud jiz plyne z Disledku riemannovské integrovatelnost f na [a, ¢]. Integrovatelnost f na
intervalu [b, ¢] 1ze dokézat obdobné. Rovnost (39) plyne z prvni ¢asti dikazu. O

Poznamka. Pro libovolna a, b, c € R plati

[ rwaes [+ [Cre =

pokud alesponi dva z uvedenych integralt existuji. Tvrzeni plyne z Véty 7.23 a konvence
b

fa f = - fba f

Véta 7.24 (Riemannuv integral a absolutni hodnota). Necht a,b € R, a < b, a f € R(a,b).

Pak |f] € R(a,b) a plati
b
(41) ) de| < / ()] da.
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Diikaz. Funkce f je riemannovsky integrovatelna na intervalu [a, b], takZe je omezena na [a, b],
a tedy i |f| je omezené na [a, b].
Pro libovolny interval I C [a, b] plati

(42) sup |f| — inf | f| < sup f — inf f.
I 1 I 1

Nerovnost (42) ovéfime nésledovné. Zvolme n > 0. Pak pouzitim definice suprema a infima
nalezneme x,y € I takova, zZe

[f)l sit[f[+n a [fz)]= sgp\fl = .
Pak mame
sgp\f\ =i [f] < |f @) +n = 1f )] +n=[f@)] = fy)]+ 29
< |[f(z) = f(y)| +2n < Sgpf —inf f + 2.

Tim je nerovnost (42) ovéfena.
Zvolme e > 0. Pouzijeme Vétu 7.17 pro funkei f a nalezneme déleni D intervalu [a, b]
spliwjici S(f, D) — S(f, D) < e. Z (42) plyne, ze

Podle Véty 7.17 je tedy |f| € R(a,b). Zbyva odvodit neorovnost (41).
Pro kazdé déleni D’ intervalu [a, b] plati

b
/ f(x)dz < S(£, D) < S(f1, D),

a tedy

(43) / " fla)de < / @) de.

Funkce —f je riemannovsky integrovatelna podle Véty 7.21. PouZijeme nerovnost (43) pro
funkci f a pomoci Véty 7.21 obdrzime

b b b b
(a4 - [t@ar= [Crepar < - @l = [ @)
Z nerovnosti (43) a (44) dostavame (41). O

Poznamka. Implikaci f € R(a,b) = |f| € R(a,b) nelze obratit. Definujme funkei f: R — R
predpisem f(x) = 2D(x) — 1, kde D je Dirichletova funkce. Potom pro kazda a,b € R, a < b,
plati | f] € R(a,b) a f ¢ R(a,b).

Véta 7.25 (derivace funkce horni meze). Necht J C R je neprdzdny interval, f: J — R a pro
kazdd a,b € J plati f € R(a,b). Necht c € J a F: J — R je definovand piedpisem

F(m):/xf(t)dt pro x € J.

Potom plati:
(a) F je spojitd na J,
(b) jestlize xg € Int J a f je spojitd v xo, pak F'(xq) = f(x0).
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Diikaz. (a) Necht yog € J neni pravy krajni bod J. Nalezneme n > 0 takové, Ze [yo, yo+n] C J.
Protoze je f € R([yo,y0 + 1)), je f omezena na [yo,yo + n]. Necht K > 0 spliiuje

Va € [yo, yo + 1) : | f(2)] < K.
Zvolme e > 0. Nalezneme § > 0 takové, ze 6 < n a KJ < e. Zvolme y € [yo, yo + 0]. Potom
Y
f(z)dz
Yo

y y
|f(z)|de < | Kdx=K(y—yo) < Ko <e.
Yo

Yo

x)dx — f(x)dx| =

c

[F(y) = F(yo)| =

Odtud plyne
lim |F(y) — F(yo)| =0,

Y—Yo
neboli
lim F(y) = F(yo),

Y—=yo

takze I je spojitd zprava v bodé yg. Obdobné lze dokézat, ze F je spojita zleva v kazdém
bodé intervalu J, ktery neni levym krajnim bodem .J.
(b) Zvolme ¢ > 0. K nému nalezneme 6 > 0 takové, ze P(xg,0) C J a

Vo € P(x,0) : |f(z) — f(xo)| <e.
Pak pro kazdé = € P(z,0) plati

F(x) — F(x0) L / () di — Flzo)| = /w(f(t)—f(a:o))dt’

Tr — X0
1 T
/|f :170|dt’ P / Edt‘Z&
o

Flap) = tim T ZE@0) _ g

T—TQ T — X0

1

|acf:n0|

e ’_

B .’I:—xol

Odtud vyplyva, ze

Diikaz Veéty 7.2. Zvolme ¢ € (a,b) a polozme

:/xf(t)dt, z € (a,b).

Podle Véty 7.19 plati f € R([a, f]) pro kazdy interval [, 5] C (a,b). Funkce F' je tedy dobfe
definovana na (a,b). Z Véty 7.25(b) plyne, ze pro kazdé x € (a,b) plati F'(z) = f(x). Tedy F
je primitivni k f na (a,b).

konec 11. prednasky (25.3.2025)

Znaceni. Necht F' je funkce a a € R*. Jestlize existuje lim, 4+ F'(x), pak hodnotu této limity
znac¢ime symbolem F'(a+). Obdobné definujeme symbol F'(a—).
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Véta 7.26 (Riemanniv integral spojité funkce). Necht'a,b € R, a < b, f: [a,b] = R je spojitd
a F: (a,b) — R je primitivni funkce k f na (a,b). Potom existuji vlastni F(a+) a F(b—) a
platt

b
/ f(z)dx = F(b—) — F(a+).
Diikaz. Definujme funkei f: (a — 1,b+4 1) — R piedpisem

) fla), te€(a—1,dq],
f(t) =4 f(#), te(ab),
f(b), telbb+1).

Pak je f spojita na (a —1,b+1). Polozme
/ £t z€(a—1,b+1).

Pak je F primitivni funkce k f na (a—1,b+1), a tedy je na tomto intervalu spojita. Protoze
F|(qp) je primitivn{ funkce k funkci f, nalezneme podle Véty 7.1 ¢ € R takové, ze

vz € (a,b) : F(z) = F(z) + c.
Plati F(a) = 0. Tedy

Fla+)=F(a)+c=c a F(b—)=F(0b)+ec
Tudiz ,
/ ft)dt = F(b) = F(b=) — ¢ = F(b—) — F(a+).
O

Véta 7.27 (Riemanniv integral funkei lisicich se v koneéné mnoha bodech). Necht a,b € R,
a<b,afeR(ab). Jestlize g je funkce definovand alespon na la, b, kterd se v intervalu [a, b]

list od f v konecném poctu bodi, potom g € R(a,b) f g(x)dx = f:f(x) dx

Diikaz. Funkce f je omezené, a proto je omezend i funkce g. Nalezneme kladné ¢islo K > 0
takové, Ze pro kazdé x € [a, b] plati |f(x)| < K a |g(z)| < K. Oznacme J = {z € [a,b]; f(x) #
g(x)}. Mnozina J je podle pfedpokladu kone¢néa. Pokud je prazdna, pak je tvrzeni zfejmé,
v opatném piipadé oznac¢me m pocet prvkid mnoziny J. Zvolme € > 0. Nalezneme déleni
D = {x;}}_, intervalu [a, b] splhujici v(D) < 75— a

b - b
/f(:c)dm—s<S(f,D)<S(f,D)</ f(z)dz +e.

Ozna¢me Z systém obsahujici vSechny intervaly tvaru [z;_i1,z;], ¢ € {1,...,n}. Ozna¢me S
systém téch intervalii z Z, které maji neprazdny prinik s J. Systém & ma tedy nejvyse 2m
prvki, nebot kazdy bod z J je prvkem nejvyse dvou intervalt z Z. Potom plati

S(f,D Zsupf 1] — Zsupg

1€ 1€

=3 sup f —supg) - 11,

IeS

(45)
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nebot sup; f = sup; g, pokud I € J \ S. Muzeme tedy odhadnout

IS(f,D) - S(g,D)| < (] sup f| + |supg)) - 1]

IeS
(46) <) 2K |11 <) 2K -v(D)
IeS IeS

<2m-2K -v(D)<e.

Obdobné obdrzime
(47) 1S(f. D) — S(g. D)| <e.
Podle (45), (46) a (47) dostavame

b
| #@)do—22 < 5(7,D)~¢ < 59, D) < 5(9,D)
(48) ¢ b
<S(f,D)+e< / F(@)da + 2.
Odtud podle Véty 7.17 plyne, Ze g je na intervalu [a, b] riemannovsky intergrovatelné. Z odhadu
(48) pak plyne ffg(a:) dr = f; f(x)dx. O

Véta 7.28 (charakterizace riemannovské integrovatelnosti). Necht a,b € R, a < b, a f je
funkce definovand na intervalu [a,b]. Pak jsou ndsledugici vijroky ekvivalentni.

(i) Funkce f je riemannovsky integrovatelnd na intervalu [a, b].
(ii) Ezistuje I € R takové, Ze pro kaZdé € > 0 existuje 6 > 0 spliugici: je-li D = {x;}1,
délent intervalu [a,b] takové, Ze v(D) <9, at; € [xi—1,%], i =1,...,n, pak

’z”: ft)(zi — wiz1) — I‘ <e.
=1

Diikaz. (i) = (ii) Ukadzeme, ze podminka (ii) je splnéna pro I = f; f(z)dz. Zvolme € > 0. K
nému dle Véty 7.17 existuje § > 0 takové, Ze pro kazdé déleni D spliujici v(D) < ¢ plati

b b
I—ez/ f(x)dz —e < S(f,D) < S(f,D) </ fl@)de+e=1+e¢.
a a
Je-li tedy D = {z;}7, déleni splijici v(D) < d at; € [zj—1,2;],7=1,...,n, pak
n
I—e<S(f,D)<> fti)(wi—wi1) <S(f,D) <I+e.
i=1
Vyrok (ii) tedy plati.
(ii)=(i) Necht (ii) je splnéna pro I € R. Nejprve ukazeme, Ze z platnosti (ii) plyne omezenost
f. Pro e = 1 nalezneme ¢ > 0 podle (ii). Pak pro déleni D = {z;}?"_, splhujici v(D) < § mame

‘Zf(tz)(fﬂz —ziq)—1I| <e
i=1

pro kazdou volbu bodu t; € [x;—1,z;], i =1,...,n.
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Uvazujme jedno takové pevné déleni D = {z;}}' ; a ozna¢me
n= min{xi —xi—1;1 €4{1,.. .,n}},
K =max{|f(z;)|;i € {1,...,n}}.

Meéjme t € [a,b] dano libovolné. Nalezneme j € {1,...,n} takové, ze t € [xj_1,xz;]. Uvazujme
body

t i=j

ti:{xi, ief{l,...,n}\ {j}
Pak

@)@ = i) = D2 FE) @i = i) = T+ 1= 3 fai) (i — i)
i=1 i#j

<

S F) @i = mia) = T+ 1]+ Y | (@) (@i — i)
i=1 =1
ST+ I+ K(zi— i) =1+ |1+ K(b—a).
i=1
Tedy plati

—_

fO < =1+ I+ K(b—a))

3

a f je omezené.

Mizeme tedy pouzit Vétu 7.17. Necht ¢ > 0. Podle (ii) nalezneme piislusné § > 0. Necht
D = {z;}7, je libovolné déleni [a, b] spliujici v(D) < 6. Pro kazdé i € {1,...,n} nalezneme
t; € [xi—1,x;] takové, ze

sup f < f(ti) +e.
[zi—1,%i]
Pak mame
n n

?(f, D) = Z sup f . (wz — :L'Z'_l) < Z(f(tl) + E)(SCZ — xi_l)

i—1 [Ti-1,74] i—1
=Y flt)(wi—xi1)+eb—a) <T+e+elb—a)
=1

Obdobné odvodime
S(f,D)>1—¢e—¢e(b—a).
Tedy dostéavame
S(f,D)—S(f,D) <2(1+b—a)e.

Tedy f je riemannovsky integrovatelna na [a, b]. O

Poznamka. Podivejme se jesté na vztah hodnoty I a hodnoty f; f(z)dx v predchozi véte.
Plati-li (i), pak je pro I = f; f(z)dz splnéna podminka (ii). Plati-li (ii), mame z dukazu
implikace (ii) = (i), Ze pro kladné e existuje kladné ¢ takové, ze pro libovolné déleni D
intervalu [a, b] spliwjici v(D) < § plati

S(f,D)<I+e(1+b—a).
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Tedy
— B
/ f@)de < S(f,D) < T+=(1+b—a).
Tedy [*f(z)dz < I. Obdobng odvodime [ f(z)dz > I, a tedy I = [ f(x) dx.

Poznamka. Podminka (ii) Véty 7.28 je ptivodni Riemannovou definici Riemannova integralu.
N4&s vyklad sledoval alternativni pristup, ktery nalezi Darbouxovi.

konec 12. prednasky (28.3.2025)

7.3. Newtoniv integral.

Definice. Necht a,b € R*, a < b, f je funkce definovana na intervalu (a,b). Rekneme, 7e
funkce f méa na intervalu (a,b) Newtonav integral, piipadné Ze Newtonuv integral z funkce
f na intervalu (a,b) existuje, jestlize

e f ma na (a,b) primitivni funkci F,

e existuji limity lim, ., F(2) a lim,_,_ F'(z) (nikoli nutné vlastni),

e rozdil téchto dvou limit je definovan jako prvek mnoziny R*.
Hodnotou Newtonova integralu z funkce f na intervalu (a,b) nazyvame prvek mnoziny R*
uréeny vyrazem

lim F(z)— lim F(z).

z—b_ T—a4

Tuto hodnotu pak zna¢ime symbolem f; f(z) dz. Pokud a > b, poloZime fab f(@)de = — [} f(z)da.

Jestlize f: f(x) dz € R, pak fikame, Ze Newtontuv integral z funkce f na intervalu (a,b) kon-
verguje, v opacném piipadé fikame, Ze diverguje.

Znaceni. Jestlize je potfeba rozlisit mezi Newtonovym a Riemannovym integralem z funkce
f na intervalu s krajnimi body a a b, kde a,b € R, a < b, budeme pouzivat oznaceni

(V) / Cfayde o (B) / ' f(a)d.

Poznamka. (a) Hodnota Newtonova integralu nezavisi na pouzité primitivni funkci. To plyne
z véty o rovnosti aZ na konstantu (Véta 7.1).

(b) Necht a,b € R*, a < b, a necht f je funkce definovana na intervalu (a,b). Pak nastava
pravé jedna z nasledujicich moznosti:

b st a je roven reilnému ¢&islu, tedy konverguje,
existuje

(N)/ f(x)dx ! a je roven oo nebo —oo, tedy diverguje,

a

neexistuje.

Znaceni. Necht a,b € R*, a < b. Mnozinu v8ech redlnych funkci, které maji na intervalu
(a, b) konvergentni Newtoniiv integral, zna¢ime symbolem N (a, b).

Necht funkce F' je definovana na (a,b) a existuji (vlastni nebo nevlastni) jednostranné
limity limy o4 F'(z) alim, ;- F(z). Potom budeme znacit F(a+) = limy_q4+ F(x), F(b—) =
lim, ., F(z) a [F]% = F(b—) — F(a+), pokud mé rozdil smysl.

a

Priklad. V zavislosti na parametru a € R spoctéte (N) fol x*dx.
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Reseni. Plati

: [Fra**]g = 4, @€ (-Loo),
(N)/ % dr = [%HZL'OH_I}O =00, ac¢€(—oo,—1),

0 [logx]ozoo, a=-—1
Piiklad. V zavislosti na parametru a € R spoctéte (N) [~ 2 dx
ReSeni. Plati

x [ =00, e (-1,0),

) [T oo = § (e = 2 ae (oo,
! [logx]l = 00, =—1

Poznamka. (a) Z ptredchoziho piikladu vidime, Ze funkce f(z) = ﬁ je na intervalu (0, 1)
newtonovsky integrovateln4, ale neni na [0, 1] pfi libovolném dodefinovani v krajnich bodech
riemannovsky integrovalna, nebot na (0, 1) neni omezena.

(b) Funkce f(x) = signz je intervalu [—1,1] monoténni, a tedy podle Véty 7.20 také
riemannovsky integrovatelné, neni vSak na (—1,1) newtonovsky integrovatelné, protoZe na
(—1,1) nemé Darbouxovu vlastnost, a tedy dle Véty 7.5 ani primitivni funkei.

Poznamka. Necht a,b € R, a < b, a f je spojita funkce na [a,b]. Potom f € N (a,b).

Vé&ta 7.29 (linearita Newtonova integralu). Necht a,b € R*, a < b, f,g € N(a,b) a a € R.
Pak f +g € N(a,b), af € N(a,b) a plati

fuw+wmm:AUmMﬁLZMd%
/abaf(:v)dx:a/abf(x)dx

Diikaz. Necht F' je primitivni funkce k f na (a,b) a G je primitivni funkce ke g (a,b). Pak je
F + @ primitivni k f + g a diky aritmetice limit funkci mame [F 4+ G2 = [F]® + [G]% € R.
Tedy

/f )+ g(x) do = [F+ G’ = /f da:+/ o(z) da.

Obdobné odvodime
b b
/ af(x)dr = [aF)% = o[F]’ = a/ f(x)dx

Véta 7.30 (Newtonuv integral a usporadani). Necht a,b € R*, a < b, a f,g € N(a,b). Necht
plati f(z) < g(z) pro kazdé x € (a,b). Pak

/f dx</ o(z) da.

Diikaz. Necht F je primitivni funkce k f na (a,b) a G je primitivni funkce ke g (a,b). Pak
plati

O

(G- F)(z) =g(z) - f(x) 20, x € (a,b),
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a tedy G — F je neklesajici na (a,b). Proto

b
[ t6@) - f@)yds =6~ F, 20

Tedy dle Véty 7.29 mame
b b b b
/mmmz/ﬂ@w+/@mmmmz/fmm

Véta 7.31 (aditivita Newtonova integralu). Necht a,b,c € R*, a < ¢ < b.
(a) Jestlize f € N(a,b), potom f € N(a,c) NN (c,b) a plati

(49) /f dx—/f dm—f—/f
(b) Jestlize f € N(a,c) NN (e,b) a f je spojitd v ¢, pak f € N(a,b) a plati (49).

Diikaz. (a) Necht F' je primitivni funkce k f na intervalu (a,b). Pak je F' primitivni k f i na
intervalech (a,c) a (¢, b). Navic ma funkce F' v bodé ¢, jakozto spojita funkce na (a, b), vlastni
jednostranné limity. Tedy plati

b c b
/fmmzmbﬂm+m%/fmm+/ﬂ@m

(b) Necht F' je primitivni k f na (a,c¢) a G je primitivni k f na (¢,b). Z pfedpokladii plyne,
ze existuji vlastni limity lim,_,.— F'(z) a lim,_,.4 G(x). Pfi¢tenim vhodné konstanty k funkci
G miZzeme zaridit, aby

lim F(z) = lim G(z).

T—rCo T—Cq
Definujme
F(x), x € (a,c),
H(z) = limg. F(x), x=c,
G(z), x € (¢, b).

Pak je H spojita na (a,b) a H'(z) = f(z) pro z € (a,c) U (¢,b). Diky v&té o limité derivaci
navic plati

H'(c) = lim H'(z) = lim f(z) = f(c),
r—cC Tr—cC
nebot f je spojita v ¢. Funkce H je tedy primitivni k f na (a,b) a ma vlastni limity v krajnich
bodech (a,b), protoze je v prislusnych bodech maji funkce F' a G. Tedy f € N(a,c). O

Vé&ta 7.32 (Newtoniv integral a absolutni hodnota). Necht a,b € R*, a <b, f € N(a,b) a f
je spojitd na (a,b). Pak ff |f(x)| dx existuje a

r) de| < /ab\f(x)\d:r.

Diikaz. Funkce |f| mé jakoZto spojitd funkce na intervalu funkei primitivni dle Véty 7.2.
Ozna¢me ji F'. Protoze | f| > 0, je F' neklesajici. Tedy existuji limity v krajnich bodech intervalu
(a,b), pficemz lim,_,_ F(r) > —oo a lim;_,, F(x) < oco. Potom je rozdil lim, , F(x) —
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lim,_q, F(x) definovan. Je-li tento rozdil roven oo, pozadovana nerovnost zjevné plati. Pokud
je konec¢ny, pak |f| € N(a,b). Mizeme tedy pouzit Vétu 7.30. Plati —f < |f| 1 f < |f], a tedy

/abf(x) dw‘ = max{/abf($) d%—/abf(:v) d:,;}
_ max{/abf(x) da:,/ab—f(a?) dx} < /ab|f(a;)|dx_

Poznamka. Necht a,b € R*, a < b, F a G jsou funkce definované na (a,b) a existuji (vlastni
nebo nevlastni) jednostranné limity F'(a+), F(b—), G(a+) a G(b—). Potom plati

[F — Gla = [Fla ~ [G];

a a’

0

jestlize méa prava strana smysl.

Véta 7.33 (per partes pro Newtoniv integral). Necht a,b € R*, a < b, f a g jsou funkce
definované na (a,b). Necht F' je primitivnd funkce k funkci f na (a,b) a G je primitivni funkce
k funkci g na (a,b). Potom plati

b b
| Pagteydo = P61 - [ 1(@)Go)
jestlize md pravd strana smysl.

Diikaz. Jelikoz je prava strana pozadované rovnosti dobfe definovana, existuje primitivni
funkce k funkci fG na (a,b). Ozna¢me ji pismenem H. Potom plati

(GF —H) =gF +Gf — fG = gF,

tj. GF — H je primitivni funkei k funkei gF. Rozdil vyrazi [GF)?, ff G(z)f(z) dx je definovan,
stejné jako vyrazy samotné. Tedy

b b
| P@gterds = (FG — 1, = (PG~ [#): = [FGL, - [ f()G(a)do.
Tim je dikaz dokoncen. U

Véta 7.34 (substituce pro Newtoniiv integral). Necht a,b,o, 5 € R*, a < b, o < 3, f je
funkce definovand na (a,b) a ¢ je funkce definovand na (o, 3). Necht  md vlastni nenulovou
derivaci na («, 8) a plati o((c, B)) = (a,b). Potom

b B
(50) [ t@ae= [ e a,
jestlize md alesponi jedna strana smysl.

Diikaz. Funkce ¢ mé na intervalu (a, ) vlastni derivaci (funkci ¢’). Z Darbouxovy vlast-
nosti derivace (Véta 7.5) tedy plyne, Ze obraz intervalu (a, 8) pii zobrazeni ¢’, tedy mnozina
¢'((a, B)), je interval. Z predpokladu vime, Ze bod 0 neni prvkem tohoto intervalu. Z toho
vyplyvéa, Ze funkce ¢’ neméni na (a, §) znaménko. Piedpokladejme, Ze ¢ je zaporna na (o, ).
Nyni rozlisime dvé moznosti. Nejprve budeme predpokladat, Ze existuje integral na levé strané
rovnosti (50) a pak na pravé.
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Existuje f;f(m) dx. Potom ma f na (a,b) primitivni funkci F' a existuji limity F'(b—) a
F(a+). Z véty o derivaci slozené funkce plyne, Zze také funkce (f o ¢)(—¢’) ma na intervalu
(c, B) primitivni funkei, a to funkci —F o ¢. Mame

Jim p(t) =a, lim o) =b

— 04
a z jednostranné verse véty o limité slozené funkce

tggl+ F(e(t)) = xl'gbn_ F(z), lim F(p(t)) = lim F(x).

t—p_ T—ay

Odtud dostavame

B B
/ Fo )] () dt = / )~ (1) dt = [~F o g
=— lim F(z)+ lim F(z)

T—a4 z—b_

= /abf(x) dx.

Existuje faﬁ fle(®)) ¢ (t)] dt. Ozna¢me G primitivni funkci k (f o ¢)|¢'| = —=(fo)¢'. Z
druhé véty o substituci (Véta 7.7) pak plyne, ze —G o ¢! je primitivni funkce k f. Plati

lim o () =B, lim ¢ '(z)=q,

T—ay T—b_

a tedy
lim G(e '(z)) = lim G(t), lim G(¢ '(x)) = lim G(t).

T—Ha4 t—p_ z—b_ t—oy

Odtud méame
b L 5
/ fl@)de=[-Gop l]ﬁ/ FleM)|' ()] dt.
]

konec 13. prednasky (1.4.2025)

Véta 7.35 (Bolzanova-Cauchyova podminka pro funkce). Necht a € R* a §y > 0. Nechl
funkce F je definovdna alespori na P(a,dy). Potom existuje vlastni lim,_,, F'(x) prdvé tehdy,
kdyz je splnéna ndsledujici (tzv. Bolzanova—Cauchyova) podminka:

Ve >0 36> 0Vae,y € P(a,d): |F(z) — F(y)| <e.
Diikaz. =  Oznatme A = lim,_,, F(z), pak A € R. Zvolme ¢ > 0. Nalezneme § > 0 takové,
- Vo € P(a,d): |F(z) — Al <e.
Pak pro kazdou dvojici z,y € P(a,d) mame
[F(x) = F(y)| < |[F(2) = A+ A= F(y)| <e+e=2e.
<  Zvolme posloupnost {z,} posloupnost obsazenou v P(a,dp) a spliwjici limz, = a.

Zvolme ¢ > 0 a k nému nalezneme § > 0 z podminky véty. K § nalezneme ng € N takové, Ze
pro kazdé n € N, n > ng, plati |z, — a| < J. Potom pro kazda n,m € N, n,m > ng, plati

|F(zy,) — F(zp)| <e.
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Tedy posloupnost {F(z,)} spliiuje Bolzanovu-Cauchyovu podminku, a je tudiz konvergentni.
Ozna¢me A = lim F(x,).

Zvolme nyni libovolnou posloupnost {y,} v P(a,dy) konvergujici k a a ¢ > 0. K nému
nalezneme § > 0 z Bolzanovy—Cauchyovy podminky a ny € N je takové, ze

Vn € Nyn > ni: xy, yn € P(a, ).
Dale nalezneme ny € N takové, ze
Vn e Nyn >no: |F(x,) — A < e.
Pak pro kazdé n € N spliujici n > max{ni, na} plati
[F(yn) = Al < |F(yn) = F(an)| + |[F(2n) — Al <e 4 = 2.
Z Heineovy véty tedy plyne, Ze lim,_,, F'(z) = A. O
Poznamka. Tvrzeni Véty 7.35 plati obdobné i pro jednostranné limity.

Véta 7.36 (konvergence Newtonova integralu omezené spojité funkce na omezeném intervalu).
Necht a,b € R, a < b, a f je omezend spojitd funkce na (a,b). Potom f € N(a,b).

Diikaz. Podle Véty 7.2 méa f na (a,b) primitivni funkci F. UkadZzeme za pomoci Bolzanovo-
Caychyovy podminky pro funkce, ze limity F' v krajnich bodech existuji vlastni. Nalezneme
K > 0 takové, ze

Vz € (a,b): |f(x)] < K.

Zvolme € > 0 a polozme § = . Pak pro z,y € (a,a + §), plati

|F(y) — F(z)| = /yf(t) dt‘ < /y If(t)| dt < K|y —z| < K§ =e.

Podle Véty 7.35 tedy existuje vlastni lim,_,q, F'(x). Obdobné lze dokazat, Ze i lim,_;_ F'(x)
existuje vlastni. Tedy f € N (a,b). O

Poznamka. Pro neomezeny interval tvrzeni Véty 7.36 neplati. Naptiklad funkce f(z) = 1,
z € (0,00), je spojita a omezena na (0,00), ale f ¢ N(0,00). Funkee f(z) = arctg(z), z € R,
je na intervalu R také spojita a omezend, integrél ffooo f(z) dz vsak dokonce ani neexistuje.

Véta 7.37 (vztah Riemannova a Newtonova integralu). Necht a,b € R, a < b, a necht f je
omezend funkce na [a,b]. Je-li f € R(a,b) NN (a,b), pak

(R) / " fla)de = (V) /  f)de

Diikaz. Zvolme € > 0. Diky Vété 7.28 nalezneme § > 0, takové, Ze pro libovolné déleni
D = {x;}" ; o normé mensi nez § a libovolnou volbu bodi t; € [z;—1,2;], 9 =1,...,n, plati

n

b
> ()~ i) = (B) [ Fla)da

i=1

<e.

Zvolme déleni D = {z;}7_, o normé mensi nez d. Necht F' je primitivni funkce k f na (a,b).
Polozme
F(x), x € (a,b)
H(z) =< lim, ., F(z), z=10

lim; o, F(x), ==a.
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Povsimnéme si, ze H je dobfe definovana spojita funkce na [a, ], nebot f € N(a,b). Navic
H' = f na (a,b). Pro kazdé i = 1,...,n pouzijeme Lagrangeovu vétu o stfedni hodnoté k
nalezeni bodu ¢; € (x;_1, z;), ktery spliwje

H(xi) — H(zio1) = H'(ti)(wi — xi1) = f(t:) (2 — zio1).

Pak
b
V) [ f@)do = lim F(o) - lim F(e) = H) - H)

= H(xn) — H(zo) = Y (H(xi) — H(zi1))
=1

= Z ) - (zi — zi1)

=1
Tedy

Tim je dikaz dokoncen. O

Disledek (vztah spojitosti a existence Riemannova a Newtonova integralu). Necht a,b € R,
a <b, a necht f je spojitd funkce na [a,b]. Potom f € R(a,b) NN (a,b) a

b b
®) [ f@)de =) [ fa)ds
a a
Drikaz. Tvrzeni plyne z Vét 7.19, 7.36 a 7.37. ]

7.4. Konvergence Newtonova integralu.

Véta 7.38 (srovnavaci kritérium pro konvergenci Newtonova integralu). Necht a € R, b € R*,
a < b, a funkce f,g: [a,b) = R splitugi 0 < f(x) < g(x) pro kazdé x € [a,b). Necht ddle je f
spojitd na [a,b) a g € N'(a,b). Potom f € N(a,b).

Diikaz. Zvolme ¢ € (a,b) a ozna¢me G a F' primitivni funkce ke g a k f. Po eventuélnim
pfi¢teni vhodné konstanty muzeme predpokladat, ze F'(¢) = G(c). Funkce G — F méa na (¢, b)
nezapornou derivaci g — f, tedy je na (c,b) neklesajici. Protoze (G — F')(c) = 0, dostavame
G(z) > F(z) na (c,b). Dale jsou obé funkce G, F neklesajici, jelikoz jejich derivace jsou
nezaporné. Tedy maji v b limitu zleva a plati

lim F(z) < lim G(x).

T—b_ z—b_
Protoze g € N(a,b), je posledni limita vlastni. Protoze je F' neklesajici, je i lim,_,,_ F(x)
vlastni. Obé funkce maji vlastni limitu v ¢, protoZe jsou v tomto bodé spojité. Tedy f €
N (e, b). Protoze f je spojita na [a, |, plati f € N(a,c) podle Véty 7.36. Protoze f je spojita
v ¢, plati odle Véty 7.31(b) f € N(a,b). O

Poznamka. Tvrzeni Véty 7.38 plati s pfislusnymi apravami i pro intervaly typu (a, b]. Pfes-
néji, jestlize a € R*, b € R, a < b, funkce f,g : (a,b] — R spliwji 0 < f(z) < g(x), = € (a,b],
f je spojita na (a,b] a plati g € N(a,b), potom také f € N(a,b).

Priklad. Dokazte, Ze [ ®ZZ dz konverguje.
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Reseni. Zkoumejme konvergenci fol %sin % dx. Méame totiz pomoci per partes
1 1 1,-1
/cos dx = x cos — — /:c(— sin—)— dz, x € (0,00).
x x z’x

Tedy

1 1 1 1
/sindx:xcos—/cos, z € (0,00).
x x

X T

Protoze fol cos% konverguje (Véta 7.36), konverguje i

1 1 1
1 1 1 1
/ —sin —dx = [:):cos} —/ cos — dx.
0 xr X X 0 0 xr

Substituci % =t mame konvergenci integralu
0 o} 1 1
1\ 1 1 1
/ Smwd:z::/ t | sin— th:/ —sin — dt
1 T 0 t t 0 t t

Priklad. Dokazte, ze [;° —{£-- konverguje.

(vizte Vétu 7.34).

zi+1
Reseni. Funkce ﬁ je spojita na intervalu [0, 1], a tedy dle Véty 7.36 konverguje fol x41+1 dzx.
Dale plati 0 < :v%-i-l < %4 na [1,00). Protoze 2% € N(1,00), je podle Véty 7.38 i x%ﬂ IS
N (1,00). Pouzitim Véty 7.31(b) dostavame x%ﬂ e N(0,00).

Véta 7.39 (limitni srovnavaci kritérium pro konvergenci Newtonova integralu). Necht a € R,

b € R* anechta < b. Necht f,g jsou spojité nezdiporné funkce na [a,b). Jestlize lim, % €
(0,00), pak f € N(a,b) prave tehdy, kdyz g € N'(a,b).
Diikaz. Ozna¢me ¢ = lim,_,; % a necht f € N(a,b). Nalezneme zy € (a,b) takové, ze
flz) 1
Va € |xg,b) : —= > —c.
[=0,8) glx) — 2

Plati tedy
2
Vz € [29,0) : 0 < g(z) < Ef(ac)
Protoze f € N(a,b), je téz 2f € N(a,b). Proto f € N(zo,b), a tedy Véta 7.38 davé

g € N(xp,b). Protoze g je spojitd na omezeném intervalu [a, z¢], je zde Newtonovsky in-
tegrovatelna. Tedy g € N (a, zo).

Obréacenou implikaci lze dokdzat obdobné za pomoci odhadu % < 2c¢ na vhodném inter-
valu (xq,b). O
Priklad. Dokazte, ze floo Vatvadl g, konverguje.

3+
Reseni. Polozme pro x € [1,00)

_VE Ve tl

_5
1,'3—’—(172 ) g(l’):x 2.

f(x)
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Obé funkce jsou spojité nezaporné funkce na [1,00) a plati
Va+yaz+l
f(x> T 3412
m ——= = lim —5—
z—oo g(x)  wooo T
lim V(e +vr+1)

T—00 x+1
Podle Véty 7.39 dostavame f € N (1,00), nebot jiz vime, ze g € N (1, 00).

Lemma (odhady Newtonova integralu sou¢inu dvou funkci). Necht a,b € R, a < b, f je
spojitd funkce na [a,b] a g: [a,b] — R je nerostouct, nezipornd a spojitda. Potom

1nf/f dt</f t)dt < g(a sup/f
we[ab z€[a,b]

[Frou]

konec 14. pfednasky (4.4.2025)

Specidlné plati

dt‘ < g(a) sup
:):E[a b]

Diikaz. Dokazme nejprve druhou nerovnost. Zvolme € > 0. Diky stejnomérné spojitosti funkci
f a fg (vizte Vétu 7.18) nalezneme § > 0 takové, Ze plati

Vz,y € [a,b] :|lx —y| < =
(If(@)g(z) = f(y)g(w)] <e) & ([f(x) = fly)l <e).

_ /xf(t) dt, wclabl,

a zvolme déleni D = {z;}!' ; s normou mensi nez ¢. Pak mame z (51) pro kazdé i € {1,...,n}

Vt € [zi—1,xi]  f(t) > f(xio1) — &,

(51)

Oznadéme

a tedy _
flic) (@i —xim1) —e(wy —a4-1) < / Z f(t)dt

Obdobnou uvahou dostavame pomoci (51)
[ 00 < fngtein) @ s + el - )
dt+5( —l‘il)> —I—E($¢ —1‘2;1)

332 1 (
IL’Z 1 / dt-i- ( )+1)E($Z‘—xz‘_1).

Oznaéme

E=¢(g(a)+1)(b—a).
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b n T;
[ roswa=3 [ segwa
<ng11/ f(t dt+z i —xi-1)(g(a) +1)

- Zg(wi_l)/ Z ft)dt +e(g(a) +1)(b—a)
i=1 Ti-1

Pak

= Zg(xz—l)(F(«Tz) — F(z1)) +€
_ZF% (zi-1) — g(x:)) + g(xn_1)F(z,) + &

n—1
< sup F(t) ( (9(xi—1) — g(z:)) + g(xp— 1) 4
= g(a) sup F(t)+¢e(g(a) +1)(b—a).

Odtud plyne odtud pozadovana nerovnost.
Prvni nerovnost lze dokézat obdobné. ]

Disledek. Necht a,b € R, a < b, f je spojitd funkce na [a,b] a g: [a,b] — R je nezdpornd a
spojitd.
(a) Je-li g nerostouct, pak existuje ¢ € [a,b] takové, Ze

b c
L/ﬂmwwzmw/f@m

(b) Je-li g neklesagici, pak existuje ¢ € [a,b] takové, Ze

b b
/fwwwhw@/fmw

Diikaz. (a) Primitivni funkce F' = ff f(t)dt k f na (a,b) je spojita a lze spojité rozsifit na
[a, b], protoze f; f(t) dt konverguje. Podle predchoziho lemmatu lezi f Y f(t) dt v oboru hodnot

funkce F', takze musi existovat ¢ € [a,b] tak, ze F(c f f(t)g(t)dt, coz dokazuje nase
tvrzeni. 3
(b) Je-li nyni g neklesajici na [a,b] a polozime g(z) = g(—z), f(z) = f( x), spliwji funkce

g, f predpoklady ¢4sti 1 na intervalu [—b, —a], takze existuje bod d € [—b, —a] tak, Ze

—a

f(u)gudu = / f(u du = / f(t) / f(t)

—b

Nyni staéi polozit ¢ = —d. O

7 téchto dusledkt snadno vyplyva tzv. 2.véta o stfedni hodnoté pro integraly. Zda se vhod-
néjsi uvést nejdrive tzv. 1.vétu o stfedni hodnoté.
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Véta 7.40 (prvni véta o stfedni hodnoté). Necht a,b € R a necht a < b. Necht f je spojitd
funkce na [a,b], g je nezdpornd na [a,b], g € N(a,b) a fg € N(a,b). Potom ezistuje c € [a,b]

takové, Ze
b b
[ 1@stw)de =50 [ g a

Diikaz. Funkce f, jakoZzto spojita funkce na [a, b], nabyva na ném svého minima m a maxima
M. Pak pro x € [a,b] plati

(52) mg(z) < f(z)g(z) < Mg(x).

Pokud f;g(m) dr = 0, pak g = 0, nebot je nezadporna. Za bod ¢ miZeme zvolit libovolny
bod z [a, b].
Piedpoklddejme tedy, Ze f;g (x)dx > 0. Potom z (52) plati

< ff— <
e
Protoze f([a,b]) = [m, M|, nalezneme c € [a, b splnujici
Jy F@)g(x) da
f; g(z)dx

Tim je dikaz dokoncen. O

fle) =

Véta 7.41 (druhd véta o stfedni hodnoté). Necht a,b € R a necht a < b. Necht f je spojitd
funkce na [a,b], g je monoténni a spojitd na [a,b]. Potom existuje ¢ € [a,b] takové, Ze

b c b
(53) / f(@)g(x) dz = g(a) / F(a) di + g(b) / f(z) da

Diikaz. Piedpokladejme nejdiive, Ze g je neklesajici, takze funkce g(z) — g(a) je neklesajici a
nezéporna. Podle pfedchoziho disledku, ¢asti 2, mame pro n&jaké c € [a, b]

b b
/f(t)(g(t)—g(a))dt—(g(b)—g(a))/ f(t) dt

Na levé strané ponechame jen f: f(t) dt a dostaneme (pouzijeme aditivitu integralu)

[ rwsr=g@ ([ swar- [ swar)so0) [ 100 =) [ rwasso) [0

coz bylo dokézat.
Pro dukaz pripadu, kdy ¢ je nerostouci, pouzijeme misto g(z) — g(a) funkci g(x) — g(b) s
obdobnym dalsim postupem. O

Véta 7.42 (Abelovo-Dirichletovo kritérium konvergence Newtonova integralu). Necht a € R,
b € R a <b, f:[a,b) = R je spojita, F' je primitivni funkce k funkci f na (a,b) a
g: la,b) = R je na [a,b) monoténni a spojitd. Pak plati:

(a) Jestlize f € N(a,b) a g je omezend, pak fg € N(a,b).

(b) Je-li F omezend na (a,b) alim, y,_g(xz) =0, je fg € N(a,b).
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Diikaz. Pro konvergenci f; f(z)g(z) dx pouzijeme Bolzanovu-Cauchyovu podminku (Véta 7.35).

Zvolme € > 0. Hledame by € (a,b) takové, Ze pro libovolna ', b” € (bo, b) je \fb, x)dx| < e.
Jsou splnény podminky 2.véty o stfedni hodnoté pro funkce f,g na hbovolnem mtervalu
[V, b"] C (a,b), takze existuje ¢ € (V/,0") tak, ze

b// b/l

f@)g(w)ds = o(¥) | fyde+ g0 [ f(x)de
b v c

V piipadé Dirichletovy véty jsou &isla fbc, f(z) dx, fcb” f(z) dx omezena n&jakou konstantou K
pro libovolnou volbu [V, "] C (a,b). Existuje by € (a,b), Ze |g(z)| < 5% pro x € (bo, b), takze

’fb’ x)dx| < e pro libovolna v/, b" € (b, b).

A% prlpade Abelovy véty jsou Vsechna ¢isla g(z) omezena nejakou konstantou L. Podle
Bolzanovy—Cauchyovy podmmky existuje by € (a,b), ze | [7 f(z)dz| < 57 pro d,e € (bo,b).
Opét dostavame | fb, Jg(x) dz| < e pro libovolna b’, v € (b, b). O

Poznamka. Abelovo kritérium vyplyva z Dirichletova (tj (a) = (b)). Necht f, g spliwji pod-
minky pfedchozi véty a podminky v (b). Protoze g ma v b_ vlastni limitu, napf¥. p, spliiuje
dvojice fg — p podminky (a), takze f(g — p) € N(a,b). Podle predpokladu je pf € N(a,b) a
tedy i fg=pf + f(9 —p) € N(a,b).

Pokud ma g v [a, b) vlastni derivaci ¢’, 1ze dokazat Dirichletovo kritérium pomoci per partes.
Opét pouzijeme Bolzanovu-Cauchyovu podminku pro konvergenci integrala (F' je primitivni
funkce k f omezena konstantou K):

b// b/l

f@o(e)do = [Py ~ [ Fag @) do.

b/

Potom \[F(x)g(x)]g/| < K(|lg")] + |g(®")]). V poslednim vyrazu neméni ¢’ znaménko a mi-
zeme piedpokladat napt. ze ¢’ > 0. Pak F(z)¢'(z) < K¢'(x) a dostavame

| /b " (o) o < K /b " — K(g(t") — o).

Oba odhady pro pravou stranu per partes lze udélat libovolné malé, protoze g ma v b_ limitu
rovnou 0.

Piiklad. Dokazte, ze [ <% dx konverguje.

Reseni. Polozime ve Véte 7.42(b) pro z € [1, 00)
1

f(x)=cosxz a g(z)= e

Pak primitivni funkce k f, totiz sinx, je omezena na (1,00) a g(z) je na [1,00) nezaporna
monoténni funkce majici v oo limitu 0. Obé funkce jsou navic spojité na [1, 00). Tedy dle vyse
zminéné véty zadany integral konverguje.

Priiklad. Dokazte, ze floo arctg x<2* dx konverguje.

Reseni. Ve Véte 7.42(a) polozime pro z € [1,00)

flz) = T, g(z) = arctg x.
x

Obé funkce jsou spojité na [1,00), g je omezena neklesajici a f € N (1,00). Tedy integral
konverguje podle Vété 7.42(a).
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Priklad. Dokaite, ze [ F22] gz diverguje.

Reseni. Protoze plati

. . 2

sin x sin®

inel, 02 e 1,00),
x x

staci dle Véty 7.38 ovérit divergenci integralu

00 32
SN~ x
dx.
1 X
2

sin“ x 1 — cos2x 1 cos 2x

Pisme

x 2z T2 2

/Oocos2x dg;—l/oocosydy
1 2z 2 2 Y

a z piedchoziho piikladu vime, ze 2% € N(1,00). Tim spife 2% € N(2,00), a tedy i
€822 ¢ N(1,00). Méme tudiz

Jest

1 cos2r  sin’zx

20 2z x
piicem? o ¢ N(1,00) a 2L € A(1,00). Kdyby % € N(1,00), pak by platilo i 5= €
N (1,00), coz by byl spor. Odtud plyne, Ze % ¢ N(1,00), a tedy i ‘S“;—x‘ ¢ N(1,00).

7.5. Aplikace uréitého integralu.

Véta 7.43 (Cauchyova—Schwarzova—Buiiakovského nerovnost). Nechtn € N aaq,...,an,b1,...,b, €

R. Potom plati
n 2 n n
(Sen) x5
=1 =1 =1

n

f@) =) (aw+b:)?, zeR

=1

Diikaz. Polozme

Potom pro kazdé x € R plati

0< f(z) = (Zn: a?) x? + Qiaibim’ + Zn:bf
i=1 i=1 i=1

Protoze je uvedeny kvadraticky trinom nezaporny, je jeho diskriminant nekladny, tedy
n 2 n n
() () () o
i=1 i=1 i=1
Odtud plyne tvrzeni. O

konec 15. prednasky (8.4.2025)

Definice. Necht n € N a x € R". Normou vektoru x = (z1, ..., x,) rozumime hodnotu

]| = \/2F + - + 2.
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Poznamka. Necht n € N. Potom plati

(a) Ve e R":  |jz]| >0, [[|z]| =0< z =0,
(b) Ve e R* VA e R: | Az = [Nz,
(¢) Vo,y e R™ - lz +yll < lzl[ + [lyll

Tvrzeni (a) a (b) jsou elementéarni. Z Véty 7.43 plyne pro kazda z,y € R

o+ ylP” = mezxzmzyxzxm Z ZynLZyz (ll2ll + 1yl

Tim je ov&feno i tvrzeni (c).

Definice. Necht a,b € R*, a < b a f: (a,b) — R" je takova, Ze pro kazdé i € {1,...,n} je
fi € N(a,b). Potom definujeme

N)/abf(:c)dx: <(N)/abf1(x)dx,...,(N)/abfn(x)d:c>.

Obdobné definujeme (R) f;’f(a:) dx pro a,b € R, a < b, a f: [a,b] — R™ je takova, Ze pro
kazdé i € {1,...,n} je f; € R(a,b).

Véta 7.44 (norma a integral). Necht n € N, a,b € R, a < b a f: [a,b] — R™ je spojité.

Potom plat?
b
oyda| < [ Ifa)] e

Diikaz. Funkce t — || f(t)|| je spojita na [a,b], a proto ff Il f(t)]| dt je konvergentni. Polozme

_ [/abﬁ(t)dt,...,/:fn@)dt]

7 Véty 7.43 plyne
n n b b n
2 2 _ . . — T
i =20t =0 [ fwai= [(Sus)a
b n n b b
</ () (o s2@) i = [ wwrola =1l [ 1)

Pokud y = 0, pak dokazovana nerovnost ziejmé plati. Pokud ||y|| > 0, pak nerovnost plyne z
pravé provedeného vypoctu. O

Véta 7.45 (integralni kritérium). Necht f je nezdpornd nerostouct spojitd funkce na [ng,00),
kde ny € N. Necht pro posloupnost {an} plati an, = f(n), n > ng. Pak Y .2 | an konverguje
prdave tehdy, kdyZ f;: f(z) dz konverguje.
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Diikaz. Uvazujme ny € N, ny > ng, a déleni D = {ng,no+1,...,
Funkce f je nerostouci, a tedy
ni—1
S(f,D) =apy + -+ an,_1= Z ai,

i=ng

ni
ﬁ(f7D>:ano+l+"'+an1: Z ag.

ProtoZe je f spojita na [ng,n1], plati

ny —1,n;} intervalu [ng, nq].

(54) S a=S(f.D) < (R )/nlf(ﬂ:)dwz(N)/mf(fv)dx

1=ng+1 0
n1 - ny1—1
= (R) / fl@)dz <S(f,D)= > a;.
no i=ng

Predpokladejme nyni, ze f;; f(z) dz konverguje. Pak je funkce

= /x f(t)dt, te [ng,o00),

primitivni k f na (ng, 00), a tedy pro kazdé n; > ng mame z (54)

/Oof(x)da?— lim F(z) — F(ng) = lim F(x)= lim f( )dtznllrgo Z a; = Z a;.

T—r00 Tr—r00 T—00
1=ng+1 i=ng+1
Proto 772, . a; konverguje, a tedy i >, a; konverguje.
Obréceng, jestlize Y2, a; konverguje pak (54) dava
55 a; = lim a; > limsu / t)dt = limsup F'(x).
(59 > o= i Szt [ 00 <t P

i=ng i=ng

ProtoZe je f nezaporné, je F' neklesajici. Tedy limita F' v nekone¢nu existuje a podle (55) je

vlastni. Tedy fi; f(t) dt konverguje.
Priklad. Ukazte, Ze fada > -, W diverguje.

1

Reseni. Polozme f(z) = TTogz

Protoze

o0 oo 1
/ f(z)dx = / —dt = [logt]ﬁ?gQ = o0,
2 log2 b

rfada
o0

Z nlogn Zf

n=2

diverguje podle Véty 7.45.

0

x € [2,00). Pak f je nezaporna spojita a nerostouci na [2, 00).

Véta 7.46 (zbytek Taylorova polynomu v integralnim tvaru). Necht a,z € R, a < = a funkce

f md v kazdém bodé intervalu [a, x| vlastni (n + 1)-ni derivaci. Pak

(56) fo) - 1) = | P - o),
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Diikaz. Budeme postupovat matematickou indukei podle n € N.
Pro n = 0 mame

(@) - T§"(@) = 1)~ S(a) = [ o

tedy (56) pro n = 0 plati.

Predpokladejme nyni platnost tvrzeni pro n € N a dokazme ho pro n + 1. Méjme tedy
(n + 2)-krat diferencovatelnou funkei f na intervalu [a,z]. Pak je funkce f+D(¢)(z —t)"
spojita na [a, x|, a proto miZeme pomoci per partes (Véta 7.33) pocitat

/-x 1 f(n+2) (t)(m o t)nJrl dt

(n+1)!
- [ 06 - o]
- /: (Hl 1)!f("+1)(t)(n +1)(z —t)"(—1) dt
= i 0 F (@) (z — a)" + /m %f(”ﬂ)(t)(x —t)"dt
@ "+ @) - T
= f(x) = T (@).
Tim je dikaz proveden. O

Definice. Kf¥ivkou budeme rozumét zobrazeni ¢ : [a,b] — R™ (n € N, a,b € R, a < b) takové,
7e o = (p1,...,pn) je t¥idy CL, tj. ¢} jsou spojité na [a, b], piicem# v krajnich bodech [a, b]
uvazujeme prislusnou jednostrannou derivaci. Geometrickym obrazem kiivky ¢ rozumime
mnozinu (p) = ¢([a,b]) C R™.

Priklady. (a) Jednotkovou kruznici v roviné lze vyjadiit kiivkou ¢(t) = (cost,sint), t €
[0, 27].
(b) Graf funkce f na intervalu je kiivkou popsanou zobrazenim ¢(t) = [t, f(t)], t € [a, b].
(¢) Geometricky obraz kiivky lze ¢asto parametrizovat riznymi zobrazenimi ¢, napiiklad

graf funkce f(z) = 23,z € [—1, 1] 1ze popsat také jako p(t) = (t3,¢2), t € [-1,1].
Definice. Necht ¢ : [a,b] — R™ ke kiivka. Jeji délkou rozumime hodnotu
L(p) = sup{L(p, D); D déleni intervalu [a, b]},

kde pro déleni D = {z;}! , definujeme

Lip, D) =) llp(wi-1) — p(zi)ll.
i=1

Véta 7.47 (délka kiivky). Necht ¢ = (p1,...,¢n) : [a,b] = R™ je kiivka. Pak plati

b
L) = [ wr e+ w2
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Dikaz. Zvolme déleni D = {z; }?:0. Potom plati diky Vété 7.44 plati

k k @
> lela) — elas 0l = 30| [ oy
i=1 j=1 7w
k x; b
< ") dt = ()| dt.
[ Ie@a= [l

Odtud plyne L(p) < [||¢/(8)]| dt.
Abychom dokézali obracenou nerovnost, zvolme £ > 0. Funkce ¢} jsou stejnomérné spojité
na [a,b] dle Véty 7.18. Nalezneme tedy § > 0 takové, Ze pro kazdé i € {1,...,n} plati

Vs,t € [a,b],|s — t] < 6 : | @h(t) — &i(s)] < %

Zvolme déleni D = {:L‘j}g’?zo je déleni [a, b] spliwjici v(D) < 0. Potom pro kazdé j € {1,...,k}
a kazdé t € [z;_1,z;] plati ||¢'()|| < ||¢'(x;)| + €. Tedy

/.

J—

le' O] dt = e(; = z51) < [|¢' (@) (25 = 75-1)

< [lo(zs) — o(zj—1)ll + ez — zj-1).

/ T + () — F) dt

/J o' (t) dt
Ti_1

j—

IN

IR0

j—1

Tudiz
b k
/ ' @) dt <Y ll(ay) — plaj-1)| +2e(b — a) < L(p) +2e(b — a).
a j=1
Protoze € bylo zvoleno libovolné, dostavame ff | ()] dt < L(yp). O

konec 16. prednasky (11.4.2025)

Priklad. (a) Je-li o(t) = [cost,sint], t € [0,27], pak

2 2
L(p) = V/(—sint)2 + (cost)2 dt = / 1dt = 2r.
0 0

(b) Je-li f spojité diferencovatelna funkce na [a, b], pak parametrizace jejiho grafu pomoci

o(t) =[t, f(t)], t € [a,b], dava, Ze délka grafu funkce f je rovna f; V14 (f(t))2dt.
8. METRICKE PROSTORY I

Tato kapitola je vénovana metrickym prostorim, tj. mnozinam, na kterych je dan zptsob
méfeni vzdalenosti. Metrické prostory ndm umozni definovat pojem spojitosti obecnéji nez v
predchozim textu. Déle budeme zkoumat nékteré dilezité typy metrickych prostort. Vysledky
této kapitoly budeme pozdéji ¢asto pouzivat.
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8.1. Zakladni pojmy.

Definice. Necht P je mnoZina a g: P x P — [0,00) je funkce splijici néasledujici t¥i pod-
minky:
(a) Yo,y € P: o(x,y) =0z =1y,

(b) Va,y € P: o(x,y) = o(y, x),
(c) Va,y,2 € P: o(w,2) < o(x,y) + o(y, 2).

Potom funkei g nazgvame metrikou na P a dvojici (P, g) nazyvame metrickym prostorem.
Jsou-li z,y prvky mnoziny P, pak nezaporné ¢islo o(z,y) nazyvame jejich vzdalenosti.

Poznamka. Metricky prostor (P, o) sestava z mnoziny prvki P a z funkce g, pomoci které
mezi prvky P méifime vzdalenost. V tomto kontextu budeme o prvcich mnoziny P hovofit
jako o bodech. Definice metrického prostoru pfipousti i moZnost, ze P je prazdn& mnoZina.
Podminky (a)—(c) vyjadifuji pfirozené pozadavky, které by mél spliiovat libovolny zptsob
méfeni vzdalenosti na jakékoli mnoziné. Podminka (a) vyjadiuje jednak to, Ze dva rizné body
maji vzdy od sebe kladnou vzdalenost a jednak to, Ze vzdélenost kazdého bodu od sebe sama je
vzdy nulova. Podminka (b) #ika, ze vzdalenost bodu x od bodu y je vZdy stejna jako vzdalenost
bodu y od bodu z. Podminka (c), kterou nazyvame trojihelnikovou nerovnosti, je dalsim
prirozenym pozadavkem.

Umluva. Pfestoze metricky prostor (P, o) je dvojice (mnozina, metrika), ¢asto pouzivame
obratu ,metricky prostor P*, pokud je volba metriky zfejma z kontextu.

Priklady metrickych prostort. Nasledujici série pfikladu ilustruje pravé definovany pojem
metrického prostoru. S metrickymi prostory z téchto piikladu se budeme setkavat i pozdéji.

Priklad. Definujme funkci ¢ na R x R pfedpisem

Q(xay):’x_yL :1:7y€R'
Dokazte, Ze (R, o) tvori metricky prostor.
Reseni. Pro kazdé x,y € R plati |z — y| € [0,00). Stadi tedy oveFit platnost podminek
(a)—(c) z definice metriky. Podminky (a) a (b) jsou vSak zfejmé splnény a podminka (c) je
trojihelnikova nerovnost redlnych éisel.

Umluva. V dalsim textu budeme na metrickém prostoru R vzdy uvazovat metriku o defino-
vanou v predchéazejicim prikladu, pokud nebude vyslovné feceno jinak.

Piiklad. Necht n € N. Definujme funkci g2 na R™ x R™ pfredpisem

kde = = [z1,...,2n], y = [y1,...,yn]. DokaZte, Ze (R™, p2) tvoii metricky prostor.

Reseni. Pro kazdé x,y € R” plati go(x,y) € [0, 00) a podminky (a), (b) z definice metriky jsou
ziejmé splnény. Ovéfime podminku (c). Necht z,y,z € R™, & = [z1,...,2,], ¥y = (Y1, -, Yn)
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az=|[z1,...,2n). Oznacme a; = x; —y; a b; = y; — z;, i = 1,...,n. Potom z Cauchyovy—
Schwarzovy—Bunakovského nerovnosti (Véta 7.43) vyplyva, ze

n

02(z,2) = Z(ai +b;)%? = Za? +2 Zaibi + Z b?
i=1 i=1 i=1

i=1

IN

= 02(z,y) + 02(y, 2).
Tim jsme ovérili, ze (R™, g2) je metricky prostor.

Poznamka. Funkci g2 nazyvame eukleidovskou metrikou na R™. Symbol g5 je zvolen z
divodua, které budou ziejmé z dalsiho textu. Pro n = 1 splyva metrika go na R s metrikou
|x — y|. Pokud budeme pracovat s prostorem R™, budeme na ném vzdy uvaZovat metriku gg,
nebude-li vyslovné feceno jinak.

Priklad. Necht n € N. Definujme funkci g1 na R™ x R™ predpisem

(57) o1(x,y) = |wi —wil,
=1

kde x = [z1,...,2p) a y = [y1, ..., yn]. DokaZte, ze (R™, p1) tvoii metricky prostor.
Reseni. Pro kazdé z,y € R” plati ¢;(z,y) € [0,00) a podminky (a), (b) z definice metriky
jsou zfejmé splnény. Zbyva tedy ovéfit podminku (c). Zvolme z,y,z € R", & = [z1,...,Zy],
Y= [Yy1,---,Yn] & 2=1[21,..., 2. Potom
n n
o1(z, 2) = Z |zi — 2| < Z(m — il + lyi — zil) = o1 (2, y) + 01(y, 2).
i=1 i=1

Tim je ovéfena platnost podminky (c). Dokézali jsme tedy, ze (R™, o1) je metricky prostor.

Piiklad. Necht n € N. Definujme funkci po, na R™ x R™ pfedpisem

(58) Qoo(x>y) :max{‘xi_yihie {11--'7n}}7
kde x = [z1,...,2p) a y = [y1, ..., yn]. Dokazte, ze (R", 0o ) tvoii metricky prostor.
Reseni. Pro kazdé x,y € R” plati gs0(z,y) € [0,00) a podminky (a), (b) z definice metriky
jsou ziejmé splnény. Zbyva tedy ovéfit podminku (c). Necht z,y,z € R", z = [z1,...,Z4],
y=1[y1,.---,Yn] @ z=1z1,...,2,]. Potom existuje j € {1,...,n} takoveé, ze

00 (2, 2) = max{|z; — z|;i € {1,...,n}} = |z; — 2]
Plati

) — 2] <l — sl + 1yj — 2
Protoze
|z — y;| < max{|xi —yil;ie{1,... 7n}} = 000 (T, Y)
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’y] - Z]| < maX{|yi - ZZ|7Z € {17 s 7n}} = Qoo(y>z)>
dostavame celkem
000 (%, 2) < 000(2,Y) + 000 (Y 2)-

Tim jsme ovéfili platnost podminky (c¢). Dokazali jsme tedy, Ze (R™, 9o) je metricky prostor.

Pred formulaci dalsiho piikladu pfipomenme, Ze symbol C zna¢i mnozinu vSech komplexnich
Cisel.
Priklad (Gaussova rovina). Funkeci p: C x C — [0, 00) definujme pfedpisem o(z1, 22) = |21 —
z9|. Dokazte, ze (C, p) je metricky prostor.

Reseni. Kazdé komplexni &slo je jednozna¢né urceno dvéma realnymi slozkami — realnou a
imaginarni. Funkci ¢ pak z téchto slozek pocitame podle stejného vzorce, kterym pocitame
vzdalenost g2 dvou bodi v R? pomoci jejich soutadnic, tedy (C, o) je metricky prostor.

Priklad. Necht a,b € R, a < b. Oznac¢me symbolem C([a, b]) mnoZinu v8ech spojitych realnych
funkci definovanych na intervalu [a, b]. Definujme funkei gg,p na C([a, b]) x C([a, b]) predpisem

qup(f7g) = Ssup |f(x) - g(x)|

z€[a,b]
Dokazte, Ze (C ([a, b]), Osup) tvori metricky prostor. Funkci gy, nazyviame supremovou me-
trikou na C([a, b]).

Reseni. Necht f,g € C([a,b]). Diky spojitosti funkce absolutni hodnota, vété o spojitosti a
aritmetickych operacich a v&té o spojitosti slozené funkce plati |f — g| € C([a, b]). Podle véty
o existenci extrémii nabyva funkce |f — g| na [a,b] svého maxima, takZe funkce pgup je na
C([a,b]) x C([a,b]) dobfe definovana a spliuje osup(f,g) € [0,00) pro kazdé f,g € C([a,b]).
Podminky (a) a (b) z definice metriky jsou zfejmé splnény. Necht f,g,h € C([a,b]). Potom
pro kazdé z € [a, b] plati

[f(z) = h(z)| < |f(z) — g(x)| + [g(z) — h(z)|

sup |f(y) —g(y)|+ sup |g(y) — h(y)]
yG[a,b} ye[a,b]

= qup(fa g) + qup(g7 h)
Odtud plyne, ze ¢islo gsup(f, 9) + Osup(g, k) je horni zavorou mnoziny
{If(z) = h(z)|;z € [a,b]},
a tedy podle definice suprema plati
sup(f+ 1) < 0sup(f, 9) + sup(g; h).

Tim je ovéFena podminka (c) z definice metriky . Dokézali jsme, Zze (C([a, b]), osup) je metricky
prostor.

Priklad. Necht a,b € R, a < b. Definujme funkci gins na C([a, b]) x C([a, b]) pfedpisem

b
oue(f.9) = (R) / (@) - g(a)] da.

Dokazte, ze (C([a,b]), oint) tvoii metricky prostor. Funkci giny nazyvame integralni metrikou
na C([a, b]).

<
<
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K fteseni piikladu budeme potifebovat néasledujici lemma.

Lemma. Nechta,b € R, a <b, ah € C([a,b]). Necht ezistuje x¢ € [a,b] takové, Ze h(xg) > 0.
Potom fb |h(x)| dz > 0.

Diikaz. Necht nejprve xg je vnitinim bodem [a, b]. Ze spojitosti funkce h plyne existence § > 0
takového, Ze (29 — 6,0 + 6) C [a,b] a h(z) > Fh(zo) pro kazdé x € (xg — 6, zo + §). Potom

b To—0 xo+0 b
/ |h(x)|d$:/ |h(:1c)\da:—|—/ \h(x)d:c—l—/ |h(x)| dx
a a To—0 zo+0

z0+0 1
> / (1@ dr > 2 h(ro) - 25 = Sh(ao) > 0.
zo—0

Nyni predpokladejme, Ze xg = a. Potom ze spojitosti funkce h plyne existence 6 > 0 takového,
7e § <b—a a h(z) > $h(a) pro kazdé x € [a,a + §). Potom

b a+48
/a |h(z)| dz > /a \h(x)| dz > %h(a) 5> 0.

V ptipadé zg = b postupujeme obdobné. ]

Reseni. Podle Véty 7.19 je funkce pj¢ dobfe definovana a splituje oint(f, g) € [0,00) pro kazdé
f,g9 € C([a,b]). Jestlize f = g, potom zfejmé gint(f,g) = 0. Jestlize naopak f,g € C([a,b]) a
plati oint(f,9) = 0, pak podle lemmatu je f(x) — g(x) = 0 pro kazdé = € [a,b], tedy f = g.
Tim je ovéfena podminka (a) z definice metriky. Podminka (b) je zfejmé splnéna. Ovéiime
platnost podminky (c). Necht f,g,h € C([a,b]). Potom pomoci linearity ur¢itého integralu
(Véta 7.21) dostavame

b
o (. 1) /Wf Mx</Kuuﬂ—amrww@—humdx

=Lvm |m+/m )| de

= 0ot (f, 9) + 0Oint (9, ).
Dokéazali jsme, Ze (C ([a,b]), gint) je metricky prostor.
Piiklad. Necht P je libovolna mnoZina. Definujme funkci ggisir: P X P — [0, 00) predpisem

1, pokud x # vy,
0, pokud z =y.

Qdiskr(xay) = {

Dokazte, Ze potom (P, ggisky) tvori metricky prostor. Funkci ggisky nazyvame diskrétni met-
rikou na P a (P, ggiskr) diskrétnim metrickym prostorem.

Reseni. Pro kazdé x,y € P plati o(z,y) € [0,00) a podminky (a) a (b) z definice metriky
jsou ziejmé splnény. Necht z,y, z € P. Jestlize x = z, potom ggiskr (2, 2) = 0, a tedy nerovnost
v (c) je zfejmé splnéna. Jestlize z # z, potom x # y nebo z # y. Odtud plyne, Ze

Odiskr (T, Y) + Odiskr (Y, 2) > 1 = 0diskr (2, 2).

Podminka (c) je tedy splnéna. Dokazali jsme, Ze (P, 0giskr) je metricky prostor.
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Normované linearni prostory. Vycet piikladiit metrickych prostorti nyni rozsifime o nor-
mované linearni prostory.

Poznamka (vektorovy prostor). Symbol F bude zna¢it mnoZinu realnych ¢isel R nebo mno-
zinu komplexnich ¢isel C. Pro porozuméni nasledujici definici je tfeba znat pojem vektoro-
vého prostoru nad F. Vektorovy prostor nad F chapeme jako trojici (X, +,-), kde X je
mnozina, + je operace s¢itdni na X a - je operace nésobeni prvki X prvky z F. Vétsinou bu-
deme ale pouzivat kratsi termin ,,vektorovy prostor X* misto presnéjsiho ,vektorovy prostor
(X, 4+, -)“. Nulovy prvek budeme zna¢it symbolem 0.

Definice. Necht X je vektorovy prostor nad F. Zobrazeni ||| : X — [0, 00) nazyvame normou
na X, jestlize jsou splnény nasledujici tii podminky:

(a) Vee X: ||z =0 & =0,

(b) Ve € X VA € F: || Az|| = |\| - ||z,

(c) Vo,y € X: [lz +y| < [zl + [[y[]-
Dvojici (X - H) pak nazyvame normovanym linearnim prostorem nad t&lesem F. Pokud

= R, hovofime o redlném normovaném linedrnim prostoru, pokud F = C, hovofime o

komplexnim normovaném linedrnim prostoru.

Véta 8.1 (metrika a norma). Necht (X, | -||) je normovany linedrni prostor nad F. Definujme
zobrazent p: X x X — [0,00) predpisem o(z,y) = ||z — y||. Potom g je metrika na X.
Diikaz. Necht z,y € X. Potom ziejmé o(x,y) € [0,00). Ovéfime podminky (a)—(c) z definice
metriky. Rovnost o(z,y) = 0 nastava pravé tehdy, kdyz ||z — y|| = 0, coz nastava pravé tehdy,
kdyz x — y = 0, neboli x = y. Pouzijeme-li podminku (b) z definice metriky pro specialni
volbu A = —1, dostaneme
oz, y) = llz =yl = [(=1)(y =)l = [(=1)] - lly — =]
tedy podminka (b) z definice metriky je splnéna. Pro kazdé x,y,z € X plati diky podmince
(c) z definice metriky
oz, 2) = [lz =z = [(z —y) + (y = 2)[| < llz —yll + [ly — =]l
= o(z,y) + o(y, 2).
Ovefili jsme tedy 1 podminku (c¢) z definice metriky. Tim je dukaz dokoncen. 0
Poznamka (normovany linearni prostor jako metricky prostor). V souladu s Vétou 8.1 bu-
deme kazdy normovany linedrni prostor povazovat také za prostor metricky s metrikou defino-

vanou pomoci normy zpusobem uvedenym v tvrzeni Véty 8.1. Tak dostavame dilezitou tiidu
metrickych prostoru.

Uvedme né&kolik prikladi readlnych normovanych linearnich prostor.

Priklad. Necht n € N. S¢itani prvki z R™ je definovano po slozkéch, stejné tak nasobeni prvka
z R™ realnymi Cisly. Pro z = [z1,...,2,] € R", y = [y1,...,yn] € R" a a € R tedy klademe
r+y=[r1+Y1,...,Tn+ Yn] @ ax = [ax1,...,0z,]. Definujme funkci || - ||: R® — [0, 00)
predpisem

]l =
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kde z = [21,...,zy]. Dokazte, ze (R",|| - ||) je realny normovany linearni prostor.
Regeni. Tvrzeni plyne z poznamky za Vétou 7.43.
Definice. Funkci || - || z pFedchoziho piikladu nazyvame eukleidovskou normou na R".

Priklad. Necht a,b € R, a < b. Mnozinu C([a,b]) opatiime obvyklym s¢itanim funkci a
obvyklym nasobenim funkce realnym ¢islem. Definujme funkei || - ||sup na C([a, b]) pFedpisem
[ fllsup = supq g | f|- Dokazte, Ze (C([a,b]), || - llsup) je redlny normovany lineérni prostor.

Reseni. Je snadné ovéfit, ze mnozina C([a,b]) s uvedenymi operacemi tvo¥i vektorovy pro-
stor. Poznamenejme jen, Ze je tfeba vyuzit vétu o artimetice limit, ze které plyne, Ze soucet
spojitych funkci je spojita funkce a nésobek spojité funkce je také spojita funkce. Podle véty
o extrémech spojité funkce je ||f|lsup € [0,00) pro kazdé f € C([a,b]). Vlastnosti (a), (b) z
definice normovaného linedrniho prostoru jsou zfejmé splnény. Pro f, g € C([a,b]) diky troja-
helnikové nerovnosti a subaditivité suprema plati

1f + gllsup = sup{|f () + g(z)|;z € [a, 0]}
< sup{|f(2)| + |g(x)]; = € [a,b]}
<sup{|f(z)[;z € [a,0]} +sup{lg(z)[; x € [a, ] }
= [I£llsup + llgllsup-

Tim je ovéfena vlastnost (¢) z definice metriky, a tedy (C ([a, b)), ]| - ||) je readlny normovany
linearni prostor.

Priklad (prostor /). Definujme /o, jako mnozinu v8ech omezenych posloupnosti realnych
Cisel. S¢itani prvki z £o, je definovano po slozkéch, stejné tak nasobeni prvki z o, redlnymi
Cisly. Pro @ = {zp} € loo, ¥y = {yn} € o a a € R tedy klademe x + y = {z, + yn} a
ar = {ax,}. Dale pro x = {z,} € s polozme ||z||cc = sup{|z,|;n € N}. Dokazte, ze pak
dvojice (Yxo, || - [|oo) tvori redlny normovany linearni prostor.

ReSeni. Operace séitani prvki z fs i nasobeni prvki z fo realnymi &sly jsou dobre defi-
novany, nebot soucet dvou omezenych posloupnosti je opét omezené posloupnost a nasobek
omezené posloupnosti je také omezenéd posloupnost. Neni tézké ovérit, ze o, s uvedenymi
operacemi tvori redlny vektorovy prostor. Poznamenejme jen, Ze nulovym vektorem je po-
sloupnost, jejiz vSechny ¢leny jsou rovny 0.

Ovéfime, Ze zobrazeni x — |||/ je norma na f,. Pokud = = 0 € /,, pak snadny vypocet
dava ||z]|ec = 0. Pokud pro = € £ plati ||z|| = 0, potom pro kazdé n € N musi platit |z, | = 0,
a tedy = 0. Mame-li x € {, a a € R, potom

lax|oe = sup{|azn|;n € N} = |af - sup{|zn|;n € N} = |af - [[2]/c.
Pro z,y € ¢» mame diky trojihelnikové nerovnosti a subaditivité suprema
|2+ yll = sup{|zn + yal;n € N} < sup{|za| + [yn[;n € N}
< sup{|zn|;n € N} + sup{|yn|;n € N} = [[z]| + [ly].
Piiklad (prostor ¢p). Definujme ¢ jako mnozinu vSech posloupnosti realnych ¢isel {x,}5 4
spliujici lim x,, = 0. S¢itani prvki z ¢y je definovano po slozkach, stejné tak nasobeni prvki z
¢ redlnymi ¢isly. Pro x = {z,} € co, y = {yn} € co a o € R tedy klademe x + y = {z, + y, }

a ar = {ax,}. Déle pro z = {z,} € ¢p polozme ||z||oc = sup{|z,|;n € N}. Dokazte, ze pak
dvojice (¢, || - |loo) tvori realny normovany linearni prostor.
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Reseni. Pokud z = {zn} € co, y = {yn} € co, pak lim(z,, +y,) = limz, +limy, =0+0 =0,
atedy r+y € cg. Pro a € R plati limax, = a-0 =0, a tedy opét azx € cy. Ponévadz kazdy
prvek z co lezi v £, tvori ¢y vektorovy podprostor fo,. Zobrazeni x — |||/~ je pak normou
na cg dle vyse uvedeného prikladu.

konec 17. prednasky (15.4.2025)

Podprostor, oteviena koule a diametr.

Poznamka. Necht (P, p) je metricky prostor a M C P. Potom dvojice (M, o|aprxnr) ziejmé
tvofi opét metricky prostor, nebot podminky (a)—(c) z definice metriky jsou splnény pro
vS8echna z,y, z z P, a tedy i pro vSechna x,y, 2z z M. Z této tvahy plyne korektnost nasledujici
definice.

Definice. Necht (P, g) je metricky prostor a M C P. Potom dvojici (M, o|prxa) nazyvame
metrickym podprostorem metrického prostoru (P, 0). Metriku g|pxas na prostoru M na-
zyvame indukovanou nebo téz zdédénou metrikou z prostoru (P, ¢) a znacime ji opét pouze
symbolem p.

Definice. Necht (P, ) je metricky prostor, z € P ar > 0. Potom mnozinu B(x, r) definovanou
predpisem

B(z,r) ={y € P;o(z,y) <r}
nazyvame otevienou kouli se stfedem z a polomérem r.

Priklad. Uvazujme metricky prostor R s eukleidovskou metrikou. Necht x € R a r > 0.
Dokazte, 7ze B(x,r) = (x —r,z + 7).
Reseni. Tvrzeni plyne z definice eukleidovské metriky na R elementarnim vypoctem.
Priklad. Necht (P, pqiskr) je diskrétni metricky prostor, x € P a r > 0. Dokazte, ze
, okud r <1,
B(z,r) = {z}, polud r <

P, pokud r > 1.

Reseni. Tvrzeni plyne bezprostiedné z definice diskrétni metriky.

Definice. Necht (P, g) je metricky prostor, A C P a x € P. Potom vzdalenost bodu z od
mnoZziny A definujeme predpisem
dist(p,g) (xz,A) = inf{o(z,y);y € A}.
Namisto symbolu distp g (7, A) lze uzit také symboly dist,(z, A), o(z, A) nebo dist(x, A), je-li
z kontextu jasné, s jakym metrickym prostorem pracujeme.
Specialné pro kazdé = € P plati dist(z, ) = co.

Priklad. Necht (P, o) je metricky prostor, A,B C P, A C B, a ¢ € P. Dokazte, Ze potom
plati dist(z, B) < dist(z, A).
Reseni. Vzhledem k tomu, ze A C B, plati
{o(z,y);y € A} C{olz,y);y € B}
Tudiz
dist(z, B) = inf{o(x,y);y € B} < inf{o(x,y);y € A} < dist(z, 4).
Odtud plyne dokazované tvrzeni.
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Definice. Necht (P, o) je metricky prostor. Diametr prostoru P definujeme piedpisem
diam P = sup{e(z,y); z,y € P},

pokud je P neprazdny, a klademe diam() = 0. Diametrem mnozZiny A C P rozumime
diametr metrického prostoru (A, o).

Definice. Rekneme, 7e metricky prostor P je omezeny, jestlize plati diam P < oc. Rekneme,
ze podmnozina A prostoru P je omezena, jestlize je metricky prostor (A, o) omezeny.

Poznamka. Necht (P, o) je metricky prostor. Je-li mnozina P prazdna nebo jednobodova,
pak plati diam P = 0. Jestlize m& mnozina P alespon dva rizné body, pak z podminky (a) v
definici metriky plyne, ze diam P > 0.

Piiklad. Necht P je mnoZina. Dokazte, ze diskrétni metricky prostor (P, ogiskr) je omezeny.
Reseni. Pro kazdé z,y € P plati o(z,y) < 1, a tedy diam P < 1. TudiZ je (P, odiskr) Omezeny.

Priklad. Necht (P, g) je metricky prostor. DokaZte nésledujici tvrzeni.

(a) Necht A C B C P. Potom diam A < diam B.
(b) Necht A C P a navic P # (). Pak je mnozina A C P omezena pravé tehdy, kdyz
existuji r > 0 a x € P takova, 7e A C B(z,r).

Reseni. (a) Tvrzeni plyne z definice suprema a diametru a z inkluze

{o(z,y);z,y € A} C{o(w,y);2,y € B}.

(b) = Mnozina P je neprazdna, takze muzeme zvolit x € P. Pokud je A prazdna, pak
zvolime r > 0 libovolné. V piipadé, ze A je neprazdna polozime r = dist(z, A) + diam A +
1. Diky pfedpokladu omezenosti a nepraznosti A dostavame r € (0,00). Zvolme y € A.
Nalezneme z € A takové, ze o(x, z) < dist(x, A) + 1. Potom plati

ol@,y) < o, 2) + o(z,y) < dist(, A) + 1+ diam A =,

a tedy y € B(z,r). Tim jsme ovéfili inkluzi A C B(z, 7).
< Zvolme y,z € A. Potom podle trojuhelnikové nerovnosti dostavame

Q(y7 Z) < Q(yvx) + Q(IL’,Z) <r-+r=2n
tedy diam A < 2r < oo, take A je omezena.

8.2. Konvergence v metrickych prostorech. Konvergenci posloupnosti redlnych ¢isel jsme
se podrobné zabyvali v prvnim semestru. Nyni pojem konvergence zobecnime pro posloupnosti
prvkia metrického prostoru. To nam umozni zkoumat konvergenci posloupnosti, jejichz ¢leny
jsou komplikovanéjsi objekty nez realna ¢isla, napfiklad vektory, funkce, posloupnosti, opera-
tory, matice, mnoziny a dalsi.

Definice. Necht (P, p) je metricky prostor. Rekneme, Ze posloupnost {z,} prvki P konver-
guje k prvku z € P v prostoru (P, p), jestlize plati lim,, oo 0(2y, ) = 0. Prvek x nazyvame
limitou posloupnosti {z,} v (P, o). Konvergentni posloupnosti v (P, ¢) rozumime po-
sloupnost, ktera ma limitu v (P, ).

Poznamka. Necht P = R. Pak vySe uvedeny pojem konvergence splyva s pojmem konver-
gence posloupnosti realnych cisel.
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Definice. Necht {x,} je posloupnost prvki metrického prostoru (P, o). Jestlize {n;}32, je
rostouci posloupnost pfirozenych ¢isel, pak fikime, ze {x,, }3°, je podposloupnost posloup-
nosti {z,}, pfipadné vybranou posloupnosti, z posloupnosti {z,}.

Véta 8.2 (vlastnosti konvergence). Necht (P, o) je metricky prostor a {z,} je posloupnost
proki P.
(a) Pak md posloupnost {x,} v (P, o) nejvyse jednu limitu.
(b) Jestlize existuji ng € N a x € P takovd, Ze x, = x pro kaZdé n € N, n > ng, potom je
x limitou posloupnosti {x,}.
(¢) Necht {zp,} je vybrand posloupnost z posloupnosti {x,}. Jestlize v € P je limitou
posloupnosti {xzyn} v (P, ), pak x je také limitou posloupnosti {xy, }.

Diikaz. (a) Predpokladejme, Ze existuji prvky x,y € P, které jsou limitami posloupnosti {zy, }.
Zvolme € > 0. K nému nalezneme ng,n; € N takové, ze o(x,z,) < € pro kazdé n > ng a
o(y, zn) < € pro kazdé n > ni. Polozme ny = max{ng, n1}. Potom plati

0 < o(x,y) < o(,n,) + 0(Tny,y) < 2e.

ProtoZe € bylo zvoleno libovolné, plyne odtud, Ze o(z,y) = 0, a tedy x = y.

(b) Pro kazdé n > ng plati o(x,,x) = 0, a tedy lim, o0 0(2n,x) = 0, takze prvek x je
limitou posloupnosti {x,, }.

(c) Protoze posloupnost realnych ¢isel {o(xp,,x)} je vybrand z posloupnosti {o(zy, )},
plyne z véty o limité vybrané posloupnosti realnych ¢isel, ze plati limy_ o 0(2n,,z) = 0, a
tedy « je limitou posloupnosti {z, }. O

Znaceni. Pokud je posloupnost {z,} konvergentni v metrickém prostoru (P, p), pak je podle
Véty 8.2(a) jeji limita urcena jednozna¢né a budeme ji znacit lim, o 2, nebo jen limx,,.
Pokud lim z,, = x, pak také piseme z,, N x, n — oo, pfipadné xz, 4 2 nebo pouze x,, — .

Piiklad. Necht {z,} je posloupnost prvki neprazdné mnoziny P. Dokazte, ze {z,} je kon-
vergentni v (P, ogiskr) pravé tehdy, kdyz existuji ng € N a x € P takové, Ze x,, = x pro kazdé
n > ng.

ReSeni. = Necht z, — = pro n&jaky prvek z € P. Potom lim,_, 0(zn,z) = 0, a tedy
existuje ng € N takové, ze pro kazdé n € N, n > ng, plati o(zy,,z) < 1. Z definice diskrétni
metriky plyne, Ze pro kazdé takové n plati z,, = x.

< Tato implikace plati v kazdém metrickém prostoru, jak vyplyva z Véty 8.2(b).

V nésledujicim pfikladu ukazeme, Ze konvergence ve vicerozmérném eukleidovském prostoru
splyvé s konvergenci ,,po slozkach“. Soufadnice prvku z € R™ budeme v nasledujicim pfikladu
i pozdgji oznacovat z1, 22, ..., Zn.

Priklad. Necht {z™}%°_; je posloupnost prvka z R™ a y € R". Dokazte, Ze potom plati

m=1
limy,, 00 ™ = y pravé tehdy, kdyz pro kazdé i € {1,...,n} plati limy, o 2" = y;.
Reseni. = Prokazdéi € {1,...,n} akazdé m € N plati |z —yi| < 02(2™,y). Odtud plyne
tvrzeni.
<  Predpokladejme, ze pro kazdé i € {1,...,n} platilim,, . 2" = y;. Potom ze spojitosti
odmocniny, véty o aritmetice limit a Heineovy véty dostavame

Z(xln - yi)Q =0,

=1

lim o(z™,y) = lim
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a tedy limg,, o0 2™ = y.
Priklad. Necht n € N. Dokazte, ze pro kazdé x,y € R™ plati
(59) 01(z,y) < Vnoa(z,y) < noss(z,y) < noi(z,y).

Regeni. Z Cauchyovy Schwarzovy Builakovského nerovnosti odvodime, Ze

n n
or(@y) =Y |mi—wil =D 1|z — uil
=1

i=1

Dale odhadneme shora vyrazy |z; — y;|, i = 1,...,m, jejich maximem, a dostaneme

n

o2(x,y) < Z(maxﬂxi —vyil;i € {1,...,n}})2

i=1
= v/n-max{|z; — yil;i € {1,...,n}} = Vnoso(z,y).

Nerovnost 9 (z,y) < 01(x,y) zFejmé plati. Dokazované tvrzeni pak plyne z pravé odvozenych
nerovnosti.

Piiklad. Necht n € N, {z™}>°_, je posloupnost prvki z R" a y € R™. Dokazte, ze nasledujici
t¥i vyroky jsou ekvivalentni.
(i) Plati 2™ & y.
(ii) Plati 2™ 2 4.
(iif) Plati 2™ 23 y.
ReSeni. (i)=(ii) Piedpokladejme, Ze 2™ 2 y. Potom limy, o0 01(2™, ) = 0. Z (59) plyne,
ze pro kazdé m € N plati go(2™,y) < v/no1(a2™,y). ProtoZe pro kazdé m € N plati go(z™,y) >
0, vyplyva z véty o dvou straznicich, ze také lim,, o 02(2™,y) = 0, a tedy plati (ii).
(i)=(iii)  PFedpokladejme nyni, Ze plati ™ 2 y. Pak opét z (59) dostaneme, Ze pro
kazdé m € N plati oo (2™, y) < v/no2(z™,y), a tedy lim;,— 00 000 (2™, y) = 0. Tim je dokazano
tvrzeni (iii).
(iii)=(i) Koneéné predpokladame-li, Ze plati =™ 2% y, pak tvrzeni (i) vyplyva obdobnym
zpusobem jako v predchéazejicich piipadech z nerovnosti o1(2™,y) < noso(x™,y) platné pro
kazdé m € N.

konec 18. prednasky (22.4.2025)

8.3. Topologické pojmy v metrickych prostorech. Terminy topologie a topologicky
budou vysvétleny v zavéru pfistiho oddilu. Nejprve zavedeme dva dulezité typy podmnozin
metrickych prostorti (uzaviené a oteviené mnoziny), tfi mnozinové operace v metrickych pro-
storech (vnitfek, hranice a uzavér) a budeme zkoumat jejich vlastnosti. UZite¢nost téchto
pojmi se projevi v dalsich oddilech a kapitoléch.
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Uzaviené a oteviené mnoziny.

Definice. Necht (P, o) je metricky prostor a M C P. Rekneme, ze mnozina M je uzaviena
v (P, o), jestlize pro kazdou konvergentni posloupnost {z,,} prvki mnoziny M je limita této
posloupnosti prvkem M.

Priklad. Necht a,b € R, a < b.
(a) Dokazte, zZe [a,b] je uzaviena mnozina v R.
(b) Dokazte, Ze (a,b] neni uzaviena mnozina v R.

Reseni. (a) Necht {x,} je posloupnost prvki intervalu [a,b] spliwjici z, — x pro néjaké
x € R. Potom plati H({z,}) = {z}, a tedy x € [a,b]. Tedy [a, b] je uzaviena mnozina.

(b) Polozme z, = a + bfTa, n € N. Pak je {a,} posloupnost prvki intervalu (a,b] spliujici
xn, — a. Protoze a ¢ (a,b], plyne odtud, Ze (a,b] neni uzaviena mnoZina.

Priklad. Necht (P, p) je metricky prostor a M C P je konefna mnozina. Dokazte, ze M je
uzaviena.

Reseni. Predpokladejme, 7e {z,,} je posloupnost prvki M spliwjici #,, — z pro néjaké z € P.
Piedpokladejme, ze © ¢ M. Polozme d = min{o(x,y);y € M}. Protoze M je kone¢na, plati
d > 0. Dale ziejmé pro kazdé n € N plati o(zy,z) > d. To je ale spor s tim, ze x,, — . Odtud
plyne, ze x € M, a tedy je mnozina M uzaviena.

Jiné Feseni. Predpokladejme, ze {x,,} je posloupnost prvki M spliujici x,, — = pro né&jaké
x € P. Mnozina M je kone¢n4, a proto existuje z € M takové, Zze mnozina {n € N;x,, = z} je
nekonecné. Existuje tedy vybrané posloupnost {x,, } z posloupnosti {z,} takova, ze z,, =z
pro kazdé k € N. Potom diky Vété 8.2(b) mame limz, = z a podle Véty 8.2(c) mame
limz,, = . Z Véty 8.2(a) pak plyne z = z, a tedy = € M.

Piiklad. Dokazte, Ze v diskrétnim metrickém prostoru (P, gqiskr) je kazda mnoZzina uzaviena.

Reseni. Piedpokladejme, ze M C P, {x,} je posloupnost prvki M, = € P a plati =, — .
Nalezneme ng € N a y € P takova, ze z, = y pro kazdé n > ng. Odtud plyne y € M. Z
Véty 8.2(a) plyne z, — vy, a tedy z Véty 8.2(b) vyplyva = = y. Tedy x € M, takze M je
uzaviena.

Véta 8.3 (vlastnosti uzavienych mnozin). Necht (P, o) je metricky prostor.

(a) Prdzdnd mnozina a cely prostor P jsou uzaviené mnoZiny v (P, ).

(b) Necht F je neprdzdny systém uzaviengch mnozin. Potom je mnoZina (| F uzaviend v
(P, 0).

(¢) Necht m € N. Predpokldadejme, Ze mnoZiny Fi,. .., Fy, jsou uzaviené. Potom je mno-
zina \J;~, F; uzaviend v (P, o).

Diikaz. (a) Prazdna mnoZina neobsahuje zadnou posloupnost, takze implikace v definici uza-
virené mnoziny je splnéna. Uzavienost mnoziny P je zfejma.

(b) Pfedpokladejme, Ze {z,} je posloupnost prvka () F spliwjici 2, — = pro n&jaké x € P.
Necht F' € F. Potom je {x,} posloupnost prvkia F. ProtoZe F je uzaviena, plati x € F.
ProtoZze F byla zvolena libovolng, plyne odtud, ze z € (| F. Tedy [ F je uzaviend mnoZina.

(c) Predpokladejme, ze {z,} je posloupnost prvka |J*, F; spliwjici z, — x pro né&jaké
x € P. Protoze mnozin Fi,..., F,, je konetné mnoho, nalezneme j € {1,...,m} takové, ze
mnozina {n € N;z, € F;} je nekonecna. Existuje tedy podposloupnost {x,,} posloupnosti
{zn}, jejiz prvky jsou v Fj. Podle Véty 8.2(c) plati limy_,o zn, = x. Protoze Fj je uzaviena
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mnozina, plati x € F}, a tedy tim spiSe z € |J;~, F;. Odtud plyne, ze |J;~, F; je uzaviena
mnozina. ]

Poznamka. V tvrzeni (c) Véty 8.3 je dilezité, ze systém mnozin, které sjednocujeme, je
kone¢ny. Bez tohoto pfedpokladu obdobné tvrzeni neplati. Uvazujme mnoziny F, = [%, 1],
n € N. Potom [J;°,[£,1] = (0, 1]. Kazd4 z mnozin F), je uzaviend, ale mnozina (J5° [, 1]
neni uzaviena.

Definice. Necht (P, o) je metricky prostor, M C P a x € P. Rekneme, ze x je vnitinim
bodem mnoziny M, jestlize existuje r > 0 takové, ze B(z,r) C M. Mnozinu vSech vnitinich
bodi mnoziny M nazyvame vnitfkem mnoziny M a oznacujeme symbolem Int M podle
latinského slova interior (vnitfek).

Rekneme, ze mnozina M je oteviena v (P, ), jestlize kazdy jeji bod je jejim vnitinim
bodem.

Priklad. Dokazte, ze v metrickém prostoru R je kazdy otevieny interval oteviend mnoZina.

Reseni. Necht a,b € R*, a < b, a x € (a,b). Polozme r = min{z — a,b — z, 1}, potom ziejmé
plati B(xz,r) = (x —r,z+r) C (a,b), a tedy x je vnitinim bodem (a, b). Odtud plyne, Ze (a, b)
je oteviend mnozina.

Priklad. Necht (P, o) je metricky prostor, zy € P a rg > 0. Dokazte, Ze potom je B(xq,70)
oteviend mnozina.

Reseni. Zvolme z € B(xg, o). Polozme r = ro— o(xg, x). Potom r > 0. Pro kazdé y € B(z,r)
navic plati

o(wo,y) < o(xo, ) + o(x,y) < o(zo, ) + 1 = T0.
Tedy y € B(zp,ro). Odtud plyne B(x,r) C B(xg, o). Kazdy bod mnoziny B(xg, 7o) je tedy
jejim vnitinim bodem, a proto je B(xg, 7o) oteviena mnozina.

Piiklad. Dokazte, Zze v metrickém prostoru R neni interval (0, 1] otevienou mnoZzinou a Ze
plati Int(0,1] = (0, 1).

Reseni. Necht r > 0. Potom B(1,7) = (1 — 7,1 +7) ¢ (0,1], takZe bod = = 1 neni vnitinim
bodem intervalu (0, 1]. Interval (0,1] tedy neni otevienou mnozinou. Kazdy bod =z € (0,1)
je vnitinim bodem intervalu (0, 1), a tedy i vnitinim bodem intervalu (0, 1]. Odtud plyne, Ze
Int(0,1] = (0,1).

Véta 8.4 (vlastnosti otevienych mnozin). Necht (P, ) je metricky prostor.
(a) Prdzdnd mnoZina a P jsou oteviené mnoZiny v (P, ).
(b) Necht G je systém otevienych mnozZin v (P,p). Potom je mnoZina |JG oteviend v
(P, o).
(c) Necht m € N. Predpoklddejme, Ze mnoZiny Gi,...,Gp, jsou oteviené v (P, p). Potom
je mnoZina (-, G; oteviend v (P, o).

Diikaz. (a) Tvrzeni plyne bezprostiedné z definice oteviené mnoziny.

(b) Predpokladejme, ze x € (JG. Nalezneme G € G takovou, ze z € G. Protoze G je
oteviena mnozina, nalezneme r > 0 takové, ze B(x,r) C G. Tedy B(z,r) C [JG. Odtud
plyne, ze | J G je oteviena mnoZina.

(c) Necht z € N, G;. Potom x € G; pro kazdé i € {1,...,m}. Prokazdé i € {1,...,m} je
mnozina G; oteviena, tedy existuje r; > 0 takové, ze B(z,r;) C G;. Polozme r = min{ri;i S
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{1,...,m}}. Potom ziejmé plati B(x,r) C B(z,r;) pro kazdé i € {1,...,m}, a tedy B(z,r) C
G;, takze B(z,r) C ()2, G;. Mnozina (2, G; je tudiz oteviena. 0

Poznamka. V tvrzeni Véty 8.4(c) je dulezité, Ze pofet mnozin, které pronikame, je ko-
necny. Pro nekoneény systém otevienych mnozin obdobné tvrzeni neplati, tj. prinik neko-
necné mnoha otevienych mnozin nemusi byt otevienou mnozinou. Piikladem je prostor R,
kde pro n € N definujeme G,, = (0,1 + %) Potom je pro kazdé n € N mnozina G,, oteviena,
ale 2, G = (0, 1], coz neni oteviena mnozina.

Véta 8.5 (vztah otevienych a uzavienych mnozin). Necht (P, o) je metricky prostor a M C P.
Potom mnozina M je oteviend prdvé tehdy, kdyZ P\ M je uzaviend.
Diikaz. = Necht M je oteviend mnozina, {x,} je posloupnost prvka P\ M, z € P a plati
xn — x. Predpokladejme, ze x € M. Potom diky otevienosti M existuje r > 0 takové, Ze
B(z,r) C M. Nalezneme ng € N takové, ze g(zp,,x) < r. Potom z,, € (P\ M)NB(x,r), coz
je spor. Tedy « ¢ M. To znamena, 7ze « € P\ M, a tedy P\ M je uzaviena mnozina.

< Predpokladejme, Ze M neni oteviend mnozina. Pak existuje x € M takové, Ze pro kazdé
r > 0 plati B(z,r) N (P\ M) # 0. Speciélné pro kazdé n € N plati B(z, 1) N (P\ M) # 0.
Tedy pro kazdé n € N lze nalézt x,, € B(z, 1) N (P \ M). Posloupnost {z,} pak lezi cela v
mnoziné P\ M a zfejmé splije x,, — x. Protoze x ¢ P\ M, plyne odtud, ze P\ M neni
uzaviena. g
Piiklad. Dokazte, 7ze v diskrétnim metrickém prostoru (P, gqiskr) je kazda mnoZina oteviena.

ReSeni. Zvolme M C P. Potom je P \ M uzaviend v (P, pqiskr). Podle Véty 8.5 je tedy
mnozina M oteviend v (P, ogiskr)-

Véta 8.6 (charakterizace vnittku). Necht (P, o) je metricky prostor a M C P. Potom Int M
je nejuetsi (vzhledem k mnoZinové inkluzi) oteviend mnoZina obsaZend v M.

Diikaz. Predpokladejme, ze x € Int M. Potom existuje r > 0 takové, ze B(x,r) C M. Doka-
zeme, 7ze B(z,r) C Int M. Zvolme y € B(x,r). Ozna¢me s = r — p(z,y). Potom s > 0. Dale
plati B(y,s) C B(z,r), nebot pro kazdé z € B(y, s) mame

oz, 2) < o(w,y) + oy, z) < o(,y) +s=r.
Tedy B(y,s) C M, takze y € Int M. Odtud plyne, 7ze B(z,r) C Int M, a tedy Int M je
oteviena.
Nyni dokézeme, ze Int M je nejvétsi oteviend mnozina obsazena v M. Necht G C M je
oteviena mnozina. Potom pro kazdé x € G nalezneme r > 0 takové, 7ze B(z,r) C G. Plati

tedy také, ze B(x,r) C M. To znamena, Ze z je vnitinim bodem mnoziny M, a tedy x € Int M.
Plati tudiz G C Int M. O

Véta 8.7 (charakterisace vnittku koulemi). Necht (P, o) je metricky prostor a M C P. Potom
Int M = U{B(m,r);x € P, r>0, B(x,r) C M}.

Dikaz. Oznac¢me
G = U{B(:):,r);:n € P, r>0, B(x,r) C M}.

Piedpokladejme nejprve, ze x € Int M. Potom existuje r > 0 takové, ze B(x,r) C M. Odtud
plyne, ze B(x,r) C G, a tedy specialné x € G. Tim je dokazana inkluze Int M C G.

Nyni predpokladejme, ze y € G. Pak existuji x € P a r > 0 takova, ze B(x,r) C M a
y € B(x,r). Pak je mnozina B(z,r) oteviena, a tedy podle Véty 8.6 B(x,r) C Int M. Tim je
dokazana inkluze G C Int M, a tedy mnozinova rovnost G = Int M. U
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Véta 8.8 (oteviené podmnoziny R). MnoZina G C R je oteviend privé tehdy, kdyz G je
spocetnym disjunktnim sjednocenim otevrengch intervali.

Dikaz. = Je-li G prazdné, pak tvrzeni plati, nebot staéi uvazovat prazdny systém intervali.
Predpokladejme nyni, ze G # (). Necht y € G. Potom definujeme prvky a,, b, € R* pfedpisem

ay = inf{zx € R;[z,y] C G}, b, =sup{z € R; [y, 2] C G}.

Dokazeme, ze ay, by ¢ G. Pfedpokladejme pro spor, ze a, € G. Potom existuje 7 > 0 takové, ze
B(ay,r) C G, tedy (ay —r,ay+7) C G. Pro libovolné s € (0,r) pak plati [a, —s,y] C G, to je
ale spor s definici a,. Odtud vyplyva, Ze ay ¢ G. Obdobné lze dokazat, Ze b, ¢ G. PovSimnéme
si, ze ay <y < by.

Dale dokazeme, ze (ay,by) C G. Predpokladejme, Ze z € (ay,by). Potom bud z € (ay,y]
nebo z € [y,by). V prvnim piipadé existuje podle definice a, prvek = € (ay,z) takovy, Ze
[z,y] C G. Odtud plyne z € G. Ve druhém piipadé lze odvodit platnost z € G obdobné.

Polozme J = {(ay, by);y € G}. Potom plati | JJ C G. Opaéna inkluze G C |J J je zfejma,
nebot pro kazdé y € G plati y € (ay,by) € J. Tedy G = J.

Necht y,z € G. Dokézeme, Ze potom bud (ay,by) = (az,b.) nebo (ay,by) N (az,b,) = 0.
Predpokladejme, ze (ay, by) # (a.,b.). Jestlize a, = a,, potom b, # b,. Bez tjmy na obecnosti
muzeme predpokladat, ze b, > b,. Potom ale b, € (ay,by), a tedy b, € G, coz je spor. Jestlize
ay # a,, potom bez Gjmy na obecnosti mizeme predpokladat, ze a, < a,. Protoze a, ¢ G,
plati a, ¢ (ay,by). Takze b, < a., a tedy (ay,by) N (as,b.) = 0. Systém J je tedy disjunktni.
Systém J je tedy spocetny.

< Tato implikace plyne z Véty 8.4(b). O

Hranice a uzavér mnoziny. Pojem hranice geometrického objektu v roviné ¢i prostoru
jsme zvykli bézné pouzivat intuitivnim zptisobem. V nésledujici definici zavedeme tento pojem
presné v libovolném metrickém prostoru.

Definice. Necht (P, g) je metricky prostor, M C P a z € P. Rekneme, Ze z je hrani¢nim
bodem mnoziny M, jestlize pro kazdé r > 0 plati B(z,7) N M # 0 a B(z,r) N (P\ M) # 0.
Mnozinu v8ech hrani¢nich bodi mnoziny M nazyvame hranici mnoziny M a znacime ji

H(M).

Poznamka. Hrani¢ni bod mnoziny v metrickém prostoru mize a nemusi byt prvkem této
mnoziny. Pfimo z definice vyplyvé, Ze hranice libovolné mnoziny M v metrickém prostoru
(P, o) je rovna hranici mnoziny P\ M.

Piiklad. Necht P je mnoZina a M C P. Dokazte, Ze v prostoru (P, ggiskr) plati H(M) = (.

Reseni. Piedpokladejme, 7e 2 € P. Potom pro r € (0,1] plati B(x,r) = {z}. Jestlize x € M,
pak B(z,7) N (P\ M) = (. Je-li naopak x € P\ M, pak B(xz,r) N M = (). V obou p¥ipadech
x neni hrani¢nim bodem M. Vzhledem k tomu, Ze z bylo zvoleno libovolné, je H(M) = ().

Piiklad. Dokazte, ze v metrickém prostoru R je hranici intervalu (0, 1) mnozina {0,1}.
Reseni. Oznac¢me M = (0,1). Necht 7 > 0. Potom B(0,7) = (—r,r), a tedy
B(0,r) N M > B(0,min{r,1}) " M = (0,7) # 0 a
B(0,r) N (R\ M) > B(0,min{r,1}) N (R\ M) = (—r,0] # 0.
Odtud plyne, ze 0 € H(M). Podobné lze dokazat, ze 1 € H(M).



90 LUBOS PICK

Je-li z € R\ [0, 1], pak existuje r > 0 takové, ze B(x,r) "M =0, a tedy z ¢ H(M). Je-li
x € (0,1), pak existuje r > 0 takové, ze B(z,r)N(R\ M) =0, a tedy opét = ¢ H(M). Odtud
jiz vyplyva platnost dokazovaného tvrzeni.

Piiklad. Dokazte, Ze v metrickém prostoru R plati H(Q) =R a H(()R\ Q) = R.

Reseni. Necht z € R a r > 0. Nalezneme y € R a z € R spliujici y € B(z,7) N Q a
z € B(z,r)N(R\ Q). Odtud plyne, ze x € H(Q) a také z € H(R\ Q).

Definice. Necht (P, o) je metricky prostor a M C P. Oznacme M = M U H(M). Potom
mnozinu M nazgvame uzavérem mnoZiny M v prostoru (P, p).

Poznamka. Necht (P, o) je metricky prostor a M C P. Potom ziejmé plati M C M.

Véta 8.9 (charakterisace uzaviené mnoziny). Necht (P, ) je metricky prostor a M C P.
Potom M je uzaviend prdvé tehdy, kdyz H(M) C M, neboli M = M.

Diikaz. =  Ptedpokladejme, ze M je uzaviend mnozina a z € H(M). Potom pro kazdé n € N
existuje z,, € B(z, %) N M. Ziejmé plati x,, — x. Z uzavienosti M pak plyne, ze x € M.

<  Necht {z,} je posloupnost prvka M spliujici z,, — x, kde = € P. Jestlize x €
H (M), potom dle pfedpokladu plati x € M. Piedpokladejme, ze x ¢ H(M). Potom z definice
hrani¢niho bodu vyplyva, ze existuje r > 0 takové, ze bud B(z,r) N M = 0 nebo B(x,r) N
(P\ M) = (). Prvni moznost nemiiZe nastat, protoze x, — x a pro kazdé n € N plati z,, € M.
Tudiz plati B(z,r) N (P \ M) = (). Specialné tedy x € M. Odtud plyne, ze M je uzaviena.
Tim je tvrzeni dokazano. U]

konec 19. prednasky (25.4.2025)

Priklad. Dokazte, ze plati (0,1) = [0, 1].
Reseni. Vime, ze H((0,1)) = {0,1}. Odtud plyne, ze (0,1) = [0, 1].
Piiklad. Dokazte, Ze mnozina Q neni oteviena ani uzaviena v R a plati Int Q = 0 a Q = R.

ReSeni. Vime, ze H(Q) = R, takze Q = R. Tudiz Q # Q, a tedy mnozina Q neni uzaviena
v R. Necht z € Q a r > 0. Potom nalezneme y € B(z,7) N (R\ Q). Tedy B(z,r) neni
podmnozinou Q, takZe x neni vnitinim bodem mnoZiny Q. Zédny bod Q tedy neni vnitinim
bodem mnoziny Q, a tedy Q neni oteviend v R a Int Q = (.

Véta 8.10 (vlastnosti uzavéru). Necht (P, o) je metricky prostor, A C P a B C P. Potom
plati:

) A= {z € P;dist(x, A) = 0},

) mnozina A je uzaviend,

) AUB=AUB,

) diam A = diam A,

) A je nejmensi (vzhledem k inkluzi) uzaviend mnoZina obsahujici A.
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Diikaz. (a) Ziejmé plati H(0) = 0 a H(P) = 0. Tvrzeni pak okamzité plynou z definice
uzaveéru.

(b) Piedpokladejme, ze x € A. Pokud = € B, pak z € B. Jestlize x € A\ B, potom
specialné x € A\ A, a tedy x € H(A). Zvolme r > 0. Potom B(z,r) N A # 0, a tedy také
B(z,7)N B # 0, nebot A C B. Z toho, ze x ¢ B, dale zfejmé plyne, ze B(x,r) N (P \ B) # (.
Tedy x € H(B). Protoze H(B) C B, dostavame x € B.

(¢) Ozna¢me

M = {x € P;dist(z, A) = 0}.
Piedpokladejme, ze y € P\ M. Potom dist(y, A) > 0. Polozme r = %dist(y,A). Pokud
z € B(x,r) aw € A, potom podle trojiuhelnikové nerovnosti mame

o(z,w) > o(y,w) — o(x, z) > dist(y, A) —r = %dist(az, A) >r.

Plati tedy B(y,r) N A =0. Necht a € A a z € B(y, ). Potom

r r

o(z,a) 2 o(y,a) —o(z.y) > —5 = 2.

Tedy B(y,5) € P\ M, takie P\ M je oteviend mnozina. Podle Véty 8.5 je mnozina M
uzaviend. Z¥ejmé plati A C M, a tedy podle (b) také A C M. Protoze M je uzaviena, mame
podle Véty 8.9 M = M, a tedy A C M.

DokaZeme nyni opacnou inkluzi. Necht x € P\ A. Pak x ¢ 0A. Ponévadz z € P\ A, musi
podle definice hranice existovat r > 0 takové, ze B(z,r)N A = (). Pak plati dist(z, A) > r > 0,
atedy x ¢ M. Tim je inkluze M C A dokizana.

(d) Z tvrzeni (c) vime, ze A = {z € P;dist(x, A) = 0}, pfidemZ v ditkazu tvrzeni (c) jsme
ovérili, Ze mnozina na pravé strané rovnosti je uzaviena.

(e) Protoze A C AUB, plyne z (b), ze A C AU B. Obdobné dostaneme B C AU B, a tedy
AUBCAUB.

DokaZeme opaénou inkluzi. Vime, e AUB C AUB, a tedy podle (b) plati AUB C AU B.
Podle (d) a Véty 8.3(c) je AU B uzaviena mnozina, tedy AU B = A U B. Odtud plyne, Ze
AUBCAUB=AUB. -

(f) Pokud A = 0, pak tvrzeni ziejmé plati. Pfedpokladejme, ze A # 0 a z,y € A. Zvolme
e > 0. Podle (c) existuji 2/, y" € A takova, ze p(z,2') < e a o(y,y’) < €. Potom

o(z,y) < o(x,2) + o(z',y) + 0(¥,y) < 2¢ + diam A.

Protoze € bylo zvoleno libovolné, plyne odtud, ze diam A < diam A. Opa¢né nerovnost plyne
z toho, 7e A C A.

(g) Predpokladejme, Ze F' je uzaviena mnozina spliwjici A C F. Podle tvrzeni (b) potom
plati A C F. Protoze F je uzaviena mnozina, plati F = F, takze A C F. Podle tvrzeni (d) je
mnozina A uzaviena a navic ziejmé plati A C A. g

Hromadné body.

Definice. Necht (P, ¢) je metricky prostor, M C P a a € P. Rekneme, Ze a je hromadnym
bodem mnoZiny M, jestlize pro kazdé ¢ > 0 plati

M (B(a,e) \ {a}) # 0.

Mnozinu vSech hromadnych bodi mnoziny M nazyvéme derivaci mnoZiny M a znacime ji
symbolem M’'. Rekneme, Ze a je izolovanym bodem mnoZiny M, jestlize a € M \ M'.
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Piiklad. Uvazujte metricky prostor R a mnozinu M = (0, 1). Dokazte, ze M’ = [0, 1].
Reseni. Zvolme z € [0,1] a r > 0. Pak neni t&7ké si rozmyslet, ze plati

(B(z, )\ {z}) N M # 0.
Odtud plyne inkluze [0, 1] ¢ M.
Nyni zvolme z ¢ [0, 1]. PoloZzme r = min{|z|, |z — 1|}. Potom r > 0 a zfejmé plati B(z,r)N
M = (). Odtud plyne inkluze M’ C [0, 1], a tedy celkem M’ = [0,1].
Priklad. Necht M = {1;n € N}. Dokaite, ze M’ = {0}.

ReSeni. Zvolme ¢ > 0. K nému nalezneme n € N spliwjici n > % Polozme y = % Potom
y#0aye B0,e)N M. Tedy 0 € M'.
Nyni zvolme z # 0. PoloZme

||, je-li z € (—o0,0),
) 1 o 1
o m1111{|ac—7] \x—n+1|}, Jle—?we( -} ,m)sn €N,
ARET) je-lix == n eN,
|z — 1], je-li z € (1, 00).

Ve vsech pripadech potom plati e > 0 a (B(z,¢) \ {z}) "M = 0. Tedy = ¢ M’. Odtud plyne,
ze M' = {0}.

Piiklad. Necht {a,}22 je prostd omezena posloupnost realnych ¢isel a M = {an;n € N}.
Dokazte, ze M' = H({a,}).

Reseni. Predpokladejme, 7e @ € H({a,}) a {ng}32, je rostouci posloupnost piirozenych
¢isel spliujici limy_yo0 @y, = . Zvolme € > 0. K nému nalezneme ko € N takové, Ze pro kazdé
ke N, k > ko, plati |a,, — x| < €. Z toho, Ze posloupnost {a,} je prosté, plyne, Ze existuje
k €N, k > ko, takove, Ze a,, # x. Pak a,, € (B(z,¢)\ {z}) N M. Odtud plyne x € M’. Tim
je dokazana inkluze H({a,}) C M'.

Nyni piedpokladejme, Ze x € M’. Budeme konstruovat vybranou posloupnost s limitou
rovnou z. Podle definice hromadného bodu pro kazdé e > 0 plati (B(x,¢e) \ {z}) N M # 0.
Lze tedy nalézt ny € N takoveé, 7e a,, € B(x,1) \ {z}. Predpokladejme, Ze pro néjaké k € N
jiz mame urCena piirozend cisla ny < --- < my splivjici a,; € B (ZL', %) \ {z} pro kazdé
Jj€{1,...,k}. Mnozina A = {a;;j < ng} je konetna, a proto existuje € € (0, %—‘rl) takové, ze
AN (B(z,e) \ {x}) = 0. Pak lze nalézt nj11 € N takové, ze an,,, € B(z,¢) \ {z}. Diky volb&
€ mame ngy1 > ng. Podle principu matematické indukce dostaneme touto konstrukei rostouci
posloupnost piirozenych ¢isel {ny}7° ,, pro kterou navic zfejmé plati limy_,o an, = x. Odtud
plyne, ze © € H({an}), a tedy M’ C H({a,}). Tim je rovnost M’ = H({a,}) dokizana.

Piiklad. Necht (P, ggiskr) je diskrétni metricky prostor. Dokazte, ze P’ = ().

Reseni. Pro kazdé x € P ziejmé plati B(z,1) = {z}, a tedy B(z,1)\ {z} = 0. Tudiz = ¢ P’.
ProtoZe x bylo zvoleno libovolné, plyne odtud, ze P’ =

Spojitost zobrazeni.

Definice. Necht (P, o) a (Q, o) jsou metrické prostory, f je zobrazeni z P do @, a € P a
M C P. Rekneme, Ze zobrazeni f je
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(a) spojité v bodé a vzhledem k mnoziné M, jestlize a € M a plati
(60) Ve>036>0Ve e M: (o(x,a) <6 =o(f(z),fa)) <e),
(b) spojité v bodé a, jestlize je spojité v a vzhledem k P,
(c) spojité na mnozin& M, jestlize je spojité v kazdém bodé x € M vzhledem k M,
(d) spojité, jestlize je spojité na P.
Poznamka. (a) Pokud je zobrazeni f spojité v bodé a vzhledem k M, pak existuje n > 0

takové, ze B(a,n) N M C D(f).
(b) Vyrok (60) muzeme ekvivalentné zapsat takto

Ve > 036 >0Vx € By(a,0) NM: f(z) € Bs(f(a),e).

(c) Spojitost zobrazeni f z P do @ zavisi nejenom na tom, jak je f definovano, ale také na
tom, jaké metriky uvazujeme na mnozinach P a Q.

(d) Je-li P =@ = M =R, pak vySe uvedena definice spojitosti souhlasi s definici spojitosti
realné funkce jedné realné promeénné.

Priklad. Necht i,n € N, i <n, a m;: R" — R je zobrazeni definované piedpisem m;(z) = ;.
Dokazte, ze m; je spojité.

Reseni. Zvolme a € R” a ¢ > 0. Polozme § = e. Potom pro kazdé = € B(a, ) plati

|mi(z) — mi(a)] = |z; — ai <

a tedy m; je spojité v a. Bod a € R™ byl zvolen libovolné, a proto je m; spojité na R".

Priklad. Necht (X, | - ||) je normovany linearni prostor. Dokazte, ze = + ||z|| je spojité
zobrazeni z X do R.

Regeni. Podle vlastnosti z definice normy plati pro kazdé z,y € X

(61) ol <llz =yl +lyll a  lyl <lly—=l+ =l = llz -yl + [l
Diky (61) plati pro kazdé x,y € X
(62) ezl = llyll] < llz —yll-

Nyni zvolme zg € X. Ovéfime definici spojitosti v bodé xy. Pro € > 0 polozme § = . Pro
kazdé = € B(xo, ) plati podle (62)
[llzoll = llzll| < llzwo — 2l <6 =e.
Tim je dikaz proveden.

Spojitost zobrazeni mezi metrickymi prostory zévisi zdsadnim zptisobem na zvolenych me-
trikach. Nasledujici piiklad tento fakt ilustruje.

Priklad. Necht (P, ggiskr) a (Q,0) jsou metrické prostory a f: P — Q. Dokaite, ze f je
spojité.

Regeni. Predpokladejme, 7e a € P. Zvolme € > 0. Polozme 6 = 1. Potom plati By (@,0) =
{a}. Odtud plyne, ze pro kazdé = € B, (a,d) plati f(x) = f(a), a tedy f(z) € Bs(f(a),¢).
To znamena, Ze f je spojité v a. PonévadZ a bylo zvoleno libovolné, plyne odtud, ze f je
spojité zobrazeni.
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Véta 8.11 (charakterizace spojitosti). Necht (P, 0) a (Q, o) jsou metrické prostory a f: P —
Q. Potom jsou nasledujict tri vijroky ekvivalentnd.
(i) Zobrazenti f je spojité na P.
(ii) Pro kazdou mnoZinu G otevienou v Q je mnozina f~1(G) oteviend v P.
(iii) Pro kazdou mnoZinu F uzavienou v Q je mnoZina f~'(F) uzaviend v P.

Diikaz. (i) = (ii) Piedpokladejme, 7e G je oteviena mnozina v Q a z € f~(G). Potom
f(x) € G. Protoze G je oteviena, existuje € > 0 takové, ze B,(f(x),e) C G. Diky spojitosti
zobrazeni f nalezneme § > 0 takové, ze f(B,(x,0)) C By(f(x),€). To znamena, ze

By(z,6) C 1 (Bs(f(),€)) € fHG).
Bod z je tedy vnitinim bodem mnoziny f~!(G). Odtud plyne, ze f~1(G) je oteviena mnozina
v P.

(ii) = (i) Necht a € P. Zvolme € > 0. MnoZina f~!(B,(f(a),e)) obsahuje prvek a a
podle predpokladu je oteviené. Nalezneme tedy & > 0 takové, Ze B,(a,d) C f~1 (Bg(f(a), 6)),
neboli f(BQ(a, 5)) C Bos(f(a),e). Odtud plyne, Ze f je spojité v a. Bod a byl zvolen libovolné
v P, a proto je f spojité.

(ii) = (iii) Necht F' je uzaviend mnozina v ). Potom @ \ F' je oteviend mnozina v @, a
tedy, podle (i), je mnozina f~1(Q \ F) oteviena v P. Plati

FHE) =1QRQN@Q\F) = N\ QR\VF) =P\ fH(Q\F).

Mnozina f~1(F) je tedy uzaviena v P.
(iii) = (ii) Necht G je oteviena mnozina v Q). Potom @ \ G je uzaviend mnozina v @, a
tedy, podle (iii), je mnozina f~1(Q \ G) uzaviena v P. Mnozina f~1(G) = P\ f~1(Q\ G) je

tudiz oteviena v P. O
Limita zobrazeni.

Definice. Necht (P,0) a (Q,0) jsou metrické prostory, f je zobrazeni z P do @, A C P,
a € A abe Q. Rekneme, Ze zobrazeni f ma v bodé& a limitu b vzhledem k mnoZiné A,
jestlize plati

Ve>036>0Ve e A: (0<o(x,a) <é=o(f(x),b) <e).
Jestlize A = P, pak fikdme, Ze f ma v bodé a limitu b.
Priklad (jednoznacnost limity). Necht (P, o) a (@, o) jsou metrické prostory, f: P — @,
AC Paac€ A Dokazte, ze f ma v bodé a nejvyse jednu limitu vzhledem k mnoziné A.

Regeni. Provedeme dikaz sporem. Piedpokladejme, 7e by,by € Q, by # b, jsou limitami
zobrazeni f vzhledem k mnoziné A. Zvolme € = %O‘(bl, bz). Potom je € > 0 a existuje k nému
01 > 0 takové, Ze plati

Ve e A: (0 < o(z,a) <61 = o(f(x),b1) <e).
Dale existuje o > 0 takové, Ze plati
Ve e A: (0 < o(x,a) < 62 = o(f(x),b2) < e).
Diky tomu, Ze a € A’, nalezneme x € A takové, ze 0 < o(z,a) < min{d, d2}. Potom plati
o(b1,b2) < o(br, f(2)) + o(f(2),b2) < 2e <o(br,b2),

COZ je spor.
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Poznamka. Limitu vzhledem k mnoziné A pocitame pouze v bodech, které jsou hromadnymi
body mnoziny A. Pokud totiz a neni hromadnym bodem A, pak v jistém okoli bodu a jiz kromé
bodu a nejsou zadné body z A a proménna funkce f se nemuze blizit k bodu a v rdmci mnoziny
A\ {a}. V takovém bodé a by sice definice limity formalné dévala smysl, ale nebyla by urcena
jednoznad¢né.

Znaceni. Necht (P,p) a (Q,0) jsou metrické prostory, f je zobrazeni z P do Q, A C P a
a € A’. Pokud existuje limita zobrazeni f v bodé a vzhledem k mnoZziné A, oznac¢ujeme tuto
limitu symbolem lim,_,q zea f(2). Je-li A = P, piSeme jen lim,_,, f(z).

konec 20. prednasky (29.4.2025)

Véta 8.12 (limita sloZeného zobrazeni). Necht (X, 0), (Y,0) a (Z,7) jsou metrické prostory,
f je zobrazeni z X do'Y a g je zobrazeni zY do Z. Necht AC X,ae€ A\, BCY,be B,
c € Z a plati

(a) ezistuje A > 0 takové, Ze f(AN (B(a,\)\ {a})) C B,

(b) hmx—m,xeA f(l’) =0,

(C) hmy%b,yeB g(y) =c.
Necht je splnéna alespoti jedna z ndsledujicich podminek:

(P) existuje n > 0 takové, Ze pro kazdé x € B(a,n) N A, x # a, plati f(z) # b,

(S) zobrazeni g je spojité v bodé b vzhledem k mnoziné B.

Potom plati
lim (go f)(z) =c

r—a,x€EA

Diikaz. Varianta s podminkou (P). Zvolme ¢ > 0. Diky podmince (c) nalezneme 1 > 0
takové, ze

(63) Vye B: (0<o(y,b) <v=1(9(y),c) <e).
K nalezenému 1 diky podmince (b) nalezneme ¢ > 0 takové, Ze
(64) Ve e A: (0 < o(x,a) < (= o(f(z),b) < ).

Vezmeme A z podminky (a) a 7 z podminky (P). Polozime § = min{\, 7, {}. Potom podle (a),
(P) a (64) plati

Vo € A: (0 < o(a,z) <& = (f(z) € BAO < o(f(z),b) <v)).
Odtud a diky (63) obdrzime
Vee A: (0<po(a,z) <d=1(9(f(z)),c) <e).

Tim je dikaz proveden, nebot jsme k ¢ nalezli prislugné 6.
Varianta s podminkou (S). Zvolme £ > 0. Diky podmince (S) nalezneme ¢ > 0 takové,
7e

(65) Yy € B: (a(y.b) < = 7(g(y), 9(b)) <e).
K nalezenému 1 diky podmince (b) nalezneme ¢ > 0 takové, Ze
(66) Ve e A: (0 < o(x,a) < (= o(f(z),b) < ).

Vezméme A z podminky (a) a polozme 6 = min{\, (}. Potom podle (a) a (66) plati
Vo € A: (0 < o(a,z) < 8= (f(z) € BAo(f(x),b) <v)).
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Odtud a diky (65) obdrzime
Ve e A: (0 < o(a,z) <= 1(9(f(x)),g(b)) < e).
Tim je ditkaz proveden, nebot ¢ = ¢g(b) podle (a) a (S), a tak jsme k € nalezli pfislusné §. O
Definice. Necht (P, p) a (Q, o) jsou metrické prostory a f: P — @ je zobrazeni. Rekneme,
ze f je lipschitzovské, jestlize existuje K > 0 takové, ze pro kazdé z,y € P plati
o(f(z), f(y) < Ko(x,y).
f{ekneme, ze f je stejnomérné spojité, jestlize
Ve >030>0Ve,y e P, o(x,y) <d:0(f(x), f(y)) <e.

Véta 8.13 (lipschitzovské a stejnomérné spojité zobrazeni). Necht (P, ) a (Q,0) jsou met-
rické prostory a f: P — Q je lipschitzovské zobrazeni. Potom je f stejnomérné spojité.

Diikaz. Zvolme € > 0 a polozme § = . O

Poznamka. Ne kazdé stejnomérné spojité zobrazeni je lipschitzovské. Prikladem je funkce
f(z) = v/x na [0,1]. Ta je spojité, a tedy stejnomérné spojita na [0, 1], neni ale lipschitzovska,
protoze pro kazdé K > 0 nalezneme dvojici x = 0 a y € (0, min{ K ~2,1}), pro kterou plati

VY= Va > K(y—a).
Tim je ovérena platnost negace vyroku definujiciho lipschitzovskost funkce f.
9. FUNKCE VICE PROMENNYCH I
9.1. Parcialni derivace a totalni diferencial.

Poznamka (R"™ jako vektorovy prostor). Pfipomenme, Ze mnozina R", kde n € N, je mnozina
vSech usporadanych n-tic redlnych ¢isel, nebot jde o kartézsky soucin o n faktorech:

R"=RxRx---xR.

n-krat
Je-li z € R™, potom jeho i-tou soufadnici znac¢ime x;, a muzeme tedy psat x = [z1,...,x,].
Mnozina R™ obsahuje nékteré vyznamné prvky. Je to predevsim pocatek, to jest prvek, jehoz
viechny soufadnice jsou nulové. Znacime jej o. Zvolme s € {1,...,n} a definujme prvek ¢! € R"
takto: _
e'=0,... ,O,i_talsou_,O, ..., 0l
-fadnice

I tyto prvky budou pro nas pozdéji dulezité.
Prvky R™ muZzeme mezi sebou s¢itat a muZzeme je nasobit redlnym ¢&islem. Je-li x € R™,
x=[r1,...,2p), y ER" y=[y1,...,yn], A € R, pak definujeme

$+y:[$1+ylv--->$n+yn]a
Ax=[Az1, .., Ay

Trojice (R™, 4+, -), kde + a - jsou vySe uvedené operace, tvori vektorovy prostor nad R. Mnozina
B = {ei;i e{1,... ,n}} tvori béazi prostoru R”, tj. jde o linearné nezavislou mnozinu a kazdy
prvek x = [z1,...,z,] € R™ miZeme psat jako linearni kombinaci vektori z mnoziny B. Zde
konkrétné mame x = >, z;e.

O mnoziné R" s operacemi s¢itan{ a nasobeni redlnym ¢islem budeme mluvit jako o prostoru
R™ a o prvcich z R™ jako o bodech tohoto prostoru. Nékdy je ovSem uzitecné pohlizet na
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dany prvek x z R" jako na vektor, tj. orientovanou tsecku s poc¢ate¢nim bodem v pocatku
a koncovym v bodé =x.

Pouzijeme-li v dalsim textu symbol R”, R¥ R™ a podobné&, budou n,m, k vidy piirozena
¢isla.

Poznamka. V priubéhu celé kapitoly budeme na R™ uvazovat eukleidovskou normu

||| = |H331,,3:n]H =

a eukleidovskou metriku go(z,y) = ||z — y||, =,y € R™.

Poznamka. Skalarni soucin prvki z,y € R™ definujeme predpisem (x,y) = > i 2y;.
Skalarni sou¢in méa néasledujici vlastnosti

(a) Vo € R™: (z,2) = ||z|* >0,

(b) Vz,y,z e R": (z +y,2) = (x,2) + (y, 2),

(c) Va € RVz,y € R": (azx,y) = oz, y),

(d) Vz,y € R™: (z,y) = (y, x).

Vektory z,y € R™ jsou navzajem ortogonalni (kolmé), jestlize plati (z,y) = 0. Necht
M C R™. Rekneme, 7e vektor z € R” je ortogonalni (kolmy) na mnozinu M, jestlize je
ortogonalni na kazdy vektor mnoziny M. Symbol M~ zna¢i mnozinu téch vektori, které jsou
ortogonalni na mnozinu M.

Poznamka (linearni zobrazeni z R™ do R™). Rekneme, Ze zobrazeni L: R — R™ je linearni,
jestlize spliuje
(a) Vu,v € R": L(u+v) = L(u) + L(v),
(b) Va € R Vu € R": L(au) = aL(u).
Mnozinu v8ech linearnich zobrazeni prostoru R” do R budeme znacit symbolem £(R™,R™).
Kazdé L € £(R™,R™) je reprezentovano matici A = (a;;)i=1..m 0 m Fadcich a n sloupcich ve
j=l.n
smyslu, ze pro kazdé x € R" plati
aiy -+ aip x1
L(z) = Ax =
am1 - Qmn Tn
Véta 9.1 (lipschitzovskost linearniho zobrazeni). Necht L: R™ — R™ je linedrni. Pak L je
lipschitzovské.

Diikaz. Necht matice A = (aﬂ);zll?n € M(m x n) reprezentuje L. Pak mame z Cauchyovy—

Schwarzovy—-Bunakovského nerovnosti

m m n n n
1

L@l = | S @)= [T (D ) < f}(Zaﬁi)(Zﬂ:xﬂ): S el

j=1 =1 =1 i=1 i=1 j=1i=

Odtud plyne, ze L je lipschitzovské, a to s konstantou
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Umluva. V souladu s definici R” budeme prvky x € R” chapat jako fadkové vektory. Pokud
budeme ale pracovat s maticovou reprezentaci linedrnich zobrazeni, tak budeme x uvazovat
jako sloupcovy vektor neboli matici typu n x 1. Potom bude sou¢in Az z predchoziho paragrafu
dobfe definovan.

Poznamka. Terminem realna funkce n proménnych budeme rozumét funkci z R” do R.

Necht f je realnéa funkce n proménnych a a = [a1, a9, ...,a,] € R™. Chovani f v blizkosti
bodu @ miZeme zkoumat nésledujicim zptisobem. Zvolime jednu soutfadnici, napiiklad prvni,
a budeme se divat, jak se méni hodnoty funkce f, ménime-li pouze tuto soufadnici nezavisle
proménné funkce f a ostatni soufadnice zustévaji rovny piisluSnym soufadnicim bodu a.
Velikost zmény funkéni hodnoty pak porovname se zménou velikosti prvni soufadnice, tj.
zkoumame vyraz

f(xi,a2,...,an) — fla1,a9,...,a,)
T —a ’
ktery lze pomoci vektorového zapisu zapsat jako

fla+ (z1 —ar)e') — f(a)

1 —a1

P11 tomto pfistupu je ale uvedeny vyraz funkci jedné proménné, totiz proménné xi, a je tedy
mozné jej vySetfovat pomoci nam zndmych metod. Tyto tvahy nas vedou k nésledujici dulezité
definici.
Definice. Necht f je realna funkce n proménnych, a € R" a i € {1,...,n}. Pak parcialni
derivaci funkce f v bodé a podle i-té proménné definujeme predpisem
0 a+te') — f(a

f () — i L0 1)~ S(0)

8xi t—0 t

(67)

Symbolem % oznacujeme parcialni derivaci funkce f podle i-té proménné, tj. funkci z R™ do

R definovanou predpisem
of . of

o T B, ().

V nékterych pfipadech se pouziva misto symbolu %(a) iznaceni 0; f(a), D; f(a) a podobné.

Poznamka. Necht f, a a i jsou jako v predchozi definici.

(a) Pokud jde o vztah (67), miZzeme rozlisit nasledujici moznosti:

neexistuje

o vlastni, tj. je rovna readlnému cislu
limita v (67)

existuje 9]

nevlastni a je rovna
—00.

(b) Pokud parciélni derivace podle i-té proménné v bodé a existuje, pak pro né&jaké ¢ > 0 plati
{a +te';|t| < 8} C D(f), neboli funkce f musi ve svém definiénim oboru obsahovat usecku,
ktera prochazi bodem a.

Poznamka (derivace parcialni funkce). Necht f je realna funkce n proménnych, a € R" a
i €{l,...,n}. Polozime-li

g(y) = f(a’17a27 sy A5—1,Y, 0541, - - ‘7an)7



MATEMATICKA ANALYZA 2 - LETNI SEMESTR 20242025 99

pak ¢'(aj) existuje, pravé kdyz existuje ngJ(a), nebot vypocet vede v obou piipadech na

stejnou limitu. Pokud obé derivace existuji, pak jsou si rovny.

Poznamka (aritmetika parcialnich derivaci). Z ptredchoziho paragrafu plynou néktera pravi-
dla pro vypocet parcialnich derivaci, nebot lze pouzit vétu o aritmetice derivaci pro funkce

jedné proménné. Pro realné funkce f a h z R", bod a € R" ai € {1,...,n} tak dostavame
of+hn), . Of oh
0x; (a) = Ox; (a) + Ox; (@),
o(fh), . Of oh

U0 @) = 2L @hia) + (o) g,
pokud %(a)’ %’i(a) existuji vlastni.

Umluva. V dalsim textu bude vyrok ,parcialni derivace existuje“ znamenat, 7e parcialni
derivace existuje vlastni.
Pi¥iklad. Pro funkci f: R? — R definovanou piedpisem f(z1,22) = €173 spoctéte (,;97’1 a g—af;.

Reseni. Podle vyse uvedeného v kazdém bodé [x1, 5] € R? plati

of 2 2

——(x1,29) = ex1m2x§, ——(x1,x2) = "172221 2.

o0x1 0xa
Poznamka. Necht n,m € N. Mnozinu v8ech redlnych matic typu n X m budeme znacit
M(n x m). Tyto matice jednozna¢né reprezentuji linearni zobrazeni z R™ do R™.

Necht f je realna funkce n proménnych a a € R™. Existuji-li derivace %(a), 1=1,...,n,

pak nam poskytuji informaci o chovani funkce f blizko bodu a na tuseckach, které jsou uréeny
pomoci vektorii el, ..., e O chovani funkce f napiiklad na tseéce tvaru {a + t(e! + €2);t €
(—0,9)}, kde § > 0, vSak zaddnou informaci nemame. Funkce f dokonce nemusi byt definovana
v zadném bodé takové tsecky vyjma bodu a. Abychom mohli zkoumat chovani funkce f v
malych okolich bodu a a ne pouze na nékterych tseckich, zavedeme v nasledujici definici novy

pojem, ktery ndm to umozni.

Definice. Necht f je redlna funkce n proménnych, a € R" a L: R" — R je linearn{ zobrazen.
Rekneme, 7Ze L je totalni diferencial funkce f v bodé a, pokud plati

fla+h) — fla) — L(h)

o) o il =0

Poznamka. Necht f a a jsou jako v predchozi definici.

(a) Vyrok (68) je ekvivalentni vyroku

) @)~ f@) - Da—a)
z—a |z —all

(b) Z existence totalniho diferencidlu v bodé a plyne, ze funkce f je definovana na néjakém
okoli bodu a.

Poznamka (geometricky vyznam totalniho diferencialu). Predpokladejme, ze f je reélna
funkce n proménnych, ktera ma v bod€ a € R" totalni diferenciél L. Definujme funkci 7': R® —
R predpisem T'(x) = f(a) + L(z — a). Podle (69) plati

i S0 = T(@)

v=a |z —af

=0.
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Tento vztah — neformélné feceno — ukazuje, ze funkce T aproximuje velmi dobfe funkci f v
blizkosti bodu a. Rozdil funkénich hodnot f(z) — T'(x) je ve srovnani se vzdalenosti ||z — af|
maly.

Grafem funkce 7T je afinni podprostor prostoru R”*1. V uvedené situaci jej nazyvame teé-
nou rovinou, pokud n = 2, nebo teénou nadrovinou, pokud n > 2, ke grafu funkce f
v bodé [a, f(a)]. Graf totalniho diferencialu je potom afinni (dokonce vektorovy) podprostor
R ktery obsahuje pocatek prostoru R™*! a je rovnobé&zny s te¢nou (nad)rovinou.

Véta 9.2 (totalni diferenciél a parcialni derivace). Necht f je funkce n proménnyjch, kterd md
v bodé a € R™ totdlni diferencidl L. Pak existuji parcidlni derivace g—&i(a), e %(a) a pro
kazdé h € R™ plati

of of
L(h) = ——(a)h1 + -+ =——(a)hy,.
() = 2@+ 5 (@h
Diikaz. Zobrazeni L je linearni, a proto existuji realné ¢isla Ay, ..., A, takova, Ze pro kazdé

h € R™ plati
L(h) = L(h’17 sy hn) = Alhl +---+ Anhn
Zvolme i € {1,...,n}. Zobrazeni ¢: t s te’ je spojité a p(t) # o pro t # 0. Tedy

i Flat plt) = fl@) — Le(®) _ . flatte) — f(a) ~ At

0 p—
=0 o)l =0 |t]
Odtud
1lm f(a+te)_f(a‘) _Az :0’
t—0 t
neboli
Of v _ 1 f(a+t€)—f(a):Ai‘
ox; t—0 t
Tim je dikaz dokoncen. O

konec 21. prednasky (2.5.2025)

Poznamka. 7Z Véty 9.2 plyne, Ze existuje-li totalni diferencial, je ur¢en jednoznac¢né, pro-
toZe je reprezentovan matici (683{1 (a), ngQ(a)’ Cee %(a)), ktera je urCena jednozna¢né. To nas
opraviiuje k zavedeni nasledujiciho znaceni. Existuje-li totalni diferencial funkce f v bodé a,
pak jej znac¢ime symbolem f’(a). Hodnotu linearntho zobrazeni f’(a) v bodé h € R™ pak
znacime f'(a)(h).

Upozornéme, ze v pifpadé n = 1 zde, bohuZel, vznika kolize ve znaceni. Symbol f’(a) pak
totiz jednak oznacuje derivaci funkce f v bodé a, tedy realné ¢islo, a jednak totalni diferencial
funkce f v bodé a, tedy linearni zobrazeni. Toto linearni zobrazeni je v8ak reprezentovano
matici 1 X 1, jejimZ jedinym prvkem je pravé hodnota derivace. Z kontextu vSak bude vzdy

ziejmé, ktery vyznam mame na mysli.

Véta 9.3 (totalni diferencial a spojitost). Necht f je funkce n proménnych, kterda md v bodé
a € R™ totdlni diferencidl. Potom je funkce f v bodé a spojitd.
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Diikaz. Diky spojitosti zobrazeni z — ||z — al| a h — f’(a)(h) mame

im (2) = Jim (RS O@ D o) f0) + (@ - )

z—a T—a H;L‘ — a||
=0-0+ f(a) +0= f(a).
Tedy f je spojita v a. O

Poznamka. 7 pouhé existence parcidlnich derivaci v daném bodé jesté spojitost funkce v
tomto bodé nevyplyva, jak ukazuje néasledujici piiklad. Definujme funkei f: R? — R piedpisem

f(x1, 22) :{

1, pokud x; = 0 nebo x5 = 0,
0, jinak.

Pak plati aa—mfl(o) = g—fo(o) =0, ale f neni v o spojita. Tedy ani f/(0) neexistuje. Uvédomme si,

Ze v tomto pripadé lze definovat linedrni zobrazeni, které je reprezentovano matici parcialnich
derivaci, ale toto zobrazeni neni totalnim diferencidlem funkce f v bodé o, protoze nespliuje
vztah s limitou z definice totalntho diferencialu.

Pokud ale predpoklad ohledné existence parcidlnich derivaci vhodné zesilime, pak je mozné
existenci totalntho diferencidlu odvodit. Tento vysledek je obsahem Véty 9.5, v jejimz dikazu
vyuzijeme nésledujici pomocnou vétu, ktera je vicedimenzionélni variantou Lagrangeovy véty
o stfedni hodnoté.

Véta 9.4 (o cesticce v kosti¢ce). Necht f je redlnd funkce n proménnijch, I = (a1, 1) X -+ X
(an, Bn) C R™, a,b € I. Necht v kazdém bodé I existuji viechny parcidlni derivace funkce f.
Potom existuji body c', ..., c" € I takové, Ze

$0 = @) =3 2 - ).
i=1 v
Dikaz. Oznacme
po = (CLl,CLQ,CLLo” ... 7an—1’an) = a,
pl = (b17a27a37 .. -,an71,an),
p2 — (bl,bz,ag . ,an717an)’

pnfl = (b1,b2,b3...,bp_1,ay),
pn e (bl)bz,bg e 7bn—17bn) — b
Potom plati

(70) f(b) = fla) = 3_(F) = F(r').

Proi e {1,...,n} polozme
gl(x) = f(bl? ceey bi—lv Ty Ajt1y--- 7an)7 T e (042762)
Funkce ¢g; ma v (a4, ;) vlastni derivaci rovnou

0
(71> g;(l’) = 8;;‘(()17"'7bi—17$7ai+17"-7an)-
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Pokud a; # b;, nalezneme podle Lagrangeovy véty bod z; v intervalu s krajnimi body a; a b;
takovy, ze
(72) ) = F0'7Y) = gi(bi) — gilai) = gilz) - (bi — ay).
V piipadé, Ze a; = b;, volme z; = a;. Pak (72) plati i v tomto pi¥ipadé. Polozme
¢ = (b1,bay .., bi1, 2, Qig1, -5 an), i€ {1,...,n}.

Potom podle (71) a (72) plati f(p') — f(p'~!) = g—i(ci)(bi — a;). Odtud a z (70) dostavame
dokazovany vztah. O

Véta 9.5 (spojité parcidlni derivace a totalni diferencial). Necht f je redlnd funkce n pro-

ménnych, a € R" a g—i ..,88xf jsou spojité v bodé€ a. Pak md funkce f v bodé a totdlng

diferencidl.

Diikaz. Ukézeme, Ze linearni zobrazeni L: R™ — R definované pfedpisem

L(h) = zn: af{ (@hi, h=(hi,...,hn) € R,

je totalnim diferencidlem funkce f v bodé a.
Zvolme € > 0. K nému nalezneme § > 0, takové, Ze

of

Vie{l,...,n} Yz € B(a,d): (@) = o

(a)] <e.

0 a oznacme

PoloZzme § =

B

I=(a;1—9d,a1+90) % X (an—9,a,+9).

Potom plati B(a,d) C I C B(a,d). Zvolme = € B(a,?d). Pak podle Véty 9.4 nalezneme body

c, ..., c" eI takové, ze

$@) = 1(0) = 3 5y, (Hlai = a0

Pak mame

Z(Si( ) - (@) (5~ a0)

=1

Z L) - o0
< evillo—al.

Tedy pro x € B(a,0) \ {a} mame
|[f(x) = fa) = L{z —a)| _

[ — al B

ne,

¢imz je dikaz proveden. O
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V definici parcialni derivace jsme pracovali s kanonickymi vektory el, ..., e". Stejny p¥istup
pouZzijeme i v nésledujici definici, kde ale budeme uvazovat libovolny vektor z R™.

Definice. Necht f je funkce n proménnych, a € R™ a v € R". Pak derivaci funkce f v
bodé a podle vektoru v rozumime limitu

Dufa) — tim L0 10) = (0

t—0 t ’

pokud existuje vlastni.

Poznamka. Jestlize je f funkce n proménnych, a € R™ a i € {1,...,n}, potom zfejmé plati
e}
D, f(a) = £ (a).

Definice. Necht f je funkce n proménnych, a € R™ a f’(a) existuje. Pak definujeme vektor
Vf(a) z R™ piedpisem
of of
Vi@ = (g-@). 5 (@)

a nazyvame jej gradient funkce f v bodé a.

Poznamka. Necht f a a jsou jako v pfedchozi definici. Chéapeme-li V f(a) jako matici typu
1 X n, pak jde o reprezentujici matici totalniho diferencialu f’(a). Pokud se na V f(a) divame
jako na vektor, pak miZzeme pomoci skalarniho soucinu psat f/(a)(h) = (Vf(a), h) pro kazdé
h € R™.

Souvislost totalntho diferencialu, derivace podle vektoru a gradientu zachycuje nasledujici
véta.

Véta 9.6 (derivace podle vektoru, totalni diferencial a gradient). Necht f je redlnd funkce n
proménnych, a,v € R™ a existuje f'(a). Potom plati:

(a) f'(a)(v) = Dy f(a),

(b) max{D, f(a); |[v]| =1} = [V f(a)].
Diikaz. (a) Pokud v = o, potom dokazované rovnost ziejmé plati. Pfedpokladejme, ze v # o.
Potom plati

D,f(a) =l O
_ i ((flattv) = fa) = f(a)(tv) ltoll
- i Jeol T rae).
Funkce ¢ — M je omezena na R\ {0} a plati
iy 10200 = (0= F@) _

Odtud plyne D, f(a) =0+ f'(a) = f'(a)(v).

(b) Z Cauchyovy—Schwartzovy—Buiiakovského nerovnosti mame

n n 2 n
() Duf(@) = F@®) = Y (e < Z(WWQ-'Zﬁ=mwmwM«

; Ox; ;
=1 =1 =1
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Pokud Vf(a) = o, pak dokazované rovnost plati, nebot obé strany jsou rovny nule. Pfed-
pokladejme, Ze plati V f(a) # o. PoloZme

v=|IVf(@)™" - V().
Pak podle jiz dokézané ¢asti (a) plati D, f(a) = f'(a)(v) a miZeme psat
, im0 0
Duf(@) = F@)w) = V7@ Y @) 2L a) = @)
i=1 " '
Odtud a z (73) jiz plyne (b). O
Poznamka. Pokud V f(a) # o, pak se v (b) nabyva maxima pravé pro v = ||V f(a)|| -V f(a).

9.2. Derivace vektorovych funkci. Pojem totéalniho diferencialu pro funkce z R™ do R je
mozné zobecnit i pro vektorové funkce, tj. funkce z R™ do R™. To je provedeno v nésledujici
definici.

Definice. Necht F' je zobrazeni z R" do R™, a € R" a L: R" — R™ je linearn{ zobrazen.
Rekneme, Ze L je derivaci zobrazeni F' v bodé a, pokud plati

. F(a+h)—F(a)— L(h)
) a, Tl -

Poznamka. Ve vztahu (74) se vyskytuje dvakrat symbol o oznacujici nulovy vektor. V pfipadé

vyrazu h — o jde o vektor z R, ve druhém piipadé jde o vektor z R™. Vzhledem k tomu, Ze

je z kontextu jasné, z kterych prostori jsou uvedené vektory, pouzivame jeden symbol v obou

pfipadech, ac¢koliv jde o rozdilné vektory, pokud n # m.
Vztah (74) je splnén, pravé kdyz plati

. |F(a+h) = F(a) = L(h)||

(75) lim

=0.
h—o |2l

Ve vyrazu (75) se dvakrat vyskytuje symbol normy. Podobné jako pro nulovy vektor vyplyva
z kontextu, ze norma v Citateli je normou na prostoru R™ a norma ve jmenovateli je normu
na prostoru R".

Poznamka. Zobrazeni F' z R™ do R™ ma v bodé a € R" derivaci praveé tehdy, kdyz kazda jeho
slozka, tedy kazdé zobrazeni Fj z R" do R, j € {1,...,m}, ma v bodé a totalni diferencial.

Znaceni. (a) Ma-li F' v bodé a derivaci L = (L1, ..., Ly,), pak je L; totalnim diferencialem Fj
v bodé a pro kazdé j € {1,...,m}. Totalni diferencial je urcen jednoznacné, pokud existuje,
a tedy derivace zobrazeni F' v bodé a je urcena jednoznac¢né, pokud existuje. Tato ivaha nés
opravituje oznadit linedrni zobrazeni, které je derivaci funkce F' v bodé a, symbolem F’(a).

(b) Pokud v definici derivace vektorové funkce klademe m = 1, pak je vztah (74) ekvivalentni
s (68). V tomto piipadé tedy znovu definujeme pojem totalniho diferencidlu. V dalsim textu
jiz nebudeme termin totalni diferencial pouzivat a dame prednost terminu derivace.

konec 22. prednasky (6.5.2025)
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Poznamka. (a) Necht a € R™ a F': R™ — R™ je zobrazeni, které je konstantni na jistém okoli
bodu a. Pak F’(a) je linearni zobrazeni, které libovolnému vektoru h € R™ piifazuje nulovy
vektor v prostoru R™. Sta¢i nalézt n > 0 a b € R™ takova, ze F(x) = b pro kazdé x € B(a,n).
Potom pro kazdé h € R™,||h|| < n, plati

F(a+h)— F(a)— F'(a)(h) =b—b—0=o.
(b) Je-li L: R™ — R™ linearni zobrazeni, pak v kazdém bodé a € R" plati L'(a) = L, nebot

pro kazdé h € R™ plati
[L(a+h) = L(a) — L(h)[| = [lo]| = 0.

Véta 9.7 (representace derivace). Necht F' je zobrazeni z R™ do R™, které md v bodé a € R™
deriwaci. Pak je F'(a) reprezentovdna matict

OF OF,

o (@) ()
(76) : :

OFm OFm

Txl(a) T D (a)
Diikaz. Pro kazdé j € {1,...,m} existuje derivace F]f(a) a je representovana matici typu
(1 x n) tvaru (%(a), ce g%(a)) Linearni zobrazeni F'(a) ma slozky Fj(a),j = 1,...,m,
takZe je representovano matici (76). O

Definice. Matice reprezentujici F'(a) se nazyva Jacobiho matice. Pokud m = n, pak de-
terminant Jacobiho matice nazyvame jacobian a znacime ho Jp(a), pFipadné

D(Fy, ..., F
( 17 bl n) (a)
D(zy,...,xy)
Véta 9.8 (derivace a spojitost). Necht F' je zobrazeni z R™ do R™, které md v bodé a € R"
derivaci. Pak je F' spojité v a.

Diikaz. Existuji derivace ij(a), Jj =1,...,m, takZe vSechny funkce F} jsou spojité v a podle
Véty 9.3. Odtud plyne spojitost F' v a. O

Véta 9.9 (postacujici podminka pro existenci derivace). Necht F' je zobrazeni z R™ do R™,
a € R" a pro kazda i € {1,...,n}, j € {1,...,m} je funkce g—iz spojitd v a. Pak existuje

F'(a).
Diikaz. Podle Véty 9.5 existuji derivace Fj(a),..., F),(a). Tedy existuje F'(a). O
Definice. Na mnoziné £(R",R™) zavedeme operace s¢itani prvka a nasobeni prvku realnym
Cislem takto
(L1 + Lo)(x) = Li(x) + La(x), Ly, Ly € £(R™,R™), z € R",
(cL)(x) = cL(z), L e £R",R"), ceR, zeR".

Vzhledem k témto operacim tvoii £(R"™, R™) vektorovy prostor nad realnymi ¢isly. Definujeme
pro L € £(R",R™) normu

121 =sup {10

Lemma. Vektorovy prostor £(R™,R™) je s vySe definovanou normou normovany linedrni
prostor.

;zGR”,x;&o}.
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Diikaz. Musime ovéfit, Ze zobrazeni L — ||L|| je norma na L(R™ R™). Zfejmé je norma nu-
lového zobrazeni rovna nule a || L|| = 0 pravé tehdy, kdyz ||L(z)|| = 0 pro kazdé = € R", t;j.
kdyZz L = 0. Snadno téz odvodime pro L € £(R",R™) a ¢ € R rovnost

clL(z L(x
leL] = sup{” Ha(:u)u“” ER",z £ } — | sup{” uin)”“” ERz £ } — el |zl

Zbyva ovérit trojuhelnikovou nerovnost. Pro L1, Ly € £(R",R™) méame

L L
|1 + La|| :sup{H 1(@‘;” 2(z )” xz € R", a:;éo}
L L
o {AELHILON g, )
]
L L
<o (L e } I (ZCTR!
x x
= [[Lall + | L2l -
Tim je dikaz dokoncen. (|
Poznamka. Zvolme x # o v R". Pak
L)
< [ILIJ-
]

Odtud plyne dtlezita nerovnost:
|L(z)|| < ||L||||z|| pro kazdé L € £R",R™) a x € R"
(pro = = o plati trivialng).

Véta 9.10 (derivace slozeného zobrazeni). Necht n,k,m € N, F' je zobrazeni z R" do R™, G
je zobrazeni z R™ do R¥, a € R, b = F(a) a existuji F'(a) a G'(b). Potom existuje (GoF)'(a)
a platt

(G o FY(a) = G'(b) o F'(a).

Diikaz. Nalezneme &y > 0 takové, ze pro kazdé h € B (o do) plati

|F(a+h)—F(a) = F'(a)(h)|| < [Ih]]-
Potom pro h € B(o,¢) plati
IF(a+h) = Fa)|| < ||F(a+h) = Fla) = F'(a)(h)|| + [|F'(a)(h)]]
< Ihl + [ F (@] 17l = 1+ 1E @) \hH-
Polozme C' =1+ ||F'(a)||. Potom pro h € B(o, )
(77) Vh € B(o,00): [[F(a+h)—F(a)l| < Cllh].

UkaZzeme, Ze linearni zobrazeni G’(b) o F'(a): R™ — R* je derivaci zobrazeni G o F' v bodé
a. Zvolme ¢ > 0. Diky existenci derivace G’(b) nalezneme n > 0 takové, ze

(78) Vu € B(o,n): ||G(b+u) — G(b) — G'(b)(u)|| < ellull.
Dale diky existenci derivace F’(a) nalezneme 6 € (0, min{éo, &} takove, ze

(79) Vh € B(0,8): ||[F(a+h) — F(a) — F'(a)(h)|| <€A
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Zvolme h € B(o,0) a ozna¢me u = F(a + h) — F(a). Potom

(80) [ull < C[[R] <n

a dle (79) navic plati |[u — F'(a)(h)|| < ¢||h||. Tedy s pomoci (78) dostaneme
(G o F)(a+h)—(GoF)(a)— (G'(b) o F'(a))(h)]
=||G(F(a) + F(a+ h) — F(a)) — G(b) — G'(b)(F'(a)(h))|
= [|G(b+u) — G(b) = G'(b)(u) + G'(b)(u — F'(a)(h))]]
<G +u) = Gd) = G'O) W) + IG"®)llu — F'(a)(h)]]
<ellull +IG'®)[ellnll < Cellhll + [G'®)lelln] = (C + G ®) el

Odtud plyne tvrzeni. O

a

Poznamka. Zobrazeni (G o F)'(a) je reprezentovano souinem matic, které reprezentuji zob-
razeni F'(a) a G'(b), tedy matici

<8G£)fe{l,,8} (aFj>]€{l,,k2}
dy; je{l,.. .k} O i€{l,...n} .
Véta 9.11 (fetizkové pravidlo). Nechtk,n € N, a € R", F je zobrazeni z R™ do R¥, b = F(a),

G je zobrazeni z R¥ do R a existuji F'(a) a G'(b). Pak md funkce G o F v bodé¢ a derivaci a
proi € {1,...,n} plati

k
3(G o F

81

(81) z:: 8yj ax,

Diikaz. Existence derivace plyne z Véty 9.10. Vztah (81) plyne z reprezentace
) ... g%(a)

O(GoF I(GoF oG oG .
(%R 2 @) = (B0 B0 | '

0 0
Phia) ... P

a vypoctu soucinu matic. O

Poznamka. Necht f: R? — R ma derivaci v kazdém bodé. Definujme h: R? — R piedpisem
h(r,t) = f(rcost,rsint), (r,t) € (0,00) x R.
Potom pro (r,t) € (0,00) x R plati

( (r,t),2 5t hirt)) = (8f(rcost rsint), %(T cost,rsint)) <COSt —rsmt)

sint rcost

a tedy
h
%(r’t) = %(r cost,rsint)cost + g‘;(r cost,rsint)sint,
oh

0 0
E(r, t) = a—i(r cost,rsint)(—rsint) + ayjj(r cost,rsint)(rcost).
Priiklad. Na hromadu pisku tvaru kuzele je plynule pfisypavan dalsi pisek. Vyska h roste
rychlosti A/(t) = 3cm /s a polomér podstavy r roste rychlosti 7'(¢) = 2cm/s. Spoctéte
rychlost, s jakou nartistda objem hromady v okamziku, kdy r =5 c¢m a h = 15 cm.
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Reseni. Oznacme W(r,h) = Zr?h. Potom je velikost objemu V (¢) v ¢ase ¢ déna funkcf
V(t) = W(r(t),h(t)), t € (0,00). Podle fetizkového pravidla tedy plati

V(8 = S () B (1) + S (r(0) DA () = 2 (o) (1) + (2N (1)

Oznacme to hodnotu ¢asu, pro kterou plati r(tg) = 5 a h(tp) = 15. Potom

2
V' (to) = §5.15.2 + g25.3 = 1257 cm? /5.

Véta 9.12 (o prirtistku funkce). Necht F' je redlnd funkce n proménnych, a,b € R™. Oznacme
J asecku spojugici body a a b, tedy J = {(1 —t)a +tb; t € [0,1]}. Necht pro kazdé x € J
existuje F'(x). Potom existuje & € J takové, Ze

F(b) = F(a) = F'(§)(b — a).
Diikaz. Definujme funkci H: [0, 1] — R™ pfedpisem
H(t)=(1—-ta+tb, te]0,1],
a funkci G: [0,1] — R pfedpisem
G(t)=(FoH)(t), te]0,1].
Pro kazdé i € {1,...,n} plati H;(t) = a; + t(b; — a;), takze
H!(t)=b; —a; prokazdéte (0,1)aiec{l,...,n}.

Funkce F' a H jsou spojité podle Véty 9.8, a tedy také G je spojita na [0, 1] podle Véty 8.12.
Dle retizkového pravidla mame

Z (93;'@ Z 83:@ (1 =t)a+tb)(b; — a;) pro kazdé t € (0,1).

Tedy G méa v kazdém bodé ¢t € (0,1) derivaci. Podle Lagrangeovy véty nalezneme ¢y € (0, 1)
splnujici

G'(to) = G(1) — G(0) = F(b) — F(a).
Polozme ¢ = (1 — tp)a + tob. Potom

n

F(b) = F(a) = G'(to) :Z

(1 —to)a + tob)(b; — a;) = F'(&)(b— a).

O

Definice. Rekneme, 7ze mnozina G C R™ je konvexni, jestlize pro kazdé jeji dva body plati,
Ze tsecka, kterd je spojuje, je obsazena v G.

Véta 9.13 (omezena derivace a lipschitzovskost). Necht G C R™ je oteviend konvexni mnoZina
v R, f: G — R™ md derivaci v kaZdém bodé G a

sup{Hf )| - $€G}<oo
Oznacme K = sup{||f'(z)|| : € G}. Pak f je K-lipschitzovské na G, tedy
Va,be G: | f(b) - f(a)l < K|[b—all.
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Diikaz. Zvolme a,b € G. Jestlize f(a) = f(b), potom tvrzeni zfejmé plati. Pfedpokladejme
tedy, ze f(a) # f(b) a polozme
f(b) — f(a)

V= S
17(6) = f(a)ll
Potom ||v]| = 1. Definujme funkci ¢: G — R predpisem

pl(z) = (f(@),v) = filx);.
j=1

Potom
©(b) — p(a) = (f(b) — fla),v) = | f(b) = fla)]|-

Dale pro kazdé x € G mame
(@) =Y vifj(x).
j=1
Zvolme x € G a h € R™ spliwjici ||h|| < 1. Potom
¢ (z)(h)| = ’Zvjf]‘(x)(h)’ = [(f'(@)(h),o)| < [[F/ @ W) - ol < [ £ @) 2] lv] < K.
j=1
Tedy
| (2)]| = sup {|¢'(x) ()] : h € R”, ||h]| <1} < K.
Podle Véty 9.12 nalezneme & € G splhujici
p(b) — p(a) = ¢'(§)(b—a).
Tedy

1£(0) = f(a)ll = ' (€)(b—a) < ¥ (b —all < Kb —al.
O

konec 23. piednasky (9.5.2025)

10. METRICKE PROSTORY II
10.1. Kompaktni prostory.

Definice. f{ekneme, ze metricky prostor (P, p) je kompaktni, jestlize z kazdé posloupnosti
prvka z P lze vybrat konvergentni podposloupnost. Rekneme, 7e mnozina K C P je kom-
paktni v P, jestlize je metricky prostor (K, o) kompaktni, tedy jestlize z kazdé posloupnosti
prvkia z K lze vybrat podposloupnost, kterd konverguje v P a jejiz limita je prvkem K.

Priklad. Necht (P, p) je metricky prostor a A C P je kone¢né. Dokazte, ze A je kompaktni.

Reseni. Je-li A prazdna, pak neobsahuje zadnou posloupnost prvki, a tedy tvrzeni plati.
Predpokladejme, Ze A je neprazdna a zvolme posloupnost jejich prvki {z,}. Nalezneme prvek
x € A, ktery se v posloupnosti {z,} vyskytuje nekone¢nékrat. Posloupnost {z,} tudiz obsa-
huje podposloupnost, jejiz kazdy ¢len je roven x. Tato podposloupnost tedy konverguje podle
Véty 8.2(b) k prvku z, ktery nalezi do mnoziny A.

Priklad. Necht a,b € R, a < b. Dokazte, Ze interval [a, b] je kompaktni v R.
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Reseni. Zvolme posloupnost {z,} prvki [a, b]. Potom je {z,} omezen4. Diky Bolzanové Weier-
strassové vété nalezneme podposloupnost {x,, } posloupnosti {z,} a prvek x € R spliwjici
Ty, — x. Protoze [a,b] je uzaviend mnozina, plati z € [a,b]. Odtud plyne, Ze [a,b] je kom-
paktni mnozina v R.

Véta 10.1 (nutni podminka kompaktnosti). Necht (P, o) je metricky prostor a posloupnost
{zn} proki P spliiuje

36 >0Vm,n €N, n#m: o(xn,Tm) > 9.
Potom P neni kompaktni.

Diikaz. Predpokladejme, Ze P je kompaktni. Nalezneme podposloupnost {z, } posloupnosti
{zn} a prvek = € P spliujici z,, — x. Nalezneme ko takové, ze pro kazdé k > ko plati
0(zn,, ) < 5. Potom

)
(5 S Q($nkoaxnk0+1) S Q(xnkovx) + Q(x,.’L'nk0+1) < 5 + 5 = 67

coz je spor. Prostor P tedy neni kompaktni. O
Priklad. Dokazte, Ze metricky prostor (P, o4iskr) je kompaktni pravé tehdy, kdyZ je P kone¢naé.

Reseni. = Predpokladejme, Ze mnozina P je nekone¢na. Potom P obsahuje prostou po-
sloupnost {z,}. Pro kazda m,n € N,m # n, plati o(x,,z,) = 1. Dle Véty 10.1 tedy prostor
(P, 0diskr) neni kompaktni.

< Tato implikace plyne z vySe uvedeného piikladu a plati v kazdém metrickém prostoru.

Véta 10.2 (kompaktnost a uzavienost). Necht (P, o) je metricky prostor a K C P je kom-
paktni. Potom je mnoZina K uzaviend.

Diikaz. Je-li K prazdna, pak je uzavieni. Predpokladejme, Ze K je neprazdna a zvolme po-
sloupnost {z,} jejich prvka spliwujici limz, = y pro n&jaky prvek y € P. Diky kompakt-
nosti K nalezneme podposloupnost {z,, }32,; posloupnosti {z,} a prvek x € K spliujici
limy_yo0 T, = x. Z vty o limité vybrané posloupnosti plyne, Ze limy_o Tn, = y. Z vty o
jednoznac¢nosti limity plyne, ze x = y. Tedy y € K. Mnozina K je tudiz uzaviené. g

Véta 10.3 (uzaviend podmnozina kompaktu). Necht (P, o) je kompaktni metricky prostor a
F C P je uzavrend. Potom je F' kompaktni.

Diikaz. Je-li F prazdna, pak je kompaktni. Pfedpokladejme, Ze F je neprazdna a zvolme
posloupnost {x,} jejich prvkia. Potom je {x,} také posloupnost prvkia P. Diky kompakt-
nosti P nalezneme podposloupnost {xy, }?°, posloupnosti {z,} a prvek x € P spliwujici Ze
limy_yo0 @, = x. ProtoZe F' je uzaviena, plati € F'. MnozZina F' je tedy kompaktni v P. [

Véta 10.4 (kompaktnost a omezenost). Necht (P, o) je kompaktni metricky prostor. Potom
je P omezeny.

Diikaz. Predpokladejme, Ze prostor P neni omezeny. Potom je P neprazdny. Zvolme x € P.
Dokazeme, Ze

(82) Vn € N dz, € P: o(xn,x) > n.

Predpokladejme, Ze vyrok (82) neplati. Pak nalezneme C' > 0 takové, Ze pro kazdé y € P plati
o(z,y) < C. Potom

diam P = sup{o(y, =) : y, = € P} < sup{o(y, a) + o(x, 2) : y,z € P} < 20,
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a tedy P je omezeny. Odtud plyne platnost vyroku (82). Nalezneme tedy posloupnost {z,}
prvki P spliwjici o(x,, z) > n pro kazdé n € N. Diky kompaktnosti P nalezneme podposloup-
nost {xy, }7°, posloupnosti {z,} a prvek y € P spliujici limy_, 2, = y. Nalezneme dale kg
takove, ze pro kazdé k > ko plati o(y, zp, ) < 1, a k > ko spliwjici ng > o(x,y) + 1. Potom

coZ je spor. Prostor P je tedy omezeny. (]
Nasledujici véta obsahuje dtlezitou charakterizaci kompaktnich mnozin v prostoru R".

Véta 10.5 (kompaktnost v R™). Nechtn € N a K C R™. Potom K je kompaktni prdavé tehdy,
kdyz je omezend a uzaviend.

Diikaz. =  Tato implikace plyne z Vét 10.2 a 10.4.

< Pouzijeme matematickou indukci podle n. Necht n = 1 a {x}} je posloupnost prvki
K. Mnozina K je omezena v R, a tedy nalezneme a,b € R, a < b, spliwjici K C [a,b]. Podle
vySe uvedeného piikladu je [a, b] kompaktni. Protoze K je podle pfedpokladu uzaviena v R,
je uzaviena i v [a, b], a je tedy podle Véty 10.3 kompaktni v R.

Nyni pfedpokladejme, Ze tvrzeni plati v kazdém prostoru R, kde d < n. Zvolme omezenou a
uzavienou mnozinu K v R"T!. Definujme zobrazeni 71 : R**1 — R"™ a my: R**!1 — R piedpisy

71'1([1’1, e ,.Z',H_ﬂ) = [1‘1, e ,xn], 7T2([(1}1, e ,I‘n+1]) = Tp+1-
Eukleidovské metriky v prostorech R, R a R"! ozna¢ime pro tcely tohoto dikazu po fadé
jako o}, 0% a QSH. Pro kazdé z,y € K plati
o5 (m(z), m(y)) < 051! (z,y) < diam K

03(m2(2), ma(y)) < 057 (z,y) < diam K,
takze w1 (K) je omezena v R™ a ma(K) je omezena v R. Podle Véty 8.10(f) jsou omezené
také mnoziny 71 (K) a m2(K). Tyto mnoZiny jsou navic podle Véty 8.10(d) uzaviené. Podle
indukéniho predpokladu jsou pak obé mnoziny kompaktni.
Zvolme {z*} posloupnost prvki K. Oznaéme z* = [a¥, 1], kde a¥ € R™ a b¥ € R. Diky
kompaktnosti mnoziny 71 (/) nalezneme podposloupnost {a*s 721 posloupnosti {a¥} a prvek

a € m(K) splhujici lim;_, a*i = a. Protoze mo(K) je kompaktni, nalezneme podposloupnost

{bFie 122, posloupnosti {6} a prvek b € my(K) splitujici limy_, o bFie = b. Potom

lim 2% = lim [a¥¢, b%¢] = [a, b].

L—o0 {—00
Mnozina K je podle pfedpokladu uzaviena, a tedy [a,b] € K. Odtud plyne, ze K je kompaktni
v R ]

Poznamka. Tvrzeni Véty 10.5 neplati pro obecné metrické prostory. Naptiklad libovolné ne-
konefna mnozina v diskrétnim metrickém prostoru je omezené a uzaviend, avSak nikoli kom-
paktni. Nasledujici piiklad popisuje takovou situaci v piipadé dulezitého prostoru spojitych
funkei C([0,1]).

Priklad. Dokazte, Ze uzavér oteviené koule B(0, 1) v prostoru C([0, 1]) je omezena a uzaviena
mnozina, avSak neni kompaktni v prostoru (C([0,1]), osup)-
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Reseni. Omezenost a uzavienost. Je snadné ovéiit, ze diam B(0,1) < 2. Z Véty 8.10(f),

pak plyne diam B(0,1) < 2, mnozina B(0, 1) je tedy omezena. Podle Véty 8.10(d) je uzaviena.
Negace kompaktnosti. Pro kazdé n € N definujme funkei f,,: [0,1] — R pfedpisem

. 2"_153, T € [0, 2%],
fn(i)—{§7 T E (2%71].

Zvolme n € N. Funkce f,, je zfejmé spojita na [0, 1]. Pocitejme

Osup(fn,0) = sup{|fn(z) — 0];z € [0,1]} = sup{|fn(z)|;2z € [0,1]} = %

Plati tedy f, € B(0,1) € B(0,1) pro kazdé n € N. Zvolme m,n € N, m < n. Potom
1-2m" > %7 a tedy
1 1 1 m—1—n 1
qup(fnvfm) > ‘fn(g?) - fm(gT” = 5 -2 > 5 -
Z Véty 10.1 tedy plyne, ze B(0, 1) neni kompaktni.

B =
i

konec 24. prednasky (16.5.2025)

Véty Heineova typu.

Véta 10.6 (Heineova pro limitu). Necht (P, 9) a (Q, o) jsou metrické prostory, f je zobrazeni
2P doQ,ACP,ac A abe Q. Potom jsou ndsledujici dva vyroky ekvivalentny.

(i) Platilimg g zea f(x) =b.
(ii) Pro kaZdou posloupnost {xy} proki mnoziny A\ {a} spliujici lim, oo x,, = a plati
lim,, o0 f(2n) = b.
Diikaz. (i)=(ii) Pfedpokladejme, ze {x,} je posloupnost prvka mnoziny A \ {a} spliujici
limy, o0 T, = a. Zvolme € > 0. K nému nalezneme d > 0 takové, Ze
Ve e A: (0 < o(z,a) <= o(f(x),b) <e).

Dale nalezneme ny € N takové, ze pro kazdé n € N, n > ng, plati =, € (B(a,9d) \ {a}) N A.
Tedy pro kazdé n € N, n > ng, plati f(x,) € B(b,¢). Tim jsme ovéfili, ze lim f(x,) = b.

(ii)=(1) Provedeme nepiimy diikaz, tj. odvodime —(i) = —(ii). Pfedpokladejme tedy, Ze
neplati (i). Nalezneme € > 0 takové, ze
(83) Vo >03r e A: 0< o(z,a) <IN f(x) ¢ B(b,e).
Necht n € N. PoloZme § = % K tomuto § nalezneme podle (83) prvek x,, spliwjici x,, €

(B(a, 2)\{a})NAa f(z,) ¢ B(b,). Potom posloupnost {z,,} splituje limz,, = a az,, € A\{a}
pro kazdé n € N, ale neni pravda, ze lim f(z,) = b. Podminka (ii) tedy neni splnéna. O
Véta 10.7 (Heineova pro spojitost v bodé). Necht (P, ) a (Q,0) jsou metrické prostory,
f: P—Q aae P. Potom jsou ndsledujici tvrzeni ekvivalentnd.

(i) Zobrazent f je spojité v bodé a.

(ii) Pro kazdou posloupnost {x,} proki P spliiugict lim, oo x,, = a plati im, o f(z,) =

f(a).
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Diikaz. (1) = (ii) Mé&jme posloupnost {x,} prvkia P spliwjici lim, oz, = a. Zvolme
e > 0. K nému pomoci (i) nalezneme § > 0 takové, Ze pro kazdé y € P spliujici o(y,a) <
0 plati o(f(y), f(a)) < e. K naSemu § nalezneme ny € N takové, Ze pro kazdé n > nyg
plati o(zn,a) < 6. Potom pro kazdé n > ng plati o(f(z,), f(a)) < e. Tim je dokézano, Ze
limy, o0 f(7n) = f(a).

(ii) = (i) Predpokladejme, ze (i) neplati. Pak nalezneme € > 0 takové, ze pro kazdé
0 > 0 existuje y € B(a,d) spliwjici o(f(y), f(a)) > e. Diky tomuto tvrzeni nalezneme pro
kazdé n € N prvek z, € B(a, 1) spliwjici o(f(xy), f(a)) > €. Posloupnost {z,} pak splituje
lim z,, = a, ale neplati lim f(z,,) = f(a). Neplati tedy (ii). O

7 predchozi véty plyne okamzité nasledujici vysledek.
Véta 10.8 (Heineova pro spojitost). Necht (P, o) a (Q,0) jsou metrické prostory a f: P — Q.
Potom jsou ndsledujict tvrzeni ekvivalentnyi.
(i) Zobrazeni f je spojité.
(ii) Pro kazdou posloupnost {x,} proki P ax € P spliiujicilim, oo Ty, = 2 platilim, oo f(x,) =
f(x).
Véta 10.9 (limita a spojitost). Necht (P, o) a (Q, o) jsou metrické prostory, f je zobrazeni z
PdoQ, ACPaaec ANA ND(f). Potom je f spojité v a vzhledem k A prdvé tehdy, kdyz
hmz—)a,xeA f(x) = f(a)
Diikaz. = Bod a patii do mnoZiny A’, takZe v ném miZeme pod&itat limitu vzhledem k A.
Zvolme € > 0. K nému podle definice spojitosti nalezneme § > 0 takové, ze
Vo € A: (o(z,a) <6 = o(f(z), f(a)) <e).
Potom tim spiSe plati
Vo € A: (0 < o(z,a) <6 = o(f(z), f(a)) <e).
Tim jsme oveéfili, ze plati lim, 4 zca f(2) = f(a).
< Zvolme € > 0. K nému podle definice limity nalezneme § > 0 takové, ze
Vo € A: (0 < o(z,a) <6 = o(f(z), f(a)) <e).
Ponévadz a € A a o(f(a), f(a)) =0 < € mame
Vo € A: (o(z,a) < 0= o(f(z), f(a)) <e).
Tim je ovérena spojitost zobrazeni f v bodé a. O

Véta 10.10 (spojity obraz kompaktu). Necht (P, o) je kompaktni metricky prostor, (Q, o) je
metricky prostor a f: P — Q je spojité. Potom je f(P) kompaktni v Q.

Diikaz. Zvolme {y,} posloupnost prvkia f(P). Pro kazdé n € N nalezneme z,, € P takové,
ze f(xn) = yn. Diky kompaktnosti P nalezneme podposloupnost {x,, } posloupnosti {z,} a
prvek x € P spliwjici ,, — « v P. Diky spojitosti f a Heineové vété mame f(z,,) = f(x)
v Q. Ozna¢me y = f(z). Pak y € f(P) a limy_o0 Yn, = y. Tedy f(P) je kompaktni v Q. O

Extrémy funkci.

Definice. Necht P je mnozina a f: P — R. Rekneme, Ze funkce f nabyva svého maxima
na P, jestlize existuje x € P takové, ze f(z) > f(y) pro kazdé y € P. Obdobné fekneme, Ze
f nabyva svého minima na P, jestlize existuje z € P takové, ze f(x) < f(y) pro kazdé
y € P. Bod z nazyvame v prvnim piipadé bodem maxima a ve druhém bodem minima.
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Nasledujici dilezitd véta udava postacujici podminku pro existenci extrému.

Véta 10.11 (extrémy spojité funkce na kompaktu). Necht (P, o) je neprdazdny kompaktni
metricky prostor a f: P — R je spojité. Potom f nabyvd na P svého mazxima i minima.

Diikaz. Ozna¢me y = sup f(P). Podle Véty 10.10 je mnozina f(P) kompaktni, a tedy podle
Vét 10.2 a 10.4 omezena a uzaviena. Z omezenosti f(P) plyne, Ze y € R a z uzavienosti f(P)
plyne, ze y € f(P). Tedy f nabyva na P svého maxima. Obdobné lze dokéazat, ze f nabyva
na P svého minima. g

Poznamka. Piedpoklad spojitosti zobrazeni i predpoklad kompaktnosti ve Vété 10.11 jsou
dtlezité. Nespojité zobrazeni nemusi nabyvat extrému ani na kompaktni mnoziné. Prikladem
je funkce f definovana na [0, 1] pFedpisem

0, pokud z = 0, nebo z =1,
flx) =
2x — 1, pokud z € (0,1).

Spojité zobrazeni na nekompaktn{ mnoziné rovnéz nemusi nabyvat svych extrému. P¥ikladem
je funkce f definovana na (0, 1) pfedpisem f(z) = x.

Stejnomérna spojitost.

Poznamka. Necht (P, ), (Q, o) jsou metrické prostory a f: P — @ je stejnomérné spojité.
Potom je f spojité.

Véta 10.12 (spojitost a stejnomérné spojitost na kompaktu). Necht (P, o) je kompaktni
metricky prostor, (Q,o) je metricky prostor a f: P — Q je spojité. Potom f je stejnomérné
spojité.

Diikaz. Predpokladejme, Ze f neni stejnomérné spojité. Nalezneme £ > 0 a posloupnosti {z,, },
{yn} prvkit P spliwjici o(zn,yn) < L a o(f(xn), f(yn)) = € pro kazdé n. Diky kompaktnosti
P nalezneme podposloupnost {zy, } posloupnosti {z,} a € P splaujici x,,, — . Potom také

Yn,, — %, nebot
0 < o(z, ynk) < g(x,xnk) + Q(l'nka Z/nk)

lim (Q(x7$nk) + Q(xnlwynk)) =0.
k—o0

Ze spojitosti f a Heineovy véty tudiz plyne, ze f(zy,) = f(z) a f(yn,) — f(z). Nalezneme k
takové, ze o(f(wn,), f(x)) < § a o(f(yn,), f(x)) < §. Potom
4

e <o(f(@n) flym)) < o(f(@n)s (@) + 0 (Flyny), [(@) < 5 + 3

coz je spor. Zobrazeni f je tedy stejnomérné spojité. g

:87

| ™

Homeomorfni zobrazeni.

Definice. Necht (P, o) a (Q,0) jsou metrické prostory. Rekneme, ze zobrazeni f: P — Q
je homeomorfismus (prostoru P na prostor @), jestlize je spojité, bijektivni a zobrazeni
f~1: Q — P je také spojité. Rekneme, Ze prostory (P, o) a (Q, o) jsou homeomorfni, jestlize
existuje homeomorfismus prostoru P na prostor Q.

Priklad. Necht a,b € R, a < b. Ukazte, Ze interval (a,b) je homeomorfni s R.
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Reseni. Definujme zobrazeni f: (a,b) — R predpisem

f(z) = te(r3=3 — 5)-
o — 3,1 € (a,b), je prosté spojité zobrazeni definované na intervalu (a, b),
jehoz obor hodnot je roven (-7, %). Odtud a z vlastnosti funkce tangens plyne, Ze f je prosté
spojité zobrazeni definované na (a,b), jehoz obor hodnot je roven R. Inverzni zobrazeni f~!
ma tvar

Zobrazeni z — 7

_ arctgy + =
lyy=—">—-"=

Z tohoto vyjadieni plyne, Ze zobrazeni f~! je spojité. Tim jsme ovéfili, Ze f je homeomorfismus
prostoru (a,b) na prostor R.

(b—a)+a.

Véta 10.13 (spojita bijekce na kompaktu a homeomorfismus). Necht (P, o) je kompaktni
metricky prostor, (Q, o) je metricky prostor a f: P — @ je spojitd bijekce. Potom f je home-
omorfismus.

Diikaz. Zobrazeni f je bijekce, a tedy je zobrazeni f~! dobfe definovano na Q. Piedpokladejme,
ze F' C P je uzaviend mnozina. Podle Véty 10.3 je F' kompaktni v P. TudiZ je podle Véty 10.10
také mnozina f(F') kompaktni, a tedy dle Véty 10.2 uzaviena v Q). Podle Véty 8.11 je zobrazeni
f~1 spojité z Q do P. Zobrazeni f je tedy homeomorfismus. O

Totalni omezenost. Nasledujici pojem je uzite¢ny sam o sobé. My jej pozdéji pouzijeme k
charakterizaci kompaktnosti.

Definice. Necht (P, ¢) je metricky prostor, e > 0a H C P. Rekneme, ze H je e-sit prostoru
P, jestlize P = |J, .y B(x,¢). Rekneme, Ze prostor P je totalné omezeny, jestlize pro kazdé
€ > 0 existuje konetna e-sit prostoru P. Rekneme, Ze mnozina A C P je totalné omezena v
P, jestlize je prostor (A, p) totalné omezeny.

Priklad. Dokazte, ze kazdy kone¢ny metricky prostor je totélné omezeny.

Regeni. Platnost tvrzeni bezprostfedné vyplyva z definice totalni omezenosti.

Véta 10.14 (totalni omezenost a omezenost). Necht (P, o) je totdlné omezeny metricky pro-
stor. Potom je P omezeny.

Diikaz. Nalezneme konecnou 1-sit H prostoru P, potom diam H < oo. Zvolme z,y € P.
Nalezneme z/,y’ € H spliujici o(z,2') < 1 a o(y,y") < 1. Potom

o(z,y) < o(z,2") + ol y) + 0y, y) < 1 + diam H + 1 = diam H + 2,
a tedy diam P < diam H + 2. Prostor P je tedy omezeny. O

Priklad. Necht (P, ogiskr) je diskrétni metricky prostor. Dokazte, ze P je totalné omezeny
praveé tehdy, kdyz je kone¢ny.

ReSeni. = 7 totalni omezenosti P plyne, Ze existuje konetné 1-sit H C P. Z Piikladu 8.1
plyne, Ze pro kazdé z € P je B(x,1) = {z}. Tedy plati
P=|JB(1)=J{z}=H
zeH zeH
Odtud plyne, Ze prostor P je kone¢ny.
< Tato implikace plati v kazdém metrickém prostoru, jak plyne z vySe uvedeného pii-

kladu.
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Poznamka. Opacné implikace k implikaci uvedené ve Vété 10.14 obecné neplati, nebot kazdy
nekonecény diskrétni metricky prostor je omezeny, neni vsak totalné omezeny.

Véta 10.15 (kompaktnost a totalni omezenost). Necht (P, o) je kompaktni metricky prostor.
Potom je P totdlné omezeny.

Diikaz. Predpokladejme, Ze P neni totalné omezeny. Nalezneme & > 0 takové, Ze pro kazdou
konecnou mnozinu C' C P plati

P\ | B(z,0) #0.
zeC
Zvolme z; € P a n € N. Predpokladejme, Zze mame zvoleny prvky xi,...,x,. Potom je
mnozina P \ U, B(zi,d) neprazdna. Zvolme z,41 jeji libovolny prvek. Touto konstrukei
ziskdme posloupnost {x,} prvka mnoziny P spliwjici o(zp,Zn,) > 6 pro kazda n,m € N,
n # m. Podle Véty 10.1 tedy prostor P neni kompaktni. O

Priklad. Dokazte, Ze mnozina
B = {a: € 2 |xn e < 1}
je omezena, ale nikoli totalné omezené v £2.
Reseni. Uvazujme vektory e” € 2, n € N, kde € je n-ty kanonicky vektor v £2, tj.
e" =(0,...,0,1,0,...),
kde pouze n-ty ¢len je roven 1. Potom e™ € B pro kazdé n € N a navic pro kazda m,n € N,
m # n, plati |[e® — ™|,z = V2. Zvolme r € (O,@). Potom pro kazdé z € ¢? obsahuje

B(z,r) nejvyse jeden z kanonickych vektoru. Nemtize tedy existovat kone¢na r-sit mnoziny
B. Mnozina B tedy neni totalné omezena v £2.

konec 25. prednasky (20.5.2025)

Charakterizace kompaktnosti.

Definice. Necht P je metricky prostor a G je systém jeho podmnozin. Rekneme, Ze G pokryva
P, neboli je pokrytim P, jestlize P = | JG. Jestlize pokryti G prostoru P sestéva z otevienych
mnozin, fikame, Ze jde o oteviené pokryti. Jestlize G obsahuje koneéné mnoho mnozin,
fikdme, Ze jde o koneéné pokryti.

Véta 10.16 (kompaktnost a oteviena pokryti). Metricky prostor (P, o) je kompaktni prave
tehdy, kdyz pro kazdé oteviené pokryti G prostoru P existuje konecné pokryti G* C G prostoru
P.

Diikaz. = Predpokladejme, Ze G je oteviené pokryti prostoru P. Nejprve dokdzeme, Ze plati
nasledujici vyrok:
(84) IneNVzeP3IGeG: B(z,2) CG.
Piedpokladejme, Ze (84) neplati, potom tedy
vneN3z e PYGeG: B(z,1) ¢ G.
Odtud ziskévéme posloupnost {z,} takovou, Ze pro kazdé n € N a G € G plati B(z,, 1) ¢ G.

Diky kompaktnosti prostoru P nalezneme podposloupnost {x,, }32; posloupnosti {z,} a prvek
x € P splhwjici im0 2y, = . Protoze G je pokryti P, nalezneme G € G spliujici z € G.
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Diky otevienosti G nalezneme 6 > 0 spliujici B(z,0) C G. K nému nalezneme k € N takové,
ze ng > 2 a 02y, 1) < g Potom pro kazdé y € B(xy,,, é) plati
0(e,1) < 000, 50) + oom,y) < 3+ 2 < 543 =0,
takze
B(zy,, nik) C B(z,9) C G,
coz je spor. Tim je dokdzana platnost vyroku (84).

Zvolme z € P. Diky (84) nalezneme mnozinu G € G splitujici B(z, 1) C G a oznatime
ji Gz. Prostor P je kompaktni, a tedy podle Véty 10.15 je totalné omezeny. Nalezneme jeho
kone¢nou %—sit’ H. Polozme

G ={Gy;x € H}.

Potom G* je koneény podsystém G spliujici

Pc |JB@= i) cl G
xeH zeH

takZze G* je konecné oteviené pokryti prostoru P.

<  Zvolme {z,} posloupnost prvka P a ozna¢me A = {x,;n € N}. Pfedpokladejme, Ze
existuje y € P takové, Ze pro vSechna r > 0 je mnoZina B(y,r) N A nekonecné. Nalezneme
n1 € N spliwjici z,, € B(y, 1). Pfedpokladejme, Ze pro né&jaké k € N mame zvolena pfirozena
¢isla my < -+ < mg_1. Protoze B(y, %) N A je nekonefnd mnozina, nalezneme np € N, ng >
nk—1, spliujici =, € B(y, %) Timto zpisobem dostaneme rostouci posloupnost prirozenych
cisel {ng}32, splitujici @, € B(y, 1) pro kazdé k € N. Potom je {n, }{>, podposloupnost
posloupnosti {x,,} splijici limy_,o0 T, = y.

Nyni pfedpokladejme, Ze pro kazdé y € P existuje r, > 0 takové, ze B(y,ry) N A je
kone¢na mnozina. Pro kazdé y € P je mnozina B(y,r,) oteviena a navic ziejmé plati P =
Uyep B(y,y). Systém {B(y,ry)}yep tudiz predstavuje oteviené pokryti prostoru P, a tedy

podle predpokladu nalezneme kone¢nou mnozinu F' C P splaujici P = |J, . B(y,y). Potom

A=AnP=AnJBy.r) = JANBy,r)),
yeF yeF

yeF

coZ je koneéné sjednoceni koneénych mnozin, takze A je konecna. Odtud vyplyva, ze se ale-
spoi jeden prvek mnoziny A vyskytuje v posloupnosti {x,} nekone¢nékrat. Posloupnost {z,}
tudiz obsahuje konstantni, a tedy konvergentni podposloupnost. V obou piipadech jsme na-
lezli konvergentni podposloupnost libovolné zvolené posloupnosti prvka P. Prostor P je tedy
kompaktni. O

Véta 10.17 (Borelova véta). Nechta,b € R, a < b. Necht' J je systém neprazdnijch otevienich
intervali spliiujici [a,b] C |J J. Pak existuje konecny systém J* C J takovy, Ze [a,b] C | T*.
Diikaz. Tvrzeni bezprostiedné vyplyva z Véty 10.16. U
Véta 10.18 (charakterisace kompaktnosti). Metricky prostor (P, o) je kompaktni prave tehdy,

kdyz pro kazdou posloupnost {F,} neprdzdnijch uzaviengch podmnozin P, kterd pro kazdé
n € N spliiuje Frp1 C Fy, plati (o2, Fn # 0.

Diikaz. = Je-li P = (), pak tvrzeni zfejmé plati. Pfedpokladejme, ze P # () a zvolme {F),}
posloupnost spliujici prislusné predpoklady. Pro kazdé n € N zvolme z,, € F,. Diky kom-
paktnosti P nalezneme podposloupnost {z,, } posloupnosti {z,} a prvek x € P spliujici
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limy o0 p,, = . Zvolme n € N. Nalezneme ko € N spliiujici ny, > n. Potom pro kazdé k € N,
k > ko, plati ,, € F,, nebot
Ty, € Fry, C Foy C Fr.
Posloupnost {mnko s Ty g1r e } je tedy obsaZena v F,,. Navic je to podposloupnost posloupnosti
{zn, }, a tedy jeji limitou je prvek x. Diky uzavienosti F;, plati x € F),. Protoze n bylo zvoleno
libovolné, jest x € (|, Fy, a tedy je mnozina () -, F,, neprazdna.
< Zvolme {x,} posloupnost prvki P a pro kazdé n € N polozme

Fn:{xj§j€N7 ]271}

Potom je {F},} posloupnost neprazdnych uzavienych podmnozin P takové, ze pro kazdé n € N
plati Fy,41 C F,. Podle pfedpokladu tedy nalezneme = € (\,—, F;,. Protoze x € I, nalezneme
podle definice mnoziny Fj index n; € N takovy, Ze o(x,,,z) < 1. Pfedpokladejme, Ze pro
néjaké £ € N mame zvoleny indexy ni < --- < ng. Protoze x € Fj,, 41, nalezneme index
nr+1 € N osplhujici ng > ng a o(Tn,,,, ) < k%rl Takto ziskdme rostouci posloupnost
prirozenych ¢isel {ny} takovou, ze pro kazdé k € N plati o(zp,, x) < % Tedy limy_yo0 Tpn, = .
Z posloupnosti {x,} jsme tedy vybrali konvergentni podposloupnost. ProtoZe posloupnost
{zy} byla libovolné zvolena, prostor P kompaktni. O

Husté mnoziny.

Definice. Necht (P, o) je metricky prostor. Rekneme, ze mnozina A C P je husta v (P, p),
jestlize A = P.

Poznamka. Bude uZitecné si uvédomit, ze mnozina A C P je hustd pravé tehdy, kdyz pro
kazdé = € P existuje posloupnost {z,} prvki mnoziny A spliujici lim z,, = z.

Poznamka. MnozZiny Q a R\ Q jsou husté v R.

Poznamka. Lze ukazat, ze pro a,b € R, a < b, je mnozina vSech polynomu na [a,b] husta v
(C([a, b)), 0sup)- Ditkaz tohoto zajimavého tvrzeni uvedeme az ve ¢tvrtém semestru v souvislosti
se stejnomérnou konvergenci funkci.

Priklad. Necht P je mnozina a A C P. Dokazte, ze A je husta v prostoru (P, ggiskr) pravé
tehdy, kdyz A = P.

ReSeni. = Zvolme z € P. Potom dist(z, A) = 0. Nalezneme y € A spliwjici ogisir (,y) < 1.
Potom x =y, a tedy z € A. Odtud plyne, ze A = P.
< Tato implikace zfejmé plati.

Véta 10.19 (charakterizace hustych mnozin). Necht (P, o) je metricky prostor. MnoZina A C
P je hustd v P prdvé tehdy, kdyzZ pro kaZdou neprdzdnou otevienou mnozinu G v P plati

GNA#D.

Diikaz. Je-li P = (), pak tvrzeni zfejmé plati. Predpokladejme, ze P # ().

= Zvolme G C P neprazdnou a otevienou a x € G. Nalezneme r > 0 takové, ze B(x,r) C
G. Protoze A = P, plati podle Véty 8.10(c) dist(x, A) = 0. Potom B(z,7) N A # 0, a tedy
take G N A # 0.

<  Zvolme x € P ar > 0. Potom je B(x,r) neprazdné a oteviena, a tedy B(xz,r)NA # ().
To znamena, Ze dist(z, A) < r, a tedy dist(z, A) = 0. Plati tedy x € A (Véta 8.10(c)). Dokéazali
jsme, 7ze P = A, tedy 7e A je husta v P. O
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Ridké mnoziny.

Definice. Necht (P, o) je metricky prostor a A C P. Rekneme, 7e A je ¥idka v (P, 0), jestlize
je P\ A je husta v P.

Priklad. Dokazte nasledujici tvrzeni.
(a) Necht z € R. Potom je jednobodova mnozina {z} fidka v R.
(b) Mnozina piirozenych ¢isel N je fidka v R.
(¢) Mnozina racionalnich ¢isel Q neni fidka v R.

Reseni. (a) Zvolme neprazdnou otevienou mnozinu G C R. Nalezneme y € G a r > 0 takova,
ze (y—r,y+r) C G. Ziejmé plati (y — r,y+ 1)\ {z} # 0, a proto GN (R \ {z}) # 0. Podle
Véty 10.19 je R\ {z} husta. Protoze R\ {z} =R\ {z} je mnozina {z} ridka.

(b) Mnozina N je uzaviena v R, protoze plati

IR\I\I: (—00,1) U U(n>n+ 1)7
neN
a R\ N je tedy oteviena v R podle Véty 8.8. Staci tedy dokazat, ze R\ N je husta. Zvolme
neprizdnou otevienou mnozinu G C R. Potom G obsahuje neprazdny otevieny interval, a je
tedy nespocetna. Odtud plyne GN (R\ N) = G \ N # (). Podle Véty 10.19 je R\ N husta.
(c) Plati R\ Q = R\ R = (), tedy neni husta, takze Q nenf ¥idka.

Priklad. Necht P je mnoZina a A C P. Dokazte, Zze mnozina A je fidk& v metrickém prostoru
(P, pqiskr) pravé tehdy, kdyz je prazdna.

ReSeni. = Mnozina P\ A4 je husta a uzaviena, takze P\ A = P. To znamena, 7e A = (),
a tedy A = 0.

< Tato implikace je zfejma a plati v kazdém metrickém prostoru.

Véta 10.20 (charakterizace fidkych mnozin). Necht (P, o) je metricky prostor a A C P.
Potom A je vidkd v P prdvé tehdy, kdyZ pro kaZdou neprdzdnou otevienou mnoZinu G C P
existuje neprdzdnd oteviend mnoZina H C G takovd, Ze HN A = ().

Diikaz. = Necht G C P je oteviena neprazdna mnozina. Pak polozime H = G N (P \ A).
Potom je H oteviena, nebot je prunikem dvou otevienych mnozin. Ziejmé plati H C G.
Mnozina H je navic neprazdna, nebot mnozina P \ A je husta a podle Véty 10.19 ma tedy s
G neprazdny prinik. Navic pfimo z definice mnoziny H plyne H N A = ().

< Necht G C P je neprazdné oteviend mnozina v P. Podle prfedpokladu existuje ne-
prazdna oteviena mnoZina H C G splijici H N A = (). Mnozina P\ H je uzavfena, obsahuje
A, a proto podle Véty 8.10(g) plati A C P\ H, takze také H C P\ A. Tedy GN (P \ A) # 0.
Podle Véty 10.19 je tudiz mnozina P\ A hustd v P, coz znamena, ze A je fidka. O

Priklad. Necht a,b € R, a < b. Oznac¢me
A= {feC(a,b]);Va € [a,b]: |f(z)] < 1}.
Dokazte, Ze
(a) A je fidka v metrickém prostoru (C([a,b]), gint)s
(b) A neni fidké v metrickém prostoru (C([a, ), osup)-

Reseni. (a) Nejprve dokdZeme, 7e A je uzaviend v prostoru (C([a, b]), 0int). Necht g €
C([a,b]) \ A. Potom existuje ¢ € [a,b] takové, Ze |g(c)| > 1. Predpokladejme, Ze ¢ # b. Ze
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spojitosti funkce g pak plyne, Ze existuje d € (¢, b) takové, Ze pro kazdé = € (c¢,d) plati
lg(x)| > lo(e)l+1 )‘H . Potom pro kazdou funkci f € A a pro kazdé = € (¢, d) plati

(@) = g(@)| = || f(2)] = g()]] = lg(x)| = | f(2)]
S lg@l+1 _ lgle )I—l’
- 2 2
a tedy

d
ot (/1 9) /f <x>|dxz/ (@) — g(x)) da

d ’ . .
g(c)| -1 lg(c)| -1
> =’ dr=(d—c)=—>t——.
> [ -0
To znamena, ze oint(9, 4) > (d — 0)% > 0, a tedy podle Véty 8.10(c) plati g ¢ A. Z
toho plyne, ze A = A, a tedy A je uzaviena v metrickém prostoru (C ([a, b)), th) V pripadé,

| > lg(a)|+1 C)H-1

ze ¢ = b, nalezneme d € (a,c) takové, ze pro kazdé = € (d,c) plati |g(z) a dale

postupujeme obdobné, pficemz misto intervalu (c, d) pracujeme s intervalem (d, c)
Diky uzavienosti A plati C([a, b])\ A = C([a, b]) \ A. K dukazu Fidkosti mnoziny A v prostoru
(C([a,b]), omnt) tedy staci dokazat, ze

C(la,0]) \ A = C([a, b]).

Zvolme h € C([a,b]). Necht ny € N je takové, ze nio <b—a. Pron > ng polozme
hin(z) = n(h(a+2)—2) (x—a)+2, proz€a,a+2),
n\T) = h(z), pro x € (a+%,b].

Potom h,, € C([a,b]) \ A, nebot h,, je zfejmé spojita na [a,b] a hy(a) = 2. Oznatme M =
supy, ) [h|. Vzhledem ke spojitosti funkee h je M koneéné éislo. Pak plati

a—l—%
Oint (fon, h) = /Ih )!dw</ ([hn(@)] + |A(2)]) da

g/ “(n(|h(a+ L) +2) - Ly 24 M)da

aty 2M + 4
g/ (M +4)de = 222

n

Protoze lim,,—oo 2]\/2*'4 = 0, plyne odtud, Ze lim, oo Oint(hn,h) = 0, a tedy hy, e p To
znamend, ze h € C([a,b]) \ A, a tedy C([a,b]) \ A je husta v (C([a, b]), oint), takze A je v tomto
prostoru ridka.

(b) Ozna¢me f nulovou funkci na intervalu [a, b]. Potom oteviena koule B(f,1) tvofi ote-

vienou neprazdnou mnozinu v (C([a, b)), 0sup), ktera je obsazena v A. Podle Véty 10.20 pak
A neni fidka v (C([a, b]), 0sup)-
Véta 10.21 (vlastnosti fidkych mnozin). Necht (P, 9) je metricky prostor a A, B C P.

(a) Je-li A vidkd v P a B C A, pak také B je vidkd v P.

(b) Jsou-li mnoziny A a B ridké v P, pak také AU B je vidkd v P.

(¢) Mnozina A je tidkd v P prdvé tehdy, kdyz A je tidkd v P.
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Diikaz. (a) Podle Véty 8.10(b) plati B C A, a tedy P\ A C P\ B. Mnozina P\ A je husta, a
tedy podle Véty 10.19 je husta i mnozina P\ B. To znamend, Ze mnoZina B je fidka v P.
(b) Podle Véty 8.10(e) a de Morganovych pravidel plati

(85) P\AUB=P\(AUB)=(P\4)N(P\B).

Protoze mnoziny A a B jsou iidké v (P, p), jsou mnoziny P\ A a P\ B v tomto prostoru
husté. Navic jsou podle Véty 8.5 obé oteviené. Zvolme neprazdnou otevienou mnozinu G C P.
Potom je mnozina G N (P \ A) oteviena a diky hustoté P\ A je také neprazdna. Mnozina
P\ B je hust4, a proto je mnoZina GN(P\ A)N(P\ B) neprazdna. MnoZzina (P\ A)N(P\ B)
je tedy husta. Z (85) plyne, ze mnozina P\ AU B je hustd v P, a tedy AU B je fidka v P.
(c) Z Véty 8.10(d) vyplyva, ze P\ A = P\ A. Odtud jiz tvrzeni snadno plyne. O

konec 26. prednasky (23.5.2025)



