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Uvod

Tento text je studijni pomtckou k predmétu NMFM202 Pravdépodobnost pro finan¢ni matematiky, ktery je
soucasti bakalarského studia finanéni matematiky na MFF UK. Pokryva kompletné latku prednasky. Literaturu,
ze které prednéska Cerpd, najdou posluchaci u predmétu NMFM202 v SISu.

Za peclivé prepsani rukopisnych poznamek k prednasce vyjadiuji srdeéné podékovani Janu Hanouskovi, stu-
dentovi 2. ro¢niku bakalaiského programu Financéni matematika na MFF.

V Praze 30. 7. 2021 Jitka Zichova



1. Nahodné jevy a pravdépodobnost

1.1. Klasicka definice pravdépodobnosti
Znaceni. Zakladni pojmy.

e Ndahodny pokus je experiment, jehoz vysledek neni jednozna¢né uréen podminkami, za kterych pokus
provadime. Mtze mit konecné, spoc¢etné nebo nespocetné mnoho vysledki.

e Ndhodny jev je vysledek ndhodného pokusu. Znac¢ime A, B, C, ...
o FElementdrni jevy w jsou vSechny déle nerozlozitelné vysledky nadhodného pokusu.

e Prostor elementdrnich jevi ) je mnozina vsech elementarnich jevii w € Q. Ndhodné jevy jsou podmnoziny
Q, napt. A C Q.

o Jev, ktery nastane tehdy, kdyz nenastane jev A, nazyvame dopliikem jevu A a znaéime A.

« Néhodny jev nazveme jevem jistyim, pokud je roven prostoru elementarnich jevii, napt. B= AU A = Q.
« Nahodny jev nazveme jevem nemozngm, pokud neobsahuje 7adny elementarni jev, napt. B= AN A = ().
¢ Nahodny jev A nazveme podjevem jevu B, pokud A C B, A= B.

e Dva jevy A a B nazveme ekvivalentnimi jevy, pokud A C B a zaroven B C A, A & B.

e Dva jevy A a B nazveme neslucitelngmi jevy, pokud nemohou nastat soucasné, tedy AN B = ().

Poznamka. Necht n € N. Potom de Morganovymi pravidly rozumime vztahy

n

ﬁAi:OAi, OAi:ﬂAi.
=1 =1 1=1

i=1

Definice 1.1 (Klasickd definice pravdépodobnosti). Necht prostor Q2 obsahuje koneény pocet stejné moznych
elementarnich jeva. Pak definujeme pravdépodobnost nahodného jevu A predpisem

_ 4]
4= 5

kde |Q] je pocet vSech moznych vysledkti ndhodného pokusu (pocet elementdrnich jevi) a | A| je pocet vysledki,
pri kterych nastane jev A.

Déle definujeme cetnost jevu A jako pocet jeho nastani v m pokusech a znac¢ime n . Procento pokusu, ve
kterych nastane jev A, nazyvame relativni cetnost. Je to podil

nA
e

1.2. Kolmogorovova definice pravdépodobnosti

Umluva. V této sekci uvaiujme prostor Q jako libovolnou (konecnou, spocetnou nebo nespocetnou) mnozinu.
Definice 1.2 (o-algebra). Systém A podmnozin ) nazveme o-algebra, pokud plati

(i) Qe A,

(i) Ac A = A€ A,

(iii) Ay, Ag,...e A = U2, € A



Véta 1.1 (Vlastnosti o-algebry). Nechl A je o-algebra podmnoZin Q. Pak plati
(i) 0 € A,
(ii) A1, Ay, € A = (2, 4 € A,
(i) A, Be A = A\ Be A
Diikaz.
(i) Plyne z toho, ze ) = Q, a z uzavienosti A na dopliiky.
(ii) Plyne z de Morganovych pravidel a z uzavienosti .4 na dopliiky a spocetna sjednoceni.
(iii) Plyne z toho, ze A\ B = AN B a z uzavienosti .A na dopliiky a priniky. O

Definice 1.3 (Kolmogorovova definice pravdépodobnosti). Necht 2 je libovolnd mnozina a A je o-algebra jejich
podmnozin. Funkei P : A — [0, 1] nazveme pravdépodobnost, pokud plati

(i) P[A]>0, A€ A,
(if) P[] =1,
(iii) PUspy 4] = Y 2, PA;] za prepodkladu, ze Ay, Ag, ... € Aaze A;NA; =0 pro i # j. (o-aditivita)

Véta 1.2 (Zékladni vlastnosti pravdépodobnosti). Necht funkce P je dina Kolmogorovovou definici, A, B € A.
Pak plati

(i) PIA]=1-P[4], P[0]=0,
(ii) P[A] <1,
(iii) pokud A C B, pak P[A] < P[B] a P[B\ A] = P[B] — P[A4],
(iv) P[AUB] = P[A] + P[B] — P[AN B,
(v) P[AN B] = P[A] — P[AN B].
Driikaz.

(i) Mame AUA = Q, AnA =0, pak P[Q] = 1 = P[A] + P[A]. Navic § = Q, P[Q] = 1, a potom
P[#]=1- P[Q] =0.
(ii) Jelikoz 0 < P[A] = 1 — P[A], tak zfejmé P[A] < 1.
(iii) Jednoduse odvodime, ze A C B = P[B] =P [AU(BNA)| = P[A]+ P[B\ A] = P[B] > P[A].
(iv) Vime, ze AUB = AU[BN (AN B)].Potom P[AUB] = P[A]+ P [B\ (AN B)] = P[A]+ P[B]— P[ANB].
(v) Ze vztahu A = (AN B)U (AN B) plyne, ze P[A] = P[AN B] + P[AN B. O

Véta 1.3 (Dalsi vlastnosti pravdépodobnosti). Necht funkce P je ddna Kolmogorovovou definici, A, B € A.
Pak plati

(i) pro Ay C Ay C ... je P[U;2, A;] = lim; o P[A;],
(i) pro A1 D Ay D ... je P2, A;] = lim; o P[A;],
(iit) PIUZ, Ai] < 3072, PlAY,
(i) P[NZy Al =1 -2, PlA].



Dikaz.

(i) Definujme nédhodné jevy
Blel, BQZAQ\A17 BgZAg\A27...

Z¥ejmé B; N B; = (0 pro i # j, takze (J;=; B; = Ui~ Ai. Potom

P GAq; = iP[Bi} = nhjlwiP[B}
=1 =1 =1

lim _[P[A1] + P[As] — P[A] + -+ + P[A,] = P[4, 1]

n—»
= lim P[A,)]
n—oo
(ii) Dle pfepokladu A; D Ag = A; C A, C Potom
ﬂA PJA|=1-P|JAi|=1- lim P[A]=1-1+ lim P[A;]= lim P[A,]
i—1 i—1 11— 00 21— 00 11— 00
(iii) Definujme ndhodné jevy
By=A;, By=MA\ A, Bs=A3\(A1UA), ... Bi=A\[JA4,
j<i

Z¥ejmé B;NB; =0 proi #jalJ.2, Bi =2, Ai. Pak

P[0
i=1

:ip[ ZP A\ 4 +PA1§i

J<i

(iv) Za pomoci komplementarnich jevii potom

o0

(4

=1

P =1-P

21—%13[/14. O

Us

Definice 1.4 (Pravdépodobnostni prostor). Necht € je libovolnd mnozina, A je o-algebra jejich podmnozin a
P je pravdépodobnost dand Kolmogorovovou definici. Trojice (€2, A, P) se nazyva pravdépodobnostni prostor.

1.3. Podminéna pravdépodobnost

Definice 1.5 (Podminénd pravdépodobnost). Pravdépodobnost jevu A za podminky, Ze nastane jev B, je

definovana predpisem
P[AN B]

PIAIB) = =5

pro P[B] > 0.
Poznamka. 7 definice podminéné pravdépodobnosti plyne

P[AN B] = P[A| B]P|B] = P[B | A|P[A].
Zde lze i P[A] =0, P[B] =0.

Definice 1.6 (Uplny systém jevi). Nahodné jevy Ay, As,... na pravdépodobnostnim prostoru (€2, A, P) tvoii
uplng systém jevi, pokud jsou splnény podminky

() AnA;=0,i#j,
(i) U, 4 = 9.

Poznamka. Nejjednodussi Gplny systém obsahuje jevy A, A. Nejjemnéjsi Gplny systém je prostor elementarnich
jevu €.



Véta 1.4 (O tplné pravdépodobnosti). V dplném systému jevi Ay, Aa, ... plati
() S, PIA Bl =1, jeli P[B] >0,
(ii) P[B] =% .2, P[B| A;|P[A;], je-li P[A;] >0 pro viechna i € N.
Diikaz. Uvazujme Uplny systém jevu Aq, Ao, ...
(i) Vzhledem k tomu, ze B = |J;2,(A; N B), tak
iP[Ai 1B = PL iP[AZ— AB]= —P[B] = 1.
oS 5E
(ii) Z definice 1.5 plyne, Ze
P[B] = i P[A; N B] = iP[B | A;]P[A;]. O
i=1 i=1

Poznamka. Specidlné, pro P[B] > 0 a 0 < P[4] < 1, plati
(i) P[A|B]+ P[A|B] =1,
(ii) P[B] = P[B | A]P[A] + P[B | A]P[A].
Véta 1.5 (Bayesuv vzorec). V dplném systému jevi Ay, Aa, ... plati (pro fixnd j)

P[B | Aj]P[A]
> ey P[B | AilP[A;]

Pl4; | B] =

je-li P[B] > 0, P[A;] > 0 pro vsechna i € N.
Diikaz. Citatel dle definice 1.5, jmenovatel dle véty 1.4. O

Véta 1.6 (O ndsobeni pravdépodobnosti). Necht pro ndhodné jevy Ay, As, ..., A, plati

n—1
=1
Potom
n n—1
P [ Ai| = PIAP[Ay | A]P[A3 | AynAg)--- P | Ayl [ 4
=1 =1

Diikaz. Ziejmé P {ﬂ?:_ll Al} >0 = P [ﬂ?:_f Ai] > 0 atd. Dale indukci podle n dostaneme

LZQS P[Al n AQ] = P[Al]P[AQ | Al],

n+1 n n n
i=1 i=1 i=1 i=1
a na prvni ¢initel uplatnime indukéni predpoklad. O

1.4. Nezavislost nahodnych jevia
Definice 1.7 (Nezédvislé nahodné jevy). Nédhodné jevy A, B nazveme nezdvislé, pokud plati
P[AN B] = P[A]P[B].

Definice 1.8 (Obecnéjsi definice nezdvislych ndhodnych jevil). Nahodné jevy Aj, Ay, ... nazveme sdruZené
(vzdjemné) nezdvislé, pokud pro libovolné k € N a libovolnou k-tici 4;,, ..., A;, plati

=~



Poznamka. Vlastnost, ze P[A; N A;] = P[A;]P[A;] pro viechna (i,5) € N? i # j, se naz{va nezavislost po
dvou. Analogicky nezévislost po tfech, ¢tyfech apod. Ziejmé, pokud jsou Aj, Ao, ... sdruzené nezavislé, pak
jsou také po dvou nezdavislé. Opacnd implikace neplati.

Definice 1.9 (Nezdvislé ndhodné pokusy). Sérii n pokustt na pravdépodobnostnim prostoru (€2, A, P) nazveme
nezdvislé ndhodné pokusy, jsou-li ndhodné jevy

AiXXQj7 A;e A, i=1,...,n
J#i

nezévislé.
Poznamka. Je-li pravdépodobnost P definovana klasicky (dle definice 1.1), mame

_ A
Q4]

P[Al] i=1,...,n, A; € A;.

Pro A= A; x--- x A, € A je pfi nezavislosti

_@_|A1x-~-><An|_\A1|~--|An| n

Pl = 12| B |1 % -+ x Q] o Q1] - - Q] :HP[Ai]-

Véta 1.7 (Nezavislost s doplitkovymi jevy). Necht Ay, ... A, jsou nezdvislé ndhodné jevy. Pro 1 <k <n a pro

nekterou k-tici definujme By, = A;,, Bi, = Ay, ..., Bi, = A;,, Bi = A; proi ¢ {iy,...,i,}. Pak jsou ndhodné
jevy By,..., B, také nezdvislé.
Diikaz. Indukci dle k pfi pevném n.

(i) k= 1: Necht bez Gjmy na obecnosti iy = i; = n, tedy B, = A, a B; = A; jinak. Pak lze psat

n n—1 n
P Bi| =PlAN---NAnA]=P|()4|-P|[)A4
=1 =1 =1

dle bodu (v) véty 1.2, kde A = ﬂ?:ll A;, B = A,. 7 predpokladu nezévislosti dile dostavame

n—1 n n—1 n n—1 n
P A| =P A| =] Plal -] Plal = [ Pla (1 - PlA.) = [] PIB.
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
Pro libovolnou podmnozinu mnoziny jevi {Bj, ..., By} plati totéZ, nebot bud neobsahuje B,, = A, a pak

tvrzeni plyne piimo z nezavislosti, anebo obsahuje B,, = A,,, a pak pouzijeme dukaz vyse.

(i) K — k + 1: Necht bez Gjmy na obecnosti iy =n —k, ..., ixr1 = n. Potom lze psat
n — —
P(Bi| =PlAiN--NAy 1N Ay NN A
i=1
n—k—1 n—1 B n—k—1 n—1 _
=P An () Al -P Ain (] AinA,
i=1 i=n—k i=1 i=n—Fk
n—k—1 n—1 B
= [I Pl T PlAIQ - PlAL)
i=1 i=n—k
=[[ 7B
i=1
Tteti rovnost plyne z nezavislosti a indukéniho predpokladu. Pro libovolnou podmnozinu jeva By, ..., B,
plati totéz. O

Poznamka. Specialné plati, ze pokud jsou A, B nezavislé, potom jsou také



(i) A, B nezavislé, (ii) A, B nezavislé,

Véta 1.8 (Pravdépodobnost sjednoceni nezévislych jevi). Necht Ay, ..

plati

n

U4

i=1

P

=1- ﬁp[ﬁi}.

Diikaz. 7 de Morganovych pravidel dostavame

N
i=1

Posledni rovnost plyne z véty 1.7 a definice 1.8.

n

Ja

i=1

P =P =1-P

N4
i=1

=1

(iii) A, B nezévislé.

. A, jsou mezavislé nahodné jevy. Pak

n

— ] P4

i=1



2. Nahodné veli¢iny

2.1. Pravdépodobnostni rozdéleni
Definice 2.1 (MéFitelny prostor). Méritelny prostor (M, B) je neprdzdnd mnozina M se o-algebrou B.

Umluva. Naddle mé&jme din pravdépodobnostni prostor (2, A, P) a méFitelny prostor (M, B), ktery lze nazvat
vgbérovym prostorem.

Definice 2.2 (Méfitelné zobrazeni). Zobrazeni X : (Q, A) — (M, B) je méritelné (vzhledem k o-algebram
AaB), kdyz X Y(B) = {w € Q: X(w) € B} € A pro viechny B € B. Pokud toto plati, ifkdme, ze vzory
meétitelnych mnozin jsou méfitelné mnoziny.

Definice 2.3 (Nahodna veli¢ina). MéFitelné zobrazeni X : (2, A, P) — (M, B) nazyvdme ndhodnd veli¢ina.

Znaceni. Naddile pro pevné w € € budeme konkrétni realizaci ndhodné veli¢iny znacit jako X (w).

Definice 2.4 (Borelovska o-algebra). Borelovskd o-algebra By je nejmensi o-algebra obsahujici oteviené mno-
ziny na prostoru realnych c¢isel R.

Poznamka. By zfejmé kromé otevienych intervalii obsahuje i vSechny uzaviené a polouzaviené intervaly na R,
nebot pro a < b lze psat

[a,b] = (—00,b] \ (—00,a) = [R\ (b, 00)] \ (=00, a).
Analogicky [a,b) = (—o00,b) \ (—o0,a) a (a,b] = (a,00) \ (b, 00).
Priklad 2.1. Volby mnoziny M.
(i) M =R... redlnd ndhodn4 veli¢ina X = X (w) pfifazuje elementarnim jevim w € ) redlna ¢isla;

(i) M =R"... zde madme ndhodny vektor X = (X1, ..., X,,) s ndhodnymi veli¢inami X; = X;(w), w € Q,
kdei=1,...,n;

(ili) M =R ... prostor posloupnosti redlnych ¢isel s ndhodnou posloupnosti X = { X7, Xo, ...} a ndhodnymi
veliéinami X; = X;(w), we Q,i=1,2,...;

(iv) M = C(RY)... prostor spojitych funkei na [0,00) s ndhodnym procesem X = {X;, t > 0}, kde X; =
Xi(w), we Q. A

Definice 2.5 (Mira). Necht (M, B) je méfitelny prostor. Funkce p : B — Rt se nazyva mira, pokud plati, Ze
(i) u(®) =0,
(ii) pokud B; N B; =0 pro By, Bs,... € B, i # j, potom
1 (U BZ) =) u(B).
i=1 i=1

Pozndmka. Mira je zfejmé nezdpornd, o-aditivni funkce. Kolmogorovova definice (definice 1.3) definuje prav-
dépodobnost jako miru na (2,.4).

Definice 2.6 (Vlastnosti miry). Uvazujme méfitelny prostor (M, B) s mirami u, Px.

(i) p se nazyva o-koneénd, pokud existuji By, Ba,... € B takové, ze u(B;) < oo pro vSechna i a plati
Uz, Bi =M.

(ii) Px se nazyva absolutné spojitd vzhledem k p, pokud plati, ze kdyz p(B) = 0, potom Px(B) = 0 pro
vsechny B € B.



Definice 2.7 (Pravdépodobnostni rozdéleni). Pravdépodobnostnim rozdélenim nadhodné veli¢iny X : (2, 4) —
(M, B) rozumime miru Px indukovanou ndhodnou veli¢inou X na (M, B) ve smyslu

Px(B)=P[{w: X(w)€e B}]=P[X €B], BeB.
Poznamka. Ziejmé {w : X(w) € B} = X 1(B) € A je ndhodny jev, kterému pfi zobrazeni X odpovid4
mnozina B € B. Tedy X transformuje prostor ({2, .4, P) na prostor (M, B, Px).

Véta 2.1 (O pfenosu integrace). Necht X : (2, A) — (M, B) je ndhodnd velicina a h : (M,B) — (R, By) je
meritelnd funkce. Pak plati

| 1(X@) aP@) = [ ha)apy(a).

M
Drikaz. Vynechan. O

Véta 2.2 (Radonova-Nikodymova véta). Necht X : (Q,A) — (M, B) je nahodnd velicina a h : (M,B) —
(R, By) je méritelnd funkce. Ddle necht p je o-konecnd mira na (M, B) a necht Px je absolutné spojitd vzhledem
k . Pak existuje nezdpornd méritelnd funkce fx : (M,B) — (R, By) takovd, Ze plati

(/;ldx)dPX(x):‘/}lﬂx)fx(x)du(x)

M

Drikaz. Vynechan. O

Pozndmka. Funkce fx(z) je uréena jednoznacné u-skoro vsude, tedy skoro vSude vzhledem k p. Existuje-li
tedy funkce g(x) s vlastnostmi funkce fx(x) z véty 2.2, tak g(z) = fx(z) pro vSechna x € (M \ N), kde
n(N) = 0.

Definice 2.8 (Hustota ndhodné veli¢iny). Funkce fx(x) z véty 2.2 se nazyvd hustota ndhodné veli¢iny X
vzhledem k p.

Poznamka. Specialné,
1; x€ B,
0; ¢ B

pro néjakou mnozinu B € B.

Dusledek 2.1. Hustota jednoznacne urcuje pravdeépodobnostni rozdéleni ndahodné veliciny X.

Diikaz. Dle véty 2.1 mame

[ 12(X(@) 4P) = [ Ta()dPx(e) = [ 1aPx(e) = Px(B) = P(X € B]
Q M B

a dle véty 2.2 potom

Pmem:/

Lo(e) fx (o) dule) = [ fx(o) duo). =
M B

Umluva. Naddle woazujme redlnou ndhodnou velicinu X : (2, A) — (R, By).

Poznadmka (Miry na (R, By)).

(i) Lebesgueova mira je definovdna skrze ur((a,b]) = b — a pro vSechna a < b € R. (Staci definovat na
generdtoru borelovské o-algebry.)

(ii) Necht F' je dand neklesajici zprava spojita redlnd funkce takovd, ze

lim F(z)=0, lim F(z)=1.

r—r—00 Tr—>00

Lebesgueovu-Stieltjesovu miru pak definujeme jako pp((a,b]) = F(b) — F(a) pro vSechna a < b € R.



(iii) Necht S = {z1,72,...} C R je nejvyse spocetnd mnozina realnych ¢isel. Citaci miru definujeme jako

ps(B) =#{i:x; € B} = lIp(x;)

i=1
pro B € By, tedy pocet bodii z nosice S, které se nachézeji v mnoziné B.
Definice 2.9 (Diskrétni a spojitd ndhodnd veli¢ina). Je-li Px absolutné spojitd vzhledem k ¢itaci mite ug, pak

udava diskrétni pravdépodobnostni rozdéleni a X nazyvame diskrétni ndhodnd velicina. Pro diskrétni velic¢iny
apro S = {x1,22,...} C R je hustota vzhledem k pug charakterizovdna posloupnost{ pravdépodobnosti

O<pi=PX=uxz]<1,i=1,2,...

Pro B € By pak plati

Px(B)=P[X € Bl =) Iplw)pi= Y b

z; €S z;EBNS

a pro B =S mame

Je-li Px absolutné spojita vzhledem k Lebesgueové mire uy,, pak udava spojité pravdépodobnostni rozdéleni a
X nazyvame spojitd nahodnd velicina. Pro spojité ndhodné veli¢iny je hustota vzhledem k pj, nezaporna funkce
fx : R — R. Pro B € By pak plati

oo

Px(B) = P[X € B :/

— 00

hmhmwzémmm,

a pro B = R mame
/ fx(z)dz = 1.

Definice 2.10 (Distribu¢ni funkce). Funkce Fx(z) = P[X < z], € R se nazyva distribucni funkce ndhodné
veliciny X.

Poznamky:.
(i) Pravdépodobnostni rozdéleni redlné ndhodné veliciny X lze chapat jako systém pravdépodobnosti
{Px(B): B € By}.
Je-li tedy dano pravdépodobnostni rozdéleni, je jim urc¢ena distribu¢ni funkce, nebot
P[X < 2] = Px[(—o0,]],
kde interval (—oo, ] je specidlni pripad B € By.

(ii) Opaé¢nd implikace, tedy ze distribuéni funkce Fx jednoznacéné urcuje pravdépodobnostni rozdéleni Py,
souvisi s tim, Ze intervaly (—oo,z] lze poloZit jako generdtory borelovské o-algebry By. Miru Px lze
jednoznacné rozsirit z téchto generatort na celou By.

(iii) Z¥ejmé

(a) pro diskrétni ndhodné velic¢iny je Fx(x) = >, p; po Castech konstantni (s¢itame pies ¢ spliujici
Ti < T);

(b) pro spojité ndhodné veli¢iny je Fx(z) = ffoo fx (u) du spojité.

(iv) Pro vztah distribuéni funkce Fx a hustoty fx plati

/Q h(X (w)) dP(w) = /M h(z) dPx () = /M h(z) fx(z) du(z) = / h(z) dFx (z).

—o0
Prvni rovnost plyne z véty 2.1, druha rovnost plyne z véty 2.2 a ve tfeti rovnosti pouzijeme M = R. Posledni
integral je Lebesguetv-Stieltjestuv integral. Navic, fx(z) = Fi%(x) pro spojitou ndhodnou veli¢inu X a
z eR.



Véta 2.3 (Zakladni vlastnosti distribucni funkce). Pro distribucni funkci Fx(z), x € R plati, Ze

(i) je neklesajici,

(ii) je zprava spojitd,

(#ii) lim, o Fx(z) =0,

(iv) lim, 4o Fx(z) = 1.
Diikaz.

(i) Polozme x < y. Pak z nerovnosti X < z plyne, ze X <y, a dle véty 1.2 potom

PIX <z]=Fx(z) < Fx(y) = P[X <yl
Tedy Fx je neklesajici.
(ii) Pro n — oo méme
Tn =1+ 1 — T,
n

a proto

lim Fx(z,)= lim P[ng—Fl] =P = P[X <z] = Fx(x).
n

Ty —sxT n—»o00

X 1
Dl(XSar‘i‘n)

Tedy Fx je zprava spojitd. Druhda rovnost plyne z véty 1.3.

(iii) Pocitejme:

lim_Fx(z)= lm P[X<-n]=P OI(X <-n)| =P[0] =0
Druha rovnost plyne z véty 1.3.
(iv) Pocitejme:
1 frd 1 < frng < frng frng
lim Fx(z)= lim P[X <n]=P Ul(X n)| =P[O =1
n=

Druhé rovnost plyne z véty 1.3.
Poznamka. V diikazu vyse je pro n — oo
(i) X <z+ % nerostouci posloupnost ndhodnych jevu,
(ii) X < —n nerostouci posloupnost ndhodnych jev,
(iii) X < n neklesajici posloupnost ndhodnych jevi.
Véta 2.4 (Pravdépodobnost jednobodové mnoziny). Necht Fx (z) je distribucni funkce a oznacme

Fx(z7)= lim Fx(y).

y-}.’l)_
Potom pro x € R plati

P[X =z] = Fx(z) — Fx(z7).
Dikaz. Mtzeme psat

Fx(z7)= lim FX<:E—1>: lim P{X<x—rll}:P

> 1

n=1

Potom ztejmé

PX <z]=Fx(z)=P[X =2]+ P X <z] = P[X =2]=Fx(z)— P[X <z

10



Daisledek 2.2.
(i) Distribucéni funkce Fx je spojitd prdvé tehdy, kdyZ P|X = x| = 0 pro vSechna x € R.
(i) Md-li Fx body nespojitosti, je funkci skoki, pricemz velikost skoku v bodé x je P[X = x].

Véta 2.5 (Body nespojitosti distribu¢ni{ funkce). Distribucni funkce Fx (z), v € R md nejvgse spocetné mnoho
bodi nespojitosti.

Dikaz. Ozna¢me )
Nn:{xER:P[X:x}>},

n
kde n = 2 3,... Protoze 0 < Fx(z) < 1, mnozina N,, obsahuje nejvyse n — 1 bodt, v nichZ je skok o velikosti
veétsi nez ; Polozme

o0

N=J N,

n=2
jako mnozinu bodu, v nichz ma Fx skok, N = {# € R: P[X = x| # 0}. Vzhledem k tomu, Ze N je spodetné
sjednoceni koneénych mnozin, obsahuje nejvyse spocetné mnoho bodua x € R. O
Shrnuti.
Diskrétni nahodnd veli¢ina mé hustotu vzhledem k éitaci mite ps (kde S = {z1,z2,...} C R je nejvyse
spoCetnd), takze nabyva hodnot x1,zs,..., jez jsou body nespojitosti funkce Fly, kterd ma skoky o velikosti

pZ:P[XZJTZ],Z:172,

Spojitd ndhodnd veli¢ina ma hustotu fx (z) vzhledem k Lebesgueové mife up, takze nabyva hodnot x € (a,b),
kde —oco < a < b < o0, pricemz fx(z) > 0 pro z € (a,b) a fx(z) = 0 jinak. Zdroven Fx(z) je spojitd a rostouci
na (a,b) a plati

b
/ fx@dz=1, fx(z) = Fy(x), z € (a,b).

Véta 2.6 (Pravdépodobnost intervalu). Necht X je redlnd ndhodnd veli¢ina s distribucéni funkci Fx (x) a necht
a,b € R, a <b. Pak plati
Pla < X <b] = Fx(b) — Fx(a).

Diikaz. Ozna¢me ndhodny jev A : X < a a ndhodny jev B : X <b. Ztejmé A C B a plati

Pla < X <b] = P[ANB] = P[B\ A] = P[B] — P[A] = Fx(b) — Fx(a).
Treti rovnost plati podle bodu (iii) véty 1.2. O
Poznamka. Vzhledem k disledku 2.2 plati u spojité ndhodné veliciny X

Pla< X <bl=Pla<X <b=Pla<X <b=Pla<X <

= Fx(b) /fX dx—/ fx(z
Z/a [x(z)dx

Definice 2.11 (Kvantilova funkce). Necht X je redlnd ndhodna veli¢ina a Fx(z), € R jeji distribu¢ni funkce.
Funkce Fy'(u) = inf{x : Fx(x) > u}, u € (0,1) se nazyva kvantilovd funkce.

Poznamka. Kvantilova funkce jednoznacné urcuje distribuc¢ni funkei, a tedy i pravdépodobnostni rozdéleni
ndhodné veli¢iny X. Je neklesajici a zleva spojitd. U spojitych ndhodnych veli¢in je F'y ! inverzni funkef k Fy.
V takovém piipadé ziejmé pro a € (0, 1) plati

P[X < Fx'(a)] = Fx [Fy' ()] = .

Definice 2.12 (Kvantil). Necht X je redlnd ndhodnd veli¢ina, Fx jeji distribu¢ni funkce a o € (0,1). Redlné
islo ux («) splitujict
Fxlux(e)] 2 o, Fx[ux(a)7]<a

nazyvame «-kvantil.

11



Poznamky.

(i) P¥i oznadeni
Fxlux(a)7]= lim  Fx(y)

y—rux (o)~

méame dle véty 2.4
PIX <ux(a)] > a, P[X <ux(a)] <a.

(ii) Definici 2.12 nenf a-kvantil uréen jednozna¢né. Hodnota kvantilové funkce Fi'(a) je jednim z a-kvantili.
U spojitych ndhodnych veli¢in je ux (o) = F);l(a) jediny a-kvantil.

Priklad 2.2.

(v) a=0.01... ux(0.01)... 1. percentil,

(i) @ =0.75... ux(0.75)... 3. (horni) kvartil,
(ii) @« =0.50... ux(0.50) ... medién,
(iii) @« =0.25... ux(0.25)... 1. (dolni) kvartil,
(iv) @« =0.10... ux(0.10)... 1. decil,
) (0.01)
)

(vi) percentil lze pouZit jako synonymum pro kvantil. A

2.2. Momenty realné nidhodné veliCiny

Definice 2.13 (Stfedni hodnota). Stredni hodnotu ndhodné veli¢iny X definujeme pfedpisem

- [ ¥)are)

pokud takovy integral existuje.
Poznamky.

(i) Pro X : (,A) — (R, Byp) a h(z) =z, z € R plyne z véty 2.1 a véty 2.2, ze

plx) - | " ofx (@) dul).

— 00

(ii) Pro méfitelnou funkei h : (R, By) — (R, Bp) méme

B = [ hx)are) = [ " he) fx (@) du().

Q

(iii) Pro diskrétni ndhodnou veli¢inu, kdy p = pg, mame
X] = inpia

tedy stfedni hodnota je vazeny primér hodnot, kterych X nabyva, s vahami p; = P[X = x;], i =1,2,...,
prifemz S = {x1,xa,...} je nosi¢. V tomto piipadé pak

= Z h(x:)pi
(iv) Pro spojitou ndhodnou veli¢inu, kdy p = pr,, méame
E[X] = / xfx(x)dz.

— 00

Zde integrujeme ptes obor, na kterém je f(x) > 0, coZ je obor hodnot, kterych X nabyva. Plati pak tedy

N= [ h@rx ds

12



(v) Stredni hodnota ma vyznam trovné, kolem které ndhodna veli¢ina kolisd. Je tzv. mérou polohy. Znaceni
souvisi s anglickym expectation, expected value. Samotna stiedni hodnota neposkytuje dostatecnou in-
formaci o hodnotach ndhodné veli¢iny, protoze ndhodna veli¢ina muze kolem své stredni hodnoty kolisat
s riznym rozsahem.

Umluva. Naddle budeme znacit LP(Q) jako mnoZinu redlngch néhodnyjch velicin, pro které E|X|P < oc.
Véta 2.7 (Vlastnosti stiedni hodnoty). Necht X,Y € LY(Q). Potom plati

(1) Ela+bX +cY] =a+bE[X] + cE[Y], a,b,c € R;

(ii) pokud P[X <Y] =1, potom E[X] < E[Y];
(iii) pokud existuje p € R, Ze pro vsechna x € R plati fx(p —x) = fx(u+ x), potom E[X] = p. (symetrie)
Diikaz.

(i) Plyne z toho, Ze integral je linedrni funkciondl.

(ii) Vynechan.

(iii) Vyuzijeme symetrie hustoty kolem svislé osy v bodé . Pfedpokladejme bez jmy na obecnosti, Ze pu = 0.
Potom

0 [e%s)
BIX] = [ afs@)du@ + [ afe(@ duta)

— 00

= [ ot D) + [ e duta)

)
—— [ ) )+ [ ape(@) duta)
= 0.
V prvni tpravé integralu byla pouzita substituce * = —zx, ve druhé potom symetrie fx. O
Poznamka. Specidlné pro stfedni hodnotu plati za predpokladu z véty 2.7 nasledujici vztahy.
(i) Ela) =a, a € R; (iii) FlaX]=aF[X], a € R;

(i) Ela+ X]=a+ E[X], a € R; (iv) E[X +Y] = E[X] + E[Y];

(v) EX, Xi] =" E[X]);, pokud X; € L' (Q),i=1,...,m;
(vi) E[> 0, X, =Yoo E[X];, pokud X; € L'(Q),i=1,....,na ), E[X]; < co.
Poznamka. Je-li X spojitd ndhodnd veli¢ina a fx symetricka kolem g, pak podle véty 2.7 plati
EX]=pn

a dle poznadmky za definici 2.11 pro medidn Z = uX(%) plati

refux (3)] =3 =/_1fx(x)dff=/; Fx(z)d,

nebot ffooo fx(x)dx = 1. Z toho plyne, Ze fx musi byt symetricka kolem Z, a tedy p = E[X] =& = ux(3)-

Definice 2.14 (Momenty). Stiedni hodnota E[X]* = 1} se nazyvéa k-t moment ndhodné veli¢iny X. Definu-
jeme také E|X|¥ jako k-tj absolutni moment a E[X — E[X]]* = uy jako k-ty centrdlni moment.

Poznamky. Momenty nemusi vzdy existovat.
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(i) Uvazujme diskrétni ndhodnou veli¢inu s pravdépodobnostnim rozdélenim

; 1
J?i=2l, plzp[XZ.Iz]:?, 22172,

Potom

o=

;pizl =1, E[X]:;2?.

DO

Zde tedy E[X] neni konecni.

(ii) Uvazujme spojitou ndhodnou veli¢inu s pravdépodobnostnim rozdélenim s hustotou

1 1
@ =t

[ = ([ g = Lz, = L (5 (1)) =1

z € R.

Pak plati

ale stfedni hodnota

o0 o0

EX] = / rfx(x)de = 1 (/ xdx) = [Substituce: l+ai=t,a=+vt—1, do =
o

e oo L+ 22

o () = ([ 5e) - o

neni konecn4.

W
20— 1

Definice 2.15 (Rozptyl, smérodatni odchylka). Druhy centraln{ moment
Var[X] = 0? = E[X — E[X]]?
se nazyva rozptyl ndhodné veliciny X. Smeérodatnd odchylka je potom definovana jako
Var[X] =0 > 0.

Poznamka. Rozptyl méri rozsah kolisdni ndhodné veli¢iny kolem jeji stfedni hodnoty. Je tzv. mérou varia-
bility. V pripadé, Ze chceme mit miru variability ve stejnych jednotkach jako ndhodnou veli¢inu, pouzijeme
smérodatnou odchylku o nebo stiedn{ absolutni odchylku E|X — E[X]|.

Véta 2.8 (Vlastnosti rozptylu). Necht X € L?(2). Potom plati

(i) Var[a + bX] = b? Var[X], a,b € R;

(ii) Var[X] = B[X]* — (E[X])*;

(i) Var[X] > 0;

(iv) Var[X] = 0 prdvé tehdy, kdyz existuje p € R takové, Ze P[X = p] = 1.
Diikaz.

(i) Var[a+ bX] = E[a +bX — E[a + bX]]? = E[b*(X — E[X])?] = V’E[X — E[X]]? = b* Var[X].
Druhé a treti rovnost plyne z véty 2.7.

(ii) Var[X] = E[X? - 2XE[X] + (E[X])?] = E[X]? - 2E[X|E[X] + (E[X])? = E[X]? — (E[X])?.
Druh4 rovnost opét plyne z véty 2.7.

(iii) Var[X] = E[X — E[X]]? > 0 zfejmé z vlastnosti integralu (integral z nezdpornych hodnot je nezdporny).

(iv) Var[X] = 0 je ekvivalentni s E[X — E[X]]? = 0, a to plat{ pravé tehdy (podle véty 2.1 a definice 2.13),

kdyz [7 (X — E[X])?dPx(x) =0, coZ je ekvivalentni s P[X = E[X]] =1 a E[X] = p. O
Definice 2.16 (Sikmost a $pi¢atost). Sikmost nahodné veli¢iny X je definovana predpisem
Y3 = M%
o
Spicatost je definovina predpisem
Y4 = %-
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Poznamky. Sikmost ma vliv na symetrii hustoty.

(i) Pro 73 > 0 je hustota zeSikmend doprava a X s nezanedbatelnou pravdépodobnosti nabyva extrémné
velkych hodnot.

(ii) Pro 3 = 0 je hustota symetrick.

(iii) Pro s < 0 je hustota zesikmen4 doleva a X s nezanedbatelnou pravdépodobnosti nabyva extrémné malych

hodnot.

(a) Sikmost kladnd, v3 > 0 (b) Sikmost nulova, v3 = 0 (c) Sikmost zaporna, y3 < 0

Obrazek 2.1: Ilustrace sikmosti pro rtizné s

Poznamky. Spicatost ma vliv na koncentraci hustoty.
(i) Pro 74 velké méa rozdéleni t&zké konce (chvosty), jedna se o tzv. Spicaté neboli leptokurtické rozdélen.

(ii) Pro 4 malé mé rozdéleni plochou hustotu, jednd se o tzv. ploché neboli platykurtické rozdéleni.

(a) Spicaté rozdéleni, y4 >> 0 (b) Ploché rozdéleni, v4 ~ 0

Obrazek 2.2: Ilustrace Spicatosti pro rizné vy

Véta 2.9 (Jensenova nerovnost). Necht g je konvexni funkce na intervalu (a,b), —oo < a < b < o0, a X € L'(Q)
je nahodnd velicina takovd, Ze Pla < X < bl =1 a E[g(X)] ezistuje. Pak plati E[g(X)] > g(E[X]), pricemZ
rovnost nastdvd pravé tehdy, kdyz g je linedrni (nebo konstantni) funkci na (a,b).

Diikaz. Plati, ze pokud g(z) je konvexni na (a, b), potom g(z) je spojita na (a,b). Oznaéme E[X] = u, b, = ¢’ (1),

pokud tato prvn{ derivace existuje, a b, = $[¢'(u—) — ¢'(u+)] jinak. Z konvexity g(z) plyne

9(x) > g(p) +bu(z —p), =€ (ab). (2.1)

Necht nyni X je ndhodnd veli¢ina a aplikujeme nerovnost (2.1) na stfedn{ hodnotu. S vyuzitim véty 2.7
dostaneme

Elg(X)] = g(E[X]) + bu(E[X] = ),
kde E[X] — = 0. Rovnost E[g(X)] = ¢g(E[X]) nastdva pfi rovnosti v (2.1). Necht tedy v (2.1) plati rovnost.
Potom je g(z) linedrni funkci ve tvaru
9(z) = g(p) +buz — byp.
Necht naopak g(z) = ¢+ dz, = € (a,b). Potom
Elg(X)] = ¢+ dE[X] = c+dp = g(p) = g(E[X]).

Pii d =0 je g(x) = ¢, = € (a,b) konstantni funkce. O
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Diisledek 2.3. E[X]? > (E[X])2, tedy Var[X] > 0 pro X € L*(Q).

Diikaz. PoloZime g(x) = 22, ddle dle vét 2.8 a 2.9. O
Diisledek 2.4. E[ln X] < In(E[X]) pro X € L}(Q), n X € L}(Q), P[X > 0] = 1.

Dikaz. Polozime g(z) = —Inx, coz je konvexni, a podle vét 2.7 a 2.9 mame

E[-InX]=-E[lnX] > —In(E[X]) = In(E[X]) > E[In X]. O

Disledek 2.5. (E[|X|P]))? > (E[|X|9)7 prop > q > 0.

Diikaz. Polozime g(y) = y§7 coz je konvexni pro p > ¢, a Y = | X|?. Potom dle véty 2.9

P
q

Elg(Y)] = E [|X|"| = E[IXV"] = g(E[Y]) = (B[ X]")
Odtud
(E[IX[P)7 > (E[|X])7. 0
Dusledek 2.6. Pokud E[|X|P] < oo, pak také E[|X|?] < co pro p > q > 0.

Diikaz. Dle dusledku 2.5 mame

E[ X7 = (E[1X]%])
pro p > g > 0. Tedy jestlize X € LP(2), potom téz X € LI(Q2) pro p > q > 0. O
Véta 2.10 (Markovova nerovnost). Necht X € LP(Q). Potom pro libovolné € > 0 plati

E[|X|P
eb
Dikaz. Pocitejme:

o0

B = [ el rx@)an) = |

— 00 — 00

|z[P dPyx (z) > 5”/ 1dPx(z) = e Px[{z : |2| > €}] = ePP[|X]| > €].

lz|>e

Prvni rovnost plati dle poznamky (ii) za definici 2.13, druhd rovnost plyne z véty 2.2, predposledni rovnost
potom z dusledku 2.1. O

Diisledek 2.7 (Cebysevova nerovnost). Necht X € L%(Q). Potom pro libovolné ¢ > 0 plati

X
PlX — Bx] 2 o) < Y5
Diikaz. Ve vété 2.10 zvolime p =2 a Y = X — E[X]. Zfejmé pak Var[X] = E [|X — E[X][*] = E[|Y|?]. O

Diisledek 2.8 (Pravidlo 20 a 30). Necht X € L*(Q), Var[X] = o2. Potom plati

PIX — E[X]| > 20] < -, P[|X - E[X]| > 30] <

=
O =

Diikaz. V Cebysevové nerovnosti zvolime & = 20, resp. € = 30. O
Piiklad 2.3. Vidime, Ze o jako mira variability souvisi s kolisdénim X kolem FE[X] jakozto miry polohy.
Napriklad

P[E[X] —30 < X < E[X] +30] =1 — P[|X — E[X]| > 30] > =. A

©| oo

Definice 2.17 (Vytvorujici funkce posloupnosti pravdépodobnosti). Uvazujme diskrétni rozdéleni s posloup-
nosti pravdépodobnosti pg, p1,p2, ..., kde 0 < pr, < 1 pro vSechna k =0,1,2,..., EZO:O pr = 1. Funkce

p(x) = pra®
k=0

se nazyva vytvorujici funkce posloupnosti pravdépodobnosti.
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Véta 2.11 (Vypocet stiedni hodnoty diskrétni ndhodné veli¢iny). Necht ndhodnd velicina X € L'(Q) md
diskrétni rozdéleni definované pravdépodobnostmi pr, = P[X = k], kde k = 0,1,2,... Pak plati E[X] = p'(1).

Drikaz. Po derivaci vytvorujici funkce dostaneme
(o)
p(x) =) kppa™!
k=1

a ihned ziskame

P(1)=> kpe = E[X]. a
k=0
Poznamka. Postupnym derivovanim lze ukézat, ze p(k)(O) = klpg, kde k = 1,2,..., tedy ze se vytvori
posloupnost pravdépodobnosti
oo
P0) =) kp0" ' =py,
k=1
p"(0) = Z E(k — 1)pr0F=2 = 2! py,

B
I|

2

pF0) =56 — 1) (= k+ Dp;0* 7 = k(k—1) - 1py = k! py.
j=k

Pro j = k v tpravach klademe 07 = 0° = 1.

Definice 2.18 (Momentov4 vytvorujici funkce). Necht X je redlnd ndhodn4 veli¢ina. Funkce My (t) = E [e
t € R se nazyva momentovd vytvorujici funkce ndhodné velic¢iny X.

tX]

)

Véta 2.12 (Vlastnosti momentové vytvorujici funkce). Necht existuje b > 0 takové, Ze Mx (t) < oo, t € (=b,b).
Potom plati

(i) Mx md spojité derivace vech 1ddi na (—b,b);
(i) M) (0) = pf, < o0 prok=1,2,...;
(iii) pro viechna t € (—b,b) plati N
Mx(t) = Z %M;m
k=0
kde Tada konverguje absolutné;
(iv) pokud pro vSechna t € (—b,b) plati Mx (t) = My (t), potom plati také Fx(x) = Fy(z) pro vSechna = € R;
(v) Myysx(t) = e Mx(st) pror,s € R.
Diikaz.
(i) - (iv) jsou vynechény.
(v) 7Z definice 2.18 a véty 2.7 plyne

Mr+sX(t) - F |:et(T+SX):| — ertE I:QStX} — ertMX(St). 0

Pozndmka. Ve vété 2.12 body (ii) a (iii) ukazuji, ze pomoci Mx se vytvaii posloupnost momentt, a to
derivovdnim nebo rozvojem v fadu. Bod (iv) ukazuje, Ze shoda momentovych vytvorujicich funkei ndhodnych
velicin X a Y znamend shodu pravdépodobnostnich rozdéleni téchto nahodnych veli¢in.

Definice 2.19 (Charakteristicka funkce). Necht X je redlna ndhodnd veli¢ina. Funkce Ux (t) = E [¢"X] , t € R
se nazyva charakteristickd funkce ndhodné veli¢iny X.
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Poznamka. Charakteristickd funkce Ux (na rozdil od Mx) jako integrél vzdy existuje. D4 se pro ni dokdzat
analogie véty 2.12. Jak Mx (pokud existuje), tak ¥Ux jednoznacné urcuji pravdépodobnostni rozdéleni ndhodné
veli¢iny X.
Definice 2.20 (Kovariance). Pro ndhodné veli¢iny X,Y € L?(Q) definujeme kovarianci predpisem
cov(X,Y) = E[(X — E[X))(Y — E[Y])]

Véta 2.13 (Vlastnosti kovariance). Necht X,Y,Z € L?(Q). Potom plati

(i) cov(X, X) = Var[X];
(i) cov

Y) =cov(Y, X);

(X,
(X,
(iii) cov(X,Y) = E[XY] - E[X|E[Y];
(iv) cov(a+ bX,c+dY) =bdcov(X,Y) pro a,b,c,d € R;
(v) cov(X +Y,7Z) = cov(X, Z) + cov(Y, Z).
Dikaz.
(i) Zfejmé dle definice 2.15.
(ii) Zfejmé dle definice 2.20.
(iii) Analogicky jako v dukazu bodu (ii) véty 2.8.
(iv) Analogicky jako v diikazu bodu (i) véty 2.8.
(v) Ztejmé dle definice 2.20 a véty 2.7. O
Véta 2.14 (Rozptyl souctu a rozdilu). Necht X,Y € L?*(2). Potom plati
Var[X + Y] = Var[X] 4 Var[Y] £ 2 cov(X,Y).
Dikaz. Pro soucet lze psat
Var[X + Y] = E[(X +Y) - E[X + Y]* = E[(X — E[X]) + (Y — E[Y])]?
= E(X — E[X]))*>+ E(Y — E[Y])* + 2E[(X — E[X])(Y — E[Y])]
= Var[X] + Var[Y] + 2 cov(X,Y).
Prvni rovnost plati dle definice 2.15, druhd rovnost plyne z véty 2.7. Pro rozdil je dukaz analogicky. O
Poznamka. Indukeci Ize pro Xy, ..., X, € L?(Q) dokézat, Ze

ZXZ-] = ZVar[XZ-} ZZ cov(X;, X;) ZZCOV(XivXj)
i=1 i=1 =1 j=1

i=1 j=1

Var

Definice 2.21 (Korela¢n{ koeficient). Necht X,Y € L?(Q), Var[X] > 0, Var[Y] > 0. Potom korelacni koeficient
definujeme predpisem
cov(X,Y)

cor(X,Y) = =
( ) =pxy Var[X] Var[Y]
Cviceni. Uvazujme X,Y € L?(Q2) takové, ze Var[X] > 0, Var[Y] > 0.
(i) Dokazte, ze
X - E[X]
Var[X]

Var

(ii) Dokazte, ze
X - E[X]
Var[X]
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(iii) Dokazte, Ze
(X — EX])(Y — E[Y])
Var[X] Var[Y]

pxy =FE

Cw(XEm}Ymm>
VVar[X] " \/Var[Y] )

Resent.

(i) Uvédomime si, ze E[X] < oo a Var[X] > 0 jsou redlnd ¢isla. Pouzijeme tedy bod (i) z véty 2.8 a dostaneme

Jx-mx] o T
Ve | A |~ Vg T BRI = e Vel =1
(ii) Podle bodu (i) véty 2.7 mame
XBX L (px] - BX)) = —— —0,
Var[X] Var[X] (B[X] [XD) Var[X]

(iif) K dikazu prvni rovnosti vyuzijeme definici kovariance a vlastnosti stfedni hodnoty a ziskdme

e eoX) :JWX—EWMY—HHH:EVX—EWMY—HH)
’ v/ Var[X] Var[Y] / Var[X] Var[Y] Var[X] Var[Y]

Ve druhé rovnosti uplatnime bod (iii) véty 2.13 a také bod (ii) tohoto cvifeni a dostaneme

Cw(X—Em]Y—mﬂ>:E
VVar[X] " /Var[Y]

X - E[X] Y- E[Y]
V/Var[X] /Var[Y]

X - E[X]
Var[X]

Y - E[Y]
Var[Y]

(X - EX))(Y - E[Y])
Var[X] Var[Y]

=F

Véta 2.15 (Vlastnosti korelaéniho koeficientu). Necht X, Y € L?(Q2), Var[X] > 0, Var[Y] > 0. Potom plati
(i) px,x =1;
(i) patvx,c+dy = sgn(bd)px,y pro a,b,c,d € R a bd # 0;
(i) —1<pxy <1,
(v) pxy = £1 prdvé tehdy, kdyZY = a £ bX, kde b > 0.
Diikaz.
(i) Zfejmé dle definice 2.21 a bodu (i) véty 2.13.
(ii) Za pouziti véty 2.13 a véty 2.8 pocitejme:

B bd cov(X,Y) ~bd _ bd — sen(bd)
Pa+tbX,c+dY \/bz Var[X]d2 Var[Y] \/(bd)Q PXY Ibd| PX)y =58 PX)Y-

(iii) Pouzijeme Cauchyho-Schwarzovu nerovnost, podle které
(E[(X - EIX])(Y - E[Y])])* < E[X - E[X]PE[Y - E[Y]]*.

7 toho plyne, ze plati také
|cov(X,Y)| < 4/ Var[X] Var[Y],

a to je ekvivalentni s tim, Ze |px,y| < 1. Je navic podle diisledku 2.6 ziejmé, Ze pokud E[X]? < oo, tak
také F[X] < oo.
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(iv) Uvazujme opét Cauchyho-Schwarzovu nerovnost
(B(X — BX])(Y — EY]))? < B[X — EX]PE[Y - B[],
Rovnost zde nastava prave tehdy, kdyz
Y — E[Y] = b(X — E[X]),

neboli pravé tehdy, kdyz
Y = E[Y] — bE[X]+bX.
Oznaéme o = E[Y] — bE[X]. Potom plati, ze

b> 0,

= sgn(b) _ph
PX,a+bX = Sg PX, X = 1. b<0
podle bodu (i) a (ii). O

Pozndmka. Vlastnost (ii) znamend, Ze korelaéni koeficient nezdvis{ na jednotkéch, ve kterych X a Y mé-
ifme. Zaroven z vlastnosti (iii) plyne, ze pokud X,Y € L2(Q2), tak Var[X] < oo, Var[Y] < oo, a proto také
cov(X,Y) < oo.

Definice 2.22 (Nekorelované ndhodné veli¢iny). Necht X,Y € L*(Q), Var[X] > 0, Var[Y] > 0. Je-li px .y = 0,
oznacujeme ndhodné veliciny X, Y jako nekorelované.

Poznamka. Korela¢ni koeficient méri silu linearni zavislosti mezi velicinami X a Y. Nekorelovanost znamena,
ze bud mezi X a Y neni zadna zavislost, nebo je mezi nimi zavislost nelinedrni.

2.3. Nezavislost nahodnych velicin

Definice 2.23 (Nezédvislé ndhodné veli¢iny). Redlné ndhodné veli¢iny X, Xo,... nazveme nezdvislé, pokud
jsou pro libovolné mnoziny By, Bo, ... € By ndhodné jevy X; € B; nezavislé. Pro pevné n € N fekneme, Ze jsou
nahodné veli¢iny X7, ..., X, nezavislé, pokud pro By, ..., B, € By plati, ze

P ﬂ(Xi € B)| = HP[Xi € Bj].
i=1 i=1
Definice 2.24 (SdruZend a margindln{ distribuéni funkce). Funkce F'(z1,...,z,) = P[X1 < z1,..., X, < z,]
se nazyva sdrufend distribucni funkce ndhodnych veli¢in X, ..., X,,. Distribu¢ni funkce F,(x),...,Fx, (x)

jednotlivych veli¢in nazyvame marginalni distribucni funkce.

Véta 2.16 (Nezavislost ndhodnych veli¢in pomoci distribuénich funkef). Ndhodné veliciny X1, ..., X, jsou
nezdvislé pravé tehdy, kdyz plati
F(zy,...,xn) = Fx,(z1) - Fx,, (zn)

pro vsechna x1,...,x, € R.

Diikaz. Pro ovéteni implikace zleva doprava staéi zvolit B; = (—oo, z;] v definici 2.23. Implikace zprava doleva
pak plyne z toho, ze distribu¢ni{ funkece jednozna¢né uréuje pravdépodobnostni rozdéleni (ve smyslu pozndmky

(ii) za definici 2.10). O
Definice 2.25 (Sdruzené a margindln{ pravdépodobnosti). Necht Xi,..., X, jsou diskrétni ndhodné velic¢iny s
hodnotami z; € S;, kde i = 1,...,n. Potom P[X; = x1,...,X, = z,] nazyvdme sdruZené pravdépodobnosti a

P[X; = x;] nazyvame margindlni pravdépodobnosti.
Poznamky.
(i) Pro sdruzenou pravdépodobnost plati
0< P[Xy) =m1,...,Xn =2, <1,

kde x; € S; proi=1,...,n, a také

Z Z P[X1:$1,...,Xn=xn]:1.

r1E€S1 Tn€Sn
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(ii) Distribué¢ni funkce je ve tvaru

Floy,..oxn)= Y - Y PXi=ky..., X, =kl

k1€S51 kn€Sn
k1<zy kn<xn

(iii) Uvazujme B; € By, B; C S;, kde i = 1,...,n. Potom

PX1€By,.... X, €Byl= > - > PlXi=uz1,..., Xy =]

z1E€B; zn, €By,
(iv) Uvazujme funkci g : R® — R a B € By. Pak lze psit

Plg(X1,...,Xn) € Bl =) Y P[Xi=u1,...,Xp = 2],
Ty Ty

kde pro i = 1,...,n sCitdme pies x; z S; takovd, ze g(x1,...,2,) € B.
(v) Uvazujme funkci g : R — R jako v pfedchozim ptipadé. Potom plati, ze

Elg(X1,...,Xn)] = Z Z g(x1, .., xn)P[X1 = 21,..., Xy = ).
T1E€S51 Tn€Sn

Véta 2.17 (Nezavislost diskrétnich veli¢in). Necht X,Y jsou diskrétni ndhodné veliciny, P[X = ;] = p; pro
i=1,2,... a PlY =y;]=¢q; proj=1,2,... Veliciny X aY jsou nezdvislé pravé tehdy, kdyZ plati

PIX =2;,Y = y;| = pig;
pro vsechna uwvaZovand i, j.

Diikaz. Pro ovéreni implikace zleva doprava staci zvolit By = x;, By = y; v definici 2.23. Pro dikaz opacné
implikace uvazujme B;, By € By. Pak lze psat

PIX€BLY€E€B)]= Y Y PX=u,Y=y]= > p » q=PXEeBIPY € By

z;€B1 y;€B2 z;€B1  y;€B2
Druhé rovnost plyne z predpokladu. O
Poznamka. Indukci lze rozsifit na n diskrétnich nahodnych veli¢in, takze potom Xi,..., X, jsou nezavislé

pravé tehdy, kdyz PN, (X; = ;)] = [[;=, P[X; = ;] pro vSechna z; € S;, i =1,...,n.

Definice 2.26 (SdruZend a margindln{ hustota). Necht X, ..., X,, jsou spojité ndhodné veli¢iny se sdruZenou
distribuéni funkci F(x1,...,x,). Funkce

- 8”F(m17...,xn)

flxr,... xn) r, - Or.

se nazyva sdruzend hustota veli¢in Xi,...,X,,. Hustoty fx,(x),..., fx, (z) jednotlivych veli¢in se nazyvaji
margindlni hustoty.

Poznamky:.

(i) Uvazujme z; € R pro i =1,...,n a funkci sdruzené hustoty f(x1,...,2,) > 0. Potom plati

/ / flz1,...,zp)day -+ da,, = 1.

(ii) Uvazujme stejné predpoklady jako v predchozi pozndmce. Pak plati
T Tn
F(gc17...7asn):/ / flug, ..o uy)dug - - - duy,.
— 0o —0o0
(iii) Uvazujme B; € By, kde i = 1,...,n. Potom

P[XleBl,...,XneBn]:/ / flz,. . xn)day -+ day,.
By B,
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(iv) Uvazujme funkci g : R® — R a B € By. Pak lze psit

P[g(Xl,...,Xn>eB}:/ / F@re ) dar - day,
T Tn

kde pro ¢ = 1,...,n integrujeme pres z; € R takovd, ze g(x1,...,2,) € B.

(v) Uvazujme funkei g : R® — R jako v predchozim piipadé. Potom plati, ze
E[g(Xl,...,Xn)]:/ / g(x1, ..., xn) f(z1, ..., zn)day - - day,.

Véta 2.18 (Nezavislost spojitych veli¢in). Necht X, Y jsou spojité ndhodné veliciny s hustotami fx(x), fv(y)
a se sdruzenou hustotou fx y(z,y). Potom X a'Y jsou nezdvislé prdvé tehdy, kdyz pro vsechna z,y € R plat{

fxy(@,y) = fx(x)fy (y).
Diikaz. Nejdrive dokdzeme implikaci zleva doprava pomoci definice 2.26 a véty 2.16:

*Fxy(z,y) _ 0*[Fx(2)Fy(y)]

= = = F/ F/ - .
fry (o) = =52 o L@ () = fx (@) )
V dikazu opacné implikace si pomtzeme druhou poznamkou za definici 2.26:
x Yy x Yy
Fxy(z,y) = / / fxy(u,v)dude = / fx(u) du/ fy(v)dv = Fx(x)Fy (y). O
Poznamky.
(i) Indukci 1ze rozsifit na n spojitych ndhodnych velic¢in, takZe potom X1, ..., X, jsou nezavislé pravé tehdy,

kdyZ f(z1,...,2n) = fx,(x1)... fx, (zn) pro vSechna z; e R, i =1,...,n.

(if) Termin marginalni se pouziva i pro libovolnou podmnozinu Xj,, ..., X;, mnoziny X;,... X, prol <k <n.
Véta 2.19 (Nezdvislost a stfedni hodnota soucinu). Necht Xi,..., X, jsou nezdvislé ndhodné veliciny. Pak
plati

E

HXZ-] =[[EX].
i=1 i=1

Diikaz. Zirejmé z poznamek za definicemi 2.26, 2.25 a 2.10 plyne, Ze

HX,;|:/ lew-.’L‘ndF(l‘l,...,xn).
i=1 "

Nyni dle véty 2.16 a Fubiniovy véty mtzeme psat

E

/ 331--~xndF(x1,...,xn):/ / 21 dFx, (21) - dFx, (24)
" —00 —00

= / T dFXl(Il)/ Tn dFXn(SCn)

=E[X1]--- E[X,] = [[Elai]. O

Daisledek 2.9.
(i) Pokud jsou ndhodné veliciny X,Y € L?(Q) nezdvislé, potom z bodu (iii) véty 2.13 plyne
cov(X,Y) = E[XY] — E[X]E[Y] = 0.
(ii) Pokud jsou ndhodné veliciny X,Y € L*(Q) nezdvislé, potom z véty 2.14 plyne

Var[X £+ Y] = Var[X] + Var[Y] £ 2cov(X,Y) = Var[X]| + Var[Y].
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(iii) Pokud jsou ndhodné veliciny X1, ..., X, € L*(Q) po dvou nezdvislé, pak

Z Xi] = Z Var[X;].

Tento dusledek plyne z pozndmky za vétou 2.14 a plati, i pokud jsou uvaZované ndhodné veliciny pouze po
dvou nekorelované.

Var

(iv) Pokud jsou ndhodné veliciny X,Y € L?(2) nezdvislé, potom jsou nekorelované. Tento diisledek plyne z
definic 2.21 a 2.22. Opacnd implikace neplati.

Véta 2.20 (Nezdvislost funkcei ndhodnych veli¢in). Necht X, Y jsou nezdvislé ndhodné veli¢iny a h, g jsou redlné
méritelné funkce. Pak jsou h(X), g(Y) také nezdvislé.

Diikaz. Necht By, B € By. Z méritelnosti h a g lze na zakladé definice 2.2 psat
P[h(z) € B1,g(Y) € Bo) = P[X € h"}(By),Y € g ' (By)],
kde h=(By), g~ 1 (Bs) € By. Déle z nezavislosti X a Y a z definice 2.23 mame
PIX € h™{(B1),Y € g7 (By)] = P[X € b {(B)IP[Y € g~ '(B2)] = P[M(X) € B1]P[g(Y) € B,
coz dokazuje nezdvislost h(X) a g(Y). O
Poznamka. Véta 2.20 plati také pro komplexni funkce.

Véta 2.21 (Nezévislost a momentova vytvorujici funkce). Necht ndhodné veliciny X, Y maji momentové vy-
tvorugict funkce Mx (t), My (t) a oznaéme

Mx y(t1,tz) = Bl T2V,

kde t,t1,t2 € R. Pak X a'Y jsou nezdvislé prdvé tehdy, kdyz Mx y (t1,t2) = Mx (t1) My (t2).
Diikaz. K ovéteni implikace zleva doprava vyuzijeme véty 2.20 a 2.19. Protoze X, Y jsou nezavislé, tak !~ a et¥

jsou podle véty 2.20 také nezavislé. Potom vSak dle véty 2.19 plati, ze
E[e"*eX] = B [e" Y] E [eY] = Mx(t) My (t2) = Mx,y (t1,t2). O

Poznamka. Indukei 1ze vétu rozsitit na n ndhodnych veli¢in. Analogické tvrzeni plati i pro charakteristické
funkce (viz definice 2.19).

Véta 2.22 (Momentova vytvorujici funkce soué¢tu nezdvislych veli¢in). Necht X1, ..., X, jsou nezdvislé ndhodné
veli¢iny a S, = Y i, Xi. Potom prot € R plati

Dikaz. Pocitejme:
n n

HetXil = HE [etxi] = HMX(t)

i=1
Treti rovnost plyne z vét 2.20 a 2.19. O

Mg (t) = E[et"| = E

n

Poznamka. Analogické tvrzeni plati i pro charakteristické funkce.
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2.4. Prehled pravdépodobnostnich rozdéleni

V této sekci si uvedeme nékolik ptikladt s charakterizacemi diskrétnich a spojitych pravdépodobnostnich roz-
déleni. Zacneme rozdélenimi diskrétnimi.

1. Rovnomérné diskrétni rozdéleni

1
PX=kl=—proneNak=1,...,n;
n

1 & 1n n+1
k=1

E[X]? = %Zn:k? _ %n(nJr 1)6(2n+ ) _ (n+ 1)ézn+ 1);
k=1
VarlX] = BIX]? - (B[x])? = 1

Pouwziti: modelovani ndhodnych pokust s koneéné mnoha stejné pravdépodobnymi vysledky (napt. hod
kostkou).

2. Alternativni rozdéleni X ~ Alt(p) s parametrem p (Bernoulliho rozdéleni, 0 < p < 1)

PX=0]=1-p;
E[X]=1p+0(1 -p) = p;
BIX]* = 1*p+ 0*(1 - p) = p;
Var[X] = E[X]? — (E[X])? = p(1 - p).
Pouziti: modelovani ndhodnych pokusii se dvéma vysledky (napf. hod minci).

3. Binomické rozdéleni X ~ Bi(n,p) s parametry n,p

n
X = E X; pro X; nezavislé s alternativnim rozdélenim;
i=1

n

PIX =k = (k

)pk(l—p)"_k prok=0,1,....na0<p<1;

E[X] = np;
Var[X] = np(1 — p).

Vztah pro stfedni hodnotu plyne z pozndmky (v) za vétou 2.7, vztah pro rozptyl potom z definice 2.23 a
bodu (iii) disledku 2.9.

Pouziti: modelovani po¢tu uspéchu v sérii n nezavislych pokusi, kde kazdy pokus ma 2 mozné vysledky,
a to uspéch (nastane jev A, 1), nebo netispéch (nenastane jev A, 0). Jinymi slovy se jednd modelovan{
Cetnosti jevu A v n nezavislych pokusech, kterou mize byt napiiklad pocet infikovanych lidi pii vySetfeni

n pacientil.

4. Poissonovo rozdéleni X ~ Po()\) s parametrem A
Zde si prislusné vztahy odvodime. Necht n — oo, p — 0 takové, ze np — A. Potom za pomoci limitniho
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prechodu

k n—k
I P —p)"* = lim nn—1)---(n—k+1) (A l—i

I
<
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|
=
=
|
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—_
SN~—
VRS
=
|
| >
N———
-
7 N
—
|
| >
N———
3

n n
_ _ - — 2 A
= (1 n) k!
Definujeme tedy
)\k
P[X =k] = ﬁe*’\ pro vSechna k =0,1,... a A > 0.

Zamérme se nyni na stfedni hodnotu, kterou ziskdme pomoci vytvorujici funkce posloupnosti pravdépo-
dobnost{ (definice 2.17 a véta 2.11). Mé&jme

> (\z)k
p(x) — Z ( $) e—)\ — eka:e—k _ 6/\(1_1).

P k!
Zderivujme
p(x) = DN
a dosadme jednicku
p'(1) =)= E[X].
Nakonec, protoze plati
EX(X -1)]= f: k(k — 1)&6—A =\ i N e N =\?
= k! = (k—2)! ’

Ize snadno spocitat rozptyl jako
Var[X] = E[X]* — (E[X])? = E[X(X — 1)] + E[X] — (E[X])? = \.

Pouziti: aproximace binomického rozdéleni, nebo modelovani poc¢tu udalosti v daném casovém, délkovém
nebo jiném tseku (napf. pfichody hovorti do call centra, poruchy stroje, kazy v pasu latky aj.).

5. Negativné binomické rozdéleni s parametry r, p

k+r—1

P[X:k]:( 1 )pr(l—p)kpr00<p<1ak::0,1,...

r_
Pouziti: modelovani poc¢tu netspéchtu pred r-tym tspéchem v sérii nezavislych pokust. Pocet pokustu
predem nespecifikujeme, ¢ekdme na nastdni r-tého uspéchu (libovolné dlouho). Specidlné, pro r = 1

dostavame geometrické rozdéleni.

6. Geometrické rozdéleni s parametrem p

PIX=Kk=p(l-pfpro0<p<lak=0,1,...

7. Hypergeometrické rozdéleni

() Ci)
()

Pouziti: modelovani poctu predméti se sledovanou vlastnosti ve vybéru o rozsahu n ze zakladniho souboru

PX =k| = , kde max(0, A+n— N) <k <min(A4,n).

N predmétd, z nichz A m4 sledovanou vlastnost (napt. vadné vyrobky pii kontrole kvality).

Ve druhé ¢asti této sekce se zamérime na spojitd rozdéleni, mezi kterd mimo jiné patii také normalni a normované
normalni rozdéleni.
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1. Rovnomérné rozdéleni X ~ R(a,b) na intervalu (a,b)
Zde plati, ze

proa <z <ba f(x) =0 jinak. Pak tedy

o1 r—a
F(x)f/a b—adu* — proa < x < b

F(z) =0pro z < q;

F(z) =1 pro z > b;

b 27b 2 2
E[X]:/:rbl dz = ! [x} b —a :aer'

—a b—a | 2 :2(b—a) 27
b 3 3 2 2
1 b —a a®+ab+b
EX2: 2 = = :
X] /am b= a3 a) 3
(b—a)?

Var[X] = E[X]? — (E[X])* =

Speciélné, pro R(0,1) mame
f(x) =1 pro & € (0,1);

F(z) =z proz € (0,1);

1

Pouziti: modelovani doby nastani udalosti, kterd muze nastat kdykoli béhem daného casového intervalu,
ptripadné doby ¢ekani na tuto udélost od zacatku ¢asového intervalu.

Na tomto misté si uvedeme vétu vztahujici se ke specialnimu pripadu rovhomérného rozdéleni.

Véta 2.23 (Metoda inverzn{ transformace). Necht X ~ R(0,1) a necht F je spojitd distribucni funkce.
Potom md ndhodnd velicina Y = F~1(X) rozdélend s distribucni funkei F.

Diikaz. Lze jednoduse spoéitat, ze P[Y < y] = P[F~(X) <y] = P[X < F(y)] = F(y). O
Na zakladé této véty lze generovat posloupnosti nezavislych realizaci ze spojitého rozdéleni s danou
distribu¢ni funkci F. Softwarové produkty maji zabudované generdtory ndhodnych é&isel z R(0,1). Jejich
opakovanym voldnim lze ziskat posloupnost nezéavislych realizaci x1, ...z, z rozdéleni R(0,1) a inverzn{
transformaci je mozno je pievést na nezavislé realizace y; = F~1(z;),i=1,...,n.

2. Exponencidlni rozdéleni X ~ Exp()) s parametrem A




Neékdy se hustota uvadi ve tvaru f(z) = ae®®, kde = > 0, a > 0. Pak je zfejmé
1 1

EX]=-, ValX]=—

X] =, VarlX]=

O exponencidlnim rozdéleni se 1ika, ze nemé pamét. Pro z > 0, y > 0 mame

x

PIX>z+y, X >y] P[X>xz+y] exp[—Z]
Y
A

PIX >a4y|X >y = _ _

PIX > 4] PX>y gy ¢ Xl

Pouziti: modelovani doby mezi dvéma uddlostmi v posloupnosti udalosti téhoz typu (napf. poruchy stroje).

3. Normované normélni rozdéleni Z ~ N(0, 1)

1 22
o(2) = —exp —~ | pro — 00 <z < o0

V2r
d(z) = /j o(u) du.

Funkci ®(z) nelze vyjadiit pomoci elementdrnich funkci, je tabelovdna a poéitd ji statisticky software.
Plati pro ni, ze ®(—z) =1 — ®(z), nebot ¢(z) je symetrickd kolem nuly.

Déle z lichosti funkce z¢(z) a symetrie ¢(z) a véty 2.7 plyne

Zejmé pokud je k liché, je E[Z]* = 0 a Sikmost 3 = 0. Pro rozptyl navic plati

oo

VarlZ] = E[Z]? = /_OO 26(2)dz = \/% /_O; 2 exp {—Z;} dz
(o[BI e 5] )

>~ 1 22
= exp |——| dz =1.
/_oo oz Xp[ 2}

4. Normalni rozdéleni X ~ N(u,o?) s parametry u, o2
Polozme X = p+o0Z, Z ~N(0,1), p € R, ¢ > 0. Potom mame

T —

FX(x):P[ng]:P[,u—i—ang]:P[Zgx;q = ( ”) pro z € R;

) = o) =0 () = e [FE ] pros e

o (o) 2o 20
E[X] = p+ ocE[Z] = p podle véty 2.7;
Var[X] = o2 Var[Z] = o2 podle véty 2.8;
pop—1 = E[X — E[X]|**"1 =0 pro k=1,2,..., odtud dle definice 2.16 pak 73 = 0;

26\ o2k . 4ot 1
Lok = %27 pro k=1,2,..., odtud dle definice 2.16 pak v4 = 2Tt = 3;

ux (0.5) = u, tedy vzhledem k symetrii hustoty se medidn rovnd stfedni hodnoté.

Pro momentovou vytvorujici funkci a charakteristickou funkci navic plati, ze

1
Mx (t) = exp [t,u + 2t202] =F [etX] ;

1 .
Ux(t) = exp [it,u - 2t202] =F [e”X] .
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Pouziti: méreni fyzikalnich veli¢in v podobé Y=Y+ e, e ~ N(0,02), kde Y je namérend hodnota, Y je
skutecnd hodnota a e je ndhodnda chyba méteni. Déle také v linedrnim regresnim modelu

Y=o+ AiXi+ -+ BuXy +e e~ N(0,0°)
nebo autoregresnim modelu pro ¢asovou fadu AR(p)

Xi=po+ o1 Xe 1+ +opXi_p + e, € ~ N(0702)-

Normalni rozdéleni se také nazyva Gaussovo rozdéleni, hustoté se rika Gaussova kiivka. Normalni rozdéleni
vykazuji ¢etné znaky v prirodé a v lidské populaci.

5. Logaritmicko-normalni rozdéleni
Necht X ~ N(p,0?) a polozme Y = . Potom

1 (logy — p)?
exp | —————"—
V2roy 202

Pouziti: experimentalné bylo zjisténo, Ze intenzita troku § ~ N(u, 02), a proto trokovaci faktor 1+i = e

fr(y) =

],y>0,ueR,02>0.
5
ma logaritmicko-normélni rozdéleni.
Cviceni.
(i) Odvodte momentovou vytvorujici funkei normovaného normalniho rozdéleni.
(ii) Odvodte pomoci momentové vytvorujici funkce stiedni hodnotu a rozptyl N(0, 1).
(iii) Odvodte momentovou vytvorujici funkci obecného normalniho rozdéleni.
Reseni.
O momentové vytvorujici funkci ndhodné veli¢iny X vime, ze
e je definovana jako Mx (t) = E[e!*] pro t € R dle definice 2.18;
o k-t derivace Mx (t) v bodé nula je rovna E[X]* dle bodu (ii) véty 2.12;

o existuje-li rozvoj Mx (t) v fadu, ma tvar
© Lk
t

k!
— k!

E[X]*

dle bodu (iii) véty 2.12;
e pro nédhodnou velicinu Y = r + sX, kde r, s € R, plati My (t) = e"*Mx (st) dle bodu (v) véty 2.12.
Nyni tedy k samotnému postupu.

(i) Ndhodn4 veli¢ina s normovanym normélnim rozdélenim N(0, 1) m& hustotu

1 x?
)= —¢€ -
¢(z) N XP[ 2]
pro x € R. Momentova vytvorujici funkce je pak
o 1 x? * 1 (x —1t)? t2 t?
Mx(t) = el” exp |—— dx:/ ex [— exp|—| dex =exp|—|,
x(t) /m or p[ 2} VA 5 P35 P |3

nebot v integralu zustane po substituci « — ¢t = y hustota rozdéleni N(0, 1), a tedy je integrdl roven 1.

(ii) Stfedni hodnota je prvni derivace momentové vytvoiujici funkce v nule. Derivovdnim dostaneme

27\ t2
M)((l)(t) = (exp {2}) = exp {2] t
a v bodé 0 mame E[X] = 0.

Rozptyl, ¢ili druhy moment, je druha derivace momentové vytvorujici funkce v nule. Derivovanim dosta-
neme

MP(t) = exp {ﬂ (2 +1)

a v bodé 0 mame Var[X] = E[X]? = 1.
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(iii) Chceme momentovou vytvoiujici funkei pro N(u,0?). Oznaéme Y = p + 0 X. Potom Y m4 momentovou
vytvorujici funkei

t2 2
My (t) = e"" Mx (ot) = exp [ut + 2} . A

2.5. Limitni véty pro nahodné veliciny
V této sekci se budeme zabyvat konvergenci ndhodnych veli¢in a uvedeme si i s dukazem nejjednodussi verzi
centralni limitn{ véty (CLV).

Definice 2.27 (Konvergence v pravdépodobnosti). Rekneme, Ze posloupnost ndhodnych veli¢in {X,,}% ; kon-
verguje v pravdépodobnosti ke konstanté p, pokud pro libovolné € > 0 a n — oo plati

Pl X, —p| > ¢] — 0.

v P .. oy s+ o jews
Znacime X,, —> p. Limitou mtze byt i ndhodna veli¢ina.

Véta 2.24 (Postacujici podminky konvergence v pravdépodobnosti). Necht {X,,}22 ; je posloupnost ndhodngjch
velicin takovd, Ze X,, € L*(Q)) pro vSechna n € N. Ddle méjme E[X,] — u € R a Var[X,,] — 0 pro n — oc.

Potom X, N U pro n —» 00.
Diikaz. Podle Markovovy nerovnosti (véta 2.10) pro X = X,, — p a p = 2 mame

B[ X, — pf’]

0< P[Xn—pl 2 e < Z22

—0

pro n —» 0o, nebot

E[| Xy, — pl?] = Var[Xy, — p] + (B[Xp — p])* = Var[X,.] + (B[X,] = 1)* — 0

pro n — oo. V posledni rovnosti jsme vyuzili véty 2.8 a 2.7. O
Uvazujme posloupnost ndhodnych veli¢in {X,, }n 1, kde X7, Xo, ... jsou po dvou nezévislé, F[X,] = p < oo
pro viechna n € N, a posloupnost priméra X, = + 21 1 Xi, kde n = 1,2,... Za téchto podminek mizeme

formulovat Zékon velkych ¢isel (ZVC).

Zakon velkych cisel

Prameéry konverguji ke stiedni hodnoté, zvétsujeme-li pocet prumeérovanych velicin.

Konkrétni formulaci ZVC si uvedeme v nékolika podobach nize.

Véta 2.25 (Cebyseviiv ZVC). Necht {X,,}52, je posloupnost po dvou nezdvisljch ndhodngjch velicin. Ddle necht
E[X,]=p, VarX,]<c< oo

pron=1,2,... PotoanLupron—>oo.

Diikaz. Protoze dle pfedpokladu Var[X,] < ¢ < oo, pak E[X,] = u < oo dle dusledku 2.6. Déle

ZE *nu "

podle véty 2.7. Podobné
1
Var 3 ZVar ] < —nc = %

podle véty 2.8 a bodu (iii) disledku 2.9. Vzhledem k tomu, ze E[X,] = p a 0 < Var[X,] < £ — 0, mdme
Var[X,,] — 0 pro n — oo, a dle véty 2.24 dostavame X, £ [l Pro M — 00. O
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Poznamka. Tvrzeni véty plyne i z CebySevovy nerovnosti (diisledek 2.7). Protoze

Var[X,,] < S .o

0< P[|X,, — E[X,)]| >e]|=P[| X, —ul > <
< PJ| [Xn]l = €] = P[] plzel < —; e

pro n — oo, tak P[|Xn —u|l > €] — 0 pro n — oo. Odtud pak dle definice 2.27 mame X, £ [ pro
n — 0o.

Véta 2.26 (Chincintv ZVC). Necht {X,,}°2, je posloupnost nezdvislijch stejné rozdélensjch ndhodnyjch velicin
a

E[Xn] =p< oo
pron =1,2,... Potom X, i>/zp7“on—> Q.

Drikaz. Vynechan. O

Poznamka. Véta 2.26 nevyzaduje koneény rozptyl veli¢in X,,. V piipadé Var[X,] = 0% < oo, n = 1,2,... ji
lze dokazat analogicky jako vétu 2.25. Z nezévislosti veli¢in X,, navic plyne dle definice 2.23 jejich nezévislost
po dvou. Stacilo by predpokladat nekorelovanost po dvou.

Véta 2.27 (Bernoulliho ZVC). UvaZujme posloupnost nezdvislijch ndhodnyjch pokusi, z nichz kazdy md mozné
vysledky A, A, a oznacme ny cetnost jevu A v n pokusech. Potom plati

AP pry

n

pro n —» oo.
Diikaz. Zavedme ndhodné veli¢iny

X — 1; nastane-li v i-tém pokusu A, P[X; = 1]
" | 0; nastane-li v i-tém pokusu A, P[X; = 0] = P[A] =1 — pa.
Potom

> Xi=na~ Bi(n,pa)

i=1

a stfedni hodnota E[X;] = pa pro vSechna i. Z toho plyne, Ze

pro n —» oo. O
Poznamky.

(i) Cebyseviiv, Chinéiniv a Bernoulliho ZVC jsou tzv. slabé zakony velkych éisel, tedy ZVC s konvergenci
v pravdépodobnosti. Existuji také tzv. silné zikony velkych ¢&isel, tedy ZVC s konvergenci skoro jisté.

(i) Disledkem ZVC je, Ze pramér je kvalitnim odhadem stfedni hodnoty a Ze relativni ¢etnost je kvalitnim od-
hadem pravdépodobnosti. Teorie odhadu charakteristik ndhodnych veli¢in na zakladé jejich pozorovanych
realizaci je jednou ze soucasti matematické statistiky.

Definice 2.28 (Konvergence v distribuci). Rekneme, 7e posloupnost ndhodnych velicin {X, }2%, konverguje
v distribuci k ndhodné veli¢ing X, pokud plati, Ze Fx, (x) — Fx(x) v kazdém bodé spojitosti x limitn{
distribuéni funkee Fy. Znadime X,, -2+ X, Fy, —» Fy.

Poznamky.

(i) Konvergence v distribuci je ekvivalentni konvergencim Mx A (t) — Mx(t) a ¥x, (t) — Px(t) pro
n— oo, teR.

(ii) Pro rozdéleni ndhodné veli¢iny X se téz pouziva znafeni £(X) (z anglického Law), tedy X ~ L(X).
P1i konvergenci v distribuci pak piseme X, N L(X), £L(X,) — L(X) nebo X, ¥ L(X) (pfitem#
as. znamend asymptoticky, to jest ve smyslu konvergence v distribuci).
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Déle se zameérime na Centralni limitni vétu (CLV).

Centralni limitni véta

Soucty nezavislych nahodnych veli¢in maji priblizné normalni rozdéleni pri velkém poctu s¢itanct.

Zformulujeme a dokazeme nyni nejjednodussi verzi CLV, tzv. Lindebergovu vétu.

Véta 2.28 (CLV pro nezavislé stejné rozdélené ndhodné veli¢iny). Necht {X,}5°; je posloupnost nezdvisljch
stejné rozdélengjch ndhodnyjch velicin, E[X,] = u, Var[X,] = 0% < oo pron = 1,2,... Potom plati

_ Z?:l Xi —np

NT 2, N(0,1)

Sn

pro n — Q.

Diikaz. Budeme uvazovat ndhodné veli¢iny s koneénou momentovou vytvorujici funkei Mx (t). Ozna¢me

Potom E[Z;] = 0 a Var[Z;] = E[Z;]* = 1 dle v&t 2.7 a 2.8. Z bodu (v) véty 2.12 o vlastnostech momentové
vytvorujici funkce plyne, ze Z; maji momentovou vytvorujici funkci

My (t) = exp [tﬂ My (i) < o

pro Mx(t) < oo, t € R. Lze také ukazat, ze 55 maji momentovou vytvorujici funkci

() o

Tedy dle véty 2.22 ma S, = ﬁ >-i | Z; momentovou vytvorujici funkei

o= (3]

Podle bodu (iii) véty 2.12 ziskdme rozvoj
t 1/ t\F 2 t\* 12 t £2 12
My—= )= =(— ) E[Zz]F=) = (—) E[Z]F =14+ —=-0+—E[Z)?P=1+ —.
Z(ﬁ) kZ_Ok!<\/ﬁ> 1] ;m<\/ﬁ> 1] +O(n> om0t g BlAN =14 o0

Druhd rovnost plyne z konecnosti druhého momentu a z vlastnosti Taylorova rozvoje. Déle 1ze psat

t2\" t2
lim Mg, (t) = lim (1 + ) = exp {} ,

n—>o00 n—oo 2n 2

coz je momentova vytvorujici funkce rozdéleni N(0,1). Podle pozndmky (i) za definici 2.28 jsme dokdzali
konvergenci momentovych vytvorujicich funkci ndhodnych veli¢in S,, k momentové vytvorujici funkci rozdéleni
N(0,1). Tedy jsme dokézali konvergenci distribu¢nich funkei, a proto S, LN N(0,1) pro n — oo. O

Disledek 2.10. Necht {X,}52, je posloupnost nezavislych stejné rozdélengch ndhodngch velicin a
E[X,]=p, Var[X,]=0%<

pron =1,2,... Potom plati, Ze

Xn_p'

Vi ~N(0,1).
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Diikaz. Podle véty 2.20 jsou XT proi=1,..

~ n X;
Xn = Z ?7
=1

Potom tedy dle véty 2.28 mame, ze

pro n —» oo.

Poznamka. Standardizace ndhodnych veli¢in > X;, resp. >

., n nezavislé a stejné rozdélené, pricemz

. . 1
E[X,]=p, Var[X,]= n—naz =

nooX;
i=1 n

O

tj. jejich centrovani (odecteni stfednf

hodnoty) a normovéni (vydéleni smérodatnou odchylkou), zajisti podle véty 2.7 nulovou stiedni hodnotu a podle
véty 2.8 jednotkovy rozptyl. CLV pridd normalitu limitniho rozdéleni.

Diky CLV je normélni rozdéleni klicovym rozdélenim v matematické statistice. Naptiklad vyslednd chyba
ruznych méreni je sou¢tem mnoha nezavislych malych neptresnosti a dle CLV ma tato chyba normaélni rozdéleni.

32



3. Nahodné vektory

3.1. Mnohorozmeérné rozdéleni
Znaceni. Nahodny vektor.
o Ndhodngj vektor je sloupec realnych ndhodnych velicin X = (X1,...,X,)7.
« Vektor se viemi slozkami rovnymi 0 zna¢ime 0 = (0,0, ...,0)7.
« Vektor se viemi slozkami rovnymi 1 zna¢ime 1 = (1,1,...,1)7.
e Matici m x n se vSemi prvky rovnymi 0 znac¢ime 0, x . Jsou-li rozméry z kontextu jasné, piseme pouze 0.
e Jednotkovou matici n x n znac¢ime I,,.

Definice 3.1 (n-rozmérnéd borelovskd o-algebra). Borelovskd o-algebra Bj je nejmensi o-algebra obsahujici
mnoziny vzniklé kartézskym soucinem

N

(ai, b;),

=1

kde a;,b; € R, a; < bjai=1,...,n.
Definice 3.2 (Ndhodny vektor). Méfitelné zobrazeni X : (Q, A) — (R™, BY) nazyvame rediny nahodnij vektor.
Poznamky:.
(i) Zfejmé plati, ze
X =X(w)=(X1(w),...,Xp(w)T, wen,

X 'B)={weQ: X;(w)€B;,i=1,...,n} € Apro B= X B; € B}.
i=1

Na (R™,B}) definujeme miry.

(ii) V analogii s definici 2.7 zavddime pravdépodobnostni rozdéleni ndhodného vektoru X jako indukovanou
miru Px s vlastnosti Px(B) = P[X € B], B € Bf. Necht u je o-koneénd mira na (R",B}) a Px je
absolutné spojitd vzhledem k p. Déle necht h(xz) : R® — R je méfitelnd funkce. Potom podle vét 2.1 a
2.2 plati, ze

| X @) aPe) = [ 1@ dPx(@) = [ h@)x @) du)

kde nezdpornd a métitelnd funkce fx(x) : R®™ — R je hustota ndhodného vektoru X vzhledem k p
jednoznacné urcujici pravdépodobnostni rozdéleni X.

(iii) Pro B € By lze psat

Pmem:/

n

() dPx (z) = / | dPx (z) = / Fx (@) du(a).
B B
Déle pro méritelnou funkci g(x) : R® — R a B € By plati, ze
g Y(B)={x cR":g(x) € B} € B}

a také
PoX)e Bl =PX ey B) = [ | dapx@ =[x dn)
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(iv)

Je-li Px absolutné spojitd vzhledem k souéinové ¢itaci mife pg na (R™,Bf), md ndhodny vektor X
mnohorozmerné diskrétni rozdéleni. Necht S C R", S = XJ.; S; a B € Bj. Mame pak
= Z Z HB(xl,...,xn),
r1€S51 Tp€Sn
kde

1 prox=(z1,...,7,)" € B,

In(e) = In(ar,. .. @) = { y e

Déle dle definice 2.25 a poznamek za ni 1ze psat

PIXeBl= Y - Y Ip(,...,xn)P[X1 = 21,..., X = 2]
z1€S51 Tn€Sn

Z ZPXl_xl,...,Xn_a:n]

me(SmB)

Z Z P[Xlzl'la“'aXn:l'n]:]..

1 €S Tn€Sp

a také

Zobecnénim (iii) na méfitelnou funkei
g:Rn _>Rm, g(X17"'7Xn): [gl(X17'"7Xn)’""gm(Xl""7Xn)]T
mame pro Bi,..., B, C By

Plgi(X) € By,...,gm(X) € By] = Z ZPXl—xl,...,X =2,],

kde s¢itdme pres mnozinu {z = (x1,...,2,)7 : gi(x) € By,...,gm(x) € B,,}. Napiiklad prom = 1 a

vektor (X, Y)7T je
PIX+Y <1]=) Y PX=zY=y.

r y<l—z

Je-li Px absolutné spojitd vzhledem k soucinové Lebesgueové mife py, na (R™, Bj), mé ndhodny vektor
X mnohorozmérné spojité rozdéleni. Zrejmé pro B € Bj vzhledem k pozndmkam za definici 2.26

P[XGB}Z/ / HB(xl,...,l'n)fx(lfl,...,$n)d$1"'dxn

:/ / fx(x1,...,zp)dey -+ - day,
r1E€B xr,€B
/ / fX 1'17 L) n)d$1 dxn:]-

Zobecnénim (iii) na mé¥itelnou funkei

a také

g: R™ —>Rm7 g(X1a7X7l) = [gl(Xla'--7Xn)a'"ag"L(Xla"'aXn)]T

méme pro By,...,B,, C By
Plgi(X) € By,...,9m(X) € By, / / fx(xy,. . xn)day - dag,

kde integrujeme pies mnozinu {x = (x1,...,2,)7 : gi(x) € Bi,...,gm(x) € B,,} a podle potieby
zohlednime poradi integrace. Naptiklad pro m = 1 a vektor (X, V)T

PIX+Y <1]= L </y<1z Fxy (@) dy) dz.

Spojité rozdéleni vsech slozek nemusi zarucit, ze ndhodny vektor mé spojité rozdéleni. Nahodny vektor se
spojitymi i diskrétnimi slozkami nemd ani spojité, ani diskrétni rozdéleni. Ma hustotu vzhledem k soucinu
Lebesgueovych a ¢itacich mér.
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(vi) Distribuéni funkce ndhodného vektoru X je

Fx(x1,...,2,) =P

m(Xi < mz)] )
i=1

viz sdruzena distribu¢ni funkce z definice 2.24. Tato funkce jednozna¢né urcuje pravdépodobnostni rozdé-
leni X . Pro diskrétné rozdélené ndhodné vektory mame podle poznamky (ii) za definici 2.25

Fx(z)= Y - Y PX1=ky,...,Xp= k.

k1€S51 kn€Sn
ki1<z kn<xpn

V ptipadé spojité rozdélenych ndhodnych vektoru plati podle pozndmky (ii) za definici 2.26

FX(z):/ / Ix(uy, ... uy)duy -« - duy,
— 00 — 00
a navic podle definice 2.26

(vii) Nakonec lze ukazat, ze Fx () ma nasledujici vlastnosti (analogie véty 2.3):

(a) Fx(x) je neklesajici a zprava spojitd v kazdé proménné;
(b) pokud existuje 1 < ¢ < n, takové, ze x; — —o0, potom Fx(x) — 0;
(¢) pokud pro vSechna 1 < i < n plati, Ze x; — +00, potom Fx (x) — 1.
Definice 3.3 (Margindlni rozdélenf). Necht X = (X1,...,X,,)? je ndhodny vektor. Pro libovolné 1 < r < n

a libovolné indexy iy, ..., i, oznaéujeme pravdépodobnostni rozdéleni ndhodného vektoru (X;,,. .., X; )T jako
margindlni rozdeélend.

Poznamka. Sdruzené rozdéleni ndhodného vektoru X jednoznacné urcuje vsechna marginalni rozdéleni. Tento
vztah opac¢né neplati.

Véta 3.1 (Marginalni distribuéni funkce). Necht X = (X1,...,X,)T je ndhodny vektor s distribucni funkci
Fx(x). Pro 1 <r <n md ndhodngj vektor Y = (X1,..., X,)T distribucni funkci
Fy(x1,...,2.) = IM]}&QQ Fx (&1, @py Tpg1ye ey ).

Ty —> 00

Diikaz. 7 definice 2.24 plyne
Fy(z1,...,2.) = P[X1 <z1,..., X, < x,]
=PX; <zp,..., Xy <xp, Xypy1 <00,..., X, < 0]

= wwrl]iIL)oop[Xl < T1y.-- 7X7" < xr7X7’+1 < Lr4ly--- aXn < -Tn]
$n—>00
:zT,+111I£>ooFX($1""’x")' O
Tn —)OO
Poznamka. 7 véty 3.1 plyne, ze pokud jsou ndhodné veliciny X;,..., X, nezavislé, pak jsou také po dvou
nezavislé, nebot pro libovolnou dvojici indexu (4, j) méme

Fx, x; (i, 25) = P[X; <3, Xj <] = lim  P[Xy <, X <y
kitisg

= lim [P[X) <z --PX, <z,]] = PX; <a;]P[X; <x;] lim H P[X), < xg]

T —> 00 - T —>00
k#i,j k#i,j
= Fx,(z:)Fx, (=) [] Gy, (wr) = Fx, (2:) Fx; (25)
k#i,j

Tteti rovnost plyne z definice 2.23, zavér potom z véty 2.3 a véty 2.16.
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Disledek 3.1. Vzhledem k bodu (iii) disledku 2.9 dostdvdme, Ze pokud jsou X1i,...,X, € L?(Q) nezdvislé,

potom
> Xi] = Var[Xj].
i=1 i=1

Véta 3.2 (Margindlni pravdépodobnosti). Necht X je ndhodny vektor s diskrétnim rozdélenim dangm prav-
dépodobnostmi P[X; = x1,...,X,, = x,), kde z; € S;,i = 1,...,n. Pro 1 < r < n md ndhodny vektor
Y = (X1,...,X,)T rozdéleni dané pravdépodobnostmi

Var

P[Xlillfl,...,Xr:xr]: Z Z P[Xl:SC17...,XT:JJT,XT+1:Ir+1,...7Xn:$n].

Try1€Srt1 Tn€Sn

Diikaz. Zjevné plati
PXi=z,..., X, =z, ] =PX1 =x1,.... X =2, X 41 < 00,..., X, < 0]

= Z Z P[Xl:-r17--~7Xr:xraXT+l:xr-l-la---vXn:-rn]- O

Tr41€Srt1 Zn €Sn

Véta 3.3 (Marginalni hustota). Necht X = (X1,...,X,)T je ndhodny vektor se spojitym rozdélenim s hustotou
fx(x). Pro1 <1 <n md ndhodny vektor Y = (X1,...,X,)T spojité rozdéleni s hustotou

00 oo
fY(xla"',xT):/ / fX(xlw",mrax?”+la"~7xn)dx7‘+1"'dx?r
—o0 —o0

Dikaz. Opét jednodusSe rozepiSeme (se zohlednénim poradi integrace):

Py (z1,...,2,) = P[Xi <a1,..., X, <2, Xpp1 < 00,..., X;, < 0

T T, oo %)
:/ / / / fX(ulv"~7ur7ur+1v~'~vun)dun"'dur+1dur"'dul
— 00 — o0 — 00 — 00

:/ --~/Tfy(ul,...,u,n)du,«-~-du1,

z ¢ehoz vyplyva nase tvrzeni. O
Poznamky.
(i) Véty 3.1, 3.2 a 3.3 lze dokézat pro libovolny r-slozkovy podvektor vektoru X, kde 1 < r < n.
(if) Véty 3.2 a 3.3 lze shrnout do obecnéjsiho tvrzeni. Necht
X =(Xy,...,X,)"
mé hustotu fx () vzhledem k soucinové mife py X po na (R™, Bf}). Dale necht
Y =(X,...,. X)) =(v,....7)"
m4é hustotu fy (y) vzhledem k o-kone¢né mite pq na (R”, Bj). Nakonec necht
Z=(Xpp1,... X)) =(2y,...,Z,_)7

mé hustotu fz(z) vzhledem k o-kone¢né mife ug na (R"~", By~ "). Potom plati

frlw) = [ fxlw.2) diao)
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3.2. Momenty ndhodného vektoru

Definice 3.4 (Stfedni hodnota ndhodného vektoru). Necht X = (X1,...,X,,)7 je ndhodny vektor takovy, ze
X; € LY(Q) proi = 1,...,n. Stredni hodnotu ndhodného vektoru X definujeme predpisem

E[X]=p=(E[Xi],....,E[X,])".
Poznamky.
(i) Pro méfitelnou funkci g : R” — R™ definujeme
Elg(X)] = (Elgy(X)],- .. Elgm(X))",

je-li g;(X) € LY(Q) pro i = 1,...,m. Vzhledem k pozndmce (ii) za definici 3.2 mame pro diskrétné
rozdéleny nahodny vektor X

Blg(X)]=> > glx1,...,2n)P[X1 =21,..., Xp = 3],

Tn

priemz k-t4 slozka m-rozmérného vektoru E[g(X)] je

Z"'ng(xl?"'axn)P[Xl :Z‘l,...,Xn:Z‘n].
T Ty

Scitame pres z; € S;, i =1,...,n.

Pro spojité rozdéleny ndhodny vektor X méame

E[g(X)]:/ / g(x1, . xn) fx (X1, . xn) day -+ dag,

pricemz k-ta slozka m-rozmérného vektoru E[g(X)] je

[ oo dor - da,
Xy Tn
oo, 0O

Integrujeme pies x; € (— ),i=1,...,n a podle potieby zohlednime poradi integrace.
(ii) Stfedni hodnota matice ndhodnych veli¢in je matice stfednich hodnot jednotlivych veli¢in.

Véta 3.4 (Vlastnosti stfedni hodnoty ndhodnych vektori). Pro ndhodné vektory X, Y € R™, vektor a € R™ a
matici By, xyn plati

(i) Ela+ BX] =a+ BE[X], je-li X; € LY(Q) proi=1,...,n;
(ii) E[X +Y] = E[X]+ E[Y], je-li X;,Y; € LY(Q) proi=1,...,n.
Diikaz. 'V obou pripadech budeme postupovat po slozkach.

(i) Podle véty 2.7 mame
Ela;+ Zbinj =a; + ZbijE[Xj])
j=1 j=1
pficemz B = (b;;).
(ii) Opét z vlastnosti stfedni hodnoty plyne
E[X; +Yi] = E[Xi] + E[Yi]. O

Poznamka. Bod (ii) z véty 3.4 1ze zobecnit pro k n-rozmérnych vektor.

Definice 3.5 (Varianéni matice). Necht X = (Xi,...,X,)? je ndhodny vektor takovy, ze X; € L*(Q),
1= 1,...,n. Matici
Var[X] = V' = B[(X — E[X])(X — E[X])"]

nazyvame variancni matice ndhodného vektoru X . Pripadné lze pouzit oznaceni rozptylovd matice.
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Véta 3.5 (Vlastnosti varianéni matice). Necht X € R™ je ndhodny vektor takovy, Ze X; € L?(Q),i= 1,...,n
a jeho variancni matice je V. = (0i;)} ;—1. Potom plati

(1) ;5 = cov(X;, X;), 0s = Var[X;] a V je symetrickd;
(i) V = B[ XXT] - E[X](E[X])T;

(iii) Varla + BX] = BV BT kde a € R™ a B je typu m x n;
(iv) V je pozitivné semidefinitnd.

Diikaz.

(i) Matice E[(X — E[X])(X — E[X])T] typu n x n m4 na misté (,5) prvek E[(X; — E[X;])(X; — E[X;])],
takze podle definice kovariance (2.20) mame o0;; = cov(X;, X;). Déle pro i = j dostavame dle véty 2.13
rovnost o;; = cov(X;, X;) = Var[X;]. Dle stejné véty plati, ze cov(X;, X;) = cov(X;, X;), takze V musi
byt symetricka.

(ii) Matice E[XX7T] m4a na misté (i,j) prvek E[X;X;]. Matice E[X](E[X])T m4 na misté (i,7) prvek
E[X;]E[X;]. Pak tedy matice E[X XT] — E[X|(E[X])” ma vzhledem k vété 2.13 na misté (i, j) prvky

(iii) Poéitejme:

Varla + BX] = E [(a + BX — Ela+ BX))(a+BX — Ea + BX])T]

E[(B(X - E[X]))(B(X - E[X]))"] = E [B(X - E[X])(X - E[X])" B"]
= B(Var[X])B7.
Druha rovnost plyne z véty 3.4, posledni rovnost potom z véty 3.4 a definice 3.5.

(iv) Necht ¢ € R™. Potom
Var[c! X] = "Ve

dle bodu (iii). Déle zfejmé dle véty 2.8

Var[e! X] = Var

Zn: CiXi] Z 0.
i=1

Pak tedy ¢’ Ve > 0 pro viechna ¢ € R”, takZze V je pozitivné semidefinitni. O]
Znaéeni. Nechf nyni X = (Xi,...,X,)? je rozdélen na podvektory
(i) Y = (X1, X0)T = (Vi V)T,
() Z=Xps1,--, X)) = (Z1,..., Zny)T.
Definice 3.6 (Kovarianéni matice). Kovariancni matice ndhodnych vektort Y € R" a Z € R"~", pro néz plati,
7e
Y:, Z; €L*(Q) proi=1,...,raproj=1,...,n—r,

je definovana predpisem
cov(Y, Z) = E[(Y — E[Y))(Z - E[Z))").

Véta 3.6 (Vlastnosti kovariancéni matice). Necht ndhodné vektory Y, Z splriuji predpoklady z definice 3.6. Pro
jejich kovariancni matici pak plati

(i) oi; = cov(Y;, Z;) pro vsechny dvojice (i, j);
(ii) cov(Y, Z) = E[Y Z7) — E[Y](E[Z))T;
(iii) cov(Y,Y) = Var[Y], cov(Z,Y) = (cov(Y, Z))7;
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(iv) cov(a+BY ,c+DZ) = Bcov(Y,Z)D?, pricemz a € R™, B je matice typu m xr, ¢ € R? a D je matice
typu q X s;

(v) cov(Y1 £ Y5, Z) = cov(Y1, Z) £ cov(Ya, Z), pricemZ Y1,Ys € R" a maji konecné druhé momenty.
Diikaz.

(i) Matice E[(Y — E[Y])(Z — E[Z])T] typu r X s m4 na misté (i, j) prvek E[(Y; — E[Y:])(Z; — E[Z,])], takze
dle definice 2.20 mame o,; = cov(Y;, Z;).

(ii) Matice E[Y ZT] m4 na misté (i, j) prvek E[Y;Z;]. Matice E[Y|(E[Z])T m4 na misté (i, j) prvek E[Y;]E[Z;].
Pak tedy matice E[Y Z7] — E[Y|(E[Z])T m4 na misté (i,5) prvky E[Y;Z;] — E|Y;|E[Z;] = cov(Y;, Z;)
podle véty 2.13.

(iii) Podle definice varianén{ matice (3.5) mame cov(Y,Y) = E[(Y — E[Y])(Y — E[Y])T] = Var[Y]. Déle
pocitejme:

cov(Z,Y) = B((Z - B[Z))(Y - E[Y])"] = E[(Y - E[Y]))(Z - E[Z))")"]
= (E[(Y - E[Y])(Z - E[Z)"])" = (cov(Y, Z))".
(iv) Analogicky jako v ditkazu bodu (iii) véty 3.5:
cov(a+ BY ,c+ DZ) = E[(B(Y — E[Y)))(D(Z — E[2)))"]
= BE|(Y - E[Y])(Z - E[Z]))T)D" = Bcov(Y, Z)D".
(v) Uvazujme pifpad souétu. Rozepsanim definice 3.6 dostaneme
cov(Yy + Y3, Z) = E[(Y1 + Y — E[Yi] — E[Y2])(Z — E[Z])"]
= E((Y1 - EMi])(Z — E[Z))"] + E[(Yz — E[Y2])(Z — E[Z))"]
= cov(Y1, Z) + cov(Ya, Z).
Pro rozdil analogicky. O
Disledek 3.2. Zuvolime-li v bodé (i) véty 3.6
Y=Z=X=(X1,....X,)T, a=c=0eR, B=D=1"=(1,...,1) eR",

dostaneme

=1"Var[X] 1= zn: zn:COV(XhXj)

i=1 j=1

2 X

i=1

= ZVar[Xi] + Z ZCOV(XZ', X;).

i=1 j=1
i#]

Dokdzali jsme vztah z pozndmky za vétou 2.14. Podobné pro
a=c=0eR, B=1TeR", D=1TcR*

dostdvdame

S

cov i:YZ,z:Z7 ziicov(Yi,Zj).
i=1 J

i=1 i=1j=1

Véta 3.7 (Rozptyl sou¢tu ndhodnych vektorit). Necht Y, Z € R™ jsou ndhodné vektory a Y;, Z; € L*(Q) pro
i=1,...,n. Pak plati

VarlY + Z] = Var[Y] + Var[Z] + cov(Y, Z) + cov(Z,Y ).
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Diikaz. Poditejme za vyuzitf vlastnosti stfedni hodnoty a rozptylu:
Var[Y + Z] = E[(Y + Z — E[Y] - E[Z))(Y + Z — E[Y] — E[Z))"]
E[(Y - E[Y]) +(Z - E[Z]))((Y - E[Y]) + (Z - E[Z]))"]
E[(Y - EY)(Y - E[Y]))'] + B((Y - E[Y])(Z - E[Z])"]
B(Z - BE[Z))(Y - BE[Y])"] + E[(Z - B[Z])(Z - E[Z))"]

= Var[Y] + cov(Y, Z) + cov(Z,Y) + Var[Z].

Poznamka. Pro ndhodné vektory Xi,..., Xy € R™ s koneénymi druhymi momenty plati, ze
E k
Var ZX} ZVar ZZ cov(X;, X;).
1=1 =1j=1
i)

Definice 3.7 (Korela¢ni matice). Necht X € R™ je ndhodny vektor takovy, ze X; € L*(Q),i=1,...,

varianéni matice je V' = (0y;)7;_;. Korela¢ni matici vektoru X definujeme jako
cor(X)=D"'VD™,

kde D = diag{\/011,.--,/Tnn}-

n a jeho

Véta 3.8 (Vlastnosti korelaéni matice). Necht X € R"™ je ndhodny vektor takovy, Ze X; € L*(),i=1,...,n

a jeho korelacni matice je cor(X) = (pi;)7 ;=1 Pak plati
(i) pij = px, x,; pro vsechny dvojice (i, j);
(ii) pii =1 pro vsechna i =1,... n;
(#ii) cor(X) je symetrickd.
Drikaz. Tvrzeni plyne primo z definic 3.7 a 2.21 a z véty 2.15.
Poznamka. Pro ndhodné vektory Y € R", Z € R® definujeme korela¢ni matici predpisem
cor(Y,Z) = Dy cov(Y, Z)D},,

kde

Dy = diag{\/Var[Y1],...,/Var[V,]}, Dy = diag{\/Var[Zi],...,/Var[Z,

piitemz Y;, Z; € L*(Q), i=1,...,raj=1,...,s

Matice cor(Y', Z) mé ziejmé prvky p;; = py,, z, pro vSechny dvojice (i, j) a plati, ze cor(Z,Y") = (cor(Y, VAN

3.3. Nezavislost nahodnych vektora

Znaéeni. Uvazujme ndhodny vektor X = (X1,..., X,,)T rozdéleny na podvektory
Y =(Xy,.... X)) =(v,..., )7,
Z=(Xpp1,.. . X)) =(21,...,2)7,

kdel<r<nas=n-—r.

Definice 3.8 (Nezdvislé ndhodné vektory). Nahodné vektory Y € R" a Z € R® nazveme nezdvislé ndhodné

vektory, kdyz pro libovolné mnoziny B € Bj a C' € B§ plati, ze

PlY € B,Z € C]=P[Y € B|P[Z € (].

Stejné jako u nahodnych veli¢in 1ze formulovat nékolik rtiznych kritérii nezavislosti.
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Véta 3.9 (Kritéria nezdvislosti).

(i) Ndhodné vektoryY a Z jsou nezavislé pravé tehdy, kdyz pro distribucnd funkci Fx a margindln{ distribucnd
funkce Fy , Fz plati
Fx(z) = Fy (y)Fz(2)
proy € R", zcR* ax = (y',27)7.

(i) Je-li Px absolutné spojitd vzhledem k soucinové éitact mire na (R™, By), jsou'Y a Z nezdvislé prdvé tehdy,
kdyz P[X = x] = P[Y = y|P[Z = z] pro vSechny (y, z).

(iii) Je-li Px absolutné spojitd vzhledem k soucinové Lebesqueové mite na (R™, BY), jsouY a Z nezdvislé pravé
tehdy, kdyz pro hustotu fx a margindlni hustoty fy a fz plati, Ze fx(x) = fy (y)fz(z) pro vSechny (y, z).

(iv) Ndhodné vektory Y € R" a Z € R® jsou nezdvislé prdvé tehdy, kdyz pro momentové vytvorujici funkce
plati
FE [etTX} = Mx(t) = My<t1)Mz(t2>,

kde t = (tT, )T, t; € R, ty € R®, pokud momentové vytvorugici funkce existugi.
(v) Ndhodné vektory Y € R" a Z € R® jsou nezdvislé prdvé tehdy, kdyz pro charakteristické funkce plati
B[ X] = wx(t) = Uy () Vz(t2),
kde t = (t7,t1)T t; e R, t, € R®.
Diikaz. Analogicky jako u vét 2.16, 2.17, 2.18 a 2.21. O

Véta 3.10 (Nezdvislost funkei ndhodnych vektort). Necht Y € R™ a Z € R® jsou nezdvislé ndhodné vektory a
funkce h : R” — RP, g : R® — RY jsou méritelné. Potom jsou ndhodné vektory h(Y) a g(Z) také nezdvislé.

Diikaz. Stejny jako pro ndhodné veli¢iny (véta 2.20). O
Disledek 3.3. NechtY € R" a Z € R® jsou nezdvislé. Potom pro

rY)=a'Y, ¢g(Z)=b"2Z,
kde a € R" a b € R?, jsou a”Y a b Z nezdvislé ndhodné veliciny. Specidlné,

(i) pro pripad a = (0,...,0,1,0,...)T s jednickou na i-té pozici a b = (0,...,0,1,0,...,0)T s jednickou na
J-té pozici plati, Ze pokud jsou vektory Y a Z nezdvislé, potom ndhodné veliciny Y; a Z; jsou nezdvislé

T T
1 1 1 1

a=(Fet) o= ()
T r s s

plati, Ze pokud jsou vektory Y a Z mezdvislé, potom ndhodné veliciny

pro vSechny dvojice (i, 7).

(it) pro pripad

1< 1<
V=23 % Z2=030%
i=1 =1
jsou nezdvislé.

Poznamka. Definici 3.8 a véty 3.9, 3.10 lze rozsitit na libovolny kone¢ny pocet ndhodnych vektort.

Véta 3.11 (Nezévislost a diagonalni matice). Necht md ndhodny vektor X slozky X;, X; € L*(2) po dvou
nezdvislé pro vsechny dvojice (i, 7). Potom jsou matice Var[X] a cor(X) diagondlnt.

Diikaz. Dle véty 3.5 plati, ze Var[X ]| mé prvky cov(X;, X,). Dle bodu (i) disledku 2.9 ziskdme, ze pokud jsou
X, X; nezévislé, pak cov(X;, X;) = 0 pro ¢ # j. Dle véty 3.8 ma cor(X) prvky cor(X;,X;). Dle bodu (iv)
dasledku 2.9 plati, ze pokud jsou X;, X; nezévislé, potom cor(X;, X;) = 0 pro i # j. O
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Poznamka. Ve vété 3.11 je téz mozné predpoklddat Xy, ..., X, po dvou nekorelované nebo X, ..., X,, neza-
vislé.

Véta 3.12 (Nezavislost a blokové diagondlni matice). Necht X = (YT,ZT)T kde Y, Z jsou nezivislé a
X; € L3(Q) pro vsechna i = 1,...,n. Pak jsou matice Var[X] a cor(X) blokové diagondini.

Diikaz. Ziejmé
_( Var[Y] cov(Y,Z)
Var| X] = (COV(Z,Y) Var[Z]

Dle bodu (i) véty 3.6 plati, ze cov(Y,Z) mé prvky cov(Y;, Z;). Podle dusledku 3.3 méme, Zze pokud jsou
Y, Z nezavislé, potom také Y; a Z; jsou nezavislé pro vSechny dvojice (¢,7). Pomoci bodu (i) dasledku 2.9
lze zjistit, ze cov(Y;, Z;) = 0 pro vSechny dvojice (4, j). Nakonec dle bodu (i) a (iii) véty 3.6 dostaneme, ze
cov(Y,Z) = 0, (n—r) @ coV(Z,Y ) = 0(py—r) -
bl cor(Y) cor(Y,Z)

cor(X) = <cor(Z,Y) cor(Z) > ’

Dle véty 3.8 plati, ze cor(Y,Z) mé prvky cor(Y;, Z;). Podle dusledku 3.3 mame, Ze Y; a Z; jsou nezdvislé
pro vSechny dvojice (7,7). Pomoci bodu (iv) disledku 2.9 dostaneme, Ze pokud pro vSechny dvojice (i,7) je
cor(Y;, Z;) = 0, potom cor(Y,Z) = 0, (n—r) @ cOr(Z,Y) = 0(y_p)xr- O

3.4. Podminéné rozdéleni

Umluva. V této sekci uvazujme ndhodny vektor X = (X1,...,X,)T. Ddle pro 1 < r < n méme ndhodné
vektory

(i)Y =(X1,...,X,)T = (Y1,...,Y.)T s hustotou fy (y) vzhledem k o-konecné mive uy na (R”, By);
(i1) Z = (Xys1y- -, Xn)T = (Z1,..., Zn_r)T s hustotou fz(z) vzhledem k o-konecné mire po na (R"=", By ~").

Necht X md hustotu fx (x) vzhledem k soucinové mire py x ug. (Tento predpoklad neplyne z existence margi-
ndlnich hustot, je proto treba ho uvést samostatné.) V této sekci se budeme zabjvat rozdélenim vektoru' Y za
podminky, Ze vektor Z nabyl konkrétni hodnoty z € R™ 7.

Definice 3.9 (Podminéna hustota). Podminénd hustota ndhodného vektoru Y pifi pevném Z = z je libovolna
nezapornd meéritelna funkce, pro kterou plati

Pyenzec)- [ < [ 1w z)dul(y)> f2(2) dus(2),

kde B € BjaC e Bl

Poznamka. Podminéna hustota f(y | z) za vySe uvedenych predpokladu existuje a je uréena jednoznacéné
p1-skoro vsude.

Véta 3.13 (Vypocet podminéné hustoty). Pro podminénou hustotu plati

fx(y,z) pro z € R"™" takovd, Ze fz(z) # 0,

z) = fz(z)
fylz) { 0 jinak.

Diikaz. Podle poznamek za definici 3.2 mame

PY €B,ZeC)=P[X e (B xC)] :/B Ixlyz) duly.2)

kde B € B, C € By~". Déle podle definice podminéné hustoty (3.9) dostaneme

xC

PYepzec)= [ ( / f(yIZ)fz(Z)dm(y)> W) = [ 122 dutw. )
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Aby se obé vyjadreni rovnala, musi platit, ze

fx(y,z) = fly| 2)fz(z)

p-skoro vsude. Tedy 1ze polozit
fyl2) = Ix(y.2) (fz(2)"

pro fz(z) # 0 a dodefinovat f(y | z) =0 pro fz(z). O
Poznamka. Pro Y, Z s diskrétnim rozdélenim dostaneme

PlY =y, Z = Z]
P|Z = z]

PY=y|Z=2z=

pro P[Z = z] # 0. Zfejmé také plati, ze
PlYeB,ZeCl=) > PY=y Z=z]=> | PY=y|Z=2z]|PlZ=2z]
yeEB zeC zeC \yeB
kde s¢itdme pTes vSechny slozky y; a z;, pficemz i =1,...,raj=1,...,n—r.
Véta 3.14 (Bayesova véta). Pro podminéné hustoty f(z | y) a f(y | z) plati

] 9)fa)
I= 1Y) = Ty T2 f2(2) dma(z)

f(z|y) =0 jinak.

, pokud jmenovatel # 0,

Diikaz. Dle véty 3.13 mame, ze
fx(@) = fx(y,z) = f(y | 2)fz(2),
pokud fz(z) # 0. Déle dle pozndmek za vétou 3.3 plati, ze

frw) = [ Fxlw.2)dualo).

Nakonec vyjadiime f(z | y) dle véty 3.13. O

Poznamka. Pro Y, Z s diskrétnim rozdélenim dostavame

- . PlY=y|Z=2P[Z=2¢]
P[Z_z|Y—y}—ZZP[YZMZZZ}P[Z:z]'

Definice 3.10 (Podminén4 stfedni hodnota). Necht h(y, z) : R® — R™ je méfitelnd funkce a polozme
H=hY,Z)=h(X)eR™
Potom podminénd stredni hodnota ndhodného vektoru H pii pevném Z = z je definovana predpisem
BH|Z=z]= | hy.z)fy]z)dmy).
pokud integrél existuje. Oznacime-li
po(z)=FEH|Z==z2],zeR"™",

nazyvame ndhodny vektor o(Z) € R™ podminénou stredni hodnotou vektoru H pii pevném, ale nespecifikova-

ném Z, a piSeme ¢(Z) = E[H | Z].
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Poznamky.
(i) Podminénd stiedni hodnota je definovana po slozkach. Je-li
H=(H,....H) ' =h(Y.2),... . ho(Y,Z)T, hi:R"—R, i=1,...,m,

pak i-t4 slozka vektoru E[H | Z = z] je rovna
[ mwarw D an@), i=1m

(ii) Podminénd stfedni hodnota je funkei podminky. Pfi konkrétné dané podmince Z = z € R*™" je
E[H | Z = 2]
konstanta z R™. Pfi nespecifikované podmince Z je
E[H | Z) = (E[H, | Z),...,E[Hn | Z)"
ndhodny vektor (pro m = 1 ndhodn4 veli¢ina).

(iii) Podminéng stiedni hodnota E[H | Z] odstranila z H = h(Y, Z) ndhodnost v Y, ale ponechala ndhodnost
v Z.

(iv) Podminéna stfedni hodnota je uréena jednoznacné ps-skoro vsude.

(v) V teorii pravdépodobnosti se zavadi obecnd abstraktni definice podminéné stfedni hodnoty, kterd nevy-
Zaduje existenci podminéné hustoty. Naptiklad E[Z | Z] nelze spocitat dle definice 3.10.

(vi) Pro diskrétné rozdélené vektory Y, Z dostdvame podminénou stiedni hodnotu ve tvaru

EH|Z=2=Y Y hy,2)PlY =y | Z =z,

kde i-ta slozka je
EH; | Z = 2] :Z"'Zhi(yaz)P[Y:y|Z:z]
Y1 Yr
proi=1,...,m.

Véta 3.15 (Vlastnosti podminéné stfedni hodnoty). Necht h : R® — R™, g : R* — R™, p: R*"" — R
jsou méritelné funkce. Oznacme

H=nY,Z)=(Hy,....,H,)", G=g(Y,Z)=(G1,...,Gn)"
a predpoklddejme, Ze H; € L*(Q) proi=1,...,m. Potom plati
(i) Ela | Z] = a skoro jisté, a € R™,
(ii) E[EIH | Z]] = E[H]),
(iii) ElaH +bG | Z) = aE[H | Z] + bE|G | Z] pro a,b € R,
(iv) Ep(2)H | Z) = p(Z)E[H | Z],
pokud vSechny podminéné stredni hodnoty existuji.
Diikaz.
(i) Dle definice 3.10 méme
Pla|Z =2 = [ af(y|2)dm(y)
Pro i-tou slozku plati podle vét 3.3 a 3.13

a;fz(z)
fz(2)

Ela; | Z=2]=a; Mdul(y)z

rr fz(2)

= Gy,
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za podminky, ze fz(z) # 0. Ozna¢me N = {z € R""": fz(z) = 0.}. Dle poznamek za definicemi 2.7 a
3.2 dostaneme, ze

Py(N) = P[Z € N] = /N F2(2) dua(2) = 0,
z ¢ehoz plyne
Pz({zeR"":fz(2) #0}) =Pz ({2 €R" " :Ela| Z=z2] =a}) =1,

tedy
PlEla| Z] =a] =1,

coz znamend, ze Ela | Z] = a skoro jisté.

(ii) Podle poznamky (ii) za definici 3.2 a poznamky (i) za definici 3.4 lze psét

BUH| = [ iy )fx(v.2) du(y. 2),

kde p = p1 X po. Podle véty 3.13 a Fubiniovy véty dostaneme
pr)= [ ([ w2t 2am ) 1) dualz)

— [ @z dn)
= Elp(Z)] = E[E[H | Z]).
Ve druhé rovnosti jsme pouzili vztah z definice 3.10.
(iii) Plyne z toho, Ze integral je linedrni funkciondl.

(iv) Pocitejme:

Ep(Z)H | Z = 2] = / P()h(y,2)f(y | 2) dyus(y) = p(=)E[H | Z = 2],

z ¢ehoz plyne, ze
Elp(Z)H | Z] = p(Z)E[H | Z]. 0
Dusledek 3.4. Pro méritelné funkce p : R*™" — R™ h : R® — R"™ plati pri existenci podminéné stredni
hodnoty E[H | Z]
(i) E[PHT | Z) = PE[HT | Z],
(i) E[HPT | Z] = E[H | Z]PT.
Diikaz. Oznacéme

P = (P17~-~>Pm)T = (pl(Z)v'-wpm(Z))T’
H = (Hla'-';Hm)T = (hl(sz)v'“ahm(YvZ))T'

Potom PHT a HP?T jsou matice typu m x m. Dale PH” mé na misté (i,5) prvek P,H; = pi(Z)h;(Y,Z) a
mame

Elpi(Z)h;(Y, Z) | Z] = pi(Z)E[H; | Z].

7 toho plyne, ze
E[PH" | Z)= PEH" | Z).

Analogicky pro druhy piipad, kde matice HPT m4 na misté (i, 5) prvek H;P;. O
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Poznamka. Méjme méritelné funkce p : R"™" — R™, h : R® — R™, pro néz plati, ze

P=(P,....P)" =(p(2),....,pm(2)7T,
H=(Hy,...,H,)) " = (m(Y,Z),...,h(Y, 2Z))7T,

kde H;, P; € L*() pro vSechna i = 1,...,m. Potom pro tyto funkce plati
Var[H — P] — Var[H — E[H | Z]] > 0,
coz znamena, ze rozdil variancnich matic je pozitivné semidefinitni. Specidlné pro m = 1 mame
Var[H — P| > Var[H — E[H | Z]| = E[H — E[H | Z])* — (E[H] — E[E[H | Z]))*
= E[H - BH | Z]7,

pricemz posledni rovnost plyne z véty 3.15.

Ziskali jsme tedy interpretaci, Ze podminéna stfedni hodnota E[H | Z] minimalizuje vzdalenost P = p(Z)
od H = h(Y,Z) méfenou rozptylem rozdilu. Jinak feCeno ze vSech funkci P = p(Z) je ndhodné veli¢iné
H = h(Y, Z) nejblize jeji podminénd stfedn{ hodnota pfi pevném Z, to jest EF[H | Z].

Specidlné pror =1a H =h(Y,Z) =Y je E[Y | Z] nejlepsi aproximaci ndhodné veli¢iny Y pomoci ndhodného
vektoru Z € R"~! ve smyslu minimalizace rozptylu jejich rozdilu. Tento poznatek se vyuziva ve statistickych
regresnich modelech.

Definice 3.11 (Podminéné pravdépodobnost). Podminénou pravdépodobnost definujeme predpisem

PIX B (Z=2= [ To.2)w]2)dunw)
pro B € B, pokud integral existuje.
Poznamka. Méme Ip(y, 2z) = 1 pro « = (y7,2")T € B alg(y, z) = 0 jinak. Zfejmé plati
PIX€B|Z=z=E[lsY,2)| Z ==z

Pro porovnani pripomenme

PIX € B = [ Ln(@)fx(e) du(a) = Ella(Y, 2).

n

Definice 3.12 (Podminény rozptyl). Necht H = h(Y,Z) = (Hy, ..., Hp,)T. Potom podminény rozptyl ndhod-
ného vektoru H pri pevném Z je definovan predpisem

Var[H | Z| = E[(H - E[H | Z])(H - E[H | Z))" | Z],
pokud podminéné stiedni hodnoty existuji.

Poznamka. Podminény rozptyl je tedy ndhodna matice typu m x m. Pro m = 1 je to ndhodné veli¢ina
E[(H — E[H | Z])? | Z]. Rozptyl (varianéni matice) ndhodného vektoru H lze rozlozit pomoci podminéného
rozptylu a podminéné stfedni hodnoty.

Véta 3.16 (Rozklad varianéni matice). Za predpokladi z definice 3.12 lze psdt varianéni matici nahodného
vektoru H = h(Y |, Z) ve tvaru

Var[H] = E[Var[H | Z]] + Var[E[H | Z]].
Diikaz. S vyuzitim bodu (iii) véty 3.15 a diisledku 3.4 poéitejme:
Var[H | Z] = E [(H - E[H]) + (E[H) - E[H | Z]))(H - E[H]) + (E[H] - E[H | Z]))" | Z]
= E((H - E[H])(H - E[H))" | Z]
+EB[(H - E[H]) | Z] - (E[H] - E[H | Z])"
+(E[H] - E[H | Z))- E[(H - E[H))" | Z]
+(E[H] - E[H | Z)) - (E[H] - E[H | Z])" - B[l | Z]

= E[(H - E[H])(H - E[H])" | Z] - (E[H] - E[H | Z)) - (E[H] - E[H | Z))".
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Po aplikaci stfedni hodnoty dostaneme s pouzitim bodu (ii) véty 3.15
E[Var[H | Z]) = E[(H — E[H])(H -~ EH))"] - E(E[H | Z] - EIE[H | Z))) - (E[H | Z) - E[E[H | Z]))"]
= Var[H| — Var[E[H | Z]]. O
Poznamka. Obdobné jako podminény rozptyl lze zavést podminénou kovarianci. Necht
H=hnY,Z)=(H,....H,)", G=g(Y,Z)=(Gy,...,Gp)".

Potom
cov(H,G | Z) = E[(H - E[H | Z))(G - E|G | Z))" | Z]

a zaroven

cov(H,G) = E[cov(H,G | Z)| +cov(E[H | Z], E|G | Z]),
pokud podminéné stfedni hodnoty existuji.

P¥iklad 3.1 (Podminéné a nepodminéné momenty). Necht X; ~ N(u,0?) a Xo ~ N(u,0?), kde 02 > 0, jsou
pii pevném p nezévislé, pticemz obecné je u ~ N(pg,03), kde 03 > 0. Z¥ejmé f(x | p) je hustota N(p, o?).

(i) Podminéné momenty:

E[Xiw:/oo 2f(a | p)de =

Var[X; | p] = B[(X; — E[X; | p])* | p] = El(Xi — p)* | 4] = 0

cov(X1, Xo | p) = E[(X1 — E[Xy | p])(X2 — E[Xo | p]) [ 4] = E[(X1 — p)(X2 — p) | p] = 0.

(ii) Nepodminéné momenty:
E[Xi] = E[E[X; | p]] = E[n] = po;
Var[X;] = E[Var[X; | u]] + Var[E[X; | ] = E[0?] + Var|u] = 0% + o2;
cov(X1, X2) = cov(E[Xy | u, E[Xz | p]) + Elecov(X1, Xa | )] = cov(p, u) + E[0] = Var[u] = o5

Ziejmé také
cov(X1, Xo) o3 o3

XX = X Var[Xa] | Var[Xi] o +03

Je-li 0% virazné mensi nez o, pak px, x, ~ 1, a tedy X1, Xz jsou silné korelované, ackoli podminéné pii pevném

14 jsou nezavislé, a tedy nekorelované. A

3.5. Prehled mnohorozmérnych rozdéleni

V této sekci si uvedeme prehled diskrétnich a spojitych vicerozmérnych rozdéleni. V prvni ¢asti se zaméfime na
diskrétni rozdélent.

1. Rozdéleni dané kontingencni tabulkou
Méjme nadhodny vektor X = (Y, Z)T. Potom jeho kontingenén{ tabulku lze zapsat nésledujicim zpiisobem:

Z
21 ce Zs
Yo | P11 ... DPi1s | P1-
Yr Pri1 s Drs Dr.
P cee D-s 1
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Sdruzené pravdépodobnosti:

pZ]:P[Y:y’LaZzZ]L izlv"'7r;j:17"'787

> pi=1

i=1 j=1

Marginédlni pravdépodobnosti:

s
pZ:P[Y:yZ]:Zij7 7;:17...,7",
7j=1
r
i=1
r
Zpi- :17
i=1
s
Zp.j =1.
j=1

Podminéné pravdépodobnosti:
_ _ _ 1 _ Pij C_
pi|j—P[Y—yi|Z—zj]—]T i=1,...,m7,
J

pij .
pj‘i:P[Z:zﬂY:yi}:—? ji=1,...

7.

. 1 « 1
S o= 5D ome = =1,
i=1 Py P

° 1 < 1
D_Pii= - Py = b =
i=1 Di- =1 Di-

2. Multinomické rozdéleni s parametry n,p1, ..., Pk

Jde o zobecnéni binomického rozdéleni. Modeluje pocet vysledki typu i, 1 < ¢ < k, v sérii n nezavislych
nahodnych pokusu, z nichz kazdy méa k moznych vysledku, kde i-ty vysledek méa pravdépodobnost p;.
Casto se motivuje nasledujici situaci: Mame nadobu, v nf kuli¢ky k barev a provedeme n tahti s vracenim.
Potom necht X = (Xq,... ,Xk)T , kde X; je pocet kulicek i-té barvy v n tazich a p; je pravdépodobnost
vytazeni i-té barvy v jednom tahu.

Ziejmé

k
OSXlgna ZXi:na 0<pi <1, Zplzl
i=1

Sdruzené pravdépodobnosti:

PIXy=a1,..., X = a4) = (n><n_x1> (n_xl _m_xk1>p?p§2---pik
X i) Tk

n!

X1 N
:717 ...p
ml'l'k' 1 k

pro 0 < z; < n, Zle T =n.

Marginalni pravdépodobnosti jsou rovnéz multinomické. Necht dale

X = (X1, X0, Y = (X1, X7, Z = (X, X,
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kde 1 <r < k. Uvazujme barvy r + 1,...,k,{1,...,r}. Pak pocet kuli¢ek s barvou z {1,...,r} je

k r
n— Z XZ:ZX"
=1

i=r+1
a pravdépodobnost vytazeni kulicky s barvou z {1,...,r} je rovna
k T
L= 2 pi=)_p
i=r41 i=1

Déle mame

PXp1=2rq1,.. ., Xp =ax) = P | Xp 1 = 2pp1, .., Xi =$k,zxi = sz]
=1 =1

r

ol r Dy @i
= ’ Tr+l Tk .

i=17Li):

Pro k =2,r =1 dostavame

|
n: n—s

|p§2(1 7p2) )

P[ngl‘g]:m

takze X ~ Bi(n, p2). Permutovanim slozek vektoru X dostaneme
X; ~ Bi(n,p;), FE[X;]=np;, Var[X;]=np;(1—p),
kdet=1,...,k. Zfejmé .
X = thi, & ~ Alt(pi),
t=1

pricemz &; = 1, kdyz v tahu ¢ byla vytazena barva 4, jinak je rovno nule. Déle cov(&;;,&s5) = 0 pro t # s,
nebot tahy jsou nezavislé, a

cov(&si, &) = El&i&ej] — El§u)E&j] = —E&u]Ey;) = —pip;-

Druhé rovnost plyne (pro i # j) z toho, Ze v tahu ¢ nelze vytdhnout barvu i a barvu j. Potom podle
disledku 3.2

cov(X;, Xj) = COV(Z & Zﬁsj) = Z ZCOV(ﬁti,ﬁsj) = ZCOV(ftbftj) = —npip;-
t=1 s=1 t=1 s=1 t=1

Kovariance je zapornd, nebot pfi pevnych X, kde I # 4,7, plati, Ze zvysi-li se X;, musi se snizit X;
vzhledem k tomu, ze Y ) ; X; = n.

Pro ndhodny vektor X s multinomickym rozdélenim tedy plati:
(i) E[X] méa slozky E[X;| =np;, i =1,... k.
(ii) Var[X] mé diagondlni prvky
Var[X;] =np;(1 —p;), i=1,...,k
a mimodiagonalni prvky
cov(X;, X;) = —npsp;, 1 # ]

Podminéné pravdépodobnosti jsou také multinomické:

k niz'i’:ri»l i
TL' X1 T TL' Tyr41 X g
ool o Pr P P Pt (1= ) p
X- Tk xr_,’_l!...xk!(n_z' )'

-1

i=r4+1TLi): i=r41

(Ciandlol pr (@2—1 ﬂfi)’) 1 (zp) —PY =y|Z=-2)

- ] )
xl! . xr! (ZZ:I pi)zm Xy- Lpe i=1DPi

j=1
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coz je multinomické rozdéleni s parametry

.
You, =2—, j=1...,r
i—1 Zi:1pi

Ve druhé casti této sekce si uvedeme priklad spojitijch rozdélent.

1. Mnohorozmérné normalni rozdéleni s parametry p, >
Toto rozdéleni lze zkonstruovat z nezavislych ndhodnych veli¢in s rozdélenim N(0, 1). Uvazujme, Ze na-
hodné veli¢iny &1,...,& ~ N(0,1) jsou nezavislé, a polozme & = (&1,...,&)T. Zvolme p € R™ a matici
A, x k- Definujme ndhodny vektor X = A€ + p. Potom dle vét 3.4 a 3.5 mame nasledujici vztahy:

Rikdme, 7e X ma n-rozmérné normélni rozdéleni a zna¢ime X ~ N,,(u, ). Libovolna symetricks pozi-
tivné semidefinitni matice X, x, takovd, ze h(X) = k < n, se d4 rozlozit na souc¢in ¥ = AAT kde A je
typun X k a h(A) = k. Specidlné, pokud k = n, pak X je reguldrni, a pokud k < n, pak ¥ je singuldrni.

Véta 3.17 (Kritérium mnohorozmérné normality). Nahodny vektor X md rozdéleni N, (u, ) pravé tehdy,
kdyz ¢ X ~ N(cT'pu, cTSe) pro libovolny vektor ¢ € R™.
Diikaz. Oznacme

X*=cI'Xx, A =cTA, p=cp.

Potom X* = A*€ + p* pravé tehdy, kdyz X = A€ + p. Z toho plyne, dle definice mnohorozmérného
normalniho rozdéleni, ze X* ~ N(u*,£*), kde ©* = A*(A*)T = cT AATc = cTZ¢, a to je ekvivalentni s
tim, ze X ~ N, (u, X). O

Dusledek 3.5. Pro X ~ N, (u,X), vektor a € R™ a matici By, x, plati
a+ BX ~N,,(a + Bu, BEBT),

tedy linedrni transformace zachovdvd normalitu.

Diikaz. Dle véty 3.17 pro d € R™ polozime ¢ = d” B a dostaneme
c’'X =d"BX ~N(d"Bu,d" BB d).
Posun o konstantu d”'a nezméni typ rozdéleni, tedy vzhledem k vétdm 3.4 a 3.5 méme, Ze pokud
d"(a+ BX) ~N(d"(a+ Bpu), d"BEB"d),

potom
a+ BX ~N,,(a+ Bu, BEBT).

Poznamka. Pokud X je singularni, pak existuje 0 # ¢ € R” takovy, ze ¢/’ X = 0.

Sdruzenda hustota vzhledem k Lebesgueové mife na (R™, B}) existuje pravé tehdy, kdyz je ¥ reguldrni, a
plati

fx(x) = )exp {—;(w—u)Tzl(fﬂ—u) , TER™

1
((27r)3 det(X)
Necht déle
X=Y"zZNHT YeR", ZcR"", X ~N,(u,X).
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Oznacme
p=(py, uz)" = (BY'],E(Z"])";

2 (3w (i W)

Polozme
a=0¢ Rn_ra B = (O(nfr)xrv Infr)-
Potom je a + BX = Z = (X;41,---,X,)T a dle disledku 3.5 mame, 7ze Z ~ N,,_,.(uz,Xzz), nebot

ziejmé a + By = pz, a nakonec

vy Xvz 0 _
BEBT _ B rx(n—r) -3 )
(O(nfr)xr In 7‘) (EZY 2ZZ> ( In—r ZZ

Marginédlni hustota je proto také normalni.

1 1 Ty—1(, _ 2 c R
fz(2) = <(27r) =R det(Ezz)> P [—2(z ~#z) Bzl HZ)} 7 SR

Z ~ Nn—r(ﬁl’Za ZDZZ)-
Podminénd hustota je rovnéz normalni. Podle véty 3.13 mdme

_ fX(yvz)
f(y|z)_ fZ(z)

Vypocet podminéné hustoty timto zptusobem by byl obtizny. Odvodime ji jinym postupem se zavedenim
pomocnych nahodnych vektort a vyuzitim jejich nezdvislosti.

Momentova vytvorujici funkce:
1
Mx(t) = E[etTX] = exp [tTu + 2tTEt] .

Charakteristicka funkce:

. 1
Ux(t) = E[e“fTX] = exp [itTu — 2tTEt] .

Véta 3.18 (Nezavislost a nekorelovanost v normalnim rozdéleni). Necht X = (YT, ZT)T ~ N, (1, Z).
Potom pokud Xy z =0, pak'Y a Z jsou nezdvislé.

Dikaz. Necht Xy z = 0. Potom

1 1
Mx (t) = exp {t?ILY +tl g + it’{EYYtl + 2thZZt2:|

1 1
= exp {t?I‘Y + Qtfzyyh} exp {tleiZ + thzzth]
= My (t1)Mz(t2)
pro t € (t¥ ¢I)T € R™. Z toho dle bodu (iv) véty 3.9 plyne nezavislost vektort Y a Z. O

Disledek 3.6. Méjme X ~ No(u,X) takovy, ze X = (Y,Z)T. Potom Y,Z jsou nekorelované prdvé
tehdy, kdyz jsou 'Y, Z nezdvislé.

Drikaz. Dusledek plyne jednoduse z vét 3.11 a 3.18. O
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Vratime se k odvozeni podminéné hustoty. Polozme

_ —1

Ziejmé U = BX a predpokldddme X ~ N, (u, X). Podle disledku 3.5 méame

— Yy g3t
U ~N,(Bu,BEB"), Bu= <“Y Yz ZZ“Z> .
Mz

Dale dostavame

BY _ (Ir —Eyzlez> (EYY 2YZ) _ (ZYY ~3yz¥,,3zy O )
0 I, Yzv Xzz Yzy Yzz)’

BB — <2YY ~Syz¥,,3zy O ) _ (Eu 0 )

0 Yzz 0 Xzz
Podle véty 3.18 jsou Uy a Us nezéavislé. Z vét 3.9 a 3.13 plyne

flug [ ug) = fljcl(]u(l;g;) = fUl(}LUl)({Zz)(UQ) = fu, (u1).

Rozdéleni ndhodného vektoru Uy pfi pevném Us = us je tedy N,.(p1, X11), kde pg = py — EYZE;Z;J,Z,
¢ili rozdéleni Y — ZYZZ;ZZ pri pevném Z = z je N,.(u1,X11). Rozdéleni Y pii pevném Z = z je pak

N, (py + By zE 55 (2 — pz), ).

P¥iklad 3.2 (Dvourozmérné normalni rozdéleni). Polozme X = (Y, Z)T ~ Ny(u,X) a predpokladejme,
ze p = 0. Ziejmé

2 Y, Z
E:( Ty payaz),kdepzcov(’), 0% >0, 0% >0.

2 2 2
POy Oz oy oy0y

Pak pro |p| < 1 je det(X) = o20%(1 — p?) # 0, a tedy X je regularni. Miizeme tedy sestrojit inverzni

matici ve tvaru
1 —p
-1 _ 1 < o2 —payaz> 1 oz ovoz
- 2 - —p 1 :
det(X) \—poyoz oy 1—p? =

Oy oz

N

Oznacme

Pro hustotu potom plati

= ! ex i z )T | =
fx(w,7) = (27rayUz 1—P2> p{Q(l_lﬁ)(y’ )C:2) ]

) (e )
= exp = — = 1.
2oy oy jI—pQ QUr—p% U% pUyOZ U%

Pokud bychom neptedpokladali, Ze p = 0, ale misto toho p = (uy, puz)? # 0, dostaneme hustotu ve tvaru

fX(y?dz( : 1—p2>eXp {2(1—1&) (QjHY) oWl Zpz) | G pz) ﬂ

2 2
2moy oy Oy Oy0z 07
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4. Transformace nidhodnych velicin a vektori

4.1. Transformace nahodnych veli¢in

Necht X : (Q, A) — (M, B) je obecna ndhodnd veli¢ina (piipadné pozdéji ndhodny vektor) a ¢ je méfitelnd
funkce z M do R (pfipadné do R™). Zndme-li pravdépodobnostni rozdéleni veli¢iny X, miZeme urcit rozdéleni
veli¢iny Y = ¢(X).

Definice 4.1 (Nosi¢ rozdéleni). Necht X : (Q2,.A) — (M, B) mé absolutné spojité pravdépodobnostni rozdéleni
Px vzhledem k o-konecné mite pu. Mnozinu Sx C M nazveme nosicem rozdéleni ndhodné veli¢iny X, pokud
jsou splnény nésledujici podminky:

(i) P[X € Sx] =1;
(ii) pokud u(Sx \ A) > 0, pak P[X € A] < 1 pro vSechny A C Sx.
Umluva. Naddle budeme uvazovat vjbérovy prostor M = R, pripadné M = R™.

Piiklad 4.1 (Nosie rozdéleni).

Rozdéleni Nosic Rozdéleni Nosic

X ~ Alt(p) Sx ={0,1} X ~ Bi(n,p) Sx ={0,1,...,n}
X ~ Po(A) Sx ={0,1,...} X ~ Exp(A) Sx = (0,00)

X ~ N(u,0?) Sx =R X ~N,(p, %) | Sx =R"

A

Véta 4.1 (O monoténni transformaci ndhodné veliciny). Necht ndhodnd velicina X md nosi¢ Sx a distribucni
funkci Fx. Nechtt: Sx — So C R je ryze monoténni funkce. Oznacme Y =t(X) a7 =1t""1.

(i) Je-li t rostouci, md ndhodnd veli¢ina Y distribucni funkci Fy (y) = Fx (7(y)) pro y € Sp.

(ii) Je-li t klesajict, md ndhodnd velicina Y distribuéni funkci Fy(y) = 1 — Fx(7(y)™) pro y € Sy, kde
FX(T(y)i) = hmz%r(y)* FX(Z)

Dikaz.

(i) Fy(y) = P[Y <y] = P[t(X) <y] = P[X < 7(y)] = Fx(7(y)), pFiCemz tieti rovnost plyne z toho, Ze t je

rostouci.

(ii) Fy(y) = PIY <y] = P[t(X) <yl = PIX 2 7(y)] =1 - P[X < 7(y)] = 1— Fx(7(y)7). Pouzili jsme
klesajici monotonii funkce t a vétu 2.4 a jeji dikaz. O

Disledek 4.1. Necht X je spojitd redlnd ndhodnd velicina s hustotou fx at je ryze monotonni funkce majici
derivaci skoro viude. Oznacme Y = t(X) a 7 = t~1. Potom ndhodnd veli¢ina Y md hustotu

Fy () = { é‘x(f(y))\f’(y)\ ?Z_;oaze So,

Diikaz. Uvédomime si, ze pokud je X spojitd ndhodna velicina, pak jeji distribucni funkce F'x je také spojita.
Pro ¢t rostouci mame

frly) = Fy(y) = Fx(r(y))7'(y) = Fx (7))~ (v)].
Vlastnost rostouci monotonie jsme vyuzili ve tfeti rovnosti. Podobné pro ¢ klesajici

fry) = Fy(y) = —Fx ()7 (y) = Fx () (=7 (1)) = Fx (v ()|~ (v)|.

Vlastnost klesajici monotonie jsme vyuzili v posledni rovnosti. O
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Poznamka. Necht X je diskrétni redlnd ndhodnd veli¢ina s rozdélenim P[X = z| = p,, x € Sx. Mé&jme ryze
monoténni funkei ¢, Y = ¢(X) a 7 = t~1. Nahodn4 veli¢ina Y m4 potom rozdéleni dané pravdépodobnostmi

PlY =y] = Pt(X) = y| = P[X =7(y)], v € So.
Piiklad 4.2 (Normalita linedrni transformace ndhodné veli¢iny). Necht

X ~N(u,0%), a€R, 0#beR, Y =tX)=a+bX.

Potom 1 1
XZE(Y_(I):T(Y)7 T/(Y):g, SX:SOZR
Ziejmé
_ 1 (z — p)?
fx(x)= 5 exp [ e

pro = € R. Déle pocitejme:

1 1 /1 o - 1 1 ,
fy(y)—%exp l_w (b(y—a)—u)]lb |_\/%a|b| exp {—20%2 (y —a—bu)

b |5 (u— (a b))’

= ——— X — —_

/o202 P 202h2 Y 1% )

z éehoz plyne, ze Y ~ N(a + bu, b%0?). A

Piiklad 4.3 (Transformace diskrétni ndhodné veli¢iny). Necht

2
PIX=a]=ps;; 2=0,1,% » p.=1 Sx={01,2} So={0,1,4}; Y =#X)=X"
=0

(iv) PlY =4] = P[X = 2] = ps. A
Poznamka. Na nésledujicich fddcich se budeme vénovat po ¢astech monoténni transformaci. Uvazujme, ze
Sx C Uje; Gk, kde G, C R jsou intervaly spliujici, ze G; N G; = 0 pro ¢ # j. Necht ¢ : Sx — Sp je ryze
monoténni na kazdém Gj. Oznacme

K™ ={k:troste na G}, K~ = {k : t klesd na Gy };

(@) = () - Ta, (2) = { o) proz€ G

Pokud X € Gi, potom Xj # 0, X; =0 pro i # k, a tedy

X = ixi, Y = iy
i=1 i=1
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Véta 4.2 (O nemonoténni transformaci ndhodné veli¢iny). Za predpokladi uvedengch v predchdzejici pozndmce
platd pro distribucnd funkci ndhodné veliciny Y = t(X)

Fy(y)= Y P[Xx<m(y), X €Gil+ D P[Xp>7i(y), X € Gy
keK+ keK—
pro vsechna y € Sy.

Diikaz. Protoze Sx C U;—, Gi a Gy jsou po dvou disjunktni, ndhodné jevy X € Gy, k = 1,2,... tvori uplny
systém jevu. Lze tedy psat

Fy(y) = PlY <yl =P (Y <y)n [ J(X € G¥)

(@

U <ynxea)

k

1

:ZPY<y (X € Gy)] ZPYkgy,XGGk ZPthk <y, X € Gy
k=1 k=1 k=1

> Pltk(Xy) <y, X € Gil+ Y Pltr(Xy) <y, X € Gy
keK+ keK—

Z P[Xk < Tk(y), X e Gk} + Z P[Xk > Tk(y), X e Gk]
keK+ keK—

V posledni rovnosti vyuzivame toho, ze v prvni sumeé je t rostouci a ve druhé klesajici. O

Dausledek 4.2. Necht md navic ndhodnd velicina X hustotu fx vzhledem k Lebesgueové mire (je tedy spojitd)
a necht md kazdd funkce ty, derivaci skoro vsude na Gy. Potom mdY = t(X) hustotu

fo W) W) - Lo (v)

proy € Sy.

Dikaz. Podle dusledku 4.1 mame
fy () = fx(m(y) |7 (y)]

pro y € tx(Gg), y = tr(x), kde x € Gi. Vime, zZe kdyz v € Gy a y € tx(Gy) pro pravé jeden index k, pak
fy(4) £ 0 pro y € 44(Gy) a fy (y) = 0 jinak, takie

ZfX Tk |Tk )| 'Htk(Gk)(y)

pro y € Sp. O

Priklad 4.4 (Po ¢stech monoténni transformace). Méjme X ~ R(—1,1) a fx(z) = % pro « € (—1,1). Dale
necht
Glz(—l,O), Gs = [0 1), So=Gs2, Sx=G1UG,.

Polozme Y = t(X) = X2. Z¥ejmé je KT = {2}, a K~ = {1}. Necht
t1(z) = 2% prox € Gy = (—1,0),
ta(z) = 2 pro x € Go = [0, 1),

takze tl(Gl) (0 ].) a tQ(GQ) = [ 1)
Uvazujme y = 22 a funkce 71 (y) = —/y pro y € t1(G1) a 12(y) = \/y pro y € t3(G2). Potom

pokud y # 0. Uvédomme si, ze
)(1:)(113,G'17 XQZXDaGQ, X=X1+X2,

Vi=X?naG, Yo=X?naGy, Y=Y1+Y,=X?=¢#X)naSx=G;UG..
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Nyni pocitejme. Dle véty 4.2
Fy(y) = P[X2 < 7a(y), X € Go] + P[X1 > 7(y), X € G4]
=P[X, <y, X €[0,1)]+ P[X; > —\/y, X € (—1,0)]
Vi | 1
=/ gdy+/ s =5(Vy+Vvy) =y
0 ~Vi
pro y € So = [0,1). Dle dusledku 4.2 potom

fy(y) = fx ()W) Ly @) + Fx ()72 W)] - L) ()

L I DS I 0 ISR B S
2| 2yy| OV TRy OV T s T s T 2

proy € (0,1). A

Poznamka (Vypocet stfedni hodnoty). Necht ndhodnd veli¢ina X ma hustotu fx(x) vzhledem k o-koneéné
mife p. Déle necht Y = ¢(X), kde ¢ je (ryze) monoténni, nebo po ¢dstech monoténni na Sx. Potom

BY] = EC) = [ ufv(s) duty).
0
Pokud nés nezajiméa hustota, ale pouze stiedni hodnota nahodné veli¢iny Y, pak lze pocitat

E[Y] = B[t(X)] = / () fx () du(z).

Sx

Priklad 4.5 (Vypocet stfedni hodnoty). Mé&jme

X ~Exp(N), fx(@) =y exp|-1]

Déle necht Sx = (0,00) = Sp. Polozme

Potom pro hustotu plati

Ix(WVY)
ol = B = e |-

pro y > 0. Stfedni hodnotu pak muzeme spocitat jako

ElY] =/Oooyfy(y)dy= ;A/Ooojgexp {_/\] dy.

Pouzijeme substituci \/y =z, y = 22, dy = 2z dz a dostaneme

E[Y]—;)\/Oooxexp {—%} 2xd:z:—/ooox)fexp {fg} dx—/ooot(:c)fx(x)dx

= B[X])? = Var[X] + (E[X])? = A2 + A2 = 2)%

4.2. Transformace nadhodnych vektora

Necht X : (2,4) — (R™, B}) je ndhodny vektor s nosicem Sx C R™ a hustotou fx vzhledem k souci-
nové Lebesgueové mife na (R™, B). Uvazujme méfitelné zobrazeni ¢ : R” — R”™ takové, ze Y = t(X) =
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(t1(X), .. tn(X))T, kde t; : R* — R a i = 1,...,n. Necht skoro vude v Sx existuje matice parcidlnich

derivaci
Oty (x) Ot (x)

Oxq e Ox .y,
ot(x)
or

Oty (x) Oty ()
Oxq T Oxy,
a oznac¢me jakobidn transformace t
ot(x)
D =det | —— | .
(@) ¢ < ox )

Pro X =t 1(Y) =7(Y), 7: R* — R", plat{

-5

a tedy jakobian inverzni transformace 7 je

Dr(y) = (Dy(=)) ™"

Definice 4.2 (Reguldrni zobrazeni). Necht ¢ : R® — R”, q(y) = (q1(y),...,q.(y))T, y € R" je zobrazeni
s jakobidnem D,. Zobrazeni q je reguldrni v mnoziné K C R", kdyz plati

(i) K je oteviend mnozina,
(ii) funkce g, ..., ¢, maji spojité parcidlni derivace 1. fadu v K,
(iif) Dy(y) # 0 pro vSechny y € K.

Véta 4.3 (O substituci). Necht q je requldrni a prosté zobrazeni otevrené mnoZiny K C R™ na L C R
s jakobidnem Dy. Necht M C L je borelovskd mnoZina a Q je méritelnd redind funkce. Potom plati

/ Q) dz = / Q(a())Dy ()| dy,
M q— (M)

pokud jeden z integrdli existuje.
Diikaz. Vynechan. O

Véta 4.4 (O transformaci ndhodného vektoru). Necht ndhodng vektor X md hustotu fx vzhledem k Lebesgueové
mire na (R™, BY). Méjme zobrazeni t : R™ — R™ reguldrni a prosté na otevrené mnoziné G, pro kterou plati
Jo fx(x)de = 1. Oznacme T inverzni zobrazeni k t : G — t(G). Potom md ndhodnyj vektor Y = t(X) hustotu
vzhledem k Lebesgueové mire, pro niZ plati

Fr(y) :{ gx(T(y))IDT(y)I ?;;falgiet((;),

Diikaz. Pro libovolnou mnozinu B € Bj lze psat
PlY e B|=PlY € B, Y €t(G)]+ PlY € B, Y ¢t(G)].

Ziejmé plati

PIY ¢ 4(G)] = P[Y € (R"\ #(G))] = P[t(X) ¢ t(G)] = P[X ¢ G] =0,

nebot
PX €G] = /GfX(:c) de = 1.
Tedy
PlY e Bj=P[Y € B,Y €t(G)]=P|Y € (BNt(G))] = P[X e 7(BNtQ))] = / fx(z)dx.
(BN(G))
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Zvolme nyni ve vété 4.3 (o substituci)
Q=fx. g=7, ¢ =t M=7(BnHq)).
Vzhledem k tomu, ze P[Y € (R"\ ¢(G))] = 0, tak také P[Y € (BN (R™\ ¢(G)))] = 0. Lze psat

PYen= [ Gl [ oay= [ iy

protoze 1ze integrovanou funkei fy (y) na R™\ ¢(G) dodefinovat nulou. Dostali jsme

{ fx(r(y)ID-(y)|  proy € ¢(G),
0 pro y & t(G)

jako hustotu ndhodného vektoru Y. O

fr(y) =

Poznamka. Obecné Sx C G, ale pokud je nosi¢ rozdéleni ndhodného vektoru X oteviend mmnozina, pak
Sx =G.

Priklad 4.6 (Odvozeni hustoty mnohorozmérného norméalniho rozdéleni). Uvazujme & = (&1,...,&,)7, kde
& ~ N(0,1) jsou nezavislé a i = 1,...,n. Déle
Ji(6) = (&) = = &
p— = X —_—
Vo I

pro& € R, i=1,...,n. Dle véty 2.18 dostaneme

= Hfz(&) = ( T €Xp [ 252] =

kde & € R™. Déle méjme X = Af+pu=1t(€), kdep e R"a A = (aij)ﬁjzl je reguldrni. Zobrazeni t je prosté a
regularni na G = R", t(G) = R™. Pak

o | -5¢7€].

R'ﬂ,
nebof S¢ = R™. Ziejmé také
1
E=AYX —p)=7(X), D.(x)= .
(X ) =~(X), D(w) =g
Pokud si rozepiseme X po slozkach, tak
Xi:Zaijﬁj—f—,ui, 1=1,...,n.
j=1
Ziejmé potom
t(ﬁ) = (t1(£)7 7tn(€)) (X17 7Xn)T7
(372 e % ail AT
Di(§)=det | = . | =det| : . 1 | =det(A),
Oxp Oxp
T{l N D€, an1 v Qpp
1
D, = —.
@) = G2

Déle mdme ¥ = AAT. Pak det(X) = det(AAT) = (det(A))?, takze \/det(X) = |det(A)|. Upravme jesté
skalarni soucin

(@) (@) = (A"H(X —p) AT (X — p)
X —p)"(ATHTATH(X — p)
X —p)"(AAT) (X — p)

X —p)"'EHX - p).

¢he =

(
= (
= (
= (
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Pouzili jsme pravidla maticové algebry:
(i) (AB)T = BT AT,
(i) (A~1)T = (A7),
(ili) (AC)"'=CtA"!
pro matice A, B, C vhodnych rozméru, A, C reguldrni. Nakonec dle véty 4.4 dostavame

fx(®) = fe(r(2))|D- ()| =

T e | (X - =X )

1
e
1 S
T eni/ae®) HX—M = (X—u)}
pro x € R".

Priklad 4.7 (Normalita linedrni transformace ndhodného vektoru). Necht

X ~N,(,Y), Xjeregularni, Y =¢(X)=a+ BX, acR", B,x, jeregulirni.
Ztejmé plati, ze

G =R".

Zobrazen{ t je prosté a reguldrni v G, t(G) = R™ a plati

fx(x)de =1

Rn

1 1 _
fx(x) = mexp [—2(X -pu)'ETHX - H)]

pro & € R™. Dle véty 4.4 pak dostaneme
fr(y) = fx(7(y))|D-(y)]

(2% \/det(zll)\/(det(B))Q P [_;(Bl(y —a-Bp)"'S (B (y—a- Bu))]

! 1 -1 —1pp—1
(2% /det(%) det(B) det(BT) [‘2@ —a-Buw(B)''B (y—a- Bu)}

- (QW)ZJ(;C(BWT)eXp [_Q(y —a— BH«)T(BZEBT)_l(y —a-— Bp,):|

pro y € R". Takze Y ~ N, (a + Bu, BEBT).

Nyni se podivime na obecnou situaci. Necht Sx C U;C:1 G, kde G C R"™ jsou oteviené mnoziny a
GiNG;j =0 pro i # j. Dile méjme zobrazeni ¢ : R™ — R™ reguldrni a prosté na kazdém Gy a oznac¢me

tk(:lt) = t(:I:)HGk (ZL') : G — tk(Gk)

Tk(y) = t,;l(y) : tk(Gk) — G-

59



Véta 4.5 (Zobecnénid véta o transformaci ndhodného vektoru). Necht ndhodng vektor X md hustotu fx
vzhledem k Lebesgueové mire. Potom md za vjse uvedengch predpokladi ndhodny vektor Y = t(X) hustotu
vzhledem k Lebesqueové mire

fy(y) = > Ix ()| Dr ()T ) (w),  y €R™

k=1
Diikaz. Analogicky jako prfi odvozeni dusledku 4.2. O
Zaméfme se nyni na transformaci nahodného vektoru na nahodnou veli¢inu. Méjme nahodny vektor X =

(X1,...,X,)7T s hustotou fx vzhledem k Lebesgueové mife, méfitelnou funkci ¢ : R® — R, kterd ma derivace
skoro v8ude na Sx, a necht T = ¢ (X), napiiklad

1 n
:ﬁ;Xi.

Chceme zjistit, jaké rozdélenf ma ndhodn4 veli¢ina T. Zvolime transformaci Y = #(X) = (t1(X), ..., t.(X))T.
Jsou-li splnény predpoklady véty 4.4 nebo 4.5, uréime podle nich hustotu fy. Podle véty 3.3 pak urcéime
margindln{ hustotu slozky Y; = t1(X) = T, jeZ je rovna

/ / fy(i, - yn)dyz - dyy

V dalsim textu se zamérime na rozdéleni souctu nezavislych ndhodnych velic¢in.

Definice 4.3 (Konvoluce). Necht X, Y jsou nezavislé ndhodné veli¢iny s distribuénimi funkcemi Fx, Fy.
Distribuéni funkci ndhodné veli¢iny Z = X + Y nazyvame konvoluci distribu¢nich funkci F'x a Fy. Znac¢ime
FZ = FX * Fy.

Véta 4.6 (O konvoluci). Necht X a 'Y jsou nezdvislé ndhodné veliciny, kde X md hustotu fx vzhledem k o-
konecné mire p1 a distribucni funkci Fx oY md hustotu fy vzhledem k o-konecné mire ps a distribucnd funkci
Fy. Pak md ndhodnd velicina Z = X +'Y distribucni funkci

Fz(z) = FX*FY_/ Fy(z —z)dFx(x / Fy(z — 2) fx () du ().

Diikaz. Protoze jsou X,Y nezavislé, plati, Zze sdruzend hustota vzhledem k p = p1 x po je fxy(z,y) =
Ix(z)fy (y). Ozna¢me B, = {(z,y) : x +y < 2z} C B3. Ddle dle poznamek za definic{ 3.2 mdme

Pa) = PIZ <2 = PX +Y <2l = [ T @y @) dntenn) = [[ fe@)frn) (@) dia(y)

a+y<z
B /Z (/mw fry) d‘”(y)) x (@) dp(z) = /z Fy(z — 2) fx (z) dp (x) = /Z Fy(z — z) dFx(z)

dle poznamek za definici 2.10. O

Poznamka. Analogickym postupem lze dokazat, ze plati

o0 o0

Foe) = Py «Fx = [ Fx(z=p)dfv() = [ Fx(c=0)fv()dialo)
To znamena, Ze operace konvoluce je komutativni.

Véta 4.7 (Rozdéleni souctu dvou diskrétnich ndhodnych veli¢in). Necht X,Y jsou nezdvislé ndhodné veliciny,
P X =z]=p, prox € Sx, PIY =y] =q, proy € Sy a Sx,Sy €{0,1,2,...}. Potom md ndhodnd velicina
Z = X +Y rozdeéleni dané pravdépodobnostmi

= Z Pzqz—x = Z Pz—yQy-

TESx yESy
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Diikaz. S vyuzitim véty 2.17 ziskdme

PlZ=2=PX+Y=2=P||J(X=2,Y=z2-2)|=) PX=2Y=z-2= > plea

TESx reSx TESXx
Druhé vyjadreni ma dikaz analogicky. O
Poznamka. Vétu lze formulovat i bez predpokladu nezavislosti; dostali bychom pak pouze

PlZ=2=PX+Y=2]= Y PX=xY=z-2l=)» PX=z-y Y=y
TESx yESy

V suméch séitdme pres vSechna = € Sy takova, ze z —x € Sy, resp. pres vsechna y € Sy takova, ze z—y € Sx.
Piiklad 4.8 (Rozdéleni souc¢tu dvou binomickych a poissonovskych veli¢in). Pomoci véty 4.7 1ze ukézat

(i) pokud jsou X ~ Bi(n1,p), Y ~ Bi(ng, p) nezavislé, potom Z = X +Y ~ Bi(ny + na, p);

(ii) pokud jsou X ~ Po(A1), Y ~ Po(\3) nezévislé, potom Z = X +Y ~ Po(\ + A2). A

Véta 4.8 (Rozdéleni sou¢tu dvou spojitych ndhodnych veli¢in). Necht X,Y jsou nezdvislé ndhodné veliciny
s hustotami fx, fy vzhledem k Lebesgueové mire. Potom md ndhodnd velicina Z = X +Y hustotu

2= [ " fx(@) fr(z — ) de = / T ) fx (= — ) dy.

Diikaz. Pouzijeme distribu¢ni funkci. Dle odvozeni v dikazu véty 4.6 mame

Fa) = [ (/m fy(y)dy> xtayas= [ (/m fy<u—x>du) f (@) do
[ ([ ams@as) au= [ patwan

takze -
fow) = [ frlu-a)fx(@)do
—0
V tpravé jsou pouzili jsme substituci y = u — x. Druhé vyjadreni se dokéze analogicky. O
Poznamky.

(i) Vétu 4.8 lze opét formulovat i bez pfedpokladu nezdvislosti; dostali bychom pak

fa(z) = / fxy (@2 — ) de = / Fxx(z —v,w) dy,

pokud existuje sdruzena hustota. Integrujeme pres vSechna x € Sx C R takova, ze z — x € Sy, resp. pres
vsechna y € Sy C R takova, ze z —y € Sx. Pokud Sx = Sy = R, integrujeme pres vSechna = € R, resp.
pres vSechna y € R.

(ii) Vétu 4.8 1ze dokdzat i pomoci véty 4.4 (o transformaci ndhodného vektoru) a véty 3.3 (o margindlni
hustoté).

Méjme X, Y nezavislé nahodné veliciny s hustotami fx, fy vzhledem k Lebesgueové mire. Necht Z = X+Y
alU = X. Polozme t((X,Y)T) = (Z,U)T = (X +Y, X)T prosté a regularni v R? a 7((Z,U)7) = (X, V)T =

(U,Z —U)T. Potom
g g 0 1
Dy =det| % 2| =det =1
9y 9y 1 -1
0z ou

fzu(z,u) = fxy(T(z,u))|Ds| pro (z7u)T € R?%:
fzul(zu) = fx(u)fy(z —u).

Nakonec dle véty 3.3 dostaneme

2= [ " fau (o) du = / 7 fx)fy (2 — u) du.

Dle véty 4.4 méame
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Priklad 4.9 (Rozdéleni souc¢tu dvou normaélnich veli¢in). Pomoci véty 4.8 lze dokézat, ze pokud jsou ndhodné
veliciny X ~ N(u1,0%), Y ~ N(ua, 03) nezdvislé, pak ma ndhodna veli¢ina Z = X + Y rozdéleni

Z ~N(p1 + p2, 07 4 03). A

Piiklad 4.10 (Soucet rovnomérnych rozdéleni). Mé&me X ~ R(0,1), Y ~ R(0,1) nezavislé, déle fx(z) = 1,
ze(0,1)a fy(y) =1,y € (0,1). Pak Z = X +Y m4 podle vty 4.8 hustotu

fz(z):/ fx(.T)fy(fo)d’l}:/ 1dz,
B. B.
kde
B,={r:0<z<1,0<z—z<1l}={2:0<z<l,z-1<z<z}
= {z:max(0,z — 1) < z < min(1, z)}.
Pro0<z<lmémelO<z<za .
fZ(z):/ 1dz = z;

0

prol<z<2mimez—1<zxz<1la

fZ(z)z/l_lldx:2—z.

2 1 2 271 272
/ fz(z)dz:/ zdz—l—/ 2—zdz = [] + |:2Z_:| -1 A
0 0 1 2 0 2 1

Priklad 4.11 (Soucet exponencidlnich rozdéleni, Gamma rozdéleni).

Ztejmé

(i) Méjme X ~ Exp(\), Y ~ Exp()) nezévislé a

fx(z) = %exp {—ﬂ

pro z > 0. Potom Z = X 4+ Y ma dle véty 4.8 hustotu

fz(2) = /OZ %exp {—g} %exp {_z;x] do = %exp {—;] /OZ 1dx = %exp {—i] ,

kde z >0,z >0, z—x > 0.

(ii) Necht X a Y jsou nezavislé, X m& hustotu

proxz >0aY ~ Exp(\). Potom Z = X +Y m4 podle véty 4.8 hustotu

fz(z) = )\lg/ozxexp [-;} exp {—Z)\x] do = %exp {—;]%2

pro z > 0.

(iii) Indukef 1ze s vyuzitim véty 4.8 dokdzat, ze pokud jsou Xi,..., X, ~ Exp(\) nezdvislé, potom ndhodné
veli¢ina Z,, = X1 + --- + X,, méa rozdéleni s hustotou

6= (5) oo 3]

pro z > 0, kde I'(n) je Gamma funkce definovand predpisem

o0
F(n):/ 2" lem7dz
0
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pro n > 0. Shrneme si zékladni vlastnosti Gamma funkce:

P(n+1)=n! pron € Z;
P(n+1)=nl'(n) pron€Z,n>1.
Jednd se tedy o Gamma rozdéleni s parametry %, n; piSeme Z,, ~ F(%7 n). A

Véta 4.9 (O rozdélen{ podilu ndhodnych velic¢in). Necht X,Y jsou nezdvislé ndhodné veliciny, X md distribucni
funkci Fx a hustotu fx vzhledem k o-konecné mire uy, Y md distribucni funkci Fy a hustotu fy vzhledem k
o-konecné mire puy. Potom md ndhodnd velicina Z = 3 distribucni funkci

/ fr (9)Fx (29) dua(y / fr @)1 - Fx (29)] daa ().

Diikaz. Pocitejme:

Fae) = P <2 =[] tx@ ) o) auato)

myé[fx D) fy (0) dyns () dpa(y zyé{fx 2)fy (y) dpns () dpsa ()
:/Ooo </i fx(2) dul(x)) Fy () dpa(y / (/ fx (@) dpa( )) fy(y) dpa(y)
= [ o wanm + [ 000[1 P (o)l () dpin(y). =

Dusledek 4.3. Jsou-li X,Y spojité, md Z = % hustotu vzhledem k Lebesgueové mire rovnou

)= [ 1y () x (o) ds.

— 00

Drikaz. Opét lze jednoduse spocitat, ze

00 0
f2:) = Fy) = [ i @Fcenndy+ [ R @F () dy,
0 —o0
coz dokazuje nase tvrzeni. O

Priklad 4.12 (Rozdéleni podilu spojitych veli¢in pomoci véty o transformaci). Uvazujme Z = % a dodefinujme
U =Y. Méjme

X T
t(x, )\ =(z,u)" = (Y,Y>
prosté a reguldrni na G U Gy, pii¢emz G = (—00,00) X (—00,0) a G = (—00,00) X (0, 00). Polozme
((2,0)") = (X,Y)" = (zU,0)",
piicemz t(G1) = R? a t(G2) = R2. Dle véty 4.5
fzu(z,u) = fx v (7(z,u))|D-| pro (z,u)" € R%
fzu(z,u) = fx,y (zu, u)|u| = fx (zu) fy (u)]ul.

Nakonec dle véty 3.3 ziskame

z) = /jo fzu(z,u)du = /:’o Ix (zu) fy (u)|u] du. N
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Poznamky.

(i) Distribuéni funkce souc¢tu dvou nezavislych diskrétnich ndhodnych veli¢in ma podle véty 4.6 (o konvoluci)
tvar Fz(z) =3 Fy(z — )P[X = x|, nebot

Fz(2) =P[X+Y <2]= Y PX=2Y<z—2]=» PX=2zPY <z-21]

r€Sx z€Sx
=Y PX=a]Fy(z—2)= Y P[Y =y|Fx(z—y).
TESx yESy

(ii) Distribuéni funkce podilu dvou nezdvislych diskrétnich veli¢in mé podle véty 4.9 tvar

Fz(z)= > P[Y =y|Fx(zy)+ Y_ P[Y =y][1— Fx(zy)],

yESY yESy
y>0 y<0

coz lze odvodit v analogii s diikazem véty 4.9 a podobné jako v predeslé poznamece.

4.3. Rozdéleni odvozena od normalniho

1. Chi-kvadrat rozdélen{ X,, ~ X2 o n stupnich volnosti
Necht &;,...,&, ~ N(0,1) jsou nezavislé a polozme X,, = Y1 &2 Pro n = 1 md ndhodnd veli¢ina
X, = &2 distribuéni funkci

Fi(2) = P& <] = P[l&1] < Vil = PV < & < val = 3(Va) - B(— V&)
— B(VE) — (1 - B(v/a)) = 20(v/7) — 1

pro z > 0. Tato velicina ma hustotu ve tvaru

x x 3 x%_l x
fi(z) = Fi(z) = 2?%) = \/21771:8}(1) [—5} = (;) @GXP [—5}

pro xz > 0, takze X; ~ T (%, %) . Indukei lze s vyuzitim véty 4.8 dokézat, ze X,, ma hustotu

pro z > 0, tedy ze X,, ~ ' (3,%) = X2.

Oznacme

které jsou nezdavislé, a

Dle véty 4.8 mé Z hustotu

for1(z)= | fal@)filz —2)dz = ﬁ?}{p[_;])/ozzgl(z_x)édx

_z] ,%-1-%+1 1
= eXpﬂ[j 2] iQ 12 / u%fl(l—u)*%du.
25T (5)T(3) o

Ve treti rovnosti jsme pouzili substituci x = uz. VSimnéme si, ze posledni integral predstavuje beta funkci

/1 w1 -w) " *du=B (n 1> _ M

: 22) T T ()

Tento vztah dosadime a ziskame

_ e[5!
fn+1(z)_ 2%1_‘("71)

pro z > 0, takze X,11 ~ X2 ;.
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Poznamka. Ziejmé, dle véty 4.8, plati, ze pokud jsou veli¢iny X,, ~ X2 a Y, ~ X2 nezavislé, potom
Z=Xp+Yu~X2 .

Nyni se podivdme na momenty rozdélen{ X2.

Zs?} =Y E[g] =) Varlg] =n;
i=1 i=1 =1

E[X,|=E

Var[X,,] = Y " Var[¢?] = n (E [¢]] — (E[¢]])%) =n(3 - 1) = 2n.
i=1
Ve treti rovnosti vztahu pro rozptyl jsme pouzili definici 2.16 a vlastnosti normalniho rozdéleni popsané
v sekei 2.4. Podle nich se $picatost N(0,1) da vyjadfit jako

El& — E[&]))*
(Var[&])?

Véta 4.10 (Rozdéleni kvadratické formy). Necht X ~ N, (u,X), kde X je requldrni. Potom

=3.

V= (X-p)'SH (X —p)~ X%

Diikaz. Protoze X ~ N, (u, X) a X je reguldrni, tak, uvazujeme-li matici A typu nxn, mdme X = A&+ p
a X = AAT pricemz & = (&1,...,&)7T, kde &1,...,&, ~ N(0,1) jsou nezavislé. Potom

Y = (A8)"(AAT) AL =T AT(AT) TTAT T AE = €TE =) g~ A O
i=1
Umluva. Stopu matice budeme oznacovat jako Tr (anglicky trace). Hodnost matice budeme znacit h.

Véta 4.11 (Stiedni hodnota kvadratické formy). Necht E[X] = p a Var[X] =X, kde X = (X1,...,X,)T
a X; € L*(Q) pro vsechna i € N. Uvazujme matici A typu n x n. Pak plati, Ze

E[XTAX] =Tr(AS) + T AT p.
Diikaz. Dle véty 3.5 mame
Y =Var[X] = E [XX"] - EIX|(E[X])" = E[XX"] — pp".
Déle pocitejme
EXTAX]=E[Ti(X"AX)] = E [Tr(AXX")] = Tt(AE[X X"]) = Tr(AS + App”)
= Tr(AY) + Tr(App”’) = Tr(AZ) + T Ap. O

Poznamka. Pro X ~ N(0,X) a symetrickou pozitivné semidefinitni matici A, «, takovou, ze AX # 0
je idempotentni (tj. AZAY = AY), plati

Y =XTAX ~ &2,

kde r = h(AX) = Tr(AX). Zfejmé tedy E [XTAX| =r = Tr(AX).

. T-rozdéleni T}, ~ t,, o n stupnich volnosti
Méjme Z ~ N(0,1) a X,, ~ X2 nezavislé a polozme
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Nahodna veli¢ina T, ma hustotu

n+1

F(L""l) t2 -T2
n t) = —2 1+ — )
a8 = gy ()
kde t € R. Lze ji odvodit pomoci vét 4.4 a 3.3. Polozme U = X,,, T = T,,. Potom
T
Z
(2. = o) = (28 x,)
VXa
kde Z € R a X,, > 0, je prosté a reguldrni na (—oo,00) x (0,00). Déle
T
VU
7U )
N

T(T.U)7) = (2, X,)" = (
kde T € R, U > 0. Determinant zobrazeni 7 je

0: 0z e
DT(t,u)zdet<at 8u>:det<\{); 2W>: %;AO.

Oxp oz,
ot ou

Sdruzené hustoty jsou ve tvaru

2

o || exp [-5] w2
fZ,Xn(Z7x): m 2%1-‘(%) )

fro(tu) = fz.x,(r(t,w)|D-(t,u)| =

kde z,t € R, z,u > 0. Marginalni hustotu ziskdme integraci

5 exp [*%% - y} us=its
frn(t) = / E du,
0

pricemz lze pouzit substituci

Po tpravé dostaneme

prot e R.

Specidlné pro n = 1 dostavame hustotu

fra==-(1+ tz)il .

3=

kde t € R, kterd definuje Cauchyovo rozdéleni s parametry 0 a 1, piSeme T ~ C(0, 1). Toto rozdéleni neméa

konec¢nou stiedni hodnotu. Obecné Cauchyovo rozdéleni s parametry a,b ma hustotu

1 b

@ = e ap

pro a,z € R, b > 0. Zna¢ime X ~ C(a,b).

Poznamka. Podle Williama S. Gosseta (1876-1937), ktery pouzival pseudonym Student, se t-rozdéleni

také oznacuje jako Studentovo rozdéleni. Gosset pracoval v pivovaru Guiness v Dublinu a pseudonym
pouzival pri publikovani svych matematickych textl, které obsahovaly pocatky aplikaci matematické

statistiky v pramyslu a zemédélstvi.
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Nakonec si uvedeme ¢tyri vlastnosti t-rozdéleni. Plyne z nich, Ze s rostoucim poc¢tem stupni volnosti n se
rozdéleni t,, blizi normovanému normalnimu rozdéleni.

a) Hustota fr, je symetrickd kolem nuly.

(a)

(b) im0 | fr,n(t) = 6(8)] = 0, kde (1) = A= exp [~ ] prot € R.

(¢) limy oo tn () = u(e), kde o € (0,1). Zde t,, () je a-kvantil ¢, a u(a) je a-kvantil N(0, 1).
)

(d) Néahodna veli¢ina T;, ~ t, mé konetné momenty do fddu n — 1, E[T,] = 0 pro n > 1 podle bodu (a)
a Var[T;,] = -5 pron > 2.

3. F-rozdéleni F' ~ F, ,, o n a m stupnich volnosti

Necht X,, ~ X2 aY,, ~ X2 jsou nezavislé a necht pro ndhodnou veli¢inu F plat{

Xn
n

F:

Y,

m

Potom F ma hustotu

m+n n _ngm

unte) = ks (2) a1 (14.22) 7
L (3)T (%) \m

kde z > 0. Tuto hustotu lze odvodit pomoci véty 4.1 a dusledku 4.3. Veli¢ina X,, ma hustotu

exp [—Z] 2%t
fn(x) — [ﬁ Q]n
25T (3)
pro z > 0. Déle
Xn
X=tX,)=—", X,=7X)=nX, 7(X)=n
n

Dle véty 4.1 ma X hustotu

, _ nexp [—%] (nx)z ! B
fulr @)l )] = T = )

pro & > 0. Analogicky, Y = Yﬁ mé hustotu mf,,(my) pro y > 0. Navic, podle véty 2.20, jsou X a Y
nezavislé. Podle dtisledku 4.3 ma

<= X

hustotu ve tvaru

/0°° ym fm(my)n fn(nzy) dy = nnf(n)%ilgn)xl /000 yy? 'exp {_%} (zy)% Lexp [_@] dy

pro z > 0. V tipravach jsme pouzili substituci u = ¥(m + nz) a vztah

(oo}
/ untm_le_“du:]?<n+m>.
0 2

Poznamka. F-rozdéleni se také nazyva Fisherovo nebo Fisherovo-Snedecorovo rozdéleni. Sir R. A. Fisher
(1890-1962) byl vyznamny britsky statistik, zakladatel riznych statistickych metod napf. v oblasti teo-
rie odhadu ¢i teorie navrhovani experimentt. V letech 1943-1957 byl profesorem genetiky na univerzité
v Cambridgi. G. W. Snedecor (1881-1974) byl americky statistik, ktery se zabyval aplikacemi statistickych
metod v biologii a zemédélstvi.
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5. Limitni véty pro nahodné vektory

5.1. Konvergence ndhodnych vektort

Uvazujme posloupnost ndhodnych vektortt {X,,}2°;, kde X,, = (Xp1,..., Xn)? 1 (Q,4) — (R*, BE) pro
k>1an=1,2,... Uvedeme ruzné zplisoby konvergence a vztahy mezi nimi.

Definice 5.1 (Norma vektoru). Fukleidovskd norma vektoru X je definovdna predpisem
I1X]| = VXTX.
Poznamka. Pro X,, € RF je zfejmé

HXnH:

k
E 2
Xni
i=1

apro k=1 méme || X|| = /X2 =|X,]|

Definice 5.2 (Konvergence v pravdépodobnosti). Rekneme, 7e posloupnost ndhodnych vektori {X,,}22, kon-
verguje v pravdépodobnosti k ndhodnému vektoru X, pokud pro libovolné € > 0 plati

lim P[||X, — X|| >¢] = 0.
n—aoo

Znadime X,, - X.
Poznamky:.
(i) Limitou muze byt i nendhodny vektor X.
(ii) Pro k = 1 dostavame definici 2.27.
(iii) Plati, ze X, —— X pravé tehdy, kdy# || X, — X|| - 0.
(iv) Postacujici podminky pro konvergenci v pravdépodobnosti ndhodnych veli¢in udavd véta 2.24.

Definice 5.3 (Konvergence v distribuci). Rekneme, e posloupnost nahodnych vektort {X,,}5%, konverguje v
distribuci k ndhodnému vektoru X, pokud plati

lim Fx, (x) = Fx(x)

n—oo
v kazdém bodé spojitosti & limitni funkce F'x. Znacime

X, 2 X, Fx, — Fx; L(X,) — L(X), X, ® £(X); X, L(X).

Poznamka. Pro k = 1 dostdvame definici 2.28.

Definice 5.4 (Konvergence skoro jisté). Rekneme, Ze posloupnost ndhodnych vektori {X,, 15, konverguje
skoro jisté k ndhodnému vektoru X, pokud plati

PXny — X1, X — X = 1.
Znacime X, > X nebo X, — X s.j.
Poznamka. Limitou u konvergence v distribuci a u konvergence skoro jisté mize byt i nendhodny vektor X.
Véta 5.1 (O spojité transformaci). UvaZujme posloupnost ndhodngjch vektori {X,}2, a spojitou funkci

g: RF — R™. Pak plati
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(i) Xn 25 X = g(Xn) 2 g(X),
(ii) X 2 X — g(X,) 2 g(X),

(iii) Xn 25 X = g(X,) 25 g(X).

Diikaz. Vynechan. O
Dausledek 5.1. Prom =1 a g(x) = Zle x; dostaneme, Ze pokud X,, — X, potom Zle Xni — Zle X
pro vSechny t7i pripady (P, D, s.j.). Podobné pro aritmetické prameéry; pokud X, — X, potom % Zle Xni —

%Zle X; pro vSechny tri pripady (P, D, s.j.). Analogicky pro g(x) = Hle x; apod.

Diisledek 5.2. Uvazujme m = 1 a g(z) = cl'z, kde ¢; = (0,...,0,1,0,...,0)T s jednickou na i-té pozici.
Potom kdyz X,, — X, pak cZTXn =X — X; = ciTX pro i = 1,..., k. To znamend, Ze z konvergence
ndhodnych vektori X, (P, D, s.j.) plyne konvergence jejich sloZek X,;.

Véta 5.2 (Ekvivalentni{ podminky konvergence v distribuci). Méjme posloupnost ndhodnijch vektori { X, }22 4
a posloupnost ndhodngch velicin { X} .

(i) Pro posloupnost ndhodngjch vektori {X,}52, plati
X, 25 X privé tehdy, kdys ¢T X, 2> TX
pron — oo a pro viechny c € R¥.
(i) Pro posloupnost ndhodngch velicin {X,}5%, plati
X, 25 X prdvé tehdy, kdy? Elg(X,)] — E[g(X)]
pro n — oo a pro kaZdou funkci g : R — R spojitou a omezenou.
Diikaz. Vynechan. O

Nyni se podivdme na to, zda z konvergence slozek plyne konvergence celych vektorti. Podle bodu (i) véty 5.2
je postacujici podminkou pro X, Dy x to, ze ¢'' X, END' pro vechny ¢ € R¥. To znamend, 7e mame-li
vektor ¢; = (0,...,0,1,0,...,0)T s jednickou na i-té pozici, nestaci pouze pro tento jeden vektor c;

D
cf' X, =X, — cI' X = X,

kde i =1,...,k. Tedy konvergenci v distribuci nelze definovat po slozkach.

Implikace kdyz X,; N X, proi =1,...,k, pak X, N X, plati pouze tehdy, kdyz jsou slozky X,;
navzajem nezavislé. Souvisi to s tim, Ze z marginalnich rozdéleni slozek nelze jednoznacné urcit sdruzené
rozdéleni celého vektoru; to je mozné pouze pii nezavislych slozkach.

Necht : =1,...,kan=1,2,... Pokud jsou X,; nezavislé, potom

k
Fx,(x1,...,2x) = [ [ Fx.. ().
i=1
Déle pokud X,,; 2 X, potom Fx, .(x) — Fx,(x) v bodech spojitosti Fx,. Z toho plyne, Ze

k k
H Fx, (zi) — H Fx, ()
i=1 i=1

v bodech spojitosti x1, ...,z funkel Fx,,..., Fx,. Dostavame
FX"(ml, A ,.’Ek) — f’—‘x(.’ljl7 . ,.’Ek),
z &ehoi plyne X,, — X, kde slozky X; limitniho vektoru X jsou nezavislé.
Déle si uvédomime, ze P[X,; — X;] =1 pro i = 1,...,k implikuje P [ﬂle(Xm — X;)| = 1. Tim jsme
zjistili, ze
pokud X,; 2% X;,i=1,...,k, pak X, 2% X,

neboli Ze konvergenci skoro jisté lze definovat po slozkach.
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Véta 5.3 (Konvergence v pravdépodobnosti po slozkiach). Necht X,,; £, X;proi=1,...,k. Pak X, £, x.

Diikaz. Uvazujme € > 0ai=1,...,k. Potom z definice 2.27 méame

lim P[|Xpi — Xi| >¢]=0 = lim P[(X,; — X;)? <e*]=1.

n——oo
Dle bodu (iv) véty 1.3, ktery plati i pro koneéné mnoho jevi, mame

k k
((Xni — X3)? < 62)] >1-Y P[(Xpi—X;)> 26" — 1

i=1

1>P

pro n — oo. Kdyz (X,; — X;)? < €2 pro viechna i = 1,...,k, tak Zle(Xm- — X;)? < ke? a dostaneme

k

N (Xni — X)? < &%)

i=1

k
Z(an — Xi)Q < ke? <1.

i=1

P <P

Tedy lim,,__ o P [HXn - X< ksz] =1 a pro libovolné e* = v/ke mame lim,, o, P[|| X, — X|| > &*] = 0.
Dle definice 5.2 jsme ziskali X, I x.

Zavér tedy je, ze konvergenci v pravdépodobnosti lze definovat po slozkach.

Daéle nas bude zajimat vztah mezi jednotlivymi typy konvergenci.

Véta 5.4 (Vztah konvergence skoro jisté a v pravdépodobnosti). Pro posloupnost ndhodngch vektori { X, }22
plati, zZe kdyz X, 2% X potom také X, P x pron —» oo.

Diikaz. Vynechan. O

Véta 5.5 (Vztah konvergence v pravdépodobnosti a v distribuci). Pro posloupnost ndhodngch vektord { X, }22 4
plati, Ze kdyz X, £, X, potom také X, Pox pron —» oo.

Drikaz. Vynechan. O
Poznamka. Pokud je limitou nendhodny vektor X, plati ve vété 5.5 i opac¢nd implikace.
Umluva. Néhodnou matici rozumime matici, kterd md jako proky ndhodné veliciny.

Véta 5.6 (Cramérova-Sluckého véta). Necht X,,, X € R* jsou ndhodné vektory, B, jsou ndhodné matice typu
m X k, B je matice konstant typu m X k, a,, € R™ jsou ndhodné vektory, a € R™ je vektor konstant a n — oo.

Ddle necht plati
D P

X, 2 x, a,%a B, B
Potom

a, + B, X, 2 a+ BX.

Diikaz. Vynechan. O

5.2. Limitni véty

Pro ndhodné vektory lze stejné jako pro ndhodné veli¢iny formulovat zakon velkych ¢isel a centralni limitni
vétu. Uvazujme posloupnost ndhodnych vektori {X,,}5; takovou, ze E[X,] = p € R* a Var[X,,] = ¥ pro
n =1,2,... Pro posloupnost priméri {X,,}2 ; plati

_ 1 &
Xn:E;XZ—,

to jest

_ - - 1
Xp=Xnt, s Xop)T, kde X5 = - z;xij.
.
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Véta 5.7 (Chincinuv slaby zdkon velkych ¢isel). Uvazujme posloupnost nezdvisljch stejné rozdélengch ndhod-

nyjch vektori { X, }°%, a necht E[X,] = p md viechny slozky konecné. Potom X, £ W pro n — oo.

Diikaz. Dle véty 3.10 a disledku 3.3 vime, ze pokud jsou X, nezavislé, potom jsou také X,,; nezavislé pro pevné
1 < i < k. Pak dle véty 2.26 X ,; — p1;. Nakonec dle véty 5.3 dostavime X, — p. O

Véta 5.8 (Kolmogorovuv silny zdkon velkych éisel). UvaZujme posloupnost nezdvislych stejné rozdélengch

ndhodngjch vektori {X,,}°°, a necht E[X,] = pu md viechny slozky konecné. Potom X, LR W pro n — oo.
Diikaz. Vynechan. O

Véta 5.9 (Centraln{ limitni véta). UvaZujme posloupnost nezdvislych stejné rozdélengch ndhodngch vektord
{ X022, pro které E[X,] = p a Var[ X, | =X = (Uz'j)f,j:p kde 0;; < oo pro vSechny dvojice (i,j). Potom

1 n
Z (X; — ) 25 N, (0,%)
vn
=1
pro n — o0.
Diikaz. Vynechan. O

Poznamka. Specialné pro k = 1 mame

n

1
\/ﬁz —> N(0,0?%), neboli

1 " D
— X; — — N(0,1
(2 ) !
dle vét 2.8 a 5.1. Tim jsme dostali tvrzeni véty 2.28.

Disledek 5.3. Necht {X,,}22, spliuje predpoklady véty 5.9. Potom plati
V(X = p) 5 Ni(0, %)
pro n — oo.

Diikaz. Dusledek plyne z véty 5.9 a z toho, ze

n

ZXM Z WZX Vip = n(X, — ). O

=1

Poznamka. Specialné pro k£ = 1 mame

Vn(X, —p) LN N(0, %), neboli
X —
DN, 1).
Vn
Ztejmé plati za predpoklada véty 5.9
w11 i
_X _
- 1 n n n n
Var[X,,] = — Var | Y X > Var[Xi]+ ) ) cov(X, X;)
n i=1 i=1 i#j
= ZVar = —nZ =-3
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Pro pevné dostatecné velké n lze tedy symbolicky psat
— . 1
X, ~Nglp, =X,
n

pticemz pro n — oo plati

~ S.7J. 1
X, Bop X,35u -2 -—o.
n

Poznamka. Srovnejme ZVC a CLV - pro nezévislé stejné rozdélené ndhodné vektory plati
(i) ZVC:

X, —pu—0 ... vektor konstant,

n

1
— E (X; —p) — 0 ... vektor konstant,
n

i=1

a to skoro jisté (véta 5.8), v pravdépodobnosti (véta 5.7 nebo 5.4), v distribuci (véta 5.5).

(ii) CLV:
VX, — p) -2 Ny(0,%) ... nahodny vektor,
1 n
NG S7(Xi — p) 5 Ni(0,%) ... nahodny vektor.
=1

P¥iklad 5.1 (Aproximace X2 rozdélenf normalnim rozdélenim). Necht X, ~ X?2. Ziejmé plati
Xp = 25127 & ~ N(0,1) nezdvislé,
i=1

E[X,] =n,
Var[X,,] = 2n.
Dle CLV (véta 5.9 nebo 2.28) dostaneme

X, —n
V2n

Symbolicky pro pevné dostatecné velké n piseme X, ~ N(n,2n). Pravdépodobnosti typu Pla < X, < b] lze
tedy namisto integrace hustoty rozdéleni X2 pocitat rozdilem ®(b*) — ®(a*), kde ® je distribu¢ni funkce N(0, 1)

2, N(0,1).

a

a—n b—n
af = ——, b= . A

er Van

Priklad 5.2 (Aproximace Gamma rozdéleni normélnim rozdélenim). Uvazujme Z,, ~ T (%, n) . Ztejmé plati

Zn = Xi, X;~ Exp()) nezévisl,

=1

E[Z,] = n),
Var[Z,] = nA\%.
Dle CLV (véta 5.9 nebo 2.28) mame
7
Zn—nA L2, N(0,1).

N

Symbolicky pro pevné dostateéné velké n zna¢ime Z,, ~ N(n\, nA\?). Vzhledem k tomu, 7e X; ~ Exp()\) modeluji
naptiklad doby mezi poruchami stroje, ma doba do n-té poruchy ptiblizné normélni rozdéleni. Diky CLV hraje
normalni rozdéleni klicovou roli v pravdépodobnostnim modelovani a matematické statistice. A
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Priklad 5.3 (Aproximace t-rozdéleni normalnim rozdélenim). Necht T,, ~ t,,. Ziejmé plati

Z
T,=——, Z~N(0,1), X,~ X2 nezvislé.
X,

Dle ZVC (véta 5.7 nebo 2.26) plati

pro n — oo, pricemz

& ~ N(0,1) nezavislé,

Xp = nga
=1

Bl¢) = Varlgi] = 1.

Dle véty 5.1 plati

pro n — co. Déle polozme ve vété 5.6

Odtud dostévame B, X,, = Ty, — Z ~ N(0,1). Tedy pro velké n lze napf. kvantily ¢-rozdéleni nahradit kvantily
normélniho rozdéleni s parametry 0, 1. A

Véta 5.10 (Delta metoda). Necht posloupnost ndhodngch vektord {T},}22, spliuje /n(T,, — p) 2, N (0,3)
pro n — 00, kde p € RF je vektor konstant a ¥ je matice konstant. Ddle necht g : RF — R™ je spojité
diferencovatelnd funkce a oznacme

9g91(x) .. 9gi(=z)
69;1 é)wk
9g(z)
D = =
(@) ox
9gm () Ogm ()
oz, oz,

Potom plati
Vag(T,) — 9(k)) 25 Ny (0, D(0)ED (1))
pro n — 00.

Diikaz. Podle Taylorova rozvoje v R¥ mame
9(Tn) = g(p) + D(T;)(T, — ),
Ty e M={(1-t)T,+tu; t€0,1]}.
Odtud dostavame vztah
Vi(g(T,) — g(w)) = D(T;)Vn(T, — ).
Lze ukazat, ze D(T>) i D(p) pro n — oo. Déle polozme ve vété 5.6
X =Vn(T, —p), X ~Ng(0,%),
B, = D(T)), B = D(p),

a’nzoa aZO
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Dostaneme

B, X, = D(T;)Vn(T, — p) > D(u)X,

pricemz dle véty 3.5 a dusledku 3.5 plati, ze
X ~Ni(0,%) = D(p)X ~ N,,(0,D(p)ED(p)"),
¢imz je véta dokazana. O
Poznamka. Pro T, = X,, a g(z) = = dostaviame z véty 5.10 diisledek 5.3.
Priklad 5.4 (Rozdéleni logaritmu priaméru). Necht X;, X5, ... jsou nezdvislé ndhodné veli¢iny, pro které plati
X; >0, E[X;)]=p, Var[X;]=0%<o0

pro viechna i = 1,2, ... Diky dtsledku 5.3 vime, ze /n(X,, — ) 2, N(0, %) pro n — oo. Necht g(z) = log(x).
Potom dle véty 5.10 mame

Vn(log(X,,) — log(p)) - N (0» Zi)

pro n — oo. A
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