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KAPITOLA 1

Vektory a zobrazeni v R"

1. Vektory v R”

Vektor v roviné mizeme zapsat jako usporadanou dvojici redlnych &isel

m—(g).

Takové vektory tradi¢né znazoriiujeme jako tsecky s pocatkem ve zvoleném po-
¢atku kartézskych soufadnic v roviné a Sipkou v druhém krajnim bodé o souiad-

nicich (z1,z2). SEitani vektort odpovida konstrukei thlopficky rovnobéznika jimi
sviraného:

7 obréazku je vidét, Ze souradnice modré Sipky jsou sou¢tem soufadnic Sipek Cerve-
nych, soucet vektoru tedy muzeme definovat i algebraicky

()-0)- (2
To y2) T2 + Y2

Podobné po slozkdch definujeme i nasobek vektoru skalarem (Cislem r € R):

()= ()

I tato definice odpovida tradiéni geometrické konstrukci: §kalovani vektoru uvniti
jim pfimky, ve které lezi.

Algebraickou definici operaci snadno zobecnime na vektory v prostoru (uspoié-
dané trojice) nebo rovnou na usporadané n-tice, tedy vektory z R =R x ... x R:

n

1 Y1 1+
xty=|: [+ ]=]|
Tn Yn Tn + Yn
1 rIy
TX=T =
T Ty,

Cisla x; jsou slozZky vektoru x. Vektor, jehoZ vSechny slozky jsou nulové, oznacu-
jeme o (nulovy vektor), vektor —x := (—1)x je opacny vektor. Mnoziné R™ budeme
tikat n-rozmérny prostor.
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2. Skalarni soudin

Skaldrni soucin dvojice vektori v roviné je definovan predpisem

Xy = Z1Y1 + Tay2

Pomoci tohoto predpisu lze zapsat velikost (normu) vektoru

x| :== Vxx = /2% + 22

TVRZENI 1. Je-li ¢ € (0,7) 1ihel mezi vektory x,y € R?, pak

x.y = [[x[lllyll cos &

DUKAz. Oznaéme orientovany ithel mezi nezapornou ¢asti prvni soufadné osy
a polopfimkou sestavajici z nezapornych nasobku vektoru x symbolem « € (0, 27)
a podobné zavedme 8 € (0,2m) pro vektor y. Definujme ¢’ := 8 — o. Pro slozky
vektoru x plati x; = ||x|| cos a, z2 = ||x|| sin o, podobné pro slozky y.

Dosad'te do definice skalarniho souéinu:

x.y = ||x|||ly]/(cos acos B + sin asin B) = ||x]|||y|| cos ¢’

Pokud ¢’ = 8 — a € (0, ), pak je tthel mezi vektory ¢ roven ¢’, tedy tvrzeni plati.
Pokud ¢’ € (m,2n), pak je ¢ = 2 — ¢, tedy cos ¢ = cos@’. Pokud ¢’ € (—2m,0),
pak thel —¢’ € (0,27) mé stejny cosinus a podle piedchozi uvahy bud —¢’ nebo
2w + ¢’ je rovno ¢, stéle se stejnou hodnotou cosinu. O

Zavedeme skalarni soucin a normu vektoru analogicky i na R” :

n
Xy = inyi, IIx|| ;== vx.x

i=1

V t¥irozmérném prostoru plati stejné tvrzeni o souvislosti skalarniho soucinu a thlu
mezi vektory (viz cvifeni). V obecném R™ nevime, co to uihel mezi vektory je, ale
mizeme jej (pro nenulové vektory x, y) zadefinovat jako ¢ := arccos —¥—. Aby

Myl
tato definice byla korektni, potfebujeme védét, ze

1< XY oy,
Il

To je diisledkem nésledujici véty:
VETA 1 (Schwarzova nerovnost). Pro kazdé dva vektory x,y € R™ plati
.yl < [Ixllyl,
pricemZ rovnost je splnéna prdivé kdyz je jeden z vektori ndsobkem druhého.

Nez vétu dokdzeme, je uzitecné zavést nékteré dalsi pojmy. Dva vektory pro-
hlasime za kolmé (zna¢ime x | y), pravé kdyz x.y = 0, tedy kdyZ je jeden z nich
nulovy nebo kdyz sviraji ihel ¢ = 5. MnoZina

1. n _
x :={y e R"|x.y =0}

vSech vektord y kolmych na vektor x se nazyva ortogondlni doplnék vektoru x. V
R? je to pfimka, v R? rovina, ob& prochazeji po¢atkem:
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_zl

Mnozinam tvaru {y € R"|x.y = ¢} fikdme obecné nadroviny. Nadrovina obsa-
huje vektor o, pravé kdyz ¢ = 0.

3. Vektorovy souéin

Vedle skalarniho soucinu zname ze stiedoskolské matematiky jesté soucin vek-
torovy. Pro x,y € R3 je v x y vektor definovany po slozkach jako

(X Xy = Z EijkTilYj,
i=1 j=1
kde €123 = €231 = €312 = 1, €213 — €321 = €132 = —1a Eijk = 0, jsou—li dva indexy
stejné. Diky tomu z deviti ¢lent dvojité sumy pieziji jen dva, tedy

XXy = (5231x2y3 + €321%3Y2,€132T1Y3 + €312T3Y1, €123T1Y2 + 8213I2y1)

= (2y3 — T3Y2, —T1Y3 + T3Y1, T1Y2 — T2Y1)

TVRZENI 2. Nechtx,y,z € R3, r,s € R, x a y sviraji uhel ¢. Pak
(1) x xy = -y X x, specidlné x Xx x =0
(2) xx (ry+sz)=r(xxy)+ s(x x z)
(3) lxxyll =[xyl sin |
(4) |(xxy).z| je objem rovnobéznosténu definovaného vektory x,y, z, specidlné
0 pro z =rx+ sy.

2wz

Diukaz nyni nebudeme provadét, navod k nému je ve cviceni [1} Z druhé ¢asti
posledniho bodu plyne, Ze x X y je kolmy na rovinu definovanou x a y.

Oproti skaldrnimu soucinu se nenabizi zadné pFimocaré zobecnéni vektorového
soucinu do libovolné dimenze n. V R? Ize vektoru x piifadit vektor

%= (’0‘) € R?

a definovat x Xy := (X x ¥)3 € R. Pak je ||x x y|| obsah rovnobé&znika definovaného
xay:

X

Plyne to ze t¥eti ¢asti tvrzeni [2| protoze ||y|||sin ¢| je vyska rovnobéznika.
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PozNAMKA 1. Pti zobecnéni do dimenze n > 3 chceme, aby vektorovy soucin
dal pocital objemy rovnobéznosténi, coz 1ze splnit definici

n n n
(Xl X Xog X ... X Xn—l)kn = E E E Ekiko..kpnL1k1X2ky « - - Tn—1ky_1>»

k1=1ko=1 kn—1=1

kde symbol € je opét definovan tak, aby ménil znaménko pii vyméné libovolné
dvojice indext a aby €12, = 1. Zobecnény vektorovy soucin tedy jiZz neni funkce
dvou, ale n — 1 vektorovych argumentii, vysledkem je opét vektor. Jsou ale splnény
analogie vlastnosti 1,2 a 4 z tvrzeni [2| Napiiklad objem rovnobéznosténu urceného
vektory a, b, c,d € R? je roven

4 4 4
|(a X b x C).d| = Z Z Z Zaijklaibjckdl

i=1 j=1k=11=1

Cvideni 1

Dokazeme tvrzeni [2

(1)
(2)

Dokazte body 1 a 2 pfimym dosazenim z definice.
Definujme veli¢inu

3 3
Vix,y, z):= Z Z Z CijkTilYjZk

i=1j=1k=1

S pomoci bodu 2 ukazte, ze V(x,y,z) = V(x + sy,y,z). Rozmyslete
si, ze rovnobéznostén definovany vektory x,y,z ma stejny objem jako
rovnobéznostén definovany vektory x + sy, y, z.

Bud z; = y1 = z1 = 0, nebo je alespon jedno z téchto ¢isel nenulové.
Ukazte, ze

V(vavz) = —V(y,x, Z) = V(Z,X, y)

a odvodte z toho, 7e v druhém pi¥ipadé bez Gjmy na obecnosti x1 # 0.
Pak lze pomoci predchoziho bodu prevést vektory x,y,z na takové, ze
Yy = z{ =0, aniz by se zménila hodnota V nebo objem rovnobé&znosténu.
Rozeberte piipad 1 = y; = 21 = 0.

Ukazte, ze vektory lze dale pievést na trojici x,y’,z”, kde z{ =25 =0 a
V ani objem rovnobé&znosténu se nezménily. Dale ukazte, 7e V(x,y’,z") =
x1y42Y aZe |x1yhzY| je pravé objem rovnobéznosténu definovaného vektory
x,y’,z". Tim je dokadzan bod 4.

Z bodu 4 ukazte, Ze ||x X y|| je obsah podstavy rovnobé&Znosténu definované
vektory x,y. Odtud odvodte bod 3.

4. Ortogonalni projekce a zrcadleni

Pomoci skalarniho sou¢inu mizeme vyjadfit kolmy pramét (ortogondini pro-
jekei) vektoru y do sméru jiného (nenulového) vektoru x, kolmy primét do sméru
jeho ortogonalniho doplitku a vektor zrcadleny podle nadroviny x=.
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—0sf

X X.y
Px(y) = ||y|| cos (bm = ||X||2X
X.y
PxL(}’):y—Px(Y):y—WX
X.y
Zyi(y) =y —2P(y) =y — 2WX

Stejné vzorce lze pouzit jako definice projekce a zrcadleni i v obecné dimenzi n.
Pak plati

TVRZENI 3. Necht x,y € R", x # o. Pak
1) Pe(x)=x
) Pi(y) =0 pravé kdyzx Ly
) Py (Y) 1x
4) Vr,s € R,Vy,z € R" : Pc(ry + sz) = rPx(y) + sPx(z)
) Vektory lze jednoznacné zapsat jako y|+y., kde y| je ndasobkem vektoru
X ay,y je kolmyj na x. Navic pak y| = Py(y) ayL = P (y).

DUKAz. Prvni étyfi tvrzeni plynou piimo z definic skalarniho soucinu, kolmosti
a normy. Napiiklad tieti plyne z

x.y
x.(y — Px(y)) =xy — Wx.x =0
Z definic Py a P, . a tfeti Casti tvrzeni plyne, Zze kazdy vektor y se da zapsat jako

Yy =P(y)+ Per(y) =rx+z,

kde r je n&jaky skalar a z € x*. Kdyby bylo mozné zapsat vektor y jako sx+z’, kde
z’ € x*, pak by (r — s)x = 2’ — z. Vektor z’ — z je kolmy na x, tedy (r — s)x.x = 0.
Protoze x # o, musi byt r = s a tedy i z = z’. Rozklad vektoru y na paralelni a
kolmou ¢ast je tedy jednoznacny. O

Py lze chapat jako zobrazeni, tedy jakousi ,masinku, do které se vlozi libovolny
prvek y € R™ a ona mu pfifadi jednozna¢né uréeny prvek Py(y) € R™. Ctvrta cast
tvrzeni znamené, Ze toto zobrazeni zachovava souéty a nasobeni skalarem, geome-
tricky tedy prevede kazdy rovnobéZznik opét na rovnobéznik. O takovém zobrazeni
fikdme, ze je linedrni. Snadno se lze pifesvédCit, ze i Pyi,Zy1 : R — R jsou
linearni zobrazeni, realizujici projekci, resp. zrcadleni podle nadroviny x*.

Nyni mazeme konetné dokizat Schwarzovu nerovnost:

DUKAz. Piedpokladejme, Ze alespon jeden z vektoru je nenulovy, jinak je tvr-
zeni trividlni. Necht je to x. Pak lze diky patému bodu tvrzeni [3] zapsat y jako
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soucet y| +y.. Protoze y| L y., plati

Iyl? = (v +yu)-rp+yo) =yl + llyel? = llyy I

7, patého bodu tvrzeni rovnéi vime, Ze y| = Px(y). Dosazenim z definice ortogo-
nélni projekce a algebraickou tpravou dostaneme, ze

Iy I)l<]* > (x.y)

Protoze normy jsou nezaporné, sta¢i po odmocnéni pridat absolutni hodnotu jen
na pravou stranu nerovnosti. Rovnost nastava pravé kdyz ||y [|?> = 0, tedy prave
kdyZ jsou vSechny slozky y, nulové. To nastane pravé kdyz y = y), tedy je-li y
nasobkem x. O

5. Rotace v R? a R3, dilatace a posunuti

Otoceni (rotaci) vektoru y € R? okolo poéatku o tihel ¢ proti sméru hodinovych
rucicek lze zapsat jako zobrazeni

(Il cos(a) Iyl cos(a + ¢)
yi= (ynsm(a)) = Roly) = <|y||sin<a+¢>)

Po aplikaci sou¢tovych vzorci méme vyjadieni ve slozkach:
Y1 €08 — Yz Sin @ U : —Y2
R = . = cos + sin
o= (i o) e () e (1)
Neékolik pozorovani:
e Ry je linedrni zobrazeni.
o Ry(y) =y, tedy Ry =1d (identita).
e Slozeni dvou rotaci Rgo Ry je rotace Ry4y. Na pofadi slozeni zde nezalezi,
fikdme, 7e Ry a R, komutuji.
e R_40Ry=RyoR_4 =Ry =1d, tedy zobrazeni R_y4 je inverzni k Ry,
R_y=(Ry)~".
Rotaci vektoru y € R? okolo osy dané vektorem v (||v|| = 1) muZeme zapsat
napiiklad pomoci Rodriguesovy formule:

Ry 4(y) =cospy+ (1 —cos¢)(v.y)v+sing vxy.

Navod k jejimu odvozeni naleznete ve cvicenich.
Rotace v R? komutuji, pokud maji spole¢nou osu, jindy komutovat nemust.
Vektory

1 0 0
e = 0 ,e9 = 1 ,e3 = 0
0 0 1

a jejich primocara zobecnéni do R™ se nazyvaji prvky kanonické bdaze. Nekomutati-
vita rotaci se projevi tieba na piikladu

Rem% ° Re37§(e3) - Re27§(e3) =€l
Rey,z 0 Re, z(€3) = Rey,z(€1) = €2

P0ozNAMKA 2. Rotaci v R™ je mozné definovat podobné jako v R?, pouze ,,0sa“
jiz nebude piimka, ale bude mit dimenzi n— 2. Piikladem rotace v R* fixujici rovinu
vektorii e; a e4 (znacime (e, eq)) je

Y1
Y2 COS P — Y3 sin ¢
Y28in ¢ + y3 cos ¢
Ya

R<el7e4>,¢(Y) =
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Dalsim ptikladem linearniho zobrazeni z R™ do R"™ je roztaZzeni(dilatace) fak-
torem A € R:

Di(y) :== Ay
Naopak posunuti (translace) o nenulovy vektor b € R™
Th(y) =y +b

linedrnim zobrazenim neni. Linearni zobrazeni F totiz musi splhovat F'(o) = F'(0.x+
0.y) = 0F(x) + 0F(y) = o, pro translaci ale Ty (o) = b.

6. Matice linearniho zobrazeni

Jak tedy poznéme, Ze je néjaké zobrazeni F' : R™ — R” linearni?
Kazdy vektor x € R™ lze zapsat jako

X =2x1€1 +T2€e2 + ...+ €y,
neboli jako linedrni kombinaci prvki kanonické béaze. Z linearity zobrazeni F' plyne,
ze
F(x)=F(zr1e1+...+zpen) =x1F(e1) + ...+ z,F(en)

=z1a) +... +txa,,

kde jsme jako a; € R" oznacili obraz F'(e;) vektoru e;. Oznacime-li i-tou slozku
vektoru a; jako a;j, je to dohromady n? redlnych ¢isel, kterd spoletné zobrazeni F
jednoznac¢né urcuji. Tato ¢isla souhrnné oznacujeme jako matici linedrniho zobrazent
a znacime A = (a;5).

Zobrazeni urc¢ené matici A oznacujeme symbolem F'4. Pak tedy muZzeme zavést
zapis linedrniho zobrazeni pomoci jeho matice:

a11 ai2 A1n
azi a22 a2n
Fa(x) =1 . + 22 . +...+tz,
anl an2 Ann
a1l a2 G1n T
a1 (22 a2n T2
= . = Ax
an1 an2 Ann Tn

Druhou rovnosti jsme jednak zavedli standardni zapis matice jako tabulky ¢isel, v
niz prvni index ¢isluje fadky a druhy sloupce. Zaroven jsme také zadefinovali soucin
matice a vektoru.

Soucin matice A a vektoru x je vlastné linedrni kombinaci sloupct matice A s
koeficienty rovnymi slozkam vektoru x. Uziva se proto také sloupcovy zdpis matice
A = (aj]az]...|a,). Zobrazeni s matici

10 0

01 0
E:=(eq]|...|le,) = :

0 0 1

pfifazuje kazdému vektoru x vektor
Fg(x)=Ex=xz1e1+... + z,€, = X,

je to tedy identita Fp = Id. Matici E se tika jednotkovd matice.
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Oznaécime-li symbolem

277
i-ty fadek matice A, zapsany ovSem jako sloupcovy vektor, pak i-ta slozka obrazu
vektoru x v zobrazeni F4 je

n
FA(X)i = (AX)l = ;11 + Qj2T2 + ... AipnTy = Z AijTj,
j=1
co7 lze interpretovat jako skalarni soucin vektoru &; a x. Pokud tedy Fa(x); = 0,

je vektor x kolmy na &;. Podobné pokud F4(x); = ¢, lezi x v nadroving s rovnici
a;.x = c.



KAPITOLA 2

Matice

V této kapitole se podivime na matice jako na samostatné objekty a zavedeme
na nich operace, jejichZ vlastnosti vyplyvaji z vlastnosti zobrazeni. Za¢neme ale tim,
ze se podivame, jak hledani vzoru urcitého vektoru v daném linedrnim zobrazeni
vede na soustavu line4drnich rovnic.

1. Linearni zobrazeni a soustavy rovnic

PRIKLAD 1. Uvazujme matici a vektor

= 0

Zajima nas, na jaky vektor zobrazi F4 vektor b a které vektory se naopak zobrazi
na néj. V prvnim piipadé snadno spocteme, ze

po=(i3) ()= (52) = 6)

V druhém hleddme obecny tvar vektoru x, pro ktery

pe=(i3) ()= ()= ()

coz je vlastné soustava dvou rovnic pro dvé nezndmé x; a xs. Kazda rovnice je
rovnici pifmky v R2, jsou riiznob&zné, jedinym fefenim (a tedy i jedinym vzorem
vektoru b v zobrazeni F4) je jejich prusecik, vektor

(-5
=\ 2
Co kdybychom hledali priise¢nici dvou rovin v R3? Soustavu

a1121 + a12T2 + a13T3 = by

az171 + g2 + az3x3 = by
lze opét interpretovat jako rovnost vektori
a a2 ais by
(o) () e (02) - ()

Linearni kombinace na levé strané odpovida definici sou¢inu matice a vektoru, az
na to, zZe matice A nema stejny pocet fadku jako sloupci. Pojdme tedy tuto definici
rozsitit.

DEFINICE 1. Necht m,n € N a ay,...,a, jsou vektory z R™, x € R". Pak
definujme matici A = (a1]...|a,) a jeji soudin s vektorem x

Ax =112 + ...+ 14, € R

13
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Matice s m tadky a n sloupci se oznacuje jako matice m x n. Pokud m = n,
tika se ji ¢tvercovd. Pokud a je néjaky vektor

pak rovnici nadroviny a.x = ¢ mtzeme zapsat pomoci matice 1 x n jako
Z1
(a1 ..o an) | 1 | =c
T

Matice vznikl4 z matice A vyménou Fadku za sloupce se nazyva matice transpono-
vand k matici A:

T ail am1
a1 ai2 e A1n X
AT = . . . . | a2 - am2
aml Am2 ... 0mn
A1p - Qmn

S pomoci operace transponovani miizeme rovnici nadroviny napsat také jako a’x =
¢, pricemz sloupcovy vektor a interpretujeme jako matici n x 1.

PRIKLAD 2. Vratme se k hledani prisecnice rovin a vezméme né&jakou konkrétni
matici A a konkrétni vektor pravijch stran b:

12 3\ () N
1 3 4)\™) "\
€3

Resime tedy soustavu linedrnich rovnic (SLR)
T+ 2x9 + 323 =1
T, + 3xg +4x3 =1

Nahradime-li druhou rovnici soustavy rozdilem druhé a prvni rovnice, mnozina
feSeni se nezméni (cvifeni . Novou soustavu

x1 +2x9+3x3 =1
o + 1’3:0

vyfesime polozenim x3 :=t € R a dosazenim do druhé a poté do prvni rovnice:

X1 1-—t 1 -1
x=|x2|=| =t |=(0]+¢] -1
I3 t 0 1

To je v souladu s oéekdvanim piimka prochézejici bodem (1,0,0)” a majici smérovy
vektor (—1,—1,1)7.

PRIKLAD 3. Podobné muzeme najit i parametrické vyjadient roviny xq + 2xs +
3z3 = 1. Polozime nezndmé x5 :=t, 3 := s rovny dvéma libovolnym parametrim
a dopocteme x; = 1 — 2t — 3s. Vektorové lze mnozinu feSeni zapsat jako

1 -2 -3
x=10]+¢tl 1 | +s| 0 ||t,seR >,
0 0 1

tedy jako mnozinu ,,bod plus linearni kombinace smérovych vektora“. Takovy tvar
mé mnozina feSeni kazdé SLR (cviceni [3)).
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Cviceni 2
Necht (z1,...,2,)T je n-tice ¢isel spliwujicich SLR1

ai1xry + a2x9y + ... + apx, = ¢
biz1 + bz + ... + bpx, = d
Vyvodte z toho, ze (z1,...,7,)T spliuje také SLR2
a1, + a9y + ...+ Ap Ty = c
(b1 +rar)ry + (ba+ras)rs + ... + (bp+rapn)r, = d+rc

pro libovolné r € R. Obdobné dokazte, ze kazdé feSeni SLR2 je i feSenim SLRI1.
Celkové tedy pfi¢teni nasobku prvni rovnice do druhé rovnice neméni mnoZzinu
FeSeni.

Cviceni 3

Necht xp = (xp1,...,2pn)? je FeSenim SLR1
a1xy + agxe + ... + apx, = C
bllfl + b2£172 + ...+ bnzn = d
axg = (xg1,....,vu0)T,y = (@m1,...,vH,)T je feSenim SLR2
a1x1 + asxs + ... + apr, = 0
bix1y + boxs + ... + bpx, = 0O

kter4 vznikne ze SLR1 nahrazenim pravych stran nulami. Ukazte, ze xp + xpg
je feSenim SLR1 a ze libovolna linearni kombinace rxg + syy je feSenim SLR2.
K dikazu tvrzeni, Ze mnozina feSeni kazdé SLR je ,,bod plus linedrni kombinace
smérovych vektoru* se potfebujeme jesté seznamit s pojmem baze, viz definice

2. Skladani zobrazeni a souéin matic

Uvazujme dvé zobrazeni Fy : R® — R™ a Fp : R™ — RP, SloZené zobrazeni
FgoFa:R" — R? je op&t linearni (ovéfte sami) a jeho matici mizeme ur€it tak,
Ze spocitame obrazy vektoru eq,...,e, € R™:

(FB o FA)(ez) = FB(AGZ) = FB(ai) = Bai,
tedy pro obecny vektor x € R™
(FpoFa)(x)=(Bai]|...|Bay)x
To nam dava navod, jak definovat soucin matic:
DEFINICE 2. Necht A je matice m X n a B je matice p X m. Pak definujme
BA :=(Bay|...|Ba,)

Z definice automaticky plyne, ze Fgo F)4 = Fpa. BA je matice p X n, tedy ma
stejné sloupcu jako A a radku jako B.

Vyhoda této definice je, ze je konzistentni s diive definovanym sou¢inem matice

a vektoru, chapeme-li vektor jako matici o jednom sloupci. Element matice BA na
pozici 15 je

m

bira; + bipag; + ... + bimam; = Z birayj,

k=1
coz je vlastné skalarni soucin f)iT.aj i-tého rfadku matice B a j-tého sloupce matice
A. Odtud je jednoduse vidét, ze

E,A=AE, = A,

kde E,,, F, znac¢i jednotkovou matici m x m, resp. n X n.
Ozna¢me mnoZinu vSech m x n matic symbolem R"*".
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TVRZENI 4. Necht m,n,p,q € N, A € R™"*" B e R"*P (C € RP*1. Pak
(AB)C = A(BC),
tedy soucin matic je asociativni.

DUKAZ. Pro libovolny x € RY plati

(AB)C)x = (Fap o Fc)(x) = Fap(Fc(x)) =
= Fa(Fp(Fc(x))) = (Fao Fpco)(x) = (A(BC))x,

Pokud za x dosadime prvek e;, ziskdme rovnost mezi i-tym sloupcem matice (AB)C
a matice A(BC). Obé& matice jsou typu m X ¢, tedy se museji rovnat. O

DEFINICE 3. Necht A, B € R™*". Pak soucet matic A+ B definujeme jako
a1 ... Gin bi1 ... bin a1l + bi1 ee. Qip t+ bip
—|— : " . : = . :

aml1 .. Amn bml . bmn am1 + bml eeo Qmp + bmn
a nasobek matice skaldrem r € R jako

aiy e A1n rail . rain

Am1 cee Qmn rami oo Tamn

Je to prirozend definice, protoZe je v piipadé matic s jedinym sloupcem v sou-
ladu s definici sou¢tu vektoru a jejich nésobeni skalarem. Pojmem nulovd matice
oznacujeme matici, jejiz vSechny elementy jsou 0, obvykle ji stejnym symbolem i
znacime.

Dalsi dilezitou vlastnosti sou¢inu matic je jeho distributivita.

TVRZENI 5. Necht m,n,p e N, A,Be R™*" C,D € R"*P. Pak
(A+ B)C = AC + BC
A(C + D) = AC + AD,
DUKAZ. Nejprve si uvédomme, Ze Vx € R"”
(Fa+ Fp)(x) = Fa(x) + Fp(x) = Ax+ Bx

Odtud ovéiime, ze Fa + Fp je linedrni (dosazenim x = ry + sz a rozepsanim pravé
strany) a Ze mé matici A + B (dosazenim x = e; jako pii hledani matice sou¢inu
a dokazovani asociativity). Tedy Fa + Fp = Fa1p. Pak, opét jako pfi dokazovani
asociativity, ukazeme, ze

((A+ B)C)x = (Fatp o Fo)(x) = Fayp(Fo(x)) =
— (Fa+ Fp)(Fo(x) = Fa(Fo(x)) + Fa(Fo(x)) = ACx + BCx

Rozmyslete si, z jakych presnych divoda plati jednotlivé rovnosti! Jako v dikazu
asociativity vede dosazeni x = e; k rovnosti (A+ B)C = AC + BC. Druha rovnost
v tvrzeni se dokize analogicky. O
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Maticovy soucin ale ur¢ité neni komutativni. Je-li definovan sou¢in BA, soucin
AB definovan byt nemusi, pfipadné nemusi byt stejného typu:

aq n
an, i=1
aq a1b1 N albn
(br )= :
2% anbl ce anbn

I v ptipadg, Ze jsou A i B ¢tvercové matice n X n a tudiz jsou stejného typu i jejich
sou¢iny AB a BA, obvykle se tyto sou¢iny nerovnaji. Piiklad uz jsme vidéli u rotaci
v prostoru, ale kazdy si snadno muze vyrobit vlastni vygenerovanim néjakych dvou
,hdhodnych“ matic, stac¢i i 2 x 2.

TVRZENT 6. Je-li A matice m x n a B matice n x p, pak (AB)T = BT AT,
DUKAZ. Oznatme C' = AB, pak ¢;; = > p_; aicbi;. Pak

—czj g a;kbr; = E a E ka,ﬂ

Posledni suma je pravé ji-ty element matice BTAT. O

Cviceni 4
Souéin matic umoziuje definovat také mocninu &étvercové matice AF jako k-

nasobny sou¢in matice A se sebou samou. Déle definujeme A° = E. Spoctéte
v8echny pfirozené mocniny matice

o OO
S O =
o = O

Na zakladé predchoziho vypoctu se pokuste najit priklady matic, pro které A* =0
ale A*~1 = 0 pro libovolné k € N.
3. Inverzni matice

Chceme-li nalézt inverzni zobrazeni k F4 : R® — R", miZeme se pokusit jej
hledat ve tvaru Fp pro néjakou matici B. Podminka

Vx €R": (FpoFa)(x)=%x A (Fqo0Fp)(x)=x

znamend, 7e BA = AB = E (dosad'te opét x := e;). Naopak pokud takové matice
B existuje, pak Fgo Fy = Faq 0 Fg =1d, takZze Fg je inverzni zobrazeni k F4.

DEFINICE 4. Necht A € R"*". Matice A~!, kter4 splituje AA~! = A~'A = E,
se nazyva matice inverzni k A. Pokud matice A inverzni matici ma, nazyva se
reguldrni, jinak singuldrni.

TVRZENI 7. Necht A, B,C € R"*" spliuji BA= AC = E. Pak B =C.
DUKAzZ. Plyne z asociativity soucinu:
B=BE=B(AC)=(BA)C=EC=C
O

Z tohoto tvrzeni plyne, Ze inverzni matice k A muze existovat nejvyse jedna.



18 2. MATICE

PRIKLAD 4. Zkusme si inverzni matici spocitat pro konkrétni volbu matice

1 2 3
A=|1 3 4
1 0 2

Hledejme 3 x 3 matici B s vlastnosti AB = E. Pak jeji i-ty sloupec splituje rovnici
Ab; = e;. Pro ¢ = 1 to znamené

I 1
o = 0 s
I3 0
kde jsme oznaéili x := by.
Soustavu linearnich rovnic je zvykem zapisovat ve tvaru rozsiFené matice sou-

stavy

1 2 3|1

1 3 410

1 0 210
Kaizdy fadek matice odpovida rovnici roviny v R?, cela soustava pak hledani priniku
t¥i rovin. Podobné jako diive pfi hledani priseCnice muzeme prvni rovnici odecist
od druhé. V rozgifené matici se to projevi jako pfi¢teni (—1)-nasobku prvniho fadku
do druhého. Néasledné provedeme stejnou tpravu i se tfetim radkem.

1 2 3] 1 1 2 3 1
01 1]-1 ~1 0 1 1 |-1
1 0 2] 0 0 -2 —-1|-1

Symbol ~ se ¢te ,,se prevede ekvivalentni upravou na“. Ekvivalentni ipravy jsou ty,
které zachovavaji mnoZinu feseni.
Po pficteni dvojnasobku druhého fadku do tietiho dostdvame soustavu

1 2 3] 1 Ty 4+ 2x9 +3x3 =1
01 1]-1 < Ty + x3=—1
0 0 1|-3 T3 = —3
Z ni postupnym dosazenim ziskdme z3 = —3, zo = 2, ;1 = 6. MiZeme také
dosazovani nahradit dalsimi ekvivalentnimi apravami:
1 2 0110 1 0 0| 6
~ 0 1 0] 2 ~1 0 1 0| 2
0 0 1|-3 00 1|-3

Ziskali jsme tak x = by, prvni sloupec inverzni matice. Stejny vypocet s pravymi
stranami e; a e3 da zbyvajici dva. Pravé strany nemayji vliv na to, které ekvivalentni
uipravy volime, muzeme tedy feSit vSechny tfi soustavy naraz, symbolicky

12 3(1 00 1 0 0] 6 -4 -1
13 4/01 0 ])~10120|2 -1 -1
1.0 2(0 01 00 1|-3 2 1

Zjistili jsme tedy, Ze matice za svislou ¢arou je jedina, ktera spliuje rovnost AB = E.
Vynasobenim snadno ovéiime, ze i BA = E, tedy B = A~%.

Vime ale, Ze timto postupem ziskanad matice bude vzdy davat jednotkovou
matici i pfi vynasobeni z druhé strany? A Ze lze vzdy bud najit ekvivalentni apravy,
kterymi lze A~! najit, nebo ukazat, ze neexistuje?

Cvideni 5

Dokazte, 7ze pokud A, B € R™*™ jsou regularni matice, pak matice B~1A~! je
inverzni matici k matici AB, a tedy i AB je regularni matice.
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Cviceni 6

Dokazte, ze pokud A je regularni matice, pak A7 je také regularni matice, a
jeji inverzni matice (AT)~! je (A~1)T, tedy matice transponovana k A1






KAPITOLA 3

Soustavy linearnich rovnic

V minulé kapitole jsme se setkali s nékolika tlohami vedoucimi na soustavy
linearnich rovnic:

e hledani prisecnice rovin (¢i obecné praniku nadrovin)

e hledéni linearni kombinace vektort ay, ..., a,, kterd dava vektor b

e hledani vzoru vektoru b v zobrazeni Fjy.

e hledani sloupcu inverzni matice

Dalsi priklady jsou feSeni rovnic vyplyvajicich z Kirchhoffovych zakonu pro elek-

trické obvody, chemickych rovnic, numerické aproximace feSeni diferencialnich rov-

nic, prolozeni bodi polynomem nebo jinou funkci ¢i kfivkou a mnoho dalsich.
Regeni soustav linearnich rovnic je nejdilezitéjsi iloha linearni algebry. Poku-

sime se ji proto co nejlépe porozumét.

1. Odstupiiovany tvar matice

DEFINICE 5. Elementdrni ¥édkovou ipravou (ERU) matice rozumime bud

(1) prohozeni dvou fadku

(2) pficteni libovolného nasobku né&jakého Ffadku do jiného fadku

(3) vynasobeni ngjakého Ffadku nenulovym ¢islem
Elementarni matici rozumime matici, kterd vznikne z jednotkové matice elemen-
tarni fadkovou tpravou.

PRIKLAD 5. Priklady 4 x 4 elementérnich matic jednotlivych dprav jsou
10 00 10 00 10 00

0 01 0 01 00 0 s 0 O
010 0)’fr 01 0”10 O 1 0]}°
0 0 01 00 01 0 0 01

kde s # 0. Vyzkousejte si, ze pokud libovolnou matici A vynasobime nékterou z
téchto matic zleva, ma to stejny efekt jako provedeni piislusné elementarni fadkove
upravy piimo na matici A.

TVRZENI 8. Elementdrni Fddkovd iprava rozsifené matice soustavy (A|b) ne-
meéni mnoZinu FeSeni. Pokud B je matice této ERU, pak upravend matice je (BA|Bb).

DUKAz. Kazdou ERU lze vratit zpét opét pomoci ERU, napiiklad pric¢teni r-
nésobku i-tého faddku do j-tého se odstrani pfi¢tenim —r-nasobku i-tého fadku do
j-tého. Staci tedy pro jednotlivé typy ERU ukazat, ze kazdé fedeni (A|b) je také
feSenim upravené soustavy. Tvar upravené matice vyplyvé z toho, Ze sou¢in matic
je definovan po sloupcich. Pokud tedy vektor x spliiuje rovnost Ax = b, pak spliiuje
i BAx = Bb, tedy soustavu s matici (BA|Bb). O

Reseni soustavy linedrnich rovnic spo¢iva v pfevedeni jeji roz§ifené matice po-
sloupnosti elementarnich fadkovych tprav do jednodussiho, tzv. odstupiovaného

tvaru. Mnozina TeSeni se tim nezméni, ale je mozné ji z odstupiiovaného tvaru
snéze ziskat.

21



22 3. SOUSTAVY LINEARNICH ROVNIC

DEFINICE 6. Prvni nenulovy prvek kazdého fadku matice se nazyva pivot. Ma-
tice A je v odstupriovaném tvaru, pokud ma kazdy pivot vyssi sloupcovy index nez
pivot predchoziho fadku. Sloupce, v nichz jsou v odstupiiovaném tvaru pivoty, se
nazyvaji pivotni sloupce. Matice je v redukovaném odstupfiovaném tvaru, pokud
jsou navic vS8echny pivoty rovny 1 a vSechny ostatni elementy pivotnich sloupci
jsou rovny 0.

Ji J2 s Jr
1 5,
2 *
3 A3y

Na obrazku jsou ayj, az a,j, pivoty, nalevo od nich a pod nimi jsou v matici nuly,
napravo od nich a nad nimi muaze byt obecné cokoliv. V redukovaném odstupiiova-
ném tvaru jsou na misté tmavych obdélnika nuly.

TVRZENI 9. Je-li roz§iFend matice soustavy (A|b) v odstupfiovaném tvaru, pak
md soustavae rovnic Tesent, privé kdyZ sloupec praviych stran neni pivotni.

DUKkAz. Pfedpokladejme, Ze roz§ifend matice mé r nenulovych fadku a pivoty
maji sloupcové indexy j; < jo < ... < j,. Pokud je sloupec pravych stran pivotni,
pak je soucasti soustavy také rovnice, kterda méa na levé strané 0 a na pravé nenu-
lovy pivot b,.. Takova rovnice nemé feSeni a tedy ani cela soustava. Pokud sloupec
pravych stran pivotni neni, pak je jednim z FeSeni vektor x, v némz Vk € {1,...,r}
je x;, = by a ostatni slozZky x jsou nulové. O

Obecné feseni SLR v odstupiiovaném tvaru ziskime, pokud polozime kazdou
nepivotni slozku rovnu néjakému readlnému parametru a zpétnym dosazenim dopoci-
tame slozky pivotni. Nejlépe je to vidét na maticich v redukovaném odstupnovaném
tvaru:

10 -2 -2 0 -39

0 1 3 -1 0 —-3]|2

00 0 01 —-2|4
Zvolime xg = t, x4 = s a x3 = r a dopocteme
s =4+ 2t
To=2—-3r+s+ 3t

1 =94 2r+2s+4 3t

Prepsano do vektorového tvaru

T 9 2 2 3
T3 . 0 1 0 0
T4 = 0 +r 0 + s 1 +t 0
Ts5 4 0 0 2
Tg 0 0 0 1
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Vsimnéme si, ze vektor b pravych stran nema zadny vliv na koeficienty u parametra
r,s,t. ReSeni SLR s matici (A|o) (piislusné homogenni soustavy) je tedy

X1 2 2 3
X2 -3 1 3
X3 o 1 0 0
e | T o | [T o
xIs 0 0 2
Tg 0 0 1

2. Reseni soustav a podprostory

Vztah mezi feSenim nehomogenni soustavy rovnic a piisluné soustavy homo-
genni se netyk jen soustav v odstupiiovaném tvaru:

TVRZENI 10. Necht xp je néjaké feseni SLR (A|b). Pak vektor xp + xp je
Tesenim soustavy (A|b) prdvé tehdy, kdyz je xy FeSenim prislusné homogenni sou-
stavy.

DuUkAz. Pokud xp + xpg je FeSenim soustavy, pak A(xp + xpy) = b. Z distri-
butivity maticového nésobeni plyne

A(Xp + XH) = Axp + Axy = b+ Axy
Tedy Axpy = o. Pokud naopak Axy = o, pak dosazenim do rovnosti vySe dosté-

vame A(xp + xg) = b. O

Vektoru xp tikame partikuldrni feseni nehomogenni soustavy. Mnoziné vSech
feseni homogenni soustavy (A|o) pak jddro matice A, znatime Ker A. MnoZina
feSeni nehomogenni soustavy se v duchu tvrzeni zapisuje ve tvaru xp + Ker A.

Jadro matice m4 vyznacné vlastnosti, které si zaslouzi zavedeni nového pojmu:

DEFINICE 7. Mnozina W C R", kterd s kazdymi vektory x,y € W obsahuje
i v8echny jejich linearni kombinace rx + sy, se nazyva podprostor. Mnozina tvaru
x+ W, kde x € R® a W je podprostor v R", se nazyva afinni podprostor.

TVRZENI 11. Jddro kazdé matice A typu m X n je podprostor v R™.
DUKkAz. Pokud x,y € Ker A, pak Ax = Ay = o. Pak ale
A(rx + sy) = rAx + sAy = ro + so = o,
tedy i rx + sy € Ker A. O

Kazdy podprostor musi obsahovat nulovy vektor, sta¢i zvolit r = s = 0. Opacné
implikace, tedy Ze podmnozina R™ obsahujici nulovy vektor je nutné podprostorem,
neplati (najdéte protipiiklad!). Afinni podprostor x + W obsahujici o ovSem uZ
podprostorem byt musi. To nastava pravé tehdy, kdyz x € W. Homogenni a ne-
homogenni soustavy se tedy li§i pravé tim, ze feSenim prvnich je vzdy podprostor,
feSenim druhych nikdy neni podprostor, pouze afinni podprostor:

w?:

W

1
J
J
I
&

ry + dre =10
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3. Gaussova eliminace

KaZzdou matici A typu m x n lze pfevést do (redukovaného) odstupiiovaného
tvaru postupem zvanym Gaussova eliminace:

(1) Najdeme prvni nenulovy sloupec, jeho index oznacéime j. Pokud neexistuje,
je matice nulova, tedy v redukovaném odstupiiovaném tvaru.

(2) Pokud je a1; = 0, pak prohodime 1. fadek s libovolnym fadkem ¢, v némz
Qi 7é 0.

(3) Pro kazdé i = 2,3, ..., m pii¢teme (—a;;/a1;)-ndsobek prvniho fadku do
i-tého Fadku.

(4) Opakujeme postup pro matici bez prvniho fadku. Proces se zastavi bud
v bodé 1, nebo tim, zZe dojdou nenulové fadky. Pokud v kazdém prichodu
bodu 1 zaznamename index j do proménné ji, dostaneme posloupnost
J1 < J2 < ...J, indext pivotnich sloupci, pficemz fadky r 4+ 1 az m jsou
nulové.

(5) Pro kazdé ¢ = 1,...,r vynasobime i-ty fadek Cislem 1/a,j, a poté pro
kazdé k < i pficteme jeho (—ay;,)-nésobek do k-tého fadku.

PRIKLAD 6. Ukazme si Gaussovu eliminaci na piikladé rozsifené matice SLR:

0 3 —6 6 4| -5 3 -9 12 -9 6 3
3 =7 8 =5 8 1 J~13 -7 8 =5 8 1 |~
3 -9 12 -9 6 3 0 3 —6 6 4| -5
3 -9 12 -9 6 3 3 -9 12 -9 6 3
0 2 -4 4 2|-2|~| 0 2 -4 4 2| -2
0 3 —6 6 4| -5 0 0 0 0 1|-2

Prvni upravé, tedy hledani vhodného pivota, se fika pivotace. Po dvou priachodech
body 1,2,3,4 jsme dospéli zpét do 1 a nemame uz zadné nenulové fadky. Bod 5,
tedy piechod do redukovaného tvaru, je efektivnéjsi provadét odspodu:

3 =9 12 -9 0| 15 1 0 -2 3 0 8
0 2 —4 4 0 2 ~ 01 -2 2 0 1
0 0 0 0 1]-2 0 0 0 0 1|-2
Mnozina feSeni soustavy ma tvar
8 2 -3
1 2 —2
xp + Ker A = 0 +<s| 1 |+t 0 s,teR
0 0 1
—2 0 0

Mnozina v8ech linearnich kombinaci n&jaké mnoziny vektora M C R™ se znadi (M)
a tika se ji linedrni obal. S timto znacenim muzeme FeSeni zapsat ponékud Gspornéji
jako

(8,1,0,0,-2)" +((2,2,1,0,0)", (-3, -2,0,1,0)")

Casto se v zédpise vynechava i symbol transponovani.

Prvni 4 kroky Gaussovy eliminace pfevedou do odstupiiovaného tvaru libovolnou
matici. To plyne jednoduse matematickou indukci podle po¢tu nenulovych Fadki v
matici. Je-li jich nula, pak je matice zjevné v odstupiiovaném tvaru. Pokud je jich
k > 0, pak po provedeni prvnich 3 kroku ziskdme sloupcovy index j; prvniho pivotu,
ktery je mensi nez sloupcovy index vSech nenulovych prvki v8ech ostatnich fadki.
7 induké¢éniho predpokladu plyne, Zze matice vznikla vynechanim prvniho fadku se
prvnimi 4 kroky Gaussovy eliminace pfevede do odstuphovaného tvaru, pficemz
sloupcové indexy pivotd jo < ... < j,. musi byt vét§i nez j;. Vysledna matice je
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tedy v odstupiiovaném tvaru a bod 5 ji pfevede do redukovaného odstupiiovaného
tvaru.

4. Izomorfismus

Nasledujici pojmoslovi se uziva pro libovolna zobrazeni, nikoli nutné linearni.
Zobrazeni f : X — Y se nazyva

e prosté (injektivni), pokud ma kazdy prvek z Y nejvyse jeden vzor, tedy
pokud f(a) = f(b), pak a = b.
e na (surjektivng), pokud ma kazdy prvek z Y alespoi jeden vzor
o vzdjemné jednoznacné (bijektivni), pokud ma kazdy prvek z Y pravé jeden
vzor, tedy pokud existuje inverzni zobrazeni f~1:Y — X.
V pfipadg, ze f je navic linearni, pouzivaji se pojmy monomorfismus, epimorfismus
a izomorfismus. Z linearnich zobrazeni, kterymi jsme se zabyvali, jsou zrcadleni
Zy1, dilatace Dy pro A # 0 i rotace izomorfismy (jak vypadaji inverzni zobrazeni?.
Projekce Py : R™ — R™ neni prosté zobrazeni, protoze libovolny vektor z nadroviny
x' se zobrazi na o, a neni ani zobrazeni na, protoze Px(y) lezi vzdy v (x). Podobng
pro Py..

DEFINICE 8. Nechf f: X — Y je zobrazeni. Pak mnozina vSech prvki p € Y,
pro které existuje a € X takové, ze f(a) = p, se nazyva obraz zobrazeni f a znagi
se Im f.

Obrazu se nékdy tika také obor hodnot. Zobrazeni f je na, pravé kdyz Im f =Y.
Zobrazeni F4 : R™ — R™ je prosté pravé tehdy, kdyZ rovnice Ax = b mé pro
vechna b nejvyse jedno Feeni, tedy kdyz Ker A = {o}. To nastava pravé tehdy,
kdyZ jsou po pfevodu A na odstuphovany tvar vSechny sloupce pivotni, neboli
prejde-li A v redukovaném odstupfiovaném tvaru na jednotkovou matici, pfipadné
doplnénou o né&jaké nulové fadky. Soustava Ax = b ma feSeni, paklize b lze zapsat

jako

(a1]...|ap)x = z1a1 + ...z,
neboli Im A = (ay,...,a,). Zobrazeni F4 je tedy na, pravé kdyz (ay, ..., a,) = R™.
Line4rnimu obalu sloupct se fika sloupcovyj prostor matice A (analogicky definujeme
Fadkovy prostor, ten je roven Im AT). Rovnost (ay,...,a,) = R™ formulujeme také
tak, Ze sloupce matice A prostor R generuji.

TVRZENI 12. Zobrazeni f : R™ — R™ je bijektivni, privée kdyz A je ctvercovd
a existuje matice X, pro kterou AX = E.

DUKAz. Je-li fa bijektivni, pak pro kazdou pravou stranu b ma SLR Ax = b
pravé jedno feSeni. Nemuze tedy byt m < n, protoze pak by po pfevodu na od-
stuphovany tvar nemohly byt vSechny sloupce pivotni a tedy Ker A # {o}. Nemuze
byt ani m > n, protoZe pak by bylo mozné najit pravou stranu b takovou, Ze po
eliminaci matice (A|b) bude sloupec pravych stran pivotni. Tedy A je Gtvercova.
Pro pravou stranu e; ozna¢me x; FeSeni soustavy Ax = e;. Pak X = (x1]...|xp)
splituje AX = E. Tim je dokdzana prvni implikace.

Dokazme nyni druhou. Pokud existuje matice X spliujici AX = F, pak x :=
XD je feSenim soustavy rovnic Ax = b. Tedy f4 je na. Uvazujme eliminaci rozsifené
matice (A|E) elementarnimi apravami s maticemi By, ..., By. Pak

(A|E) ~ (Bg...B1A|By ... B1E) = (C|By ... By),
kde matice C je v redukovaném odstupiiovaném tvaru. Pokud by méla nulovy fadek,

neplatilo by, ze (A|b) ma FeSeni pro kazdé b. ProtoZe je ¢tvercova, musi tedy mit
n pivotnich sloupct, neboli byt jednotkovou matici. Pak ale j-ty sloupec soucinu
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By ... B; je jedinym FeSenim soustavy rovnic Ax = e;, jejimz FeSenim je i j-ty
sloupec X. Tedy By ... By = X a XA = FE. Tedy X je inverzni matice k A a tudiz
i fx inverzni zobrazeni k f4. O

Piipomefime, Ze ¢tvercovou matici A, kterd ma inverzni matici, nazyvame re-
guldarni. Z tvrzeni a jeho dikazu plyne, Ze regularni jsou pravé ty matice, pro které
je fa bijektivni, a Ze staci ovéfovat jen podminku AX = FE. tedy inverznost zprava.
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Vektorové prostory

V prvnich tfech prednaskich jsme se zabyvali vektory v R™ a setkali se pfi tom
mimo jiné s pojmy linedrni kombinace, (afinniho) podprostoru, linedrniho zobrazeni
a kanonické baze. Tyto pojmy je mozné a uziteéné zobecnit na dalsi typy objektu,
které lze mezi sebou s¢itat a nasobit je skalarem. Napiiklad leva strana rovnosti

0 0 -1 1 2 0 0 2
(3 1) +2(1 2) + (o 1) = (1 4)
je linearni kombinaci 2 x 2 matic, leva strana rovnosti

Br4+1)+2(—a®+22 —24+2)+ 2% 1) =222+ +4

je linearni kombinaci polynomu. V obou pfipadech rovnosti ¥ikaji, 7ze matice/polynom
na pravé strané je v podprostoru generovaném maticemi/polynomy na levé strané.
Oznacime-li

{0 -0 90 ) e

muzeme kazdou matici, resp. polynom stupné nejvyse 3 jednozna¢né zapsat jako
linearni kombinaci prvka mnoziny Kj;, resp. Kp. Tyto mnoZiny tedy pro ma-

tice/polynomy hraji podobnou roli jako kanonicka béaze {ei,...,e,} pro R". Rov-
nost vyse pak intuitivné vyjadiuje totéz jako vztah

0 -1 2 0

0 1 0 2

|21 T o | T 1]

1 2 —1 4

pro vektory z R%,

Podobné muzeme zachazet s mnoha dalsimi objekty, napiiklad komplexnimi
¢isly, maticemi m X n, spojitymi funkcemi na daném intervalu, nekone¢nymi po-
sloupnostmi ¢isel a mnoha dalsimi. Tyto podobnosti vybizeji k tomu, abychom
potiebné vlastnosti vektori abstrahovali a vSechny souvisejici pojmy zavadéli na-
rdz a obecné pro tyto abstraktni vektory. Dokizana tvrzeni pak budou mit také
obecnou platnost. Je§té predtim musime ale zavést pojem télesa, coZz je mnozina,
jejiz prvky jsou abstrakci pojmu skalaru, a pojem grupy, ktery se v definici télesa i
vektorového prostoru vyskytuje a ktery ma i sém o sobé pro matematiku a fyziku
velkou dilezitost.

1. Grupa a téleso
DEFINICE 9 (Grupa). Nechf o: G x G — G je binarni operace na mnoziné G.
Pak grupou nazyvame dvojici (G, o), ktera splituje
(1) Va,b,c € G: (aob)oc=ao(boc) (asociativita)
(2) 3e€ G:VYa e G:aoe=eoa=a (neutrdlni prvek)
(B8) VaeG:3at€G:aoat =a!oa=e (inverzni prvky)
Pokud navic Va,b € G : aob="boa, pak je (G,o) komutativni grupa.

27
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Pod oznacenim o se miZe skryvat jakakoli binarni operace, nemusi jit nutné o
sklddani zobrazeni. Zaroveh mnoho pfikladi grup jsou grupy zobrazeni s operaci
jejich skladani. Napiiklad mnoZina viech rotaci okolo podatku v roviné R?

({Rs : R* = R?|¢ € (0,2m)}, 0)

je uzaviend na skladani (tedy slozeni dvou rotaci je zase rotace), obsahuje neutréalni
prvek Ry = Id i inverzni prvek R_g4 ke kazdému R,. Asociativita a v tomto piipadé
i komutativita jsou splnény rovnéz. Dalsim typickym piikladem, ktery muzeme
formulovat pomoci znaceni zavedeného v minulych kapitolach, je grupa

({Id7 R27r/3a R—27r/37 Z(l,O)La Z(L\/g)i ) Z(_l,ﬁ)L }7 O)

vSech zobrazeni, kterd zachovavaji rovnostranny trojihelnik s tézistém v pocatku
a vyskou orientovanou ve sméru druhé soufadné osy. Podobné grupy symetrii geo-
metrickych atvara v roviné a prostoru jsou zdkladem disciplin jako krystalografie,
spektroskopie, kvantova mechanika a dalsich.

Pro nas jsou nyni dulezitéjsi grupy zalozené na mnoziné ¢isel s néjakou aritme-
tickou operaci. V p¥ipadé s¢itani to mohou byt tieba grupy (Z,4+), (R,+), (C,+)
(pro¢ ne (N, +)?) a grupami jsou také mnoziny vektora (R”, +) a matic (R™*", +)
se sCéitanim zavedenym v minulych kapitolach. Neutralnim prvkem je zde 0, inverz-
nim prvkem k z je opacné ¢islo —z.

Priklady grup s operaci nasobeni jsou tfeba (Q\ {0},-), (R\ {0},-) nebo ({z €
C| |z| = 1},-). Neutralnim prvkem je zjevné 1, inverznim prvkem k a je % Proto
také v zddné z mnozin nemuze byt 0.

Mnoziny matic typu 2 X 2 s operaci nidsobeni matic nam davaji mnoho ptiklada
nekomutativnich grup. Napiiklad grupa

¢ —sing
({ (Z?r?qﬁ cf,sn(;s ) |6 € <0,27r)} ,o>

odpovidajici maticim rotaci komutativni je, ale pokud zkonstruujeme analogicky
grupu matic symetrii rovnostranného trojuhelnika, zjistime, Ze matice rotaci a zr-
cadleni spolu nekomutuji.

DEFINICE 10 (Komutativni téleso). MnoZina T se nazyva komutationi téleso,
pokud jsou na ni definovany dvé binarni operace + a - , splitujici
(1) (T,+) je komutativni grupa.
(2) Oznagime-li neutralni prvek (7, +) symbolem 0, pak (T"\ {0}, -) je komu-
tativni grupa.
(3) Va,b,ceT:a-(b+c¢)=a-b+a-c (distributivita)

Nézev ,téleso nijak nesouvisi s télesy geometrickymi, je jen piekladem slova
Zahlenkorper z néméiny. Klasickymi piiklady téles jsou mnoziny @Q, R nebo C s
operacemi s¢itani a nasobeni. V algebie a informatice nachéazeji uplatnéni koneénd
telesa, jejichz zakladnim piikladem je Z, = {0,1,...,p — 1} s operacemi s¢itani
a nésobeni modulo prvocislo p. Télesa jsou je také klicova pro teorii feSeni alge-
braickych rovnic vyssich stupfii, s niz p¥isel Evariste Galois v roce 1832. Vétsina
jeho matematického dédictvi pochézi z dopisu, ktery napsal dva dny pied tim, nez
zahynul v souboji.

Pokud nepozadujeme, aby bylo nasobeni komutativni, zachovame ostatni axi-
omy a doplnime pravostrannou distributivitu (b4 ¢)-a = b-a+ ¢ a, pak definici
splituji napf. tzv. kvaterniony, pouzivané pro elegantni popis rotaci v R3.

Prvky T hraji v linearni algebie roli skalart. VétSina texti buduje linearni
algebru nad obecnymi télesy, coz znamena stravit néjaky cas odvozovanim disledki
definice télesa a zavadénim nékterych pojmi, zejména tzv. charakteristiky télesa,
kterd zhruba feceno poméha od sebe odlisit télesa s nekoneénym poctem prvku jako
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R nebo C a télesa kone¢na. Protoze pocitani s konecnymi télesy neni v matematické
fyzice piili§ ¢asto k vidéni, omezime na T rovné bud R nebo C a budeme misto
pojmu (komutativni) téleso pouZivat pojem mnoZina skaldri. Standardné budeme
mnozinu skalara znacit F, coz vychézi z vyrazu field, ktery se pro komutativni téleso
pouziva v angli¢tiné.

2. Vektorovy prostor

DerINICE 11 (Vektorovy prostor). Necht F je mnoZina skalari. Mnozinu V
nazveme vektorovym prostorem nad F, pokud je na ni definovana operace sc¢itdni
vektori

+: VXV =V

takova, Ze (V,+) je komutativni grupa, a operace ndsobeni skaldrem
S FxV =V

jejiz vysledek pro r € F a v € V oznacime rv, a tyto operace spliuji Vu,v € V a
Vr,s € F

(1) 1v = v (nasobeni jednotkou)

(2) r(sv) = (rs)v (asociativita)

(3) (r+ s)v =rv+ sv (distributivita s¢itani skalari)

(4) r(u+v) =ru+rv (distributivita s¢itani vektori)
Neutralni prvek ve (V,+) znacime o (nulovy vektor) a inverzni prvek k v € V
zna¢ime —v (opacny vektor).

TVRZENI 13. Necht'V je vektorovyj prostor nad F. Pak ¥Yv € V', Vr € F plati

(1) ov=o0
(2) (-1)v=-v
(3) ro=o

DUKAzZ. Pro libovolny vektor v € V plati
v=1v=(140)v = 1v + 0v = v + Ov,

kde jsme pouzili nejprve vlastnost nasobeni jednotkou z definice vektorového pro-
storu, pak vlastnost nuly jako neutralniho prvku v mnoziné skalaru (télese), pak
distributivitu s¢itani skalart a nakonec znovu nasobeni jednotkou. Protoze (V,+)
je grupa, musi mit v opa¢ny vektor —v a s uzitim asociativity s¢itani v grupé plyne,
z7e

o=(—v)+v=(—v)+ (v+00v)=((—v)+v)+ 0.0 =0+ 0.v =0,
¢imz je dokézano prvni tvrzeni. Zbyld dvé nechavame Gtenaii za cviceni. O

Zakladnim piikladem vektorového prostoru je F* nad F, tedy mnoZina vSech
usporadanych n-tic prvka z F, ve které se s¢ita a nasobi skalarem po slozkach. Dopo-
sud jsme vektorem rozuméli prvek R™ a zapisovali ho jako sloupec ¢isel. Od nynéjska
pro nés slovo vektor znamena prvek néjakého vektorového prostoru. Vektorim v
pivodnim smyslu budeme od nynéjska tikat aritmetické vektory a vektorovému
prostoru F” aritmeticky vektorovy prostor.

Symbolem F™*" oznacujeme vektorovy prostor viech m X n matic s elementy z
F. Podobné jako u aritmetického vektoru se snadno ovéri, ze je to vektorovy prostor
nad F s operacemi séitani matic a nasobeni matice skaldrem, tak jak jsme je diive
zavedli.

Mnozina F(X,F) v8ech funkci z mnoziny X do F s operacemi

(f +9)(@) = f(z) + g(x)
(rf)(x) :=rf(x),
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je vektorovy prostor nad F. Jaky je vlastné vyznam tohoto piredpisu? Prvni fadka
definuje funkci f 4 ¢ jeji hodnotou v bodé x, a to tak, ze pro libovolné x € X je
tato hodnota souc¢tem hodnot funkci f a g v x. Druha obdobné definuje nasobek
funkce. Pro X = R to dava prostor vSech funkei jedné realné proménné, pro X = N
prostor vSech nekone¢nych posloupnosti, pro X = {1,...,n} je to prostor vSech
n-prvkovych posloupnosti, které se sé¢itaji po slozkach, coz vlastné neni nic jiného
nez aritmeticky vektorovy prostor F™.

Mnozinu C muzeme chépat jako vektorovy prostor nad sebou samou, nebo
jako vektorovy prostor nad R. Je v tom rozdil, protoze v prvnim pfipadé je kazdy
nenulovy vektor nasobkem kazdého jiného nenulového vektoru, v druhém ale 1 a ¢
nejsou skalarnim nasobkem jeden druhého. Intuitivné se tedy prvni verze podoba
vice pfimce a druhé vice roving. Analogicky ma kazdy vektorovy prostor V nad C
svého ,dvojnika“, ve kterém je dovoleno nasobit jen redlnymi ¢isly. Pokud ale v
dalsim napiSeme C”, rozumime tim vzdy vektorovy prostor nad C.

Vétsina dalsich zajimavych piiklada vektorovych prostort vznika jako podpro-
story jinych vektorovych prostori. Obecné definice podprostoru se prakticky nelisi
od té, kterou uz jsme méli v R™:

DEFINICE 12. Necht V je vektorovy prostor nad F a W je neprazdna podmno-
zina V takové, ze Yv,w € W, Vr,s € F plati rv + sw € W. Pak nazyvime W
podprostorem vektorového prostoru V', znac¢ime W < V.

TVRZENI 14. Neprdzdnd podmnozina W C V' je podprostorem ve V , pravé kdyz
je uzaviend na soucty a na ndsobeni libovolngm skaldrem.

DUKAz. Pokud je W uzaviena na soucty a na nasobeni skalarem, pak s kazdymi
vektory v,w € W jsou ve W i rv, sw a rv + sw, pro libovolné r,s € F. Pro diukaz
opacné implikace stac¢i volit » = s = 1, resp. r libovolné a s = 0. O

Kazdy vektorovy prostor V ma dva tzv. trividlni podprostory, 0 := {o} (nulovy
podprostor) a sebe sama. Symbol 0 se uZiva i pro vektorovy prostor obsahujici jediny
prvek, ktery samoziejmé musi byt totozny s neutralnim prvkem v tomto prostoru,
tedy nulovym vektorem.

Podprostor W néjakého vektorového prostoru V' je opét vektorovy prostor. Tim
myslime, Ze splituje axiomy z definice vektorového prostoru. Pro ovéfeni je klicové,
7e nam definice podprostoru zarucuje uzavienost operaci, tedy Ze vSechny soucty a
néasobky skaldrem, které se v axiomech vyskytuji, jsou opét prvky W, a to véetné
neutralniho prvku a opa¢nych prvki, které diky prvnimu a druhému bodu tvrzeni
vzniknou také jako nésobky prvku z W skaldrem.

DEFINICE 13. Necht V je vektorovy prostor nad Fary,...,r, € F,vy,...,0, €
V. Vyraz > I, ryv; se nazyva linedrni kombinace vektoru v; s koeficienty r;. Pro
neprazdnou M C V znadi (M) mnozinu vSech linedrnich kombinaci prvka M,
neboli jeji linedrni obal. Pro M = () C V definujeme jako jeji linearni obal nulovy
podprostor 0 < V.

TVRZENT 15. Necht'V je vektorovy prostor nad F a M C V. Pak (M) <V.

DUKAz. Staci si uvédomit, Zze soucet linedrnich kombinaci prvkia W je opét
linedrni kombinace prvka W a podobné i pro nasobek skalarem. O

DEeFINICE 14. Necht V' je vektorovy prostor nad F, W <V, v € V. Mnozinu
v+ W, jejimiz prvky jsou vSechny soucty vektoru v s n&jakym prvkem podprostoru
W, nazyvame afinni podprostor ve V, podprostor W nazyvame zaméfienim tohoto
afinniho podprostoru.

Afinni podprostor je podprostorem, pravé kdyz v € W. Dukaz ponechavame
opét za cviceni.
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3. Generovani, linearni (ne)zavislost, baze

Necht W je vektorovy prostor (ktery miZe a nemusi byt podprostorem jiného
vektorového prostoru). O mnozing M C W, pro kterou (M) = W, fikame, Ze
prostor W generuje, pfipadné, ze M je mnoZinou generdtori prostoru W.

Typicky existuje mnoho riiznych mnozin generujicich stejny vektorovy prostor:

o) (1{6)-6)- G == 16) (3

jsou vSechno mnoziny generatort prostoru R2. Pfirozenou otézkou je, jak najit pro
dany podprostor mnozinu generdtori co nejmensi.

DEFINICE 15. Linearni kombinace se nazyva netrividlng, pokud mé alespon
jeden koeficient nenulovy. Podmozina M vektorového prostoru V nad F je linedrné
zavisla, pokud existuji vektory vy, ..., v, € M a jejich netrivialni linedrni kombinace
> i, riv; se rovnd nulovému vektoru o. V opaéném pripadé je M linedrné nezdvisld.

o) ()G}

je linearné zavisla, protoze lze z vektoru vytvorit linedrni kombinaci s koeficienty
—2,-3,1, ktera je netrividlni a dava nulovy vektor v R?. MnoZina

o) (1))

je linearné nezévisla, protoze linearni kombinace

o)+ ()

miuZe byt rovna nulovému vektoru pouze pro r = s = 0. Prazdna mnozina 0 je
linearn& nezavisla. Mnozina {1,i} C C je linearné nezéavisla v C nad R, ale linedrng
zévisla v C nad C.

PRIKLAD 7. MnoZina

TVRZENI 16. Necht'V je vektorovy prostor nad F. Pak plati:
(1) M C V majici alespori dva proky je linedrné zdvisld, prdvé kdyz ezistuje
v € M, ktery lze vyjddiit jako linedrni kombinaci ostatnich prvkd M.
(2) Necht M generuje V. Pak M je linedrné zdvisld, prdvé kdyz existuje vlastni
podmnozina N C M, kterd generuje V.

DUKAz. Necht existuje netrividlni linearni kombinace 2?21 r;v; = o, kde v;
jsou z M. Vektory v; si muzeme libovolné piecislovat, predpokladejme tedy, zZe
r #0. Pakvy =3, _T—:"vi, tedy vy lze vyjadrit jako linedrni kombinaci ostatnich
vektorti. Naopak, pokud lze néjaky vy € M zapsat jako linedrni kombinaci ostatnich
vektoru Z?:Q siv;, staci polozit s; = —1 a mame linedrni kombinaci Z?:l S;V; = 0
rovnou nulovému vektoru. Tim je dokdzan prvni bod.

Pro druhy bod vyberme v M vektor v, ktery je dle bodu 1 linearni kombinaci
ostatnich v = Zle r;v;. Definujme N := M \ {v}. Pak muzeme kazdy vektor u,
ktery je linearni kombinaci u = 377, s;u; vektori u; € M, zapsat jako linearni
kombinaci vektort z N. Pokud zadny z vektort u; neni roven v, je to zfejmé. Pokud
néktery je roven v, stac¢i jej nahradit v linedrni kombinaci sumou Zle TiU; a U je
pak vyjadien jen pomoci vektori z V. Naopak, pokud N C M, N i M obé generuji
V av e M\ N, pak lze v zapsat jako linearni kombinaci prvka N a tedy podle
bodu 1 je M linedrné zévisla. O

DEFINICE 16. Necht V je vektorovy prostor nad F. Mnozina M, ktera generuje
V' a zarovei je linedrné nezavisld, se nazyva bdze vektorového prostoru V.
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Zakladnim piikladem béze je kanonicka baze {eq,...,e,} v F". Je hned vidét,
7e je linedrné nezavisla a generuje F.

Podle pfedchoziho tvrzeni je baze V' takovad mnozina generdtori V', kterd po
odebrani libovolného vektoru uz mnozinou generatora V neni.

TVRZENI 17. Necht'V je vektorovy prostor nad F. MnoZina M je bdzi'V, privé
kdyz lze kazdy vektor z V wvyjadrit jako linedrni kombinaci prvki M prdvé jednim
zpisobem.

DUKAz. Pokud je M bazi V, pak V i generuje, a tedy kazdy vektor z V lze
vyjadfit jako linedrni kombinaci prvki M alespon jednim zptisobem. Pokud by
néjaky v € V mél dvoji vyjadieni Y . rv; = > | s;iv;, kde alespon jeden koe-
ficient r; # s;, pak by rozdil téchto vyjadieni byl netrivialni linedrni kombinaci
>t (r; — si)v; rovnou nulovému vektoru.

Je-li naopak kazdy vektor vyjadien nejvysSe jednim zptisobem, plati to i pro
nulovy vektor, jenz je pomoci vektori z M vyjadien trividlni linedrni kombinaci
(¢i kombinacemi). Pak ale nemuZze byt vyjadien zaroven i netrividlni linedrni kom-
binaci, a tedy je M linearné nezavisla. Zaroven je kazdy vektor vyjadien alespon
jednim zpusobem, tedy M generuje V. M je tedy bazi V. O

Predpokladejme, ze M = {vy,...,v,} je baze vektorového prostoru V' nad F.
Kazdému vektoru v € V lze podle pfedchoziho tvrzeni pfifadit jednoznacné n-tici
(r1,...,7,) prvkia F. Kdyz tedy ur¢ime n&jaké pofadi prvka M, pfifazujeme vlastné
vektoru v z V aritmeticky vektor r z F". Tomuto vektoru se fika vektor soutadnic
vektoru v vzhledem k bdzi M nebo téz reprezentace vektoru v vzhledem k bdzi M.

Pokud napftiklad
10 0 1 0 0 0 0
=40 0)-6 o) 006 0]

je baze R%2*2 pak je matice <:1)) i) reprezentovana vzhledem k M vektorem

(1,2,3,4)T. Pocitani v rozliénych vektorovych prostorech miizeme takto prevést
na vypocty s vektory aritmetickymi. Ale jak tyto vypocty ovliviiuje to, jakou bazi
ve V si zvolime? Budou mit vzdy piislusné aritmetické vektory stejny pocet slo-
7ek? A da se vzdy najit baze s konetné mnoha prvky? Odpovédi nalezneme v piisti
kapitole.



KAPITOLA 5

Baze a dimenze

V minulé kapitole jsme definovali bazi jako takovou podmnozinu vektorového
prostoru V, kterad je zaroven linedrné nezéavisla a zaroven tento prostor generuje.
Béaze nemusi byt nutné kone¢nd mnozina.

PRIKLAD 8. Mnozina M = {1,z,2% 23,...,2%,...} ve vektorovém prostoru
P(x,R) vsech realnych polynomi v proménné x je jeho bézi, nebot kazdy polynom
p(x) = Z?:o a;x" lze zapsat jednozna¢né jako linearni kombinaci monomi z?. N&-
jakou jinou kone¢nou bazi prostor P(z,R) mit nemuze, protoze v linedrnim obalu
kone¢né mnoziny polynomu N mohou byt jen polynomy, jejichZ stupeii neni vyssi

nez nejvyssi stupenn v IV zastoupeny.

DEFINICE 17. Vektorovy prostor V nad F se nazyva prostorem konecné di-
menze, pokud v ném existuje konec¢na baze.

TVRZENI 18. Necht'V je vektorovy prostor nad F. Pak jsou ndsledujici tvrzent
ekvivalentni:

(1) V je konecné dimenze.
(2) VeV existuje konecnd mnoZina generdtori.
(3) Z kazdé mnoZiny generdtori V lze vybrat konecnou bdzi V.

DUKAz. Implikace 1 = 2 a 3 = 1 jsou ziejmé, staci tedy dokazat 2 = 3.
Mame-li ve V' kone¢nou mnozinu generatort M a né&jakou (ne nutné konecnou)
mnozinu generatord N, pak lze kazdy prvek M vyjadfit jako linedrni kombinaci
prvkid N. Ozna¢me N’ mnozinu vech prvki N, u kterych je ve vyjadfeni nékte-
rého prvku M nenulovy koeficient. MnoZina N’ je kone¢né a libovolny prvek V' lze
vyjadfit jako linearni kombinaci prvki N'. Podle druhé ¢asti tvrzeni [16|je N’ bud
linedrné nezévisla, nebo z ni lze odebrat prvky, aniz by se zménil linearni obal. Tedy
odebranim kone¢ného poétu prvki lze nalézt podmnozinu N” C N'| ktera je bazi
V. |

Ze tretitho bodu tvrzeni plyne, Ze v prostoru V konefné dimenze museji byt
prvki, budeme moci zadefinovat pojem dimenze V pravé jako tento pocet. Jesté
pred tim ale mirné redefinujme pojem béze, aby soucasti definice bylo i usporadani:

DEFINICE 18. Necht V' # 0 je vektorovy prostor nad F kone¢né dimenze, pak
posloupnost B = (v1,...,v,) nazveme bdzi V, pokud pro kazdy vektor v € V
existuje jednoznaéné uréeny aritmeticky vektor [v]® := (ry,72,,...,7,)T takovy,
Ze v = Y., r;v;. Bzl prostoru 0 je prazdna posloupnost. Vektor [v]? nazyvame
reprezentace vektoru v vzhledem k bazi B.

PozNAMKA 3. Zavést bazi jako posloupnost bychom mohli i u nékterych pro-
stort nekone¢né dimenze, jako je P(x,R). Reprezentaci polynomu p(z) = Zf:o a;zt
by pak nebyl aritmeticky vektor, ale nekone¢né posloupnost (ag, a1, . . ., ax,0,0,...)7T.
Protoze lineadrni kombinace jsou vzdy kone¢né soucty, bude mit kazda takova re-
prezentace pouze kone¢ny pocet nenulovych slozek.
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Zatim hovofime pouze o ,,prostorech kone¢né dimenze“ a ,,prostorech nekone¢né
dimenze“, ale samotny pojem dimenze definovan nemame. K tomu potiebujeme
nasledujici velmi diilezitou vétu:

VETA 2 (O poctu prvka béaze). Viechny bdze vektorového prostoru V' konecné
dimenze maji stejng pocet prukii.

DEFINICE 19. Necht V je vektorovy prostor nad F. Je-li V' prostor koneéné
dimenze, pak definujeme nezaporné celé ¢islo dim V' jako pocet prvku libovolné
béaze V. Pokud neni, piSeme dim V' = co. V obou pfipadech nazyvame tuto hodnotu
dimenzi vektorového prostoru V.

PRIKLADY 1. o dimF" =n
o V F™*™ je baze napt. (E;j,i € {1,...,m},j € {1,...,n}), kde E;; ozna-
Cuje matici s jednou jednickou na pozici ¢j a nulami vSude jinde. Tedy

0000

e Posloupnost
je baze prostoru C? nad R. Obecné je dimenze C™ nad R rovna 2n.

e Oznacme U, (F) = {A € F**™|Vi,j,i > j : a;; = 0} podprostor viech
hornich trojihelnikovych n x n matic. Pak (E;;|i,7 € {1,...,n}, 7 > 1) je
bézi U, (F). Tedy dim U, (F) =1+ 24 ... +n = 2t

e Oznatme P"(z,F) podprostor viech polynomu stupné nejvyse n v P(z, F).
Jeho bazi je t¥eba (1,z,2%,...,2"), tedy dim P"(z,F) =n + 1.

PozNAMKA 4. Z teorie mnozin je znadmo, ze nekonetné mnoziny mohou byt
spocetné nebo nespocetné. Ma-li vektorovy prostor spocetnou bézi, pak je mozné
tuto bazi sefadit do posloupnosti a zachéizet s bazemi a reprezentacemi podobné
jako u prostoru P(x,R) vySe. Prostory, které spocetnou bazi nemaji, typicky pro-
story funkeci, se studuji jinymi metodami. Obvykle se na nich ngjak zavede pojem
normy vektoru, ktery podobné jako na R™ umoziiuje definovat vzdalenost vektoru.
Se vzdalenosti mame definovanou i konvergenci posloupnosti vektord a tedy i (né-
které) nekone¢né linedrni kombinace. Napiiklad k popisu prostoru vSech spojitych
realnych funkei na uzavieném intervalu [0, 27] je moZzné pouzit mnozinu funkci {1}U
{cosnz|n € N}U {sinnz|n € N}, jejiz konvergentni nekone¢né linearni kombinace
se nazyvaji Fourierovymi fadami a samotnd mnozina pak Fourierovou béazi, ackoli
to dle nasi definice baze daného vektorového prostoru neni.

V tomto kurzu se od nynéjska budeme zabyvat pouze vektorovymi prostory
kone¢né dimenze, aniz bychom to nadéle explicitné vypisovali. Tyto prostory ale
mohou byt zadany i jako podprostory néjakého prostoru dimenze nekonecné, jako
napiiklad kdyZ je prostor P"(z,R) v8ech polynomu stupné nejvyse n podprostorem
P(z,R).

Véta o po¢tu prvka béze plyne z tzv. Steinitzova lemmatu o vyméné:

LEMMA 1 (Steinitz). Necht V' je vektorovy prostor nad F, M jeho n-prvkovd

mnozina generdtori a N = {vy,...,v;} linedrné nezdvisla mnoZina ve V. Pak
k < n a prvky M lze uspoiddat do posloupnosti (ui,us,...,u,) tak, Ze mnoZina
{v1, ., Uk, Ugt1,- .- Un} generuje V.

Nejprve ukazme, jak z lemmatu plyne véta:

DUkAz vETY. Oznacme | M| pocet prvkia mnoziny M. Aplikujeme-li lemma na
dvé baze B a C ve V, |B| =p, |C| = q, pak p < g, protoze B je linedrné nezavisla
a C generuje V. Zarovei i ¢ < p, protoze C je linedrné nezavisla a B generuje V.
Tedy p =gq. O
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DUKAZ LEMMATU. Budeme postupovat indukci podle k. Pokud & = 1, pak
N = {1}, kde v; # 0. Kdyby n = 0, je M prazdnd mnozina, tedy (M) = 0.
Protoze V obsahuje nenulovy vektor vy, neni M = () mnoZzinou generatori V. Musi
tedy byt n > 1 =k, ¢imz je dokadzana prvni ¢ast tvrzeni.

Sefadme M do posloupnosti (u},u), ..., u, ). Protoze M generuje V, existuji
¢sla ) takova, Zze vy = Y . riul, a protoze v; # 0, musi pro néktery index j
byt % # 0. Vyméime v posloupnosti (uf,us,...,u;) prvek s indexem 1 a prvek
s indexem j a ozna¢me nové uspoifddanou posloupnost (uy,us, ..., u,), analogicky
prevedme posloupnost koeficienta (71, . .. ,7},) na posloupnost (r1,...,7,) vyménou

' n
prvniho a j-tého ¢lenu. Lze tedy psét

1 n
tr=—- (111 + Zﬁui
1 i=2

Kazdy vektor, ktery je linearni kombinaci vektort z {us,...,u,}, je tudiz také
linedrni kombinaci vektort z {vy,ua, ..., u,}, Cili {v1,us,...,u,} generuje V.

Nyni provedme indukéni krok, tedy predpokladejme, Ze k > 1 a tvrzeni plati pro
v8echna pfirozena ¢isla mensi nez k. Pokud N = {vy,...,v;} je linearné nezévisla,
pak {v1,...,vk_1} je linedrné nezavisla, a tudiz podle indukéniho pfedpokladu n >
k—1 a M lze usporadat do posloupnosti (u}, ..., u),) tak, ze {vy, ..., ve_1,uf, ..., ul}
generuje V. Kdyby n = k — 1, §lo by v zapsat jako linedrni kombinaci vektora
V1,...,VUg_1, COZ je spor s linedrni nezavislosti V. Tedy n > k.

Vektor vy, 1ze pak zapsat jako

k—1 n

! /4

Vg = E T 0; + g iU,
i=1 i=k

kde pro néjaké ;7 > k musi byt r;- # 0, jinak bychom opét dostali spor s linearni
nezévislosti mnoziny {v1,...,vx}. Vyméhme v posloupnosti (u},...,ul,) vektory k-
ty a j-ty a oznalme toto nové usporadani (uq,...,u,), totéz s koeficienty linearni

kombinace. Pak
1 k—1 n
ug = T <Z TiV; — Uk + Z Ti%‘)

i=1 i=k+1
Potom ale kazdy v € V je linearni kombinaci vektort z {v1, ..., Vg, Ugt1, ... Upn}, &
tedy tato mnozina generuje V. O

PRIKLAD 9. Najdéme bazi W = ((1,1,1,1),(2,0,1,—1),(1,3,—3,1)), ktera
obsahuje vektory (0,1,—2,0) a (2,1,—1,—1). Nejprve ovéfime, Ze
M = {(1, 1,1,1),(2,0,1,-1),(1,3, -3, 1)}

je baze W a vektory z N := {(0,1,-2,0),(2,1,—1,—1)} jsou linearni kombinace
jejich prvkiu (provedte sami). Dle Steinitzova lemmatu lze v M nahradit dva vektory
prvky linedrné nezavislé mnoziny N. Zkusme to konkrétné. Protoze

1 1
(0,1,-2,0) = —5(1, 1,1,1) 4+ 5(1,37 -3,1),

miZeme tfeba nahradit (1,3,—3,1) za (0,1,—-2,0). V druhém kole pak z rovnosti
(2,1,-1,-1) =(0,1,-2,0)+(2,0,1, —1) plyne, ze za (2,1, —1, —1) musime vyjmout
vektor (2,0, 1,—1). Ziskavame tedy

w =((0,1,-2,0),(2,1,-1,-1),(1,1,1,1))

Proc¢ je posloupnost ((0,1,-2,0),(2,1,—1,—1),(1,1,1,1)) baze W? Vime, Ze
generuje, mohli bychom ovéfit linedrni nezavislost. Lepsi ale bude opfit se o dalsi
disledek Steinitzova lemmatu:
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DUSLEDEK 1. NechtV je vektorovy prostor nad F dimenzen a M C V.
(1) Je-li M linedrné nezdvisld, pak |M| < n.
(2) Pokud M generuje V', pak |M| > n

Navic plati-li v nékterém z piipadi |M| = n, pak je M bdzi V.

DUKAZ. Pro prvni ¢ast sta¢i uvazovat néjakou bazi N prostoru V a pouzit ji
v lemmatu jako mnozinu generéatori. Pokud navic |M| = |N|, plyne z lemmatu, Ze
(M) = (N) =V, atedy ze M je bazi V. Pro druhou ¢ast naopak bude N hrat
v lemmatu roli linearné nezavislé mnoziny. Pokud |M| = n a M by byla linearné
zévisl4, mohli bychom z ni vybrat bazi, kterd by musela mit méné nez n prvka. To
je ale v rozporu s Vétou O

LEMMA 2. Necht'V je vektorovy prostor dimenze n a W jeho podprostor. Pak
W je prostorem konecné dimenze a dim W < n.

DUKAz. Vsechny linearné nezavislé podmnoziny W jsou zaroven line4drné ne-
zévislée podmnoziny V' a maji tedy podle Dusledku [I] nanejvys n prvki. Zvolme z
nich n&jakou N = {vy,...,v;} s maximalnim poctem prvki. Pokud by N negene-
rovala celé W, pak by existoval vektor u € W, pro n&jz u ¢ (N). Kazda netrivialni
linedrn{ kombinace ru + Zlf siv; = 0 je v rozporu bud s u ¢ (N), nebo s linearni
nezavislosti mnoziny N, tedy N U{u} je linedrné nezavisla podmnozina W. M4 ale
k + 1 prvki, coz je ve sporu s pfedpoklddanou maximalitou N. Tedy N generuje
podprostor W, ktery mé kone¢nou dimenzi k < n =dim V. O

Podle dalsiho dusledku 1ze bazi podprostoru vzdy doplnit na béazi celého pro-
storu

DUSLEDEK 2. Necht V je vektorovy prostor dimenze n a W jeho podprostor,
N bdaze W. Pak existuje mnoZina M D N, kterd je bazi V.

DUKAz. Podle pifedchoziho lemmatu je W prostor kone¢né dimenze a ma tudiz
bazi N = {v1,...,vr}. Zvolme ve V libovolnou bazi M, pak druha ¢ast Steinitzova
lemmatu fik4, ze mnozina M’ := {vy,..., 0, Ugs1,- -, Un}, kKde Uy, ..., uy jSOU
néjaké prvky M, generuje V. Protoze |M’| = n, musi to byt dle Dusledku [1] baze
V. O

Bude se nam hodit rozsifit pojem elementarni tpravy (EU) z posloupnosti
fadkt néjaké matice na libovolnou posloupnost jakychkoli vektori. Rekneme, 7e
posloupnost vznikne elementdrni upravou posloupnosti vektora M = (v1,...,0m)
z vektorového prostoru V nad F, pokud mé jeden z néasledujicich tvara:

My =(v1,. . Uk—1,V5, Ukg1y -+ Ujm1, Uks Ujp 1y - - - 5 Un)
M, :(vl,...,vk_l,vk +81}j,1}k+1,...,1}m)
Mz =(v1, ..., Uk—1, TVk, Vkt1s- -+, Um)

kder,s € F, 7 #0, jk € {1,...,m}, j # k.

TVRZENI 19. Necht C je posloupnost vektori ve vektorovém prostoru V nad F
a posloupnost D z ni vznikne elementdrni ipravou. Pak plati
(1) linedrni obaly C' a D jsou stejné
(2) C je linedrné nezdvisld, prive kdyZ D je linedrné nezdvisld
(3) C je bdzi V', prave kdyZ D je bdzi V.

DUKAzZ. Protoze EU jsou vratné opét pomoci EU, staci dokdzat jen to, ze
kazdy prvek V, ktery lze vyjadfit jako linedrni kombinaci prvka C, lze vyjadrit
i jako line4drni kombinaci prvka D. Uvazujme elementarni dpravu typu 2 a v =
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Yot riv; € (C). Pro pohodlngjsi zapis predpokladejme k < j. Pak lze sumu piepsat
jako

k—1 j—1 m
(1) v = Zrivi + (v + sv5) + Z riv; + (r; — srg)v; + Z T,
i=1 i=k+1 i=j+1

tedy v je linearni kombinaci vektorii z D. Pro ostatni typy EU je postup analogicky.

Dale ukazeme, ze je-li D linedrné nezavisla, pak musi byt i C. Uvazme né&jaké
vyjadieni nulového vektoru ve tvaru linearni kombinace prvka C: o = Y1 | rv;.
Pravou stranu piepi§me do stejného tvaru jako v rovnici[ll Z linearni nezavislosti D
plyne, Ze v8echny koeficienty v této linearni kombinaci jsou nulové. To ale znamena
r; = 0, pokud ¢ neni k ani j, dale r, = 0, a diky tomu r; = r; — sr;, = 0. Tedy
linearni kombinace Z;il r;v; musi byt trividlni, a tedy C' je linedrné& nezévisla.
Ostatni typy EU opét pienechavame ¢tenaii. O

PRIKLAD 10. Uréeme dimenzi linearniho obalu mnoziny M = {(3,—6,1, —1),

(1,-2,3,1), (—2,4,0,1), (0,0,2,1)} v R, Sestavime matici, ktera m4 tyto vektory
jako tadky, a provadéjme ERU:

1 -2 3 1 1 -2 3 1
3 -6 1 -1 0 0 -8 —4
2 4 0 1| 7]lo o 6 3|~
0 0 2 1 0 0 2 1
1 -2 3 1 1 -2 3 1
0o 0 2 1 0 0 2 1
00 6 3| 7lo 0o oo
0 0 -8 —4 0 0 0 0

f{édky posledni matice jsou LZ, tedy i M je LZ. Linearni obal fadku se také za-
chovava, tedy (M) je roven linedrnimu obalu LN mnoziny {(1,-2,3,1),(0,0,2,1)}.
Proto dim(M) = 2.






KAPITOLA 6

Hodnost matice

V této kapitole se vratime k maticim a soustavam linedrnich rovnic. Elementy
matic a koeficienty soustav linedrnich rovnic budou prvky mnoziny skaldru F.
Vsechny definice z kapitol [2| a |3| zistavaji stejné i pro matice z F™*" mame tedy
definovan soucet a sou¢in matic, nulovou matici, jednotkovou matici, pojem matice
transponované, inverzni, ¢tvercové a regularni, matice elementérni radkové apravy
Snadno se zobecni i v8echna tvrzeni, kterd jsme o téchto pojmech dokézali, tedy
asociativita ] a distributivita [5] maticovych operaci, nutna a postacujici podminka
existence inverzni matice [I2)i fakt, Ze Gaussova eliminace dovede kazdou matici do
redukovaného odstupfiovaného tvaru.

Stejné se definuji i jadro a obraz matice:

DEFINICE 20. Necht A = (a1]...a,) € F™*" kde a; € F"™. Pak jddrem matice
A rozumime podprostor

KerA = {x € F*"|Ax = o} <F"
a jejim obrazem nebo téz sloupcoviym prostorem pak
ImA={(ay,...,a,) <F™"

Dikaz, ze Ker A je podprostorem F” je stejny jako v tvrzeni Im A lze defi-
novat i jako obor hodnot zobrazeni F4. Protoze Fa(x) = Ax = Y. | z;a;, je vektor
y € F™ v oboru hodnot F4, pravé kdyz je v linearnim obalu sloupci matice A.

Transponovéani prevadi fadky na sloupce, mizeme proto oznacit podprostor
Im AT < F7, &li linearni obal fadka matice A, jako jeji Fddkovy prostor. Ctvefici
vyznacnych podprostori, jejichz vlastnostmi se v této kapitole budeme zabyvat,
dopliwje jddro transponované matice Ker AT < F™.

Elementérni fadkovou dpravu matice lze realizovat nasobenim elementarni ma-
tici zleva. Elementarni matice jsou regularni a stejné tak jsou i souciny elementéar-
nich matic mezi sebou. Nasledujici tvrzeni tedy jen zobectuje jiz dokdzané vlastnosti
elementarnich dprav, totiz Ze zachovavaji mnozinu feSeni homogenni soustavy rov-
nic (tvrzeni [§] to fikd dokonce i pro nehomogenni) a fadkovy prostor (prvni bod

tvrzeni :
TVRZENI 20. Necht A = (a;|...a,) € F™*" R € F™*™ reguldrni. Pak
(1) Ker(RA) =Ker A
(2) Im(RA)T = Tm AT
DUKAz. Pokud Ax = o, pak RAx = Ro = o, tedy Ker A C Ker RA. Protoze
R je regularni, existuje k ni inverzni matice R~!, ktera je také regularni. Pak
Ker RA C Ker R™1(RA) = Ker A. Tim je dokdzana i opa¢na implikace.
Kazdy tadek matice RA je linedrni kombinaci fadkd matice A s koeficienty
v fadcich matice R, tedy Im(RA)T C Im AT. Druh4 inkluze plyne opét z A =
R™Y(RA). O

Elementdrni sloupcové tipravy (ESU) lze definovat jako ty, které lze realizovat
nisobenim elementarni matici zprava. Opét je jednodus§i vzit misto elementarni
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matice libovolnou regulérni a dokazat, Ze ndsobeni zprava neméni sloupcovy prostor
a jadro transponované matice:

TVRZENT 21. Necht A = (a;|...a,) € F™*" Q € F*"*" reguldrni. Pak

(1) Ker(AQ)T = Ker AT
(2) Im(AQ) =Im A

Na piikladu
1 0 10 1y (1 0 1
2 1J\1 0 1/ \3 0 3

je vidét, ze Im(RA) a Im A se rovnat nemuseji a stejné tak Ker(RA)T a Ker AT.
Radkové tpravy tedy sloupcovy prostor nezachovavaji. Ukdzeme ale, ze zachovavaji
jeho dimenzi. Prvni ¢ast tvrzeni 20| muZeme preformulovat jako

LEMMA 3. Necht A = (a;]...a,) € F™*" R € F™ "™ reguldrni. Oznacme
RA =: A" = (al]...a),). Je-li (s1,...,8,) € F", pak > | s;a; = o, prdvé kdyz
S0y sl = o

DUSLEDEK 3. Necht A, A" jsou dvé matice, A ~ A’. Pak dimIm A = dimIm A’.

DUKAzZ. Z lemmatuplyne, 7e néjaka podposloupnost (a;,, a;,, . . ., a;, ) sloupca
matice A, kde i; < ... < i, je linedrné nezavisla, pravé kdyz je linedrné neza-

visla odpovidajici podposloupnost (aj ,a; ,...,aj, ) sloupci A’. Maximalni takové
line4rné nezévislé podposloupnosti jsou bazemi Im A, resp. Im A’, a pocet prvki

takovych béazi je roven dimIm A = dimIm A’ O
VETA 3. Pro kaZdou matici A € F™*™ plati dimIm A = dimIm AT

DUKAzZ. Matici A lze prevést posloupnosti ERU na redukovany odstupiiovany
tvar A’. Posloupnost viech nenulovych fadkia A’ je linedrné nezavisla, a je tedy
béazi Im A’T. Mno#Zina viech pivotnich sloupci A’ je linedrné nezéivisla a nepivotni
sloupce jsou linedrnimi kombinacemi sloupcu pivotnich. Tedy posloupnost vSech
pivotnich sloupct je bazi Im A’. Pivotnich sloupct i nenulovych Fadka A’ je stejné,
tedy dimIm A’ = dim Im A’T. Protoze fadkové tpravy A ~ A’ zachovavaji fadkovy
prostor, plati Im AT = Im A’". Z disledku [3] mame dim Im A = dim Im A’, celkové
tedy dimIm A = dimIm AT. O

Na tvrzeni je zajimavé, 7ze nam dava rovnost dimenzi dvou podprostori ve
dvou obecné ruznych aritmetickych vektorovych prostorech, protoze Im A < F™,
ale Im AT < F". Je to vidét i na ptikladu

101
A<1 0 1)’

kde je bazi Im A jednoprvkové posloupnost ((1,1)) a bazi Im AT posloupnost ((1,0,1)).
Jednoduchy dusledek véty [3 je tedy , Ze pokud jsou v matici viechny Fadky nasob-
kem jednoho z nich, pak jsou i v8echny sloupce nasobkem jednoho z nich.

DEFINICE 21. Necht A € F™*", Cislo dimIm A = dim Im A7 nazyvame hod-
nost matice A, zna¢ime rank(A).

TVRZENI 22. Necht A € F™*" R e FP*™ (Q € F"*4. Pak
(1) rank(RA) < rank(A) a pokud p = m a R je reguldrni, rank(RA) =
rank(A)
(2) rank(AQ) < rank(A) a pokudn = q a Q je reguldrni, rank(AQ) = rank(A)
(3) rank(A) = rank(AT)
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DUKAz. Protoze fadky RA pat¥i do linedrniho obalu Fadki A, musi byt rank(RA) <

rank(A). Protoze R je regularni, existuje inverzni matice R, ktera je rovnéz re-
gularni. Plati pak rank(R™!(RA)) < rank(RA), z ¢ehoZ plyne i opa¢na nerovnost.
Druhy bod se dokaze analogicky, tieti plyne z véty [3] O

Disledkem tvrzeni je nerovnost

rank(AB) < min{rank(A), rank(B)}

a rovnost

rank(ABC) = rank(B), pro A, C regularni.

Hodnost se tedy da urcovat tak, ze kombinaci fadkovych a sloupcovych tprav pieve-
deme matici do tvaru, v némz je mozné ji urcit snadnéji, typicky do odstupiiovaného.
Hodnost nese o matici a o pfislu§ném zobrazeni mnoho informaci:

VETA 4. Necht A € F"*". Pak jsou ndsledujici tvrzeni ekvivalentni
1) A je reguldrni

) rank(A) =n

) mmnoZina viech Tadki A je linedrné nezdvisld

) mmnoZina viech Fadki A generuje F™

) posloupnost vsech Fddki A je bazi F"

) mnoZina viech sloupci A je linedrné nezdvisld
) mnoZina viech sloupci A generuje F"

) posloupnost vsech sloupcit A je bdzi F™

) ImA =TF"

) KerA=0

) zobrazeni F5 je prosté

) zobrazeni Fy je na

) zobrazeni Fa je bijektivni

) emzistuje X € F™"*™ pro kterou AX = E.

5) existuje X € F"*™ pro kterou XA = E.

DUKAz. Dokazeme fetézec implikaci, ktery propoji vechna tvrzeni obéma sméry.
1 = 2 Je-li A regularni, pak existuje regularni matice A~! spliujici A~'A = E.
Néasobeni regularni matici neméni hodnost a rank(E) = n, tedy rank(A4) =
n.

2 = 3 Protoze dimIm AT = rank(A) = n, tvoii fadky A n-prvkovou mnozinu
generatori vektorového prostoru dimenze n. Ta je podle dusledku [I] jeho
bazi a tudiz je linedrné nezavisla.

3 = 5 Mnozina Ffadka A je n-prvkova linedrné nezavisla podmnozina v F", tedy
je dle dusledku [1]i jeho bazi.

4 = 5 Mnozina fadka A je m-prvkovd mnozina generatoru F", tedy je dle du-
sledku [1]1 jeho bazi.

2 = 6 se dokaze podobné jako 2 = 3. Analogicky méme i 6 = 8 a 7 = 8.
Implikace 5 = 3,5 = 4,4 = 2,8 = 6,8 = 7, 7 = 2 plynou z definic.
Také je 7< 9 < 12, 6 & 10 < 11. Odtud plyne ekvivalence vyrokua 6 az
12 s vyrokem 13.

13 = 14 Plyne z tvrzeni[12}
14 = 15 Je dokazano v druhé ¢asti dikazu [I2] Z definice regularity matice pak

14=1.

15 = 4 Radky X A jsou linearnimi kombinacemi ¥adka matice A, lze tedy v line-

arnim obalu Fadku A najit libovolny vektor kanonické baze F™ a tedy i
libovolny vektor F™.

]
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VETA 5 (O dimenzi jadra a obrazu). Necht A € F™*". Pak
dimKer A +dimImA=n

DUKAzZ. Pro nulovou matici je tvrzeni trividlni, pfedpokladejme tedy A # 0.
Matici A je mozné pievést pomoci ERU do redukovaného odstupiiovaného tvaru,
tim se zachovava jak Ker A, tak dim Im A. Déle vynechejme v8echny nulové rfadky
(ani tim se Ker A ani dim Im A nezméni) a ozna¢me vyslednou matici A’. Ozname
ki < kg < ... < k;, sloupcové indexy pivotnich sloupcii A’, tedy aj = e; € F".
Oznac¢me sloupcové indexy nepivotnich sloupct j1 < j2 < ... < jp, a tyto sloupce
samotné c; = a}i. Uvazujme vektor x € F", jehoz slozky s indexy j; aZ j, jsou
zvoleny libovolné. Pokud A’x = 0, pak

T D
g Tk €5 + E Zj,Cq = O,
s=1 q=1

neboli
-'L'kl

p
= — E J)quq
g=1

Tim jsou urCeny vSechny zbyvajici slozky vektoru x. Definujme pro kazdé i €
{1,...,p} vektor u; € F™ tak, ze pro kazdé g € {1,...,p} je jeho j,-t4 slozka rovna
g-té slozce vektoru e; € F?, a pro kazdé s € {1,...,r} je jeho ks-ta slozka rovna s-té
slozce vektoru —¢; € F”. Pak x = Y7 x; ug, tedy posloupnost M = (uy, ..., uy)
generuje Ker A’. Zaroven, pokud by 25:1 YqUg = 0, musi byt kazdy koeficient y,

Lk

r

roven nule, nebot se rovna j,-té slozce vektoru 25:1 YqUq. Tedy M je linedrné neza-
visla. Musi byt tedy bazi Ker A, dim Ker A’ = p. ProtoZze dimIm A’ =r ap+r = n,
dostavame odtud tvrzeni véty. O

Konstrukce baze M je nazorné&jsi, pokud ks = s, j; = 7+ ¢, tedy pokud jdou v
A’ nejprve sloupce pivotni a pak nepivotni:

1 O 0 C11 C12 Clp
A/: 01 ... 0 Co1 (€22 ... C2p
0 0 ... 1 ¢c1 c2 ... cCp

Béaze jadra pak ma tvar
M:{(—Cll,—6217...,—CT171,0,...,0)
(*012770227"'a707"270713"'70)
(—c1p, —C2p, ..., — Crp,0,0,..., 1)}

Dimenze jadra A se nazyva nulita (téZ defekt) matice, znadi se n(A). Véta o dimenzi
jadra a obrazu je proto znama téz pod nazvem véta o hodnosti a nulité:

VA € F™*™ . rank(A) + n(A) =n
Plyne z ni naptiklad
TVvRZENI 23. Necht A € R™*". Pak Ker ATA = Ker A a rank AT A = rank A.

DUKAzZ. Pokud Ax = o, pak jisté AT Ax = o, tedy Ker A < Ker AT A. Pokud
AT Ax = o, pak xT AT Ax = 0. Oznacme y := Ax, pak y? = xT AT a tedy 0 =
yly = 3" y?. Musi tedy byt y = 0, neboli x € Ker A. Tim je dokézana druha
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inkluze. Protoze pocet sloupci AT A je stejny jako pocet sloupci A, plyne odsud
rovnost hodnosti. |

Tvrzeni plati jen pro realné matice. Kde selze dikaz pro A € C™*"? Jak by
se muselo upravit tvrzeni, aby diukaz prosel?
Pomoci hodnosti matice se da také formulovat kritérium reSitelnosti SLR.:

VETA 6 (Frobeniova). Necht A € F™*" b € F™. Soustava Ax = b md fesent,
prdvé kdyz rank(A) = rank(A|b).

DUKAZ. Soustava ma fefeni, pravé kdyz je b € Im A, coZ nastava pravé kdyz
Im(A[b) = Im(A). Protoze Im A < Tm(Alb), nastane toto pravé kdyZz se rovnaji
dimenze. 0

Pomoci hodnosti se da formulovat i to, kolik feSeni soustava mé. Vime, Ze
mnozina v8ech FeSeni soustavy Ax = b je afinni podprostor F™ ve tvaru

xp + Ker A

Z vty o hodnosti a nulité vime, ze dimenze Ker A je n — rank(A).






KAPITOLA 7

Reprezentace vektoru a linearniho zobrazeni

V definici [18] jsme zavedli pojem baze a reprezentace vektoru vuci bazi. Repre-
zentaci vzhledem k bazi B = (vy,...,v,) prostoru V nad F dimenze n lze chépat
jako zobrazeni [ ]P : V — F", které vektoru v = Y. | r;v; € V piifadi aritmeticky
vektor

[v]B = .| € I

Tn
Toto zobrazeni spliiuje dilezitou vlastnost:
TVRZENI 24. Necht' V' je vektorovy prostor F koneéné dimenze, B jeho bdze,
u,v €V, 1,5 € F. Pak [ru + sv]P? = r[u]? + s[v]B.

DUKAZ. Necht B = (v1,...,v,), u= > 170;, v =, s;v;. Pak

[ru + SU]B = [r Z TiV; + 8 Z Sivi] = [Z(TH + 851)%1 =
i=1 i=1

i=1
= (rr1 + 881,...,71 + ssn)T =r(ry,... 7rn)T + s(s1,- .-, sn)T = r[u]B + s[v]B

]

Stejnou vlastnost jsme vidéli poprvé v tvrzeni 3] v prvni kapitole, kde se tykala
zobrazeni ortogonalni projekce Py, a posléze i u dalsich zobrazeni. Definujme ji nyni
obecné:

DEFINICE 22. Necht V', W jsou dva vektorové prostory nad Fa f:V — W je
zobrazeni splaujici Vr;s € F, Yu,v € V
flru+sv) =rf(u) +sf(v)

Takové f nazyvame linedrni zobrazend.
Ozna¢me oy nulovy vektor ve V' a oy nulovy vektor ve W.

DUSLEDEK 4. Necht V., W jsou dva vektorové prostory nadF a f:V — W je
linedrni zobrazeni. Pak
(1) Yu,v e V: flu+v) = f(u) + f(v)
(2) YueV,VreF: f(ru) =rf(u).
(3) flov) =ow
(4) YoeV: f(—v)=—f(v)

DUKAzZ. Volime v definici linedrniho zobrazeni postupné r = s = 1; s = 0;
r=s=0;r=0,s = —1avyuzivame zakladni vlastnosti vektorového prostoru. [

PRIKLADY 2. Kromé [ |P a piiklad uvedenych v prvni kapitole uvedme jesté
nékolik dalgich:

e Pokud A € F™*" je matice, pak zobrazeni F)y : F" — F"™ zavedené stejné
jako v prvni kapitole predpisem F4(x) = Ax, je linearni.

45
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e Zobrazeni vy$e mizeme snadno zobecnit na zobrazeni f : FnxF — Fmxk,
f(X) = AX mezi prostory matic.

e Zobrazeni g : P"(z,R) — P"~!(x,R), které pfifazuje polynomu p(z) jeho
prvni derivaci %p(z), je také linearni.

e Zobrazeni h : F(R,R) — R, které pfifazuje funkci ¢ € F(R,R) jeji hod-
notu v ngjakém bodé, napt h(¢) = ¢(7), je rovnéz linearni.

V tvodni kapitole jsme vyvodili, Ze linedrnimu zobrazeni f : F* — F™ mi-
7eme piiradit matici A = (ay|...|a,), jejiz i-ty sloupec je obrazem i-tého vektoru
kanonické baze, tedy f(e;) = a;. Tuto tivahu muZeme rozsifit na obecné linearni
zobrazeni:

DEFINICE 23. Necht V., W jsou dva vektorové prostory nad F, f : V — W je
linedrni zobrazeni, B = (v1,...,v,) je baze V, C' = (w1,...,wy,) je baze W. Pak
matici

(1% = ([FDI|f (02)]]- - [1f (0n)])
nazyvame reprezentact linedrniho zobrazeni f vzhledem k bdazim B a C.
Zvolime-li za B a C kanonické baze K, = (e1,...,e,) v F*, resp. K,, =
(e1,...,ep) v F™ vidime, Ze

[z = (e [[f(e2)] ... [[f(e)] ™) = (fler)|f(e2)] ... |f(en))

Pro zobrazeni F4 mezi aritmetickymi vektorovymi prostory je tedy matice A tohoto
zobrazeni podle definice v prvni kapitole rovna reprezentaci [F4] ﬁzl zobrazeni F'y
vzhledem ke kanonickym bézim.

PRIKLAD 11. Uvazujme zobrazeni g : P?(z,R) — P!(z,R), g(p(z)) = -Lp(z),

a baze B = {1,z,2%} C P?(z,R), C = {1,z2} C P}(x,R). Reprezentace obecného
prvku prostoru P?(x,R) vzhledem k bazi B je

c
[az® + b+ P = | b
a

Obrazy prvki baze B (¢ili derivace monomt) jsou
g(1) =0, gl@)=1, g(@*)=2z

a jejich reprezentace vzhledem k bézi C' jsou

o = (p) . b= (g). e =(3).

tedy reprezentace g vzhledem k B a C je [g9]G = (8 (1) g)

PRIKLAD 12. Uvazujme linearni zobrazeni F4 : R? — R3, dané piedpisem

1 1
<331> 11 0 <$1> = Ax
Pokud K, oznacuje kanonickou bazi v F", pak [FA]% = A. Zvolme jiné baze nez
kanonické: B = ((1,2)T,(1,3)7), C = ((1,1,0)7,(1,0,0)7, (1,0,1)T). Uréime

() () (6)-
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Zbyvé najit reprezentaci obou vektoru vzhledem k C

11 1|3 4 1001 1 11
1 00[1 1 ]~[010]22|=[Fd%=12 2
00 1[0 1 00 1[0 1 0 1

TVRZENI 25. Necht V., W jsou dva vektorové prostory nad F, f : V. — W
linedrni zobrazeni, B bdize V, C bize W, v € V. Pak

[f()° = [f15[)"

DUKAZ. Oznatme B = (vq,...,v,) azapidmev = Y -, rv;, kde (r1,..., 7y
[v], pak

n C n
HOI [Z n-f(w)] =Y _nilf ()l = [f15[]"
i=1 i=1
Nejprve jsme vyuzili linearitu f, pak linearitu [ ]¢ a nakonec definici sou¢inu matice
a vektoru. |

Bijektivni linearni zobrazeni se nazyva izomorfismus. S timto pojmem jsme se
setkali uz v kapitole [3] a ve vété [] jsme ukézali, ze Fa je izomorfismus, pravé kdyz
A je regulérni matice. To se d& snadno zobecnit. Nejprve ale potFebujeme dokazat
nékteré vlastnosti izomorfismi:

TVRZENI 26. Necht V,W jsou vektorové prostory nad F, f : V. — W je izo-

morfismus a (v1,...,v,) je posloupnost vektori ve V. Pak
(1) (v1,...,vn) je linedrné nezdvisld, praveé kdyz (f(v1), ..., f(vn)) je linedrné
nezavisld.

(2) (v1,...,vp) generuje V, pravé kdyz (f(v1),..., f(vn)) generuje W.
(3) (v1,...,vp) je bize V', prdve kdyz (f(vi),..., f(vy)) je bize W.

DUKAzZ. Oznafme oy nulovy vektor ve V a oy nulovy vektor ve W. Pokud
Yo rivg = oy, pak i > rif(v;) = ow. Je-li tedy (f(v1),..., f(vg)) linearns
nezéavisla, musi byt viechna r; = 0, tedy (v1, . .., vx) je také linedrné nezavisla. Necht
naopak Y., 7 f(v;) = ow, pak z linearity zobrazeni f plyne f(}./_, rv;) = ow.
Protoze také f(oy) = ow a [ je prosté, musi byt >, 7v; = oy. Je-li (v1,...,v,)
linedrné nezavisla, znamena to, ze viechna r; jsou nulova, tedy i (f(v1), ..., f(v,)) je
linedrné nezavisla. Tim jsme ukazali opé implikace, které dohromady davaji tvrzeni
v prvnim bodé.

Protoze f je na, existuje ke kazdému w € W vektor v € V takovy, ze f(v) = w.
Pokud (vi,...,v,) generuje V, pak existuji r; takova, ze v = > . rv;. Pak ale
z linearity dostavame, ze w = >, r;f(v;), tedy (f(v1),...,f(vs)) generuje W.
Naopak, je-liv € V,w = f(v)aw =Y., r;f(v;), pak z linearity f(v—> .| riv;) =

ow. Protoze f je prosté, znamend to, ze v = Y ., 7;v;, tedy (vi,...,v,) generuje
V. Tim je dokdzan druhy bod.
Tteti bod plyne z prvniho a druhého. O

DUSLEDEK 5. Necht V., W jsou dva vektorové prostory nadF a f:V — W je
izomorfismus. Pak dimV = dim W.

DUKAZ. Ze t¥etiho bodu tvrzeni[26] plyne, 7e pokud je ve V nebo ve W kone¢na
béze, pak je v druhém z prostoru také koneéné baze o stejném poctu prvka. Pokud
ani v jednom z prostori koneéné baze neni, pak dimV = dim W = oco. |

TVRZENI 27. NechtV, W jsou dva vektorové prostory nad F konecné dimenze,
f:V = W linedrni zobrazeni. Pak jsou ndsledujici vijroky ekvivalentni:
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(1) f je izomorfismus
(2) Pro vsechny dvojice bizi B CV, C C W je [f]G reguldrni
(3) Pro nékterou dvojici bizi je B CV, C C W je [f|G requldrni

Dukaz. Pokud je f izomorfismus, pak je to i prosté zobrazeni, plati tedy f(v) =
ow pouze pro v = oy. Zvolme bazi B € V a C' € W, pak z dusledku 5| plyne, Ze pocet
prvki B a C je stejny, oznacme jej n. Plati f(v) = oy pravé kdyz [f(v)]© = o € F™
a v = oy pravé kdyz [v]® = o € F". Tedy [f(v)]¢ = [fI§[v]® = o, pravé kdyz
[v]2 = o, neboli Ker[f]§ = 0. Protoze matice [f]§ je ¢tvercovd, plyne z toho na
zékladé tvrzeni [ Ze je i regularni. Tim je dokizéna implikace 1 = 2. Implikace
2 = 3 je ziejmd, zbyva dokdzat 3 = 1. Pokud [f]§ je regularni matice z F"*™,
pak z tvrzeni [4 vyplyva Ker[f]§ = 0 a Im[f]§ = F". Z prvni vlastnosti plyne, ze
[f(v)]C = o, pravé kdyz [v]® = o, tedy f(v) = ow préavé kdyz v = oy, tedy f je

prosté. Z druhé vime, ze ke kazdému y € F" existuje x € F" takovy, ze y = [f]§x.
Protoze ke kazdému x existuje v € V takovy, ze x = [v]P, plyne z toho, Ze pro

kazdy y € F" existuje v € V takové, 7e [f(v)]° = y. Pokud y = [w]® pro né&jaky
w € W, pak [f(v)]¢ = [w]® a tedy i f(v) = w. Zobrazeni f je tudiz nejen prosté,
ale také na, je to tedy izomorfismus. O

Aplikujme tvrzeni[26/na [ |5 : V — F™:
DUSLEDEK 6. Necht (v1,...,vx) je posloupnost vektord ve vektorovém prostoru

V' dimenze n a B je bize V. Pak

(1) (v1,...,vx) je LN, prdvé kdy? ([v1]P,. .., [vi]P) je LN.
(2) (vi,-..,vx) generuje V, prave kdyZ ([v1]Z, ..., [vi]B) generuje F™.
(3) (vi,...,vx) je bize V, prave kdyz ([v1]%, ..., [vi]P) bdze F™.

Tento dusledek ndm umozihuje pfevést mnoho vypocti na hleddni hodnosti
néjaké matice. Napiiklad

{2 + 24+ 1,2% + 22 — 1,22% — 52 + 3} je LN <

1 1 2 1 1 1
11,1 2 ],|-5 jeLNsrank |1 2 -1 =3
1 -1 3 2 -5 3

DEFINICE 24. Necht f: V — W je linedrni zobrazeni. Pak mnozina
Ker f ={v e V|f(v) =0}
se nazyva jddro zobrazeni f a mnoZina
Imf={weW|FveV: flv)=uw}
se nazyva obraz zobrazeni f.

Definice je stejné, jako jsme méli pro jadro a obraz zobrazeni mezi aritmetic-
kymi vektorovymi prostory. Vime uZ, ze tam je Ker Fy = Ker A, tedy mnoZina
vSech feSeni homogenni SLR s matici A, a Im Fy = Im A, tedy sloupcovy prostor
matice A.

Pokud M je mnozina vektort z V, zavedeme oznagceni f(M) pro mnozinu viech
obrazi mnoziny M v zobrazeni f. Specialné [M]P je mnozina reprezentaci viech
vektort z M vzhledem k bazi B.

TVRZENI 28. Necht f : V — W je linedrni zobrazeni, B = (v1,...,v,) bize V,
C = (wi,...,wy) bize W. Pak

[Ker f]° = Ker[f]§,  [Imf]” = Im[f]F
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DUKAz. Plati x € [Ker f]Z, pravé kdyz v := Y| z;0; € Ker f. To zase na-
stava pravé kdyz f(v) = ow, coz je ekvivalentni s [f(v)]¢ = o neboli [f]§[v]® = o.
Protoze x = [v]?, je tim dokdzéna prvni ¢ast tvrzeni.

Vektor y patif do [Im f]¢, pravé kdyz existuje v € V takovy, ze [f(v)]° = y.
Protoze [f(v)]C = [f]G[v]?, znamen4 to rovnéz, ze y € Im[f]G. Tim je dokdzana
druh4 ¢ast tvrzeni. (]

Bude-li zobrazeni f ve vztahu [f(v)]¢ = [f]§[v]? identita Id : V — V, dosté-
vame 7z néj rovnost,

[v]° = Id|§[v])",
kterd vyjadiuje reprezentaci vektoru v vzhledem k bézi C' pomoci reprezentace
téhoz vektoru vzhledem k bazi B.

DEFINICE 25. Necht V' je vektorovy prostor nad F dimenze n, B, C jsou baze
V. Matice [Id]§ € F"*" se nazyva matice prechodu od bize C' k bdzi B.

Protoze Id je izomorfismus, je podle tvrzeni [Id]§ regulérni matice. Ze vztahu
[v]B = [Id]E[v]¢ vzniklého vyménou bazi dostavame, ze Yv € V plati
[v]? = I [Id)5[v]®
Pokud do prvni rovnosti dosadime za vektor v i-ty prvek baze B, mame na levé
strané vektor e; a na pravé i-ty sloupec matice [Id]Z[Id]§. Ta je tudiZ rovna jednot-

kové matici E. Z posledniho bodu tvrzeni [4| pak plyne, ze [Id]g je regularni matice
a [Id)2 je k ni matice inverzni.

PRIKLAD 13. Spo¢téme matici pfechodu od baze C' = {(0,1),(—1,1)} k bazi
B ={(1,2),(1,3)} v R?. Zobrazime pomoci Id prvky B a hledame jejich reprezen-
taci vzhledem k C| tj. fesime

0 —-1]1 1 1 0 3 4

1 112 3 0 1|-1 -1
o . . 3 4 L
Hledana matice pfechodu je tedy [Id]§ = . Otestujme piikladem:

1.
reprezentace vektoru v = ( 9 ) jsou

a skutecné plati

g = (3 ) (o )= ( 2 )-we






KAPITOLA 8

Linearni zobrazeni

Necht V, W jsou vektorové prostory nad F. V predchozi kapitole jsme definovali
linearni zobrazeni f : V' — W a dva podprostory s nim spojené, jadro Ker f < V
a obraz Im f < W. Linearni zobrazeni mezi dvéma vektorovymi prostory konecné
dimenze je mozné reprezentovat matici [f]G, kde B je ndjaka béze V a C je néjaké
béaze W. Jadro a obraz zobrazeni f je mozné vyjadrit pomoci jddra a obrazu matice
171

Uvazujme nyni dalgi linearni zobrazeni g : V' — W. Soucet zobrazeni f a g je
zobrazeni f + g: V — W definované piredpisem

Yo eV (f+9)(v):=f(v)+g(v)
Pro r € F je r-nasobek f zobrazeni rf : V — W definované
Yo eV :(rf)(v) :=rf(v)
Snadno se ovéfi, ze jak f + g, tak rf jsou také linearni zobrazeni.

TVRZENI 29. Necht V.W jsou vektorové prostory konecné dimenze nad F, B
je baze V., C je baze W, f,g:V — W linedrni zobrazeni, r € F. Pak

[f +95 =[5+ 195 A5 =rlf5
Dukaz. Necht B = (vy,...,v,). Pak z definic plyne
[f+ 915 = ((F+ @[ - | [(f+9)(wa)])
= ([f (1) + g | - | [f(vn) + 9(0a)])
= (@) + gD | .. [ [f W)l + l9wa)]) = [/5 + 9]
Podobné
A5 = (rfe)] |- [ Irfea)]9) = r[f15

Je-li U dalsi vektorovy prostor nad F a h : U — V linearni zobrazeni, pak 1ze
opét jednoduse oveérit, ze slozené zobrazeni foh: U — W je také linearni.

TVRZENI 30. Necht U,V,W jsou vektorové prostory konecné dimenze nad F,
D je baze U, B je baze V, C je baze W, f:V — W, h:U — V linedrni zobrazend.
Pak

[f o Rl =15 [MB
DUkAz. Necht D = (uq,...,up), u € U. Pak
[(f o m)(@)] = [f(h(w))] = [f15 [(w)]® = [f15 [h]D [u]”
Dosadime-li za vektor u i-ty prvek baze D, dostavame, Ze i-ty sloupec matice

(115 [h]B je roven [(f o h)(u;)]C, tedy i-tému sloupci matice [f o h]S,. O

Jinymi slovy reprezentace sloZzeného zobrazeni f o h je rovna sou¢inu matic re-
prezentujicich f a h. Specialné odtud plyne transformacni formule pro reprezentaci
linedrniho zobrazent:
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TVRZENI 31. Necht V,W jsou vektorové prostory konecné dimenze nad F, B, B’
jsou baze V, C,C" jsou bize W, f :V — W. Pak

(5 = Mg ()5 1)z
DUKAz. Stac¢i pouzit tvrzeni [30| na slozeni tif linearnich zobrazeni Id of o Id:
(15 = [dof o1dIg, = HdIE [f15 115,
O

PRIKLAD 14. V minulé kapitole jsme méli zobrazeni F : R? — R3 s reprezen-
tacemi

1 1 1 1
Fle=(1 o], [FI5=(2 2],
-2 1 0 1

111 Soss
= (10 o) mag, = (nag) = (% 7).

2 -2 1

00 1

mizeme ovétit [Id]5* [F]§ [Id]§, = [F]5® dosazenim:

11 1\ /11 11

100 22(_32_11>10

00 1)\0 1 -2 1

Linedrnimu zobrazeni f : V — W se tika také homomorfismus vektoroviyjch
prostori 'V a W. Zobrazeni, pro které V.= W, tedy se stejnym zdrojovym a cilovym
prostorem, se nazyva endomorfismus vektorového prostoru V. Pokud B, B’ jsou dvé
baze V, oznacme

e R:=[Id]5, matici pfechodu od B k B’
o A:=[f]B matici endomorfismu vzhledem k bdzi B.
e A’ :=[f]B, matici endomorfismu vzhledem k bazi B’

Pak dostavame transformacni formuli pro matici endomorfismu:
A= [f15 = 143 [AIB0d]5 = R AR

Dvé matice A, A, pro néz existuje regularni matice R takova, ze A’ = R™1AR, se
nazyvaji podobné. Podobnost je relace ekvivalence. Charakterizovat tiidy této ekvi-
valence, a tedy umét poznat, zda jsou dvé matice podobné, se nau¢ime v kapitole
o Jordanové tvaru.

Pfipomefime 7 minula, 7e izomorfismus je bijektivni linedrni zobrazeni. Slo-
zenim dvou izomorfisma je opét izomorfismus. Inverzni zobrazeni k izomorfismu
f V. — W diky bijektivité existuje a je také bijektivni. Abychom ukazali jeho
linearitu, definujme pro néjaké wy,ws € W vektory vy = f~H(wy) a va = f~ 1 (wy).
Pak pror,s € F

f(rvr 4 sv2) =7 f(v1) + sf(v2) = rwi + swo, tedy
FHrwy + swa) = 1oy + svg = rf Hwy) 4+ sf 7 (ws).

Dva vektorové prostory, mezi nimiZz existuje izomorfismus, se nazyvaji izomorfni.
Izomorfnost je relace ekvivalence vektorovych prostori. Uz v dasledku [5] jsme uka-
zali, Ze izomorfni vektorové prostory maji stejnou dimenzi. V néasledujici vété uka-
zeme, ze pro vektorové prostory konecné dimenze plati i opac¢né implikace.

VETA 7. Duva vektorové prostory V,W nad F konecné dimenze jsou izomorfni,
pravé kdyz maji stejnou dimenzi.
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DUKAZ. Pokud dimV = dim W =: n, pak zvolme béazi B ve V, bazi C ve W a
oznatme

g=[]18: VT
hi=[]¢:W —=F"
Protoze g i h jsou izomorfismy, jsou izomorfismem i zobrazeni
Rt F W
hlog: VW
Tedy V a W jsou izomorfni. O

Necht V, W jsou dva vektorové prostory nad F. Mnozina vSech homomorfismu
z V do W je vektorovy prostor s operacemi sou¢tu homomorfisma a nasobeni ho-
momorfismu skalarem z F, znac¢i se Hom(V, W). Ovéfeni, Ze je splnéna definice
nechavame na Ctenari.

VETA 8. Pokud dimV =n a dim W = m, pak dim Hom(V, W) = mn.
DUKAZ. Zvolme ve V bazi B a v W bazi C. Zobrazeni
[ 15 : Hom(V, W) — F™*",

které pfifazuje homomorfismu f jeho reprezentaci [ f]g, je linearni a bijektivni, tedy
izomorfismus. Protoze prostor F™*" ma bazi napiiklad {E;;|i € {1,...,m},j €
{1,...,n} o mn prvcich, je dimF™*"™ = mn a tedy také dim Hom(V, W) =mn. O

Vektorovy prostor viech endomorfismii prostoru V' se misto Hom(V, V) ¢astéji
zna¢i symbolem End(V), dimEnd(V) = n? Prosty homomorfismus se oznatuje
slovem monomorfismus, pokud je na, pak mu tikdme epimorfismus.

VETA 9 (O zadani homomorfismu hodnotami na béazi). Necht V,W jsou vek-

torové prostory nad F, B = (v1,...,v,) je bize V a M = (w1, ...,w,) posloupnost
vektorid ve W. Pak ezistuje privé jeden f € Hom(V, W) takovy, Ze
flor) = w1,  flve) =wa, ..., flvn)=wy

Navic f je monomorfismus, prave kdyz M je linedrné nezdvisld a f je epimorfismus,
pravée kdyz M generuje W.

DUKAZ. Je-li v € V, x := [v]?, pak definujme f(v) := Y1 | z;w;. Dikaz, ze
f je homomorfismus &, stejné tak dikaz jednoznatnosti a ekvivalentni podminky
mono-/epimorfismu. O

V néasledujici vété nemusime predpokladat, ze vektorové prostory maji konec-
nou dimenzi.

VETA 10. Necht U, V,W jsou vektorové prostory nad F, f € Hom(V,W), g €
Hom(U, V). Plati

(1) f je monomorfismus, prdvé kdyz Ker f =0
(2) f je epimorfismus, prive kdyZ Im f =W
(3) Jsou-li f,g monomorfismy, pak je f o g monomorfismus.
(4) Jsou-li f,qg epimorfismy, pak je f o g epimorfismus.
(5) Je-li fog monomorfismus, je g monomorfismus.
(6) Je-li fog epimorfismus, je f epimorfismus.

DukAz. Pokud pro vy,vy € V plati f(v1) = f(v2), je f(v1 —va) = ow a tedy
vy — vy € Ker f. Tedy Ker f = 0 znamend, ze vy = vg, Cili f je monomorfismus.
Naopak pokud f je monomorfismus, nemuze byt vzorem oy jiny vektor nez oy,
tedy Ker f = 0. Tim jsme ovéfili prvni bod, druhy plyne z definic.
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Pokud f je monomorfismus a f(g(v)) = ow, pak g(v) = oy, a je-li i g mo-
nomorfismus, musi byt v = oy. S vyuzitim prvniho bodu odtud plyne tieti bod.
Podobng, je-li w € W a f je epimorfismus, pak existuje v € V takovy, ze f(v) = w.
Je-li g epimorfismus, pak existuje u € U takovy, Ze g(u) = v. Celkové tedy pro
kazdy w € W existuje u € U takovy, ze (f og)(u) = w, ¢imZ je dokdzan ¢tvrty bod.

Pro paty bod si sta¢i uvédomit, Ze pokud ¢ neni monomorfismus, tedy dle
prvniho bodu existuje nenulovy u € U takovy, Ze g(u) = oy, pak i (fog)(u) = ow,
tedy i f o g ma nenulové jadro. Podobné Sesty bod vyplyva z toho, ze vektor, ktery
neni v obrazu f, nemize byt ani v obrazu f o g. (|

VETA 11 (O dimenzi jadra a obrazu). Necht V,W jsou vektorové prostory nad
F, dimV =n, f € Hom(V,W). Pak

dimKer f + dimIm f =n

DUKAZ. Argumentace je jednodu$si, pokud predpokladame, Ze dim W < oo.
Zvolime-li bazi B ve V a bazi C ve W, pak
dim Ker f = dim[Ker f]? = dim Ker[f]§
dimIm f = dim[Im f]¢ = dim Im[f]§
Protoze n je rovno poctu sloupcti matice [f]g, plyne tvrzeni z véty o hodnosti a

nulité pro tuto matici. O

Dimenzi Ker f nazyvame nulitou homomorfismu f, znac¢ime n(f). Dimenzi Im f
nazyvame hodnosti homomorfismu f, znac¢ime rank(f). Pfedchozi véta se tedy da
nazyvat i vétou o hodnosti a nulité homomorfismu. Plyne z ni

TVRZENI 32. Necht'V je vektorovy prostor nad F konecné dimenze, f € End(V).
Je-li f mono- nebo epimorfismus, pak uzZ must byt i izomorfismem.

Dukaz. Pokud f je monomorfismus, je Ker f = 0, tedy n(f) = 0. Pak ale
rank(f) = n, tedy dimIm f = dim V. Musi byt proto Im f = V, neboli f je epi-
morfismus a tudiz i izomorfismus. Pokud f je epimorfismus, méa dikaz tytéz kroky,
jen v opa¢ném poradi. O

Izomorfismus f € End(V) se nazyva automorfismem prostoru V.



KAPITOLA 9

Determinant

V prvni kapitole jsme se dotkli souvislosti vektorového spuéinu a uréeni objemu
rovnobéznika a rovnobéznosténu. Ve cvicen [1] ! jsme zavedli veli¢inu

V(X,y,Z) . X X y z= Z Z Zsmkxzyjzky

i=1 j=1 k=1

uréenou trojici vektort x,y,z € R3. Ukazali jsme, Ze jeji absolutni hodnota udava
objem rovnobé&znosténu uréeného vektory x,y,z € R3. Diikaz byl zalozen na tom,
ze zobrazeni V : R? x R? x R? — R ma4 nasledujici vlastnosti:

(1) V('I’Xl + sX2,Y, Z) = TV(Xla Yy, Z) + SV(X27 Yy, Z)

(2) V(X’ Yy, Z) = _V(y7 X, Z) = V(yv z, X)

(3) V(el,eg,eg) =1
Prvni vlastnost, linearita, je hned vidét z definice V. Druha vyplyva z toho, Ze
€ijk = —Ejik = Ejki Pro viechny mozné trojice indexu 4,5,k € {1,2,3}. Pokud
zobrazeni pii vyméné proménnych v néjaké dvojici argumenti zméni znaménko,
fikdme, Ze je v této dvojici argumentt antisymetrické. Je-li antisymetrické v kazdé
dvojici argumenti, fikdme, ze je uplné antisymetrické. Posledni vlastnost plati,
protoze €123 = 1. Z druhé vlastnosti plyne linearita i ve 2. a 3. argumentu a také,
ze V(x,y,2z) = 0, kdykoli se nékteré dva vektory z x,y,z rovnaji.

Neni tézké si rozmyslet, Zze zobrazeni V je témito tfemi vlastnostmi uréeno

jednoznaé¢né. Chvili pfedstirejme, Ze definici V' neznédme, a pouzivejme jen vlastnosti
a jejich dusledky. Pak

V(x,y,z) = V($1el + zoe9 + x3€3,Y1€1 + Yoo + Yses, z1€1 + 22€ + 23€3)

3
= Z Z Z.leJZkV ezae]7ek)
i=1 j=1k=1

= z1y223V (€1, €2, €3) + T1y322V (€1, €3, €2) + T2y123V (€2, €1, €3)

+ z2y321V (€2, €3,€1) + w3122V (€3, €1, €2) + T3y221V (€3, €2, €1)

= T1Y223 — T1Y322 — T2Y123 + T2Y321 + T3Y122 — T3Y221
Druha rovnost je dusledkem linearity ve vSech tfech argumentech, ve tfeti jsme z
3.3.3 = 27 s¢itanci vynechali 21, které jsou nulové, protoze se do néjaké dvojice
argumentti dosazuji dva stejné vektory. Nakonec vyuzivime druhé a tieti vlast-
nosti. Vysledné vyjadieni V(x,y,z) se shoduje s jeho definici pomoci vektorového
a skalarniho soucinu.

V této kapitole zobecnime V' do libovolné dimenze n, tedy na zobrazeni

V:R"x..xR" =R
—_——

Jednou z cest by bylo pozadovat opét linearitu v kazdém argumentu, antisymetrii
v kazdé dvojici argumentt a V(ey,...,e,) = 1. Tim bychom ziskali jednozna¢né
vyjadieni V (x1, .. xn) pomoci slozek vektort x;, a znaménka v tomto vyjadieni by
definovala hodnoty €iy..i, - Lobecnéné vlastnosti (1),(2) a (3) pak zarucuji, Ze je V
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rozumnym vyjadienim objemu rovnobéznosténu definovaného vektory xi,...,x,.
My se vydame opacnou cestou: nejprve zobecnime veli¢inu €, a vlastnosti (1),(2)
a (3) a s nimi i souvislost s objemem ziskame jako dusledky.

1. Permutace

Uvazujme néjakou kone¢nou mnozinu, napiiklad M = {1,2,...,n}, a mnoZinu
vSech bijektivnich zobrazeni z M do M. Pak tato mnozina s operaci sklddani zobra-
zeni spliije definici[9]a je to tedy grupa. Neutralni prvek této grupy, tedy zobrazeni
identita na M, znacime id.

DEFINICE 26. Grupa viech bijektivnich zobrazeni mnoziny {1,2,...,n} dosebe
s operaci skladani se nazyva symetrickd grupa a znaci se S, . Jeji prvky se nazyvaji
permutace.

Dva zékladni zpusoby zapisu permutace si muzeme ukézat na piikladu

T X N~ _ (1 23 4567
me 2T 2= 5 7 1 2 6

V tabulkovém zéapisu je kazdy sloupec tvofen dvojici vzor, obraz, tedy napriklad
m(4) = 1. Sipkovy zapis muZeme prepsat jako

1——3 < 2 D 6

4 v

4<——7 5 U

DEFINICE 27. Necht 7w € S,. Prvek ¢ € {1,...,n} nazyvame samodruzng,

paklize 7 (i) = i. Permutaci m nazyvame cyklus délky k, pokud existuje posloupnost
(t1,...,%) z {1,...,n} takova, ze pro viechna j € {1,...,k — 1} je 7(i;) = ;41 a
(i) = i1, a Ze vSechny prvky {1,...,n} mimo tuto posloupnost jsou samodruzné.
Cyklus délky 2 nazyvame transpozice.

V pojmoslovi i v zapise byva bézné ztotoziiovat cyklus délky alespoii 2 s pii-
slugnou posloupnosti nesamodruznych prvkia. Cykly jsou nezdvislé, pokud tyto po-
sloupnosti neobsahuji zadny spole¢ny prvek. Permutaci 7w z piikladu pak muzeme
zapsat jako (1374)(25), tedy jako rozklad na nezavislé cykly délky alespoii 2, nebo
jako (1374)(25)(6), pokud vypiSeme i samodruzné prvky coby cykly délky 1. Je
snadné si rozmyslet, ze takovy rozklad ma kazda permutace a Ze je urcen jedno-
znafné. Muzeme ho chépat bud jako mnozinu cykla v permutaci se vyskytujicich,
nebo jako slozeni pfislusnych permutaci, v pfikladu (1374) o (25).

Permutace obecné nekomutuji, to je vidét tfeba na prikladu transpozic z S

wean=(3 2 (3033 2)-om
e (2002 )03 3 D)o

Pokud ale skladame nezévislé cykly, na poradi nezélezi, permutaci 7 tedy lze zapsat
i jako (25) o (1374).

Podobné jako jsme zapsali cyklus (i1, 42, ¢3) délky 3 jako sloZeni dvou transpozic
(i1,13) o (i1,12), miZeme obecny cyklus délky k zapsat jako
(il,ig, [P ,ik) = (il,ik) O (il,ig, c 7ik—1) =...= (il,ik) (@) (ilyik}—l) o...0 (il,ig),
tedy jako slozeni k — 1 transpozic. Takovych rozklada je mnoho, naptiklad

(1374) = (14) o (17) o (13) = (13) o (37) o (74) = (47) 0 (43) 0 (41) = ...



2. DETERMINANT A JEHO VyPOCET 57

Kazdou permutaci tedy umime zapsat jako sloZeni transpozic, napt = = (14)o(17)o0
(13) 0 (25). Budeme chtit na zakladé takového rozkladu prifadit permutaci hodnotu
+1 nebo —1, které bude odpovidat hodnoté €;;, z tivodu kapitoly.

LEMMA 4. Je-li m € S,, permutace a (ij) € S, transpozice, pak oznacme p,
resp. q pocet cykli sudé délky v rozkladu permutace , resp. 7 o (ij) na nezdvislé
cykly. Pak |p—q| = 1.

DUKAz. Rozebereme dva piipady. Pokud jsou i, j soucasti dvou ruznych ne-
zavislych cykli v rozkladu 7, zapisme tyto cykly jako (i,42,...,%.) a (4,42, --,7s)s
r,s € N. Pak

(1,02, y i) 0 (Jy g2y vy Js) © (1) = (4,25 -« s sy Jyiay e v yir)
Tedy ze dvou cykla délek r,s vznikl jeden cyklus délky r + s. Ostatni cykly v
rozkladu 7 se sloZenim s (¢j) neméni. Jsou-li r, s obé suda, je i r + s sudé. Je-li
pravé jedno z r, s liché, je r+ s liché. V obou piipadech pocet cyklu sudé délky klesl
o 1. Jsou-li r, s obé lich4, je r 4+ s sudé a pocet cykla sudé délky vzrostl o 1. Tedy
p a q se lisi vzdy o 1.
Jsou-li naopak i, 5 soucasti téhoz cyklu v mw, pak pro tento cyklus plati

(iaj27"'ajsaj7i2a"'air)O(ij) = (i7i27"'7i7‘> o (jaj??"'ajs)

a muzeme pouzit tytéz uvahy jako v predchozim piipadé. O

DEFINICE 28. Necht 7 € S,, je permutace a my,..., 7 € S, jsou transpozice
takové, Ze m = m o my o ... o mg. Pak definujeme znaménko permutace w jako
sgn7 := (—1)*. Pokud sgn7 = +1, mluvime o sudé permutaci, pokud sgnm = —1,
je m lichd permutace.

Permutaci 7 lze zapsat jako sloZeni transpozic mnoha zpusoby. To, ze vSechny
vedou ke stejné hodnoté znaménka, a tedy Ze je definice korektni, lze ukazat s
pomoci lemmatu [ Protoze 7 obsahuje pravé jeden cyklus sudé délky a slozeni s
transpozici podle lemmatu méni pocet cykla sudé délky pravé o 1, nahoru, ¢i dol,
je parita (sudost ¢ lichost) po¢tu cykla sudé délky 7 stejné jako parita ¢isla k. To
ale bude platit pro jakykoli jiny zapis 7 jako slozeni transpozic 7} o ... o 7], tedy
parita ¢isla [ je stejnd jako parita k.

DUSLEDEK 7. Necht'w,p € S, a p je pocet cykli sudé délky v rozkladu permutace
T na nezavislé cykly.
(1) sgnm = (—1)P.

(2) sgn(mop) =sgnmsgnp
3) senm ! =sgnw
(3) sg g

PRIKLAD 15. Grupa S3 obsahuje 3! = 6 prvki: identitu, t¥i transpozice a dva
cykly délky 3. Jejich znaménka jsou

sgnid = +1 sgn(12) = —1 sgn(123) =1
sgn(13) = —1 sgn(23) = —1 sgn(132) =1
Pokud definujeme € (1)x(2)x(3) := sgn 7 a €;jx = 0 jindy, dostavame presné velic¢inu
¢ z definice zobrazeni V.
2. Determinant a jeho vypocdet

DEFINICE 29. Necht A € F**". Determinantem matice A rozumime ¢islo

det A := Z SENT A1r(1)027(2) - - - Unr(n)
TeSy
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Determinant n x n matice je tedy soucet n! s¢itancu, z nichz kazdy je az na
znaménko soucinem n-tice elementd matice, z nichz zadné dva nelezi ve stejném
fadku ani sloupci. Pro 2 x 2 a 3 x 3 matice 1ze definici pouzit pf¥imo k vypoctu:

det (au a12) = sgnidajag + sgn(12)aisas;
as1 Q422

= 411022 — Q12021
ail G2 a3
det | ag1 a2 az3 | = ai1a2a33 + a12a23a31 + a13021a32
asz1  asz2 ass
— 11023032 — 13022031 — 412021033
Pro n > 3 je uz pocet potiebnych operaci neprakticky vysoky. Dilezity specialni
pfipad je dolni trojihelnikovd matice, v niz a;; = 0 pro i < j. Pro kazdou per-
mutaci 7 # id plati, Ze 7(i) > 4 pro nejmensi prvek {1,...,n}, ktery neni vaci
m samodruzny. Pak ale ze s¢itanct v definici determinantu zbyde jen ten prvni
1122 . . . Anp, ostatni obsahuji vzdy alesponi jeden Cinitel a;r(;) rovny nule. Stejné
tak i determinant horni trojuhelnikové matice je roven soucinu jejich diagonalnich
prvki. Plyne to i z nasledujici véty:

VETA 12. Necht A € F**", Pak det A = det AT .

DUKAz. Kazda permutace m méa k sobé jednozna¢né pfifazenou permutaci in-
verzni p := 7!, v definici determinantu tedy miZeme séitat i pies ni:

det A = Z SgN(T) a1 (1) @27 (2) - - - G (n)
TES,

= Z Sgn(pfl)alpfl(l)a%fl@) o Qpp=1(n)
PESK
7 dusledku [7| vime, Ze sgn p = sgn p~!. Mnozina uspoiddanych dvojic {(1, p~1(1)),
(2,p74(2)),. .., (n,p~t(n))} obsahuje tytéz prvky jako mnozina {(p(1), 1), (p(2),2),
.., (p(n),n)}, jen v jiném poradi. Tedy
det A = Z SEN(P)Ap(1)1Gp(2)2 - - - Cp(n)n = Z Sgn(ﬂ)alTpa)agp(z) . ~-a£p(n)a
pPESH pPESH

coz je z definice rovno det AT O

Ukazme nyni souvislost determinantu se zobrazenim V' z tivodu kapitoly. Pro
X,y,z € R3 definujme A := (x|y|z). Pak z véty plyne, Ze

det A =det AT = 3 sgn(p)apy1ap2)205m3 = D s80(0)2,(1) () 20()
pPES3 PES3

= Z Z Zgijkxiyjzk =V(x,y,2)

3 3
i=1 j=1k=1

Determinant je tedy skutecné zobecnénim zobrazeni V a vyplati se na néj nahli-
zet jako na funkci, ktera pfifazuje n-prvkové posloupnosti vektora aq,...,a, z F"”
Cislo det(ay] ... |a,). Ze t¥i vlastnosti uplné charakterizujicich zobrazeni V' i jeho
zobecnéni do vyssi dimenze vidime tu tfeti ihned:

Viel,...,en) =det(er]...|lep) =1

Uplnou antisymetrii a linearitu v kazdém argumentu ukizeme v nasledujicim tvr-
zeni:

TVRZENT 33. Necht'i € {1,...,n}, a1,...,a,,a, e r o' €F, pe S,. Pak
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(1) det(ay]...|ra;+r'al|...|a,) =rdet(a|...|a;|...|a,)+r det(as]...|a}|...

(2) det(ay(1)|.--|aym)) = sgn(p)det(ay]...|ay)

DUKAZ. Pro prvni tvrzeni staci jen roznasobit kazdy ¢len sumy

> s8n(p)ap(n)n - - (Fap@ys + 7)) - Aoy

pES'n
Druhé plyne z tprav vyuzivajicich dﬁsledek a skute¢nost, Ze mnoziny {7|r € S, }
a {pom|m € S,} jsou totozné:

det(ap(1)] .- [apm) = Y SBNT G1p(x(1))02,0(r(2)) - - - Grrop((n))
TES,

=sgup ' Y sg(pom) 4y pom)(1)a2,(pom)(2) - - Gn(pom)(m)
TESy

= sgnp Z SENT A1,7(1)A2,7(2) - - - An,7(n)
TES,

DUSLEDEK 8. Necht A € F**"™ r € F. Pak

(1) Md-li A dva sloupce stejné nebo jeden ze sloupcit nulovy, pak det A = 0.

(2) ESU typu pricteni r-ndsobku sloupce do jiného sloupce neméni determi-
nant.

(3) ESU typu ndsobeni sloupce ¢islem r ndsobi cely determinant éislem r.

(4) ESU typu prohozeni dvou sloupcii obraci znaménko determinantu.

(5) Plati i analogickd tvrzend pro iddky a ERU.

DUKAZ. Prvni a &tvrté tvrzeni plynou z druhé ¢asti tvrzeni [33] t¥eti z jeho
prvni ¢asti. Druhé dostaneme z rovnosti

det(ai|...|a; +ra;|...|a,) =det(a|...|a;|...|a,) + rdet(a]...|a;|...|a,),

v niz je druhy ¢len na pravé strané nula z prvni ¢asti tohoto tvrzeni. Paty bod plyne
z véty [[2] O

Determinant matice muZzeme tedy efektivné vypocitat pomoci posloupnosti
ERU a ESU, které matici pfevedou na jednodussi, nejlépe horni ¢ dolni trojihel-
nikovou matici. Zkusme si vypocet determinantu na piikladé, v ramci néjz rovnéz
zafneme pouZzivat obvyklé znaceni determinantu matice nahrazenim zavorky svislou
carou.

7 2 1 4 7 2 1 4 7 1 1 4
36793_312731_611731_
2 4 0 3 °12 4 o 3 "2 2 o0 3
5 =2 3 0 5 =2 3 0 5 =1 3 0
1 7 1 4 1 7 1 4 11 7 4
1 1 -3 1 0 -6 -4 -3 0 4 6 3
__62 2 0 3__60 —-12 -2 —5_240 2 12 5|
-1 5 3 0 0 12 4 4 01 3 1
11 7 4 11 7 4
01 3 1 01 3 1
_*2400 6 3_*72002 | = 288
00 -6 -1 00 0 2
VETA 13. Matice A € F™*™ je reguldrni, pravé kdyz det(A) # 0
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DUKAZ. Regularita i nenulovost determinantu se zachovévaji pomoci ERU a
ESU, staci se tedy divat jen na matici v odstupfiovaném tvaru. Ta je regularni,
pravé kdyz mé v8echny prvky na hlavni diagonéle nenulové, coz nastava pravé kdyz
je nenulovy determinant. O

Minorem nebo téz subdeterminantem rozumime determinant néjaké ¢tvercové
podmatice, tj. matice vzniklé vynechanim nékterych fadku a sloupcii.

TVRZENT 34. Necht A € F™*". Pak rank(A) = k, privé kdyz nejuétsi idd
nenulového minoru A je k.

DUKAz. Je-lirank(A) = k, pak lze ze sloupci A vybrat néjakou bazi (a;,, ..., a;,)
prostoru Im A. Protoze A’ = (a;, | ... |a;, ) ma hodnost k, 1ze vybrat k-prvkovou bazi
jejiho fadkového prostoru. Vysledna k x k podmatice je regulédrni a mé tedy nenu-
lovy determinant. Kdyby v A existoval nenulovy minor vys§siho fadu, pak by jeho
sloupce byly linearné nezavislé a tudiz by musely byt linedrné nezévislé i piislugné
sloupce matice A. To je ale v rozporu s tim, Ze kazdéa linedrné nezéavisla posloupnost
Im A ma nejvyse k prvka. (]

Oznacme A;; podmatici matice A vzniklou vySkrtnutim é-tého fddku a j-tého
sloupce.

VETA 14 (Laplacetiv rozvoj podle sloupce). Necht A € F**™, j € {1,...,n}.
Pak

n
det A = Z(—l)iJrjaij dCt(Aij)
i=1
DUKAzZ. Protoze a; = ) ., a;;je;, dostavame z linearity v j-tém sloupci

n
det A = Z 2% det(31| . |aj_1|ei|aj+1| . |an)

i=1

U determinantu v i-tém séitanci je tfeba n—j transpozic na pfesunuti j-tého sloupce
na posledni pozici a n — ¢ transpozic na presunuti i-tého fadku na posledni pozici,
determinant se tim vynésobi faktorem (—1)"~/t"~ = (—1)+J, Matice A’, ktera
takto vznikne, ma podmatici A/, rovnu A;;, a posledni sloupec e,,. Jeji determinant
je s vyuzitim véty [I2] roven

r_ I ’ _ ’ I ’
det A" = g SGUT Q1)1 ---Or(n)n = g SENT (1)1 - r(n—1)n—1%n,n
TESn TES
w(n)=n

kde jsme se v poslednim vyrazu mohli omezit jen na permutace spliwjici 7(n) = n,
protoZe pro ostatni je a;(n) , =0.Alea,, =1asgnm =sgn7’ pro 7’ € S, 4
vzniklou zaZenim 7 na mnozinu {1,...,n — 1}. Tedy

det A" = Z Sen T Ay - A1y e = det(A7,) = det(Ay;)

T E€Sn—1

Tedy determinant v i-tém s¢itanci je roven (—1)"7 det(A;;). O

Laplaceiv rozvoj je vlastné rekurentni piedpis pro determinant. Z véty [12]
plyne, Ze jej lze provést i podle kteréhokoli fadku. Kombinace tprav a rozvoje
podle Fadku ¢ sloupce s velkym poc¢tem nul je obvykle nejrychlejsi cesta k vypoctu
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determinantu:

2 0 3 0 0 0 0 3

00 2 0 3
2 00 3 0
32010
71 5 3 0

4 2 0 2

1
71 3 0
4 2 2 1

3 2

=2

4 2 2

1

-1

-5/ +15|-1 0

213 2 1/+153 2 1|=2|-11 O
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Aplikace determinantu

Jednou z nejstarsich aplikaci determinantu je explicitni urceni feSeni soustavy
linearnich rovnic, tzv. Cramerovo pravidlo:

VETA 15. Necht A € F**" je reguldrni matice, b € F". Oznacme A; p, matici,
kterd vznikne nahrazenim i-tého sloupce A vektorem b. Pak i-td slozka vektoru x,
ktery je jedingym FeSenim soustavy rovnic AX = b, je rovna

= detAi,b
T det A

DUKAZ. Pro feSeni SLR Ax = b plati }_7_, z;a; = b. Pak

n
det Ai,b = det(al\ ce |ai_1\ Z xjaj|ai+1| - |an)

j=1
n
= xjdet(ay]...|a;1lajla; 1] ... [an)
j=1
=x;det(ay]...|a;—1|a;|a;11] ... Ja,) = z;det A

Vyuzili jsme linearitu v i-tém sloupci a fakt, Ze determinant matice se dvéma stej-
nymi sloupci je roven 0. Je-li A regularni, pak det A # 0, po vydéleni det A dosta-
vame vyjadreni x;. (Il

Jednoduchym piikladem uziti Cramerova pravidla je

4 8 7 4
<2 3)<$2><1>;>x1785’ T8 T
;3 o

Pro vétsi soustavy je Gaussova eliminace rychlejsi, ale i tak Cramerovo pravidlo
naléza vyuziti v teorii, pfipadné pro vypocet konkrétni i-té slozky feSeni, ktera nas
zajima.

Ve vété o Laplaceové rozvoji se vyskytly vyrazy tvaru (—1)""J det(A;;), jimz
se Tika algebraicky doplnék prvku a;;. Matice, kterd mé na pozici ¢j algebraicky
doplnék prvku aj; (pozor, indexy jsou obracené!) matice A, se nazyva matice
adjungovand k A a znadi adj(A). M4 jednoduchy vztah k matici inverzni:

VETA 16. Necht A € F**" je reguldrni. Pak A~' = L adj(A).

DUkAz. Jedinym feSenim soustavy rovnic Ax = e; je j-ty sloupec matice
A~!. Podle Cramerova pravidla mi z;, tedy element A~! na pozici ij, hodnotu
m det A; ¢;. Rozvojem podle i-tého sloupce dostavame, Ze det A; o, je roven

det(a1| v \ai_l\ej\ai+1| SN |an) = (—1)j+i det Aj'i = ad‘](A)U

63
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PRIKLADY 3.

(7 8 oy 3 8 1 1/3 -8

A_<2 3)%@(/1)_(2 7>:>A _(2 7)

5
5 2 3
1| 0 5
1 3
Sl
1
4

2
0

0 2

0 0
123 1] |14 5 |1 3
405 Tl 1 11
1 0 1 A

1

O N—— W

0 1
0 1

.- o .1 0-210 v . . . .
coZ je po vycisleni 5 ((1) —22 78 ) Pro vétsi matice nez 3 x 3 se uz vzorec nevyplati,
ale opét je uziteCny pro teorii a pro ziskani konkrétniho elementu inverzni matice

bez nutnosti spocitat inverzni matici celou.

Je-li A regularni matice, existuje posloupnost elementarnich matic Fy, ..., Ey,
ktera prevede A na matici jednotkovou:

Ey...EbEi1A=F

Pak ale A=™! = E,...EsE; a A = El_lEQ_1 . ..Ek_l, a protoze inverzni matice
k elementarni matici je elementarni, plyne z toho, ze kazdou regularni matici lze
zapsat jako soucin elementarnich matic. Determinant elementarni matice umime
snadno urdit:

e matice pri¢teni nasobku fadku do jiného fadku ma determinant 1
e matice vynasobeni faddku ¢islem r mé determinant r
e matice prohozeni dvojice fadku mé determinant —1.

UvaZujme nyni sou¢in AB dvou ¢tvercovych matic, pficemz A = E1Fs ... Ey, kde
E; jsou elementarni matice. Pak jisté
det(AB) = det(F1(Fs ... ExB)) = det(E7) det(Es ... EB),

protoze nasobeni matici F; je fadkova uprava matice Es ... Ey B, kterd zméni jeji
determinant pfesné stejné, jako kdyby se vynéasobil ¢islem det E;. Opakovanim
stejné tvahy zjistime, ze
det(AB) = det(E;) det(Es) . .. det(Ey) det(B)
det(A) = det(El) det(Eg) ... det(Ek)
Odtud plyne
VETA 17. Necht A, B € F**". Pak det AB = det Adet B.

DUKAzZ. Je-li A regularni, plyne véta z uvah vySe. Je-li A singularni, pak je
singularni i AB a ob& maji determinant 0. ]
DUSLEDEK 9. Necht A, R € F"*" R reguldrni. Pak
(1) det(R™) = p
(2) det(R"1AR) = det A

DUKAZ. Prvni bod plyne z
det(R™1)det(R) = det(R™'R) = det E = 1,
druhy z

1
det R

det(R™'AR) = det(R™ ') det Adet R = det Adet R = det A
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Podobné matice maji tedy stejny determinant. Pokud A je matice [f]5 néja-
kého endomorfismu f € End(V) vzhledem k bazi B a A’ = [f]%, je matice tého
endomorfismu vzhledem k bazi B’, plyne z transformacni formule, ze det A = det A’.
Nasledujici definice je tedy korektni:

DEFINICE 30. Necht V' je vektorovy prostor kone¢né dimenze nad F, B jeho
baze a f € End(V). Pak determinant endomorfismu f je determinant jeho matice

(15

Uvazujme béazi B = (vy,...,v,) readlného vektorového prostoru V a posloup-
nost C' = (wy,...,w,) vzniklou z posloupnosti B jednou z elementarnich aprav
definovanych nad tvrzenim Podle véty [9] existuje pravé jeden endomorfismus
f1 € End(V) takovy, ze fi1(B) = C, tedy Ze pro viechna i € {1,...,n} je fi(v;) =
w;. Nazyvejme jej elementdrni endomorfismus. Snadno si rozmyslime, Ze matice
E1 := [f1]5 je elementérni matice, a Ze det F; je aZ na znaménko roven poméru
objemt rovnobé&znostént definovanych posloupnostmi f1(B) a B. Stadi si uvédomit,
Ze pii elementarni upravé prvniho i druhého typu se zachovava n — 1 vektoriu, které
muzeme vzit jako zdkladnu rovnobéznosténu, a zména zbyvajictho vektoru vysku
méfenou od této zékladny bud neméni (aprava prvniho typu), nebo nasobi &islem r
(tiprava druhého typu). Uprava tfetiho typu rovnob&znostén neméni, jen ho zadava
posloupnosti vektort v jiném pofadi.

Obecny regularni endomorfismus f s matici A = [f]5 mtZeme s pomoci roz-
kladu A na sou¢in F1FEs ... Ej elementarnich matic chapat jako sloZeni elementar-
nich endomorfisma f = f; o... o f;. Protoze det A = det F; ...det E}, je roven
soucinu koeficienti, jimiz endomorfismy f; méni objem rovnobéznosténu uréeného
posloupnosti B, miZeme det A interpretovat jako podil objemu f(B) a B. Protoze
det f = det A nezavisi na volbé baze B, miZeme determinant endomorfismu chapat
jako koeficient, jimz se méni pii zobrazeni f objem libovolného rovnobéznosténu,
nebo dokonce jakéhokoli utvaru ve V, ktery lze rovnob&Znostény (infinitezimalng)
pokryt. Toto pozorovani je zadkladem teorie vicerozmérné integrace.

DEFINICE 31. Necht B = (by,...,by,) je baze R™. Pokud det(by]...|b,) je
kladny, nazveme bazi B pravotocivou, pokud je zaporny, pak levotocivou. Levotoci-
vost nebo pravotocivost baze nazyvame souhrnné jeji orientaci.

7 uvah vyse vyplyvi, ze elementarni iprava neméni orientaci baze, praveé kdyz je
determinant p¥islusné elementarni matice kladny. Tedy znaménko det f vyjadiuje,
zda maji baze B a f(B) stejnou orientaci. I v pfipadé béazi v redlném vektorovém
prostoru V', ktery neni aritmeticky, muzeme zavést orientaci jako rozdéleni mnoziny
vSech bazi na dvé tiidy ekvivalence vzhledem k relaci ,existuje endomorfismus
f € End(V) s kladnym determinantem, ktery zobrazuje jednu na druhou* nebo
ekvivalentné ,,matice prechodu mezi témito bazemi ma kladny determinant‘.

Dalsi velic¢inou, ktera se zachovava pii podobnosti je stopa matice A € F™"*"™,
definovana jako Tr A = Y | a;;, tedy souCet prvku na diagonéle. Pro A € F"*P,
B e FP*4 C € F9*™ plati

n P q p q n
Tr ABC = Z Z Zaijbjkcki = Z

i=1 j=1k=1 j=1k=11i=1

bjkckiaij =Tr BCA,

tzv. cykliénost stopy. Odtud pak

TTR'AR=TrRR'A=TrA
Proto i stopu lze definovat pro libovolny endomorfismus f € End(V) jako stopu
Tr[f]5 jeho libovolné matice. Dalsi maticové veliciny, které lze takto vztahnout na

prislusné endomorfismy (tzv. invarianty, protoZze nezavisi na zvolené reprezentaci)
potkdme v kapitole o diagonalizaci.






KAPITOLA 11

Diagonalizace

Diagonalizace n x n matice A je hledani diagonalni matice

A ... O
D=|: -. | =cdiagh1,..., \n),
0 ... A\
spliiujici pro néjakou regularni matici R vztah
A=RDR™!

Protoze D* = diag(\¥,..., \k) a

A*¥ = RDR™'RDR™!...RDR™! = RD*R™1,
k

sta¢f nam znalost D a R k nalezeni libovolné mocniny matice A. Protoze A = [F4]%,
lze vztah D = R~! AR chépat jako transformaéni formuli

[Falp = (1% [Falic [1d]55,
pro néjakou vhodnou bazi B, zvanou bdze z vlastnich vektori. Budeme se tedy

nejprve zabyvat tim, jak se takova béze da nalézt.

1. Vlastni &isla a vlastni vektory

DEFINICE 32. Necht V je vektorovy prostor nad F. Cislo A € F je vlastnim
¢islem endomorfismu f € End(V), paklize pro n&jaky nenulovy vektor v € V' plati
f(v) = M. Kazdy vektor, ktery toto spliuje, se nazyva vlastnim vektorem [ pri-
slugnym vlastnimu &islu A.

Podminku f(v) = Av lze pfepsat jako (f — AId)(v) = 0. Vlastni vektory jsou
tedy prvky V) := Ker(f — A1d) neboli vlastniho podprostoru endomorfismu f p¥i-
slusného vlastnimu cislu \.

Dle definice je A vlastni ¢islo f, paklize Ker(f — A1d) # 0. Je-li dimV =n a C
baze V, nastava to pravé kdyz [f — A1d]S je singuldrni matice. V oznaceni [f]& = A
to znamena, ze

ailp — A a2 N A1n,

det(A—AE)=| "2 272

anl - App — A
PRIKLAD 16. Pro n = 2 a n = 3 mizeme piimym vypoctem ovéfit, ze

aip — A a12

. gy — A T (=A% + (a11 + az2)(—A) + (ar11a22 — az1a12)

=X _—TrAX+detd
det(A — AE) = (=) + (Tr A)(=\)? + (Tr(adj(A)))(=A) + det A

67



68 11. DIAGONALIZACE

DEFINICE 33. Charakteristickym polynomem matice A € F"*™ nazyvame po-
lynom pa () := det(A — AE). Charakteristicky polynom endomorfismu f je det(f —
A1d), ¢li charakteristicky polynom jeho libovolné matice [f]S.

Charakteristicky polynom n X n matice ma stupen n a koeficient (—1)™ u A\,
protoze jediny sc¢itanec v definici determinantu det(A — AE), ktery k A\™ pfispiva,
je ten odpovidajici identické permutaci. Protoze kazdy s¢itanec odpovidajici nei-
dentické permutaci obsahuje alesponi jeden ¢initel nad diagonalou a alespon jeden
¢initel pod ni, pochazi i koeficient A" ~! pouze ze sou¢inu diagonalnich elementii
(a11 — A) ... (ann — A) aje tedy roven (—1)""1Tr A u A"~ 1. Absolutni ¢len p4 ()
je roven p4(0), tedy det A.

Obecny koeficient u A% roven

(_1)n—k Z det(A]]),
Ic{1,...,n}
|T|=k
kde Ajr je k x k podmatice A vznikla vynechanim vSech fadku a sloupci, jejichz
indexy nejsou v mnoziné I. Specidlné koeficient u A je roven — Y .  det(4;;) =
—Tr(adj(A)), kde A;; je n—1 xn—1 podmatice vznikla vynechdnim i-tého Fadku i
sloupce. Nejlépe je to vidét, kdy7 si pfedstavime kazdé A na diagonale det(A — \E)
obarvené jinou barvou a nahlédneme, Ze koeficient u i-tého barevného \ je praveé
det(A“)

PRIKLADY 4.

(1) Zobrazeni f : P"(z,R) — P"(z,R) definované jako derivace polynomu
[f(p))(z) := “Lp(z) m4 jediné vlastni &islo 0, vlastni podprostor je tvoren
konstantnimi polynomy.

(2) Vlastnimi &sly D = diag(ds,...,dy,) jsou di,...,d, a pfislusné vlastni
podprostory jsou (pro pfipad vzajemné riuznych d;) linearni obaly prvki
kanonické baze (e1),...,{(e,) € C".

(3) Pokud Ax = Az a A je regularni, pak A~'z = A\~'z, ¢&li inverzni matice
mé stejné vlastni podprostory, ale pfevracend vlastni ¢isla.

(4) Pokud A = Q7 'BQ, pak Ar = Az znamend BQr = \Qz, tedy ) je
vlastnim ¢islem B s vlastnim vektorem @Qx. Podobné matice maji tedy
stejné vlastni ¢isla.

(5) det(AT —A\E) = det(A—AE)T = det(A— AE), tedy AT m4 stejna vlastni
¢isla jako A.

2. Diagonalizace matice

Vlastni ¢isla 1ze tedy nalézt jako kofeny charakteristického polynomu. Teorie se
zjednodussi, kdyz budeme moci predpokladat, ze A je komplexni matice a vlastni
¢isla také hleddme v C. Opirame se pfitom o tzv. Zakladni vétu algebry:

VETA 18. Kazdy nekonstantni polynom s komplexnimi koeficienty md alesponi
jeden koten v C.

Diukaz je nad rdmec kurzu. Muzeme ale odvodit jednoduchy dusledek:

DUSLEDEK 10. Necht p(z) je polynom stupné n > 0 s komplexnimi koeficienty.
Pak ma n komplexnich koteni véetné ndsobnosti.

n

Diikaz indukei. Pro n = 1 zjevné plati. Necht z¢ € C je kofen p(z) = > a;a’.
Pak p(z) = p(x) — p(zo) = Yigai(z’ — z), coz lze zapsat jako(z — zo)g(x), kde
g(z) je polynom stupné n—1. Ten méa z indukéniho pfedpokladu n—1 kofeni veetné

nasobnosti. Tedy p(x) mé n kofeni véetné nasobnosti.
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DEFINICE 34. Mnozina vSech vlastnich ¢isel matice A se nazyva jeji spektrum,
znadi se o(A). Pro \; € o(A) je jeho algebraickd ndsobnost definovana jako nasob-
nost A; coby kofenu p4()), a jeho geometrickd ndsobnost jako dimenze prostoru
Ker(A — \;E). Analogicky jsou definovany tytéZ pojmy pro endomorfismus.

LEMMA 5. Necht V je vektorovy prostor nad F dimenze n, f € End(V) a
pro vSechny proky mnoZiny M = {)1,...,\¢} je zvolena néjakd bize B; vlastniho
prostoru Vy,. Pak je mnoZina B = By U ... U By, linedrné nezdvisld.

DUKAz. Uvazujme mnozinu N C V nenulovych vektorti, v niz kazdy prvek
patii jinému vlastnimu prostoru Vj,. Je-li N linedrné zavisla, lze z ni vybrat bazi

N" = {vi,,...,v;,} jejiho linedrniho obalu, kde v;; € V,\ij, a vyjadiit néjaky v; €
N\ N jako v; = 30 myvy,. Je-li vy € Vi, pak f(vy) = Ajuj = 30 mpAjug,, ale

zaroven
q q
f(vj) = erf(vip) = ZTp)\ipvip
p=1 p=1

Tedy >0, rp(Ni, — Aj)vi, = 0. Protoze zadny rozdil A;, — A; neni 0 a i nekteré
rp musi byt nenulové, je to ve sporu s linearni nezavislosti N’. Tedy N nemize byt
linearné zavisla.

Ozna¢me nyni B; = (w1, ..., Wy,,) a uvazujme linedrni kombinaci ve tvaru
ny ngk
E 71, Wiiy + ...+ E Tkiy Wkiy, = O
ir=1 in=1

Oznacme jednotlivé sumy jako vi,...,vx, pak v; € V). Kdyby byly nékteré z
vektorl vq, ..., v nenulové, pak bychom méli jejich linedrni kombinaci rovnou nu-
lovému vektoru, coz podle tvahy z prvniho odstavce nemuze nastat. Tedy musi byt
vSechny v; nulové, a protoze posloupnosti B; jsou linedrné nezavislé, musi byt pak
nulové i vSechny koeficienty ;.. Tedy B je linedrné nezévisla. |

Je-li V nad C, M = o(f) a kazdé vlastni ¢islo f ma stejnou algebraickou i
geometrickou néasobnost, pak |B| = n a je to tedy na zdkladé lemmatu baze V.
Specialné to musi nastat v piipadé, ze jsou v8echny algebraické nasobnosti vSech
Ai € o(f) rovny jedné. ProtoZze dim Ker(f — \; Id) je vzdy alespon 1, mé& B alespon
n prvki, a protoze je linedrné nezavisla, musi jich mit pravé n.

Predpokladejme nyni, ze pro f € End(V) v prostoru V mame bazi B =
(v1,...,v,) sloZenou z vlastnich vektoru f. Pokud v; € V) pro n&jaké \; € o(f),
pak f(v;) = \jv;, neboli [f(v;)]® = \e;. Pak ale

A ... O
15 = (F@)P|[f o)) = | ¢ 0
0 ... A\
V tomto vztahu na rozdil od lemmatu [5| nepfedpoklddame vSechna \; vzajemné
rizna. Specialng pro f = F4 s bézi z vlastnich vektora B = (vy,...,v,) mame
A= [Fal§ = 15 [Falp R =
Ao O
=il va) [ 5 s (vale ] va) T
0 ... A\

PRIKLAD 17. Diagonalizujme matici A = < ! 1). Char. polynom je

-3 5
paN) =A2 —TrA X +det A =X —6A+8=(\—2)(\—4)
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Tedy o(A) = {2,4}. Vlastni podprostory pak jsou

amre ()= () e (1) -((0)
= (3) -G )6 D )

Ma-li A vetné nasobnosti n vlastnich ¢isel, pak je jeji charakteristicky polynom
rozlozitelny, tj.

PAN) = (=N + Tr A(=A)""! + ...+ det(A)
=M =N =A)... (A=)
=(=N)"+ A+ ) ENT A,

7Z porovnani absolutnich ¢lent vidime, Ze det A je roven sou¢inu vSech n vlastnich
¢isel a Tr A je rovna souctu v8ech vlastnich ¢isel. Charakteristicky polynom, vlastni
¢isla a jejich algebraické i geometrické nésobnosti, stopa, determinant i ostatni
koeficienty charakteristického polynomu se neméni pii podobnostni transformaci
A — R7'AR. Jsou to tedy invarianty, lze je zavést i pro endomorfismy, se zachova-
nim vztahti mezi nimi. Jeden takovy, ktery plati pro 2 x 2 matice a lze jej snadno
ovérit pfimym vypoctem, je

Tedy

det A — %(Tr(A)2 — Tr(42)

Obecné plati, 7e koeficienty pa()\) lze vzdy vyjadiit pomoci Tr(AF), k < n.

Nékteré endomorfismy a matice diagonalizovatelné nejsou, protoze linedrné ne-
zavisla mnozina B = B; U ... U By neobsahuje dost vektori, aby to byla béaze.
Prikladem je tfeba matice

1= o) = = v ((g))

nebo endomorfismus D prostoru V = P"(x, C), ktery pfifazuje polynomu p(z) jeho

prvni derivaci podle z. Pokud definujeme ve V bazi C = (1, z, I—;, o %), spojuje
ji D do fetizku
D D D .2 D D =1 D gn
0 i1 1 T 57 ... P =1 [y
z néhoz lze vydcist, ze
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
nEEE 0 0
“ 1o o o 10
0 0 O 0 1
0 0 O 0 0

Matice tohoto typu se objevuji v teorii Jordanova tvaru, kterd fesi otdzku matic,
které diagonalizovatelné nejsou.

PRIKLAD 18. Rotace v roviné R? o pravy thel m4 matici vzhledem ke K
K_ 4_ (cosg —sing) (0 -1 2%
[Falk = A= <sin’27 cos 5 )_ (1 0 €R

Ta mé charakteristicky polynom A? + 1, tedy nemé realna vlastni éisla, ani nema
v R? 74dné vlastni vektory. Chapeme-li ale F4 jako endomorfismus prostoru C2,



3. DIAGONALIZACE SYMETRICKE MATICE 71

pak o(A) = {i,—i} a piislusné vlastni podprostory jsou ((1,—1%)), resp. ((1,4)).
Diagonalizace pak mé tvar

G )= 06 DaC )

Pro obecnou matici rotace se da analogicky spocitat, ze

cosa —sina (1 1 eler 0 l 7 —1
sihaw  cosa ) \—i i 0 et)oi\i 1

3. Diagonalizace symetrické matice

Necht A € C™*", pak A oznatuje matici stejného typu, jejiz kazdy element a;;
je komplexné sdruzeny k odpovidajicimu elementu a;; matice A. Matice AT := AT
se nazyva matice hermitovsky sdruZend k matici A.

TVRZENI 35. Necht A € C™*™ B € C"*P. Pak
(AB)* = B¥ AT
Pokud m = n a A je reguldrni, pak (A*)~1 = (A=1)*.

DUKAZ. Z vlastnosti operaci na C plyne, ze AB = AB. Vztah (AB)* = BT A*
pak plyne z tvrzeni[6} Druhé ¢ast véty vyplyvaz (A~1)TAY = (AA~Y)T =B+ = E
a jednoznacnosti inverzni matice. O

Pokud AT = A, fikdme, Ze A je hermitovskd matice.

VETA 19. Necht A € C"*™ je hermitovskd matice. Pak kaZdé jeji vlastni cislo
je redlné.
~ DUkAz. Pokud X € C, v € C" spliwji Av = \v, mame z tvrzeni [35]i vt AT =
Avt. Pak s vyuZitim A = AT

Wiv=viAv=vTAtv =)vty

Protoze vv =37 [v;|? # 0 pro v # 0, musi byt A = A. O

Specialnim pfipadem hermitovské matice je redlné symetrickd matice, tedy A =
AT Pokud X € R je jeji vlastni ¢islo, pak i A — AE je redlna matice a baze jejtho
jadra sestava z vektoru z R™.

TVRZENI 36. Necht A € R™"*" je symetrickd matice, A, p dvé riznd vlastni ¢isla
matice A, v,w € R" pfislusné vlastni vektory, tj. v e Vy, w e V,. Pakv L w.

DUKAz. Z Av = \v a Aw = uw plyne, Ze
pwviw =viAw = vIATw = (Av)Tw = \Wi'w
Protoze A # p, musi byt vI'w = 0, neboli v L w. ]

Maé-li matice A vSech n vlastnich ¢isel vzajemné ruznych, je v bazi z vlastnich
vektoru kazdy vektor kolmy na kazdy jiny. Takové bazi se ika ortogondlni. Pozdéji
ukazeme, 7ze ortogondlni bazi z vlastnich vektori 1ze najit pro kazdou symetrickou
matici.

Z kazdé ortogonalni baze (vq,...,v,) v R™ lze vytvofit bazi (Hz—hl, e ﬁ) ,
ktera je stale ortogonalni a navic méa kazdy vektor normu 1. Takova baze se nazyva
ortonormdlni. Protoze ||v||> = vT'v, plyne odtud

TVRZENI 37. Necht B = (uy,...,u,) je ortonormdlni bize R", U = [Id]¥. Pak
vt =u-1.

DUKAz. Plati UTU = (uq]...|u,)T (uy]...|u,) = E. O
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Reélna ¢tvercova matice U s vlastnosti UTU = E se nazyvé ortogondlni matice.
Pokud tedy A je redlnd n x n symetrickd matice, kterd ma n vzéjemné ruznych
vlastnich &isel, vime, ze musi existovat ortogonalni matice U takova, ze UT AU je
diagonalni.

Nékolik pozorovani k ortogonélnim maticim:

(1)
(2)

Endomorfismus Fr € End(R"), kde R je ortogonélni, zachovava normu,
nebot |[Rv||? = vIRTRv = ||v|%.
Zachovava i skalarni soucin, protoze ten lze vyjadrit pomoci norem

VIw = 2l wi v wl?)

Stadi ovérit, ze |[v £ w||? = vIv £ 2viw + wliw.

Naopak kazda ctvercovd matice U, kterd zachovava skalarni soucin, tedy
(Uv)TUw = vT'w pro libovolné v, w, je ortogonalni, protoze (Ue;)T Ue; =
e;TUTUe; se rovnd ij-tému elementu matice UTU a e;Te; je 1 pravé kdyz
i = j, jinak 0. Tedy napiiklad matice rotace vzhledem ke kanonické bazi
je také ortogonalni matice.

Snadno se ovéii, ze mnozina vSech n x n ortogonalnich matic tvofi grupu,
tedy soucin dvou ortogonalnich matic je ortogonalni matice a U~ = U7 je
ortogonalni matice, pokud U je ortogonélni matice. Pak i matice UT RU,
kde U, R jsou ortogonélni, je ortogonalni. Pokud tedy B je ortonormalni
baze a U = [Id]%, pak [Fg]5 je ortogonélni matice, neboli zobrazeni uréené
ortogonalni matici vzhledem ke kanonické bazi je reprezentované ortogo-
néalni matici i ke vSem ostatnim ortonormalnim bazim.

Chéapeme-li Fg, kde R je redlna ortogonélni matice, jako endomorfismus
prostoru C™ a v € C je jeho nenulovy vlastni vektor piislusny vlastnimu
¢islu A\ € C, pak

Mvtyv = (Rv)T(Rv) =vTRTRv =vTRTRv = vTv,
tedy musi byt A\ = |A\|? = 1, neboli vlastni ¢isla Fr musi lezet na jednot-
kové kruznici v C.

Podrobnéji se témito vlastnostmi budeme zabyvat v kapitole o obecném skalarnim
soucinu v letnim semestru.



KAPITOLA 12

Direktni soudet

Pfipomefime z prvni kapitoly ortogonalni projekci Py € End(R™) do sméru

nenulového vektoru x € R"™:
X.y

Pv) = e
Zvolme By = (rx) bazi prostoru (x) a Bs = (uy,...,u,—1) néjakou bazi ortogonal-
niho doplitku x*. Pro bazi R" ve tvaru B = (rx,ui,...,u,_1) ma reprezentace Py
jednoduchy tvar
1 0 0
0 O 0
[PE = | . o
0 0 ... 0

Méme tedy dvojici podprostortt Wy := (x), Wy := x* takovych, ze sjednocenim je-
jich béazi By, By vznikne baze celého prostoru. Pravé takova konfigurace se popisuje
pomoci direktniho souctu.

1. Soudet a direktni soudet

DEFINICE 35. Necht V je vektorovy prostor nad F a Wiy, Wy jeho dva pod-
prostory. Pak jejich souctem Wi 4+ Wy je mnozina vSech vektori, které 1ze zapsat
jako soucet wy + wo, kde w; € W;. Pokud navic W7 N W5 = 0, nazyvame Wi + Wy
direktni soucet podprostori a oznacujeme jej Wy @ Ws. Pokud W7 & Wy =V, pak
Wy je dopliikem podprostoru Wi ve V.

PRIKLADY 5. V R3 jsou co do moznych dimenzi tfi netrividlni piiklady souétu
podprostori:

1 0 1 0
e Dvé rizné piimky, napf. < 0 > <) < 1 > = < 01,1 >
0 0 0 0

1 0 0 0
e Dvé riizné roviny, napf. < 01,1 >+< 11,10 > = IR3, ale soucet
0 0 0 1
neni direktni, protoze prunikem rovin je jejich prisecnice.

1 0 0
e Rovina a piimka v ni nelezici, napf. < 0,1 > ® < 0 > = R3.
0 0 1

Zbylé moznosti by zahrnovaly bud trividlni podprostory 0 a R?, nebo situaci, kdy
je jeden podprostor rovny druhému podprostoru nebo je jeho podprostorem.

TVRZENI 38. KazZdy prvek W1 @ Wy lze zapsat jako soucet vektoru z wy € Wi
a vektoru wy € Wy prdvé jednim zpisobem.

DUKAz. Stadi ukazat jednoznacnost. Pokud by existovaly wy, w] € Wy, wa, w) €
W, takové, 7e wy + we = wj + wh, pak wy — wj = wh — ws. Leva strana rovnosti
patii do Wy, prava do Ws, musi tedy byt obé nula. O
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TVRZENT 39. Pokud Wy, W5 jsou podprostory ve V., pak Wi+ Wy = (W1 UW3),
tedy soucet podprostori je také podprostor. Pokud My je mnoZina generdtori W1 a
Ms je mnozina generdtori Wo, pak jejich sjednoceni My U Mo generuje Wy + Ws.

DUKAz. Kazdy soucet vektort wy + ws je linearni kombinaci prvka z Wy U W,
a lze jej zapsat jako linedrni kombinaci prvka z M; U Ms. Naopak kazdou linearni
kombinaci prvkia z W7 U W5 lze zapsat jako soucet vektoru z Wi a z W, stejné tak
pro linedrni kombinaci prvka z M7 U Ms. (|

Tuto charakterizaci sou¢tu muZeme rozsifit na soucet libovolného mnoZstvi
podprostorii:

DEFINICE 36. Necht W je mnoZina podprostori ve vektorovém prostoru V.
Pak definujeme jejich soucet jako

> we( U w)

Wew Wew
I zde je zfejmé, Ze sjednoceni mnozin generatori jednotlivych podprostori ge-
neruje jejich soucet. Je tieba si uvédomit, ze ackoli mnozina VW muze byt nekone¢na,
V Y wew W ose vyskytuji jen soucty kone¢né mnoha vektord.
VETA 20 (O dimenzi spojeni a pruniku). Necht Wi, Wy < V', oba konecné
dimenze. Pak

dim W7 + Wy = dim Wy + dim Wy — dim W7 N W

DUKAz. Nechf (u1,...,u,) je baze Wi N Wa. Dopliime ji podle diisledku [2] na
bézi (u1,...,Up,v1,...,0) prostoru Wy a na bazi (uq,...,up, w1, ..., w,) prostoru
W,. Posloupnost (u1, ..., up,v1,. .., Vg, W1, ..., w,) generuje Wy + Wy, ukdzeme, ze
je linedrné nezavisla. Pokud

p q T
E a;Us; —+ E bﬂ)i —+ E C;,W; = O
=1 =1 =1

pro né&jaké skalary a;,b;,c;, pak > a;u; + > bv; = = c;w; je vektor, ktery je
diky tvaru levé strany ve W a zaroven diky tvaru pravé strany ve Ws. Je tedy ve
W1 N Wy alze jej zapsat jako Y b d;u;. Pak ale

P r
E diu; + E Ciw; = 0,
=1 i=1

coz z linedrni nezévislosti posloupnosti (ug, ..., up, w1, ..., w,) znamena, ze viechny
koeficienty d;, ¢; jsou rovny nule. Pak ale

p q
E a;U; + E bﬂ)i = 0,
i=1 i=1

takze z linedrni nezéavislosti (ui,...,up,v1,...,v,) dovodime, ze i vSechny a;,b;
jsou rovny nule. Tedy (uq,...,up,v1,...,0q,W1,...,wy) je baze Wi + Wy a stadi
jen ovéfit, ze dimenze spliuji
ptagt+r=@p+q+@+r)—p
O
Pro direktni soucet tedy plati dim W; & Wy = dim W7 + dim W5. Navic po-
sloupnost (B1, Bs), kde B; je baze W;, je bazi W1 @& Ws. Chceme definovat direktni

soucet vice nez dvou podprostort tak, aby pro néj platily analogické vlastnosti.
Mohli bychom zkusit pozadovat, Ze soucet tii podprostora Wy, Wy, W3 je direktni,
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pokud v8echny priuniky dvojic i celé trojice jsou nulové, ale to nefunguje: staci uva-
zovat tii razné piimky v R3, z jejich prinikii neni poznat, zda jejich sjednoceni
generuje cely prostor nebo jen rovinu. Zalozime tedy definici na tvrzeni

DEFINICE 37. Necht W1, ..., W, < V. Pak soutet W = Wy +...+ W} oznacime
za direktni, pokud lze kazdy vektor w € W zapsat jako soucet w; + ...+ wy, kde
w; € W, pravé jednim zpusobem. Oznacujeme jej pak

k
W=Wao.. oW.=PwW
i=1

VETA 21. Necht Wy, ..., Wy <V jsou konecné dimenze. Pak
dmW; & ... W =dimW; + ...+ dim Wy

DUKAz. Necht B; je baze W, pak ukdzeme, 7e (Bi,..., By) je baze W1 &...&®
Wi. Libovolny vektor w € Wy + ... + W, lze zapsat jako soucet wy + ... + wy,
kde w; € W;, a kazdy w; lze zapsat jako linedrni kombinaci prvki posloupnosti B;.
Tedy w lze zapsat jako linearni kombinaci prvka posloupnosti (By, ..., By). Kdyby
existoval druhy takovy zéapis, pak jej zapisme jako w] + ...wj, kde w] je linearni
kombinace prvka B;. Protoze soutet W1 @& ... ® Wy, je direktni, musi byt w; = w}
pro vSechna ¢, a protoze B; jsou baze, jsou koeficienty linedrni kombinace tvorici
w} ureny jednoznatné. Tedy koeficienty v zapisu w jako linearni kombinace prvki
posloupnosti (By, ..., Bg) jsou urfeny jednoznacné, a tedy dle tvrzeni|17| (nebo dle
definice je to baze W1 @& ... d Wy. O

Bazi direktniho souctu, kterd vznikne z bézi jednotlivych s¢itanct, budeme
fikat baze podiizend direktnimu souctu, popiipadé rozkladu. Direktni soucet jakozto
podprostor ma samozfejmé mnoho dalsich bazi, napiiklad B = ((1,1), (1,-1)) je
baze prostoru ((1,0)) & ((0,1)) = R2, jejiz prvky nelezi v 7adném z direktnich
s¢itanci. Pokud bychom R? zapsali jako direktni soucet ((1,1)) @ ((1,—1)), pak by
B tomuto rozkladu podfizené byla.

2. Blokovy zapis

Uvazujme dva vektorové prostory a jejich rozklady na direktni soucet V =
VieoVeaW =W, @ W, a jejich dimenze n = ny 4+ ne a m = my + mo. Pokud B;
je baze V;, B = (B1,By) baze V, v = v1 + v, kde v; € V; a x; := [v]P¢, miizeme
reprezentaci vektoru v zapsat blokovym zdpisem

e (2) - ()

Aritmeticky vektor o n slozkich je zde zapsan jako vektor slozeny ze dvou bloku,
jimiz jsou aritmetické vektory o np, resp. no slozkich.

Oznac¢me ¢1 : Vi — V linearni zobrazeni vloZeni definované piedpisem ¢;(vy) =
v1 € V. Jeho reprezentace pak spliiuje

(1], x1 = [0 B[] = [01])” = (x)

o

en,\ _. (En,
1ol =1 0" )

kde 0 € F™*2*"1 Podobné lze definovat o : Vo — V.

Tedy

€2
ol

ulf, = (%

o
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Déle zavedme linearni zobrazeni projekce m; : W — W; tak, Ze pro libovolny
we W, w=w; +wsy, kde w; € W;, je m;(w) = w;. Pokud C = (C1, C3) je baze W

slozené z béazi Wy, Wy a [w;]¢ =: y;, pak
[m1]&! @;) = [m]&t w] = [wi]? =y

Tedy [11]S" = (e1]. .. |em,|o]...|0) =: (B, 0), kde 0 € Fm1xm2,
Uvazujme nyni f € Hom(V, W) s reprezentaci [f]G = A € F™*" a ¢tyfi zobra-
zeni f;; € Hom(V;, W;), fij = m o f ot;. Pro fi; méame reprezentaci
En m n
[l = MG AEM)E, = (Bmy 0) A7) = A e BT,
1 1 0

kde A1 je matice vznikla vySkrtnutim poslednich ns sloupcu a poslednich mo fadki
z matice A. Analogicky lze zavést matice

[le]g; = [ﬂl]gl [f]g[LQ]gz = (Em1 0) A (E(i > =:A;p € [ xn2

ETL m n
i = (I GIE, = 0 Bna) 4 (5 = A e
0
el = (el IGIE, = O B4 (5 ) = A 70
. L . (A A
Ty davaji dohromady blokovy zdpis matice A = .
A1 Az

TVRZENI 40. Necht n = ng +ng, m = mq + me, p = p1 + p2, A € F™*",
B € F™*? s bloky A;; € F™i*™i B;; € F"*Pi, Pak soucin C := AB md blokovy
2dpis
<C11 Cu) _ <A11B11 + A12B21 A1 DBy +A12322>
Co1 Coa)  \A21Bii + AgeByy A Bia + Az By

Dukaz lze provést rozepsanim

n ni n
iy =Y ainbiy =Y _ainbrj + Y aixb;
k=1 k=1

k=ni+1
a interpretaci obou sum jako elementu sou¢inu néjakych bloku matic A, B. Nebo
muzeme zavést g € Hom(U,V), U = Uy @ Uz, D = (D1, D2) podfizenou bazi, ¢},
vlozeni U; do U a 7}, projekci V na V;, rozmyslet si, ze
t10m 4+ 107y =1d € End(V)
a poté odvodit, ze pro ¢,r € {1,2}
(fog)pr=mgofogor,
=mgofo(tom +ip0my)ogoud,
= (mgo fou)o(mogou)+(mgoforz)o(myogor,)
= fq1 0 91r + fq2 © g2r,
odkud dostavame

[(f o 9)prl . = U)o lgre] 2L + [fa2] 52 lg20] 22 = A1 Biy + ApaBay

Protoze direktni s¢itanec v rozkladu V = V) & V5 muze byt sdm direktnim
souctem néjakych svych podprostori, mohou mit i jednotlivé bloky matice samy
blokovou strukturu. Tvrzeni se pak snadno zobecni pro matice s libovolnym bloko-
vym ¢lenénim, pouze musi pro kazdy vyskytujici se soucin blokt A;;By; mit blok
Aji, stejné sloupct, jako mé blok By; radki.
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Pro f € End(V),V =Vi® ... 0V, s bazi B = (By,...,Bi), kde B; je
baze V;, jsou diagonalni bloky [f]5 ¢tvercové matice [ f“-]g;, a pokud jsou zaroven
mimodiagonalni bloky nulové, mluvime o blokové diagondlni matici, jsou-li nulové
jen na jedné strané diagonély, o blokové horni/dolni trojihelnikové matici.

TVRZENI 41. Necht A = diag(A11, A2z, ..., Akk) je blokové diagondlni matice.
Pak

(1) Vp € N : AP = diag(AY,,..., AY,) a jsou-li vSechny A;; reguldrni, pak i
AP =diag(A, ... AL

2) rank(A) = rank(A4;1) + rank(Asz) + ... + rank(Ag)

3) TI‘(A) = TI‘(All) + TI‘(AQQ) 4+ ...+ TI'(Akk)

4) det(A) = det(AH) det(AQQ) e det(Akk)

5) 0(A) =0(A11)U...Uo(Akr) véetné algebraickijch ndsobnosti.

N AN S N

Navic édsti 8,4 a 5 plati i pro horni/dolni trojihelnikovou matici s tymiz diagondl-
nimi bloky.

DUKAzZ. Sta¢i uvazovat k = 2 a A = diag(A’, A”), kde A’ € FP*P A" ¢ F1*9
p+q =mn. Body 1 a 3 jsou jasné, v bodé 4 lze v definici determinantu uvaZzovat
pouze permutace ™ € S, pro néz m(i) < p pro viechna i € {1,...,p}. Rozlozme
7 na nezavislé cykly, pak = = 7'n”, kde 7’ je slozeni cykli na mnoziné {1,...,p}
a 7' slozeni cykld na mnoziné {p + 1,...,n}. Ozna¢me p’ € S, permutaci, ktera
vznikne zizenim 7’ na mnozinu {1,...,p} a p” € S, permutaci definovanou p” (i) =
7"(i) — p. Pak je det(A) = > g SENTa1r(1) - Qpr(n)

— /11
= Z Z Sg(m' ) a1,/ (1) -+ App! (p)Ap+1.p+0 (1) -+ + Cp-taq,p+p” ()

p'ESp p' €Sy
3 AW, ’ . A7, "
= g sgn(p)at 1) - - Appr(p) g sgn(p”)ai 1y - - - Qgpr(g)
p'ESp p''E€Sq

Z bodu 4 plyne 5, protoze vlastni &isla jsou kofeny polynomu det(A — AE,) =
det(A’ — AE,) det(A” — AE,). Bod 2 plyne z Gaussovy eliminace provedené zvlast
na prvnich p fadka a zvlast na zbylych ¢ fadka, kterou se A’, A” p¥evedou do od-
stupfiovaného tvaru, takze jejich hodnost je rovna po¢tu nenulovych fadka z prvnich
p, resp ze zbylych q. Cela matice A se tim rovnéz dostala do odstupiiovaného tvaru,
takZe jeji hodnost je rovna poc¢tu nenulovych fadkt v celé upravené matici. Zobec-
néni 3 horni/dolni trojuhelnikovou matici je zfejmé, pro zobecnéni 4 a 5 si staci
uvédomit, ze kazda permutace, kterou nelze napsat jako 7’'7” dle prvniho odstavce,
zobrazuje alespon jeden index z mnoziny {1,...,p} do mnoziny {p +1,...,n} a
alespoii jeden index naopak. Tedy sc¢itanec v definici determinantu pfislusny této
permutaci bude obsahovat alespoii jeden ¢initel z bloku nad diagonalou a alespoi
jeden cinitel z bloku pod diagondlou, pfiemz alespoii jeden z téchto €initela je
nulovy. ]

PRIKLAD 19. Necht x € R”, ||x]| =1, Px(y) = (x.y)x a B = (B, B2) je baze
slozena z bazi (x) a x*-. Ozna¢me 0,,_; nulovou matici z F*~'*"~! a o,,_; nulovy
vektor z F*»~!. Pak

s_( 1 o5 5_( 0 of,
[PX}B N <0n1 Onfl ’ [PXL]B B On—1 Enfl

a matice zrcadleni Z,1 = Id —2Px m4 blokovy tvar

p_ (-1 o)
[ZXL]B - <0n—1 E,_1
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Pokud n = 3 a By je ortonormalni béze x*, pak matice rotace okolo osy (x) o thel
¢ vzhledem k bézi B je
5 1 ol 1 0 0
[Rx,¢]5 = <0 R ]32) =10 cos¢p —sing
2 1B, 0 sing cos¢

PRIKLAD 20. Uvazujme blokové horni trojihelnikovou matici D := (61 g),
kde A € FP*P (C € F9*1 jsou regularni. Pak plati

A=Y —AT'BCY\ (A B\ [(A7'A A'B-A"'B
0 c-t 0o C) 0 c-ic

Matice napravo je jednotkova, tedy D je regularni a prvni matice nalevo je rovna
D~1. Jak jsme mohli inverzni matici uhodnout? Staéf se podivat na vypodcet inverzni
matice k 2 x 2 matici s elementy a,b,c z F, a,c # 0:

a b\ " _ e —b\_ (2 7(1%
0 ¢/ —ac\0 a) \0 1
Mezi tvary blokového a neblokového inverzu je ziejmé analogie, az na to, Ze matice

A~Y B,C~! na rozdil od prvki a=',b, ¢! nekomutuji a nemusi jit ani v jiném
poradi vynéasobit.

Jako ilustraci pouZiti blokovych matic v ditkazech uvedme
TVRZENI 42. Necht A, B € F**". Pak 0(AB) = o(BA) véetné ndsobnosti.
DUKAzZ. Vypoétem ovérime, ze
(En —A) (AB on> <En A) B (on on>
0, E, B 0, 0, FE, B BA

Leva strana ma tvar RCR™!, tedy matice C' a matice C’ na pravé strané jsou
podobné a maji stejnd vlastni &isla véetné nasobnosti. Protoze C' i C’ jsou obé&
blokové dolni trojuhelnikové, plati pro né o(C) = o(AB)Uc(0,,), 0(C’) = c(BA)U
0(0,) véetné nasobnosti. O

Tvrzeni i dikaz se snadno zobecni na obdélnikové matice A € C™*" B €
C™*™_ pouze se bude u AB a BA ligit algebraickd nasobnost vlastniho &isla nula.
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