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KAPITOLA 1

Vektory a zobrazení v Rn

1. Vektory v Rn

Vektor v rovin¥ m·ºeme zapsat jako uspo°ádanou dvojici reálných £ísel

x :=

(
x1
x2

)
.

Takové vektory tradi£n¥ znázor¬ujeme jako úse£ky s po£átkem ve zvoleném po-
£átku kartézských sou°adnic v rovin¥ a ²ipkou v druhém krajním bod¥ o sou°ad-
nicích (x1, x2). S£ítání vektor· odpovídá konstrukci úhlop°í£ky rovnob¥ºníka jimi
svíraného:

Z obrázku je vid¥t, ºe sou°adnice modré ²ipky jsou sou£tem sou°adnic ²ipek £erve-
ných, sou£et vektor· tedy m·ºeme de�novat i algebraicky(

x1
x2

)
+

(
y1
y2

)
:=

(
x1 + y1
x2 + y2

)
Podobn¥ po sloºkách de�nujeme i násobek vektoru skalárem (£íslem r ∈ R):

r

(
x1
x2

)
:=

(
rx1
rx2

)
I tato de�nice odpovídá tradi£ní geometrické konstrukci: ²kálování vektoru uvnit°
jím p°ímky, ve které leºí.

Algebraickou de�nici operací snadno zobecníme na vektory v prostoru (uspo°á-
dané trojice) nebo rovnou na uspo°ádané n-tice, tedy vektory z Rn ≡ R× . . .× R︸ ︷︷ ︸

n

:

x + y ≡

x1...
xn

+

y1...
yn

 :=

x1 + y1
...

xn + yn


rx ≡ r

x1...
xn

 :=

rx1...
rxn


�ísla xi jsou sloºky vektoru x. Vektor, jehoº v²echny sloºky jsou nulové, ozna£u-

jeme o (nulový vektor), vektor −x := (−1)x je opa£ný vektor. Mnoºin¥ Rn budeme
°íkat n-rozm¥rný prostor.
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6 1. VEKTORY A ZOBRAZENÍ V Rn

2. Skalární sou£in

Skalární sou£in dvojice vektor· v rovin¥ je de�nován p°edpisem

x.y := x1y1 + x2y2

Pomocí tohoto p°edpisu lze zapsat velikost (normu) vektoru

‖x‖ :=
√
x.x ≡

√
x21 + x22

Tvrzení 1. Je-li φ ∈ 〈0, π〉 úhel mezi vektory x,y ∈ R2, pak

x.y = ‖x‖‖y‖ cosφ

D·kaz. Ozna£me orientovaný úhel mezi nezápornou £ástí první sou°adné osy
a polop°ímkou sestávající z nezáporných násobk· vektoru x symbolem α ∈ 〈0, 2π)
a podobn¥ zave¤me β ∈ 〈0, 2π) pro vektor y. De�nujme φ′ := β − α. Pro sloºky
vektoru x platí x1 = ‖x‖ cosα, x2 = ‖x‖ sinα, podobn¥ pro sloºky y.

Dosa¤te do de�nice skalárního sou£inu:

x.y = ‖x‖‖y‖(cosα cosβ + sinα sinβ) = ‖x‖‖y‖ cosφ′

Pokud φ′ = β − α ∈ 〈0, π〉, pak je úhel mezi vektory φ roven φ′, tedy tvrzení platí.
Pokud φ′ ∈ (π, 2π), pak je φ = 2π − φ′, tedy cosφ = cosφ′. Pokud φ′ ∈ (−2π, 0),
pak úhel −φ′ ∈ (0, 2π) má stejný cosinus a podle p°edchozí úvahy bu¤ −φ′ nebo
2π + φ′ je rovno φ, stále se stejnou hodnotou cosinu. �

Zavedeme skalární sou£in a normu vektoru analogicky i na Rn :

x.y :=

n∑
i=1

xiyi, ‖x‖ :=
√
x.x

V t°írozm¥rném prostoru platí stejné tvrzení o souvislosti skalárního sou£inu a úhlu
mezi vektory (viz cvi£ení). V obecném Rn nevíme, co to úhel mezi vektory je, ale
m·ºeme jej (pro nenulové vektory x, y) zade�novat jako φ := arccos x.y

‖x‖‖y‖ . Aby
tato de�nice byla korektní, pot°ebujeme v¥d¥t, ºe

−1 ≤ x.y

‖x‖‖y‖
≤ 1.

To je d·sledkem následující v¥ty:

V¥ta 1 (Schwarzova nerovnost). Pro kaºdé dva vektory x,y ∈ Rn platí

|x.y| ≤ ‖x‖‖y‖,

p°i£emº rovnost je spln¥na práv¥ kdyº je jeden z vektor· násobkem druhého.

Neº v¥tu dokáºeme, je uºite£né zavést n¥které dal²í pojmy. Dva vektory pro-
hlásíme za kolmé (zna£íme x ⊥ y), práv¥ kdyº x.y = 0, tedy kdyº je jeden z nich
nulový nebo kdyº svírají úhel φ = π

2 . Mnoºina

x⊥ := {y ∈ Rn|x.y = 0}

v²ech vektor· y kolmých na vektor x se nazývá ortogonální dopln¥k vektoru x. V
R2 je to p°ímka, v R3 rovina, ob¥ procházejí po£átkem:
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Mnoºinám tvaru {y ∈ Rn|x.y = c} °íkáme obecn¥ nadroviny. Nadrovina obsa-
huje vektor o, práv¥ kdyº c = 0.

3. Vektorový sou£in

Vedle skalárního sou£inu známe ze st°edo²kolské matematiky je²t¥ sou£in vek-
torový. Pro x,y ∈ R3 je v × y vektor de�novaný po sloºkách jako

(x× y)k =

3∑
i=1

3∑
j=1

εijkxiyj ,

kde ε123 = ε231 = ε312 = 1, ε213 = ε321 = ε132 = −1 a εijk = 0, jsou-li dva indexy
stejné. Díky tomu z devíti £len· dvojité sumy p°eºijí jen dva, tedy

x× y = (ε231x2y3 + ε321x3y2, ε132x1y3 + ε312x3y1, ε123x1y2 + ε213x2y1)

= (x2y3 − x3y2,−x1y3 + x3y1, x1y2 − x2y1)

Tvrzení 2. Nech´ x,y, z ∈ R3, r, s ∈ R, x a y svírají úhel φ. Pak

(1) x× y = −y × x, speciáln¥ x× x = 0
(2) x× (ry + sz) = r(x× y) + s(x× z)
(3) ‖x× y‖ = ‖x‖‖y‖| sinφ|
(4) |(x×y).z| je objem rovnob¥ºnost¥nu de�novaného vektory x,y, z, speciáln¥

0 pro z = rx + sy.

D·kaz nyní nebudeme provád¥t, návod k n¥mu je ve cvi£ení 1. Z druhé £ásti
posledního bodu plyne, ºe x× y je kolmý na rovinu de�novanou x a y.

Oproti skalárnímu sou£inu se nenabízí ºádné p°ímo£aré zobecn¥ní vektorového
sou£inu do libovolné dimenze n. V R2 lze vektoru x p°i°adit vektor

x̃ :=

(
x
0

)
∈ R3

a de�novat x×y := (x̃× ỹ)3 ∈ R. Pak je ‖x×y‖ obsah rovnob¥ºníka de�novaného
x a y:

Plyne to ze t°etí £ásti tvrzení 2, protoºe ‖y‖| sinφ| je vý²ka rovnob¥ºníka.
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Poznámka 1. P°i zobecn¥ní do dimenze n > 3 chceme, aby vektorový sou£in
dál po£ítal objemy rovnob¥ºnost¥n·, coº lze splnit de�nicí

(x1 × x2 × . . .× xn−1)kn :=

n∑
k1=1

n∑
k2=1

. . .

n∑
kn−1=1

εk1k2...knx1k1x2k2 . . . xn−1,kn−1
,

kde symbol ε je op¥t de�nován tak, aby m¥nil znaménko p°i vým¥n¥ libovolné
dvojice index· a aby ε12...n = 1. Zobecn¥ný vektorový sou£in tedy jiº není funkce
dvou, ale n− 1 vektorových argument·, výsledkem je op¥t vektor. Jsou ale spln¥ny
analogie vlastností 1, 2 a 4 z tvrzení 2. Nap°íklad objem rovnob¥ºnost¥nu ur£eného
vektory a,b, c,d ∈ R4 je roven

|(a× b× c).d| =

∣∣∣∣∣∣
4∑
i=1

4∑
j=1

4∑
k=1

4∑
l=1

εijklaibjckdl

∣∣∣∣∣∣
Cvi£ení 1

Dokáºeme tvrzení 2:

(1) Dokaºte body 1 a 2 p°ímým dosazením z de�nice.
(2) De�nujme veli£inu

V (x,y, z) :=

3∑
i=1

3∑
j=1

3∑
k=1

εijkxiyjzk

S pomocí bodu 2 ukaºte, ºe V (x,y, z) = V (x + sy,y, z). Rozmyslete
si, ºe rovnob¥ºnost¥n de�novaný vektory x,y, z má stejný objem jako
rovnob¥ºnost¥n de�novaný vektory x + sy,y, z.

(3) Bu¤ x1 = y1 = z1 = 0, nebo je alespo¬ jedno z t¥chto £ísel nenulové.
Ukaºte, ºe

V (x,y, z) = −V (y,x, z) = V (z,x,y)

a odvo¤te z toho, ºe v druhém p°ípad¥ bez újmy na obecnosti x1 6= 0.
Pak lze pomocí p°edchozího bodu p°evést vektory x,y, z na takové, ºe
y′1 = z′1 = 0, aniº by se zm¥nila hodnota V nebo objem rovnob¥ºnost¥nu.
Rozeberte p°ípad x1 = y1 = z1 = 0.

(4) Ukaºte, ºe vektory lze dále p°evést na trojici x,y′, z′′, kde z′′1 = z′′2 = 0 a
V ani objem rovnob¥ºnost¥nu se nezm¥nily. Dále ukaºte, ºe V (x,y′, z′′) =
x1y
′
2z
′′
3 a ºe |x1y′2z′′3 | je práv¥ objem rovnob¥ºnost¥nu de�novaného vektory

x,y′, z′′. Tím je dokázán bod 4.
(5) Z bodu 4 ukaºte, ºe ‖x×y‖ je obsah podstavy rovnob¥ºnost¥nu de�nované

vektory x,y. Odtud odvo¤te bod 3.

4. Ortogonální projekce a zrcadlení

Pomocí skalárního sou£inu m·ºeme vyjád°it kolmý pr·m¥t (ortogonální pro-
jekci) vektoru y do sm¥ru jiného (nenulového) vektoru x, kolmý pr·m¥t do sm¥ru
jeho ortogonálního dopl¬ku a vektor zrcadlený podle nadroviny x⊥.
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Px(y) = ‖y‖ cosφ
x

‖x‖
=

x.y

‖x‖2
x

Px⊥(y) = y − Px(y) = y − x.y

‖x‖2
x

Zx⊥(y) = y − 2Px(y) = y − 2
x.y

‖x‖2
x

Stejné vzorce lze pouºít jako de�nice projekce a zrcadlení i v obecné dimenzi n.
Pak platí

Tvrzení 3. Nech´ x,y ∈ Rn, x 6= o. Pak

(1) Px(x) = x
(2) Px(y) = 0 práv¥ kdyº x ⊥ y
(3) Px⊥(y) ⊥ x
(4) ∀r, s ∈ R,∀y, z ∈ Rn : Px(ry + sz) = rPx(y) + sPx(z)
(5) Vektor y lze jednozna£n¥ zapsat jako y‖+y⊥, kde y‖ je násobkem vektoru

x a y⊥ je kolmý na x. Navíc pak y‖ = Px(y) a y⊥ = Px⊥(y).

D·kaz. První £ty°i tvrzení plynou p°ímo z de�nic skalárního sou£inu, kolmosti
a normy. Nap°íklad t°etí plyne z

x.(y − Px(y)) = x.y − x.y

‖x‖2
x.x = 0

Z de�nic Px a Px⊥ a t°etí £ásti tvrzení plyne, ºe kaºdý vektor y se dá zapsat jako

y = Px(y) + Px⊥(y) ≡ rx + z,

kde r je n¥jaký skalár a z ∈ x⊥. Kdyby bylo moºné zapsat vektor y jako sx+z′, kde
z′ ∈ x⊥, pak by (r− s)x = z′− z. Vektor z′− z je kolmý na x, tedy (r− s)x.x = 0.
Protoºe x 6= o, musí být r = s a tedy i z = z′. Rozklad vektoru y na paralelní a
kolmou £ást je tedy jednozna£ný. �

Px lze chápat jako zobrazení, tedy jakousi �ma²inku� , do které se vloºí libovolný
prvek y ∈ Rn a ona mu p°i°adí jednozna£n¥ ur£ený prvek Px(y) ∈ Rn. �tvrtá £ást
tvrzení znamená, ºe toto zobrazení zachovává sou£ty a násobení skalárem, geome-
tricky tedy p°evede kaºdý rovnob¥ºník op¥t na rovnob¥ºník. O takovém zobrazení
°íkáme, ºe je lineární. Snadno se lze p°esv¥d£it, ºe i Px⊥ , Zx⊥ : Rn → Rn jsou
lineární zobrazení, realizující projekci, resp. zrcadlení podle nadroviny x⊥.

Nyní m·ºeme kone£n¥ dokázat Schwarzovu nerovnost:

D·kaz. P°edpokládejme, ºe alespo¬ jeden z vektor· je nenulový, jinak je tvr-
zení triviální. Nech´ je to x. Pak lze díky pátému bodu tvrzení 3 zapsat y jako
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sou£et y‖ + y⊥. Protoºe y‖ ⊥ y⊥, platí

‖y‖2 = (y‖ + y⊥).(y‖ + y⊥) = ‖y‖‖2 + ‖y⊥‖2 ≥ ‖y‖‖2

Z pátého bodu tvrzení 3 rovn¥º víme, ºe y‖ = Px(y). Dosazením z de�nice ortogo-
nální projekce a algebraickou úpravou dostaneme, ºe

‖y‖2‖x‖2 ≥ (x.y)2

Protoºe normy jsou nezáporné, sta£í po odmocn¥ní p°idat absolutní hodnotu jen
na pravou stranu nerovnosti. Rovnost nastává práv¥ kdyº ‖y⊥‖2 = 0, tedy práv¥
kdyº jsou v²echny sloºky y⊥ nulové. To nastane práv¥ kdyº y = y‖, tedy je-li y
násobkem x. �

5. Rotace v R2 a R3, dilatace a posunutí

Oto£ení (rotaci) vektoru y ∈ R2 okolo po£átku o úhel φ proti sm¥ru hodinových
ru£i£ek lze zapsat jako zobrazení

y :=

(
‖y‖ cos(α)
‖y‖ sin(α)

)
7→ Rφ(y) :=

(
‖y‖ cos(α+ φ)
‖y‖ sin(α+ φ)

)
Po aplikaci sou£tových vzorc· máme vyjád°ení ve sloºkách:

Rφ(y) :=

(
y1 cosφ− y2 sinφ
y1 sinφ+ y2 cosφ

)
= cosφ

(
y1
y2

)
+ sinφ

(
−y2
y1

)
N¥kolik pozorování:
• Rφ je lineární zobrazení.
• R0(y) = y, tedy R0 = Id (identita).
• Sloºení dvou rotací Rφ◦Rψ je rotace Rφ+ψ. Na po°adí sloºení zde nezáleºí,
°íkáme, ºe Rφ a Rψ komutují.

• R−φ ◦ Rφ = Rφ ◦ R−φ = R0 = Id, tedy zobrazení R−φ je inverzní k Rφ,
R−φ = (Rφ)−1.

Rotaci vektoru y ∈ R3 okolo osy dané vektorem v (‖v‖ = 1) m·ºeme zapsat
nap°íklad pomocí Rodriguesovy formule:

Rv,φ(y) = cosφ y + (1− cosφ)(v.y)v + sinφ v × y.

Návod k jejímu odvození naleznete ve cvi£eních.
Rotace v R3 komutují, pokud mají spole£nou osu, jindy komutovat nemusí.

Vektory

e1 =

1
0
0

 , e2 =

0
1
0

 , e3 =

0
0
1


a jejich p°ímo£ará zobecn¥ní do Rn se nazývají prvky kanonické báze. Nekomutati-
vita rotací se projeví t°eba na p°íkladu

Re2,
π
2
◦Re3,

π
2

(e3) = Re2,
π
2

(e3) = e1

Re3,
π
2
◦Re2,

π
2

(e3) = Re3,
π
2

(e1) = e2

Poznámka 2. Rotaci v Rn je moºné de�novat podobn¥ jako v R3, pouze �osa�
jiº nebude p°ímka, ale bude mít dimenzi n−2. P°íkladem rotace v R4 �xující rovinu
vektor· e1 a e4 (zna£íme 〈e1, e4〉) je

R〈e1,e4〉,φ(y) :=


y1

y2 cosφ− y3 sinφ
y2 sinφ+ y3 cosφ

y4
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Dal²ím p°íkladem lineárního zobrazení z Rn do Rn je roztaºení(dilatace) fak-
torem λ ∈ R:

Dλ(y) := λy

Naopak posunutí (translace) o nenulový vektor b ∈ Rn

Tb(y) := y + b

lineárním zobrazením není. Lineární zobrazení F totiº musí spl¬ovat F (o) = F (0.x+
0.y) = 0F (x) + 0F (y) = o, pro translaci ale Tb(o) = b.

6. Matice lineárního zobrazení

Jak tedy poznáme, ºe je n¥jaké zobrazení F : Rn → Rn lineární?
Kaºdý vektor x ∈ Rn lze zapsat jako

x = x1e1 + x2e2 + . . .+ xnen,

neboli jako lineární kombinaci prvk· kanonické báze. Z linearity zobrazení F plyne,
ºe

F (x) = F (x1e1 + . . .+ xnen) = x1F (e1) + . . .+ xnF (en)

= x1a1 + . . .+ xnan,

kde jsme jako aj ∈ Rn ozna£ili obraz F (ej) vektoru ej . Ozna£íme-li i-tou sloºku
vektoru aj jako aij , je to dohromady n2 reálných £ísel, která spole£n¥ zobrazení F
jednozna£n¥ ur£ují. Tato £ísla souhrnn¥ ozna£ujeme jakomatici lineárního zobrazení
a zna£íme A ≡ (aij).

Zobrazení ur£ené maticí A ozna£ujeme symbolem FA. Pak tedy m·ºeme zavést
zápis lineárního zobrazení pomocí jeho matice:

FA(x) := x1


a11
a21
...
an1

+ x2


a12
a22
...
an2

+ . . .+ xn


a1n
a2n
...
ann



=:


a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
...

...
. . .

...
an1 an2 . . . ann



x1
x2
...
xn

 ≡ Ax
Druhou rovností jsme jednak zavedli standardní zápis matice jako tabulky £ísel, v
níº první index £ísluje °ádky a druhý sloupce. Zárove¬ jsme také zade�novali sou£in
matice a vektoru.

Sou£in matice A a vektoru x je vlastn¥ lineární kombinací sloupc· matice A s
koe�cienty rovnými sloºkám vektoru x. Uºívá se proto také sloupcový zápis matice
A = (a1|a2| . . . |an). Zobrazení s maticí

E := (e1| . . . |en) ≡


1 0 . . . 0
0 1 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . 1


p°i°azuje kaºdému vektoru x vektor

FE(x) = Ex = x1e1 + . . .+ xnen = x,

je to tedy identita FE = Id. Matici E se °íká jednotková matice.
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Ozna£íme-li symbolem

ãi :=


ai1
ai2
...
ain


i-tý °ádek matice A, zapsaný ov²em jako sloupcový vektor, pak i-tá sloºka obrazu
vektoru x v zobrazení FA je

FA(x)i ≡ (Ax)i = ai1x1 + ai2x2 + . . . ainxn ≡
n∑
j=1

aijxj ,

coº lze interpretovat jako skalární sou£in vektor· ãi a x. Pokud tedy FA(x)i = 0,
je vektor x kolmý na ãi. Podobn¥ pokud FA(x)i = c, leºí x v nadrovin¥ s rovnicí
ãi.x = c.



KAPITOLA 2

Matice

V této kapitole se podíváme na matice jako na samostatné objekty a zavedeme
na nich operace, jejichº vlastnosti vyplývají z vlastností zobrazení. Za£neme ale tím,
ºe se podíváme, jak hledání vzoru ur£itého vektoru v daném lineárním zobrazení
vede na soustavu lineárních rovnic.

1. Lineární zobrazení a soustavy rovnic

P°íklad 1. Uvaºujme matici a vektor

A =

(
1 2
1 3

)
,b =

(
−1
1

)
Zajímá nás, na jaký vektor zobrazí FA vektor b a které vektory se naopak zobrazí
na n¥j. V prvním p°ípad¥ snadno spo£teme, ºe

FA(b) =

(
1 2
1 3

)(
−1
1

)
=

(
1.(−1) + 2.1
1.(−1) + 3.1

)
=

(
1
2

)
V druhém hledáme obecný tvar vektoru x, pro který

FA(x) ≡
(

1 2
1 3

)(
x1
x2

)
≡
(
x1 + 2x2
x1 + 3x2

)
=

(
−1
1

)
,

coº je vlastn¥ soustava dvou rovnic pro dv¥ neznámé x1 a x2. Kaºdá rovnice je
rovnicí p°ímky v R2, jsou r·znob¥ºné, jediným °e²ením (a tedy i jediným vzorem
vektoru b v zobrazení FA) je jejich pr·se£ík, vektor

x =

(
−5
2

)
Co kdybychom hledali pr·se£nici dvou rovin v R3? Soustavu

a11x1 + a12x2 + a13x3 = b1

a21x1 + a22x2 + a23x3 = b2

lze op¥t interpretovat jako rovnost vektor·

x1

(
a11
a21

)
+ x2

(
a12
a22

)
+ x3

(
a13
a23

)
=

(
b1
b2

)
Lineární kombinace na levé stran¥ odpovídá de�nici sou£inu matice a vektoru, aº
na to, ºe matice A nemá stejný po£et °ádk· jako sloupc·. Poj¤me tedy tuto de�nici
roz²í°it.

Definice 1. Nech´ m,n ∈ N a a1, . . . ,an jsou vektory z Rm, x ∈ Rn. Pak
de�nujme matici A = (a1| . . . |an) a její sou£in s vektorem x

Ax := x1a1 + . . .+ xnan ∈ Rm

13
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Matice s m °ádky a n sloupci se ozna£uje jako matice m × n. Pokud m = n,
°íká se jí £tvercová. Pokud a je n¥jaký vektor

a :=

a1...
an

 ∈ Rn,

pak rovnici nadroviny a.x = c m·ºeme zapsat pomocí matice 1× n jako

(
a1 . . . an

)x1...
xn

 = c

Matice vzniklá z matice A vým¥nou °ádk· za sloupce se nazývá matice transpono-
vaná k matici A:

AT ≡

a11 a12 . . . a1n
...

...
. . .

...
am1 am2 . . . amn


T

:=


a11 . . . am1

a12
. . . am2

...
...

a1n . . . amn


S pomocí operace transponování m·ºeme rovnici nadroviny napsat také jako aTx =
c, p°i£emº sloupcový vektor a interpretujeme jako matici n× 1.

P°íklad 2. Vra´me se k hledání pr·se£nice rovin a vezm¥me n¥jakou konkrétní
matici A a konkrétní vektor pravých stran b:(

1 2 3
1 3 4

)x1x2
x3

 =

(
1
1

)
�e²íme tedy soustavu lineárních rovnic (SLR)

x1 + 2x2 + 3x3 = 1

x1 + 3x2 + 4x3 = 1

Nahradíme-li druhou rovnici soustavy rozdílem druhé a první rovnice, mnoºina
°e²ení se nezm¥ní (cvi£ení 2). Novou soustavu

x1 + 2x2 + 3x3 = 1

x2 + x3 = 0

vy°e²íme poloºením x3 := t ∈ R a dosazením do druhé a poté do první rovnice:

x ≡

x1x2
x3

 =

1− t
−t
t

 =

1
0
0

+ t

−1
−1
1

 .

To je v souladu s o£ekáváním p°ímka procházející bodem (1, 0, 0)T a mající sm¥rový
vektor (−1,−1, 1)T .

P°íklad 3. Podobn¥ m·ºeme najít i parametrické vyjád°ení roviny x1 +2x2 +
3x3 = 1. Poloºíme neznámé x2 := t, x3 := s rovny dv¥ma libovolným parametr·m
a dopo£teme x1 = 1− 2t− 3s. Vektorov¥ lze mnoºinu °e²ení zapsat jakox =

1
0
0

+ t

−2
1
0

+ s

−3
0
1

∣∣∣∣∣∣t, s ∈ R

 ,

tedy jako mnoºinu �bod plus lineární kombinace sm¥rových vektor·� . Takový tvar
má mnoºina °e²ení kaºdé SLR (cvi£ení 3).
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Cvi£ení 2

Nech´ (x1, . . . , xn)T je n-tice £ísel spl¬ujících SLR1

a1x1 + a2x2 + . . . + anxn = c
b1x1 + b2x2 + . . . + bnxn = d

Vyvo¤te z toho, ºe (x1, . . . , xn)T spl¬uje také SLR2

a1x1 + a2x2 + . . . + anxn = c
(b1 + ra1)x1 + (b2 + ra2)x2 + . . . + (bn + ran)xn = d+ rc

pro libovolné r ∈ R. Obdobn¥ dokaºte, ºe kaºdé °e²ení SLR2 je i °e²ením SLR1.
Celkov¥ tedy p°i£tení násobku první rovnice do druhé rovnice nem¥ní mnoºinu
°e²ení.

Cvi£ení 3

Nech´ xP = (xP1, . . . , xPn)T je °e²ením SLR1

a1x1 + a2x2 + . . . + anxn = c
b1x1 + b2x2 + . . . + bnxn = d

a xH = (xH1, . . . , xHn)T ,y = (xH1, . . . , xHn)T je °e²ením SLR2

a1x1 + a2x2 + . . . + anxn = 0
b1x1 + b2x2 + . . . + bnxn = 0

,

která vznikne ze SLR1 nahrazením pravých stran nulami. Ukaºte, ºe xP + xH
je °e²ením SLR1 a ºe libovolná lineární kombinace rxH + syH je °e²ením SLR2.
K d·kazu tvrzení, ºe mnoºina °e²ení kaºdé SLR je �bod plus lineární kombinace
sm¥rových vektor·� se pot°ebujeme je²t¥ seznámit s pojmem báze, viz de�nice 16.

2. Skládání zobrazení a sou£in matic

Uvaºujme dv¥ zobrazení FA : Rn → Rm a FB : Rm → Rp. Sloºené zobrazení
FB ◦ FA : Rn → Rp je op¥t lineární (ov¥°te sami) a jeho matici m·ºeme ur£it tak,
ºe spo£ítáme obrazy vektor· e1, . . . , en ∈ Rn:

(FB ◦ FA)(ei) = FB(Aei) = FB(ai) = Bai,

tedy pro obecný vektor x ∈ Rn

(FB ◦ FA)(x) = (Ba1| . . . |Ban)x

To nám dává návod, jak de�novat sou£in matic:

Definice 2. Nech´ A je matice m× n a B je matice p×m. Pak de�nujme

BA := (Ba1| . . . |Ban)

Z de�nice automaticky plyne, ºe FB ◦FA = FBA. BA je matice p×n, tedy má
stejn¥ sloupc· jako A a °ádk· jako B.

Výhoda této de�nice je, ºe je konzistentní s d°íve de�novaným sou£inem matice
a vektoru, chápeme-li vektor jako matici o jednom sloupci. Element matice BA na
pozici ij je

bi1a1j + bi2a2j + . . .+ bimamj ≡
m∑
k=1

bikakj ,

coº je vlastn¥ skalární sou£in b̃Ti .aj i-tého °ádku matice B a j-tého sloupce matice
A. Odtud je jednodu²e vid¥t, ºe

EmA = AEn = A,

kde Em, En zna£í jednotkovou matici m×m, resp. n× n.
Ozna£me mnoºinu v²ech m× n matic symbolem Rm×n.
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Tvrzení 4. Nech´ m,n, p, q ∈ N, A ∈ Rm×n, B ∈ Rn×p, C ∈ Rp×q. Pak

(AB)C = A(BC),

tedy sou£in matic je asociativní.

D·kaz. Pro libovolný x ∈ Rq platí

((AB)C)x = (FAB ◦ FC)(x) = FAB(FC(x)) =

= FA(FB(FC(x))) = (FA ◦ FBC)(x) = (A(BC))x,

Pokud za x dosadíme prvek ei, získáme rovnost mezi i-tým sloupcem matice (AB)C
a matice A(BC). Ob¥ matice jsou typu m× q, tedy se musejí rovnat. �

Definice 3. Nech´ A,B ∈ Rm×n. Pak sou£et matic A+B de�nujeme jakoa11 . . . a1n
...

. . .
...

am1 . . . amn

+

 b11 . . . b1n
...

. . .
...

bm1 . . . bmn

 =

 a11 + b11 . . . a1n + b1n
...

. . .
...

am1 + bm1 . . . amn + bmn


a násobek matice skalárem r ∈ R jako

r

a11 . . . a1n
...

. . .
...

am1 . . . amn

 =

 ra11 . . . ra1n
...

. . .
...

ram1 . . . ramn


Je to p°irozená de�nice, protoºe je v p°ípad¥ matic s jediným sloupcem v sou-

ladu s de�nicí sou£tu vektor· a jejich násobení skalárem. Pojmem nulová matice
ozna£ujeme matici, jejíº v²echny elementy jsou 0, obvykle ji stejným symbolem i
zna£íme.

Dal²í d·leºitou vlastností sou£inu matic je jeho distributivita.

Tvrzení 5. Nech´ m,n, p ∈ N, A,B ∈ Rm×n, C,D ∈ Rn×p. Pak

(A+B)C = AC +BC

A(C +D) = AC +AD,

D·kaz. Nejprve si uv¥domme, ºe ∀x ∈ Rn

(FA + FB)(x) = FA(x) + FB(x) = Ax +Bx

Odtud ov¥°íme, ºe FA +FB je lineární (dosazením x = ry+ sz a rozepsáním pravé
strany) a ºe má matici A + B (dosazením x = ei jako p°i hledání matice sou£inu
a dokazování asociativity). Tedy FA + FB = FA+B . Pak, op¥t jako p°i dokazování
asociativity, ukáºeme, ºe

((A+B)C)x = (FA+B ◦ FC)(x) = FA+B(FC(x)) =

= (FA + FB)(FC(x)) = FA(FC(x)) + FB(FC(x)) = ACx +BCx

Rozmyslete si, z jakých p°esných d·vod· platí jednotlivé rovnosti! Jako v d·kazu
asociativity vede dosazení x = ei k rovnosti (A+B)C = AC +BC. Druhá rovnost
v tvrzení se dokáºe analogicky. �
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Maticový sou£in ale ur£it¥ není komutativní. Je-li de�nován sou£in BA, sou£in
AB de�nován být nemusí, p°ípadn¥ nemusí být stejného typu:

(
b1 . . . bn

)a1...
an

 =

n∑
i=1

biai

a1...
an

(b1 . . . bn
)

=

a1b1 . . . a1bn
...

. . .
...

anb1 . . . anbn


I v p°ípad¥, ºe jsou A i B £tvercové matice n×n a tudíº jsou stejného typu i jejich
sou£iny AB a BA, obvykle se tyto sou£iny nerovnají. P°íklad uº jsme vid¥li u rotací
v prostoru, ale kaºdý si snadno m·ºe vyrobit vlastní vygenerováním n¥jakých dvou
�náhodných� matic, sta£í i 2× 2.

Tvrzení 6. Je-li A matice m× n a B matice n× p, pak (AB)T = BTAT .

D·kaz. Ozna£me C = AB, pak cij =
∑n
k=1 aikbkj . Pak

cTji = cij =

n∑
k=1

aikbkj =

n∑
k=1

aTkib
T
jk =

n∑
k=1

bTjka
T
ki

Poslední suma je práv¥ ji-tý element matice BTAT . �

Cvi£ení 4

Sou£in matic umoº¬uje de�novat také mocninu £tvercové matice Ak jako k-
násobný sou£in matice A se sebou samou. Dále de�nujeme A0 = E. Spo£t¥te
v²echny p°irozené mocniny matice 0 1 0

0 0 1
0 0 0


Na základ¥ p°edchozího výpo£tu se pokuste najít p°íklady matic, pro které Ak = 0,
ale Ak−1 6= 0 pro libovolné k ∈ N.

3. Inverzní matice

Chceme-li nalézt inverzní zobrazení k FA : Rn → Rn, m·ºeme se pokusit jej
hledat ve tvaru FB pro n¥jakou matici B. Podmínka

∀x ∈ Rn : (FB ◦ FA)(x) = x ∧ (FA ◦ FB)(x) = x

znamená, ºe BA = AB = E (dosa¤te op¥t x := ei). Naopak pokud taková matice
B existuje, pak FB ◦ FA = FA ◦ FB = Id, takºe FB je inverzní zobrazení k FA.

Definice 4. Nech´ A ∈ Rn×n. Matice A−1, která spl¬uje AA−1 = A−1A = E,
se nazývá matice inverzní k A. Pokud matice A inverzní matici má, nazývá se
regulární, jinak singulární.

Tvrzení 7. Nech´ A,B,C ∈ Rn×n spl¬ují BA = AC = E. Pak B = C.

D·kaz. Plyne z asociativity sou£inu:

B = BE = B(AC) = (BA)C = EC = C

. �

Z tohoto tvrzení plyne, ºe inverzní matice k A m·ºe existovat nejvý²e jedna.
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P°íklad 4. Zkusme si inverzní matici spo£ítat pro konkrétní volbu matice

A =

1 2 3
1 3 4
1 0 2


Hledejme 3× 3 matici B s vlastností AB = E. Pak její i-tý sloupec spl¬uje rovnici
Abi = ei. Pro i = 1 to znamená x1x2

x3

 =

1
0
0

 ,

kde jsme ozna£ili x := b1.
Soustavu lineárních rovnic je zvykem zapisovat ve tvaru roz²í°ené matice sou-

stavy  1 2 3 1
1 3 4 0
1 0 2 0


Kaºdý °ádek matice odpovídá rovnici roviny v R3, celá soustava pak hledání pr·niku
t°í rovin. Podobn¥ jako d°íve p°i hledání pr·se£nice m·ºeme první rovnici ode£íst
od druhé. V roz²í°ené matici se to projeví jako p°i£tení (−1)-násobku prvního °ádku
do druhého. Následn¥ provedeme stejnou úpravu i se t°etím °ádkem. 1 2 3 1

0 1 1 −1
1 0 2 0

 ∼
 1 2 3 1

0 1 1 −1
0 −2 −1 −1


Symbol ∼ se £te �se p°evede ekvivalentní úpravou na� . Ekvivalentní úpravy jsou ty,
které zachovávají mnoºinu °e²ení.

Po p°i£tení dvojnásobku druhého °ádku do t°etího dostáváme soustavu 1 2 3 1
0 1 1 −1
0 0 1 −3

 ↔
x1 + 2x2 + 3x3 = 1

x2 + x3 = −1

x3 = −3

Z ní postupným dosazením získáme x3 = −3, x2 = 2, x1 = 6. M·ºeme také
dosazování nahradit dal²ími ekvivalentními úpravami:

∼

 1 2 0 10
0 1 0 2
0 0 1 −3

 ∼
 1 0 0 6

0 1 0 2
0 0 1 −3


Získali jsme tak x = b1, první sloupec inverzní matice. Stejný výpo£et s pravými
stranami e2 a e3 dá zbývající dva. Pravé strany nemají vliv na to, které ekvivalentní
úpravy volíme, m·ºeme tedy °e²it v²echny t°i soustavy naráz, symbolicky 1 2 3 1 0 0

1 3 4 0 1 0
1 0 2 0 0 1

 ∼
 1 0 0 6 −4 −1

0 1 0 2 −1 −1
0 0 1 −3 2 1


Zjistili jsme tedy, ºe matice za svislou £arou je jediná, která spl¬uje rovnostAB = E.
Vynásobením snadno ov¥°íme, ºe i BA = E, tedy B = A−1.

Víme ale, ºe tímto postupem získaná matice bude vºdy dávat jednotkovou
matici i p°i vynásobení z druhé strany? A ºe lze vºdy bu¤ najít ekvivalentní úpravy,
kterými lze A−1 najít, nebo ukázat, ºe neexistuje?

Cvi£ení 5

Dokaºte, ºe pokud A,B ∈ Rn×n jsou regulární matice, pak matice B−1A−1 je
inverzní maticí k matici AB, a tedy i AB je regulární matice.
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Cvi£ení 6

Dokaºte, ºe pokud A je regulární matice, pak AT je také regulární matice, a
její inverzní matice (AT )−1 je (A−1)T , tedy matice transponovaná k A−1.





KAPITOLA 3

Soustavy lineárních rovnic

V minulé kapitole jsme se setkali s n¥kolika úlohami vedoucími na soustavy
lineárních rovnic:

• hledání pr·se£nice rovin (£i obecn¥ pr·niku nadrovin)
• hledání lineární kombinace vektor· a1, . . . ,an, která dává vektor b
• hledání vzoru vektoru b v zobrazení FA.
• hledání sloupc· inverzní matice

Dal²í p°íklady jsou °e²ení rovnic vyplývajících z Kirchho�ových zákon· pro elek-
trické obvody, chemických rovnic, numerické aproximace °e²ení diferenciálních rov-
nic, proloºení bod· polynomem nebo jinou funkcí £i k°ivkou a mnoho dal²ích.

�e²ení soustav lineárních rovnic je nejd·leºit¥j²í úloha lineární algebry. Poku-
síme se jí proto co nejlépe porozum¥t.

1. Odstup¬ovaný tvar matice

Definice 5. Elementární °ádkovou úpravou (E�Ú ) matice rozumíme bu¤
(1) prohození dvou °ádk·
(2) p°i£tení libovolného násobku n¥jakého °ádku do jiného °ádku
(3) vynásobení n¥jakého °ádku nenulovým £íslem

Elementární maticí rozumíme matici, která vznikne z jednotkové matice elemen-
tární °ádkovou úpravou.

P°íklad 5. P°íklady 4× 4 elementárních matic jednotlivých úprav jsou
1 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 0
0 0 0 1

 ,


1 0 0 0
0 1 0 0
r 0 1 0
0 0 0 1

 ,


1 0 0 0
0 s 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 ,

kde s 6= 0. Vyzkou²ejte si, ºe pokud libovolnou matici A vynásobíme n¥kterou z
t¥chto matic zleva, má to stejný efekt jako provedení p°íslu²né elementární °ádkové
úpravy p°ímo na matici A.

Tvrzení 8. Elementární °ádková úprava roz²í°ené matice soustavy (A|b) ne-
m¥ní mnoºinu °e²ení. Pokud B je matice této E�Ú, pak upravená matice je (BA|Bb).

D·kaz. Kaºdou E�Ú lze vrátit zp¥t op¥t pomocí E�Ú, nap°íklad p°i£tení r-
násobku i-tého °ádku do j-tého se odstraní p°i£tením −r-násobku i-tého °ádku do
j-tého. Sta£í tedy pro jednotlivé typy E�Ú ukázat, ºe kaºdé °e²ení (A|b) je také
°e²ením upravené soustavy. Tvar upravené matice vyplývá z toho, ºe sou£in matic
je de�nován po sloupcích. Pokud tedy vektor x spl¬uje rovnost Ax = b, pak spl¬uje
i BAx = Bb, tedy soustavu s maticí (BA|Bb). �

�e²ení soustavy lineárních rovnic spo£ívá v p°evedení její roz²í°ené matice po-
sloupností elementárních °ádkových úprav do jednodu²²ího, tzv. odstup¬ovaného
tvaru. Mnoºina °e²ení se tím nezm¥ní, ale je moºné ji z odstup¬ovaného tvaru
snáze získat.

21
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Definice 6. První nenulový prvek kaºdého °ádku matice se nazývá pivot. Ma-
tice A je v odstup¬ovaném tvaru, pokud má kaºdý pivot vy²²í sloupcový index neº
pivot p°edchozího °ádku. Sloupce, v nichº jsou v odstup¬ovaném tvaru pivoty, se
nazývají pivotní sloupce. Matice je v redukovaném odstup¬ovaném tvaru, pokud
jsou navíc v²echny pivoty rovny 1 a v²echny ostatní elementy pivotních sloupc·
jsou rovny 0.

Na obrázku jsou a1j1 aº arjr pivoty, nalevo od nich a pod nimi jsou v matici nuly,
napravo od nich a nad nimi m·ºe být obecn¥ cokoliv. V redukovaném odstup¬ova-
ném tvaru jsou na míst¥ tmavých obdélník· nuly.

Tvrzení 9. Je-li roz²í°ená matice soustavy (A|b) v odstup¬ovaném tvaru, pak
má soustava rovnic °e²ení, práv¥ kdyº sloupec pravých stran není pivotní.

D·kaz. P°edpokládejme, ºe roz²í°ená matice má r nenulových °ádk· a pivoty
mají sloupcové indexy j1 < j2 < . . . < jr. Pokud je sloupec pravých stran pivotní,
pak je sou£ástí soustavy také rovnice, která má na levé stran¥ 0 a na pravé nenu-
lový pivot br. Taková rovnice nemá °e²ení a tedy ani celá soustava. Pokud sloupec
pravých stran pivotní není, pak je jedním z °e²ení vektor x, v n¥mº ∀k ∈ {1, . . . , r}
je xjk = bk a ostatní sloºky x jsou nulové. �

Obecné °e²ení SLR v odstup¬ovaném tvaru získáme, pokud poloºíme kaºdou
nepivotní sloºku rovnu n¥jakému reálnému parametru a zp¥tným dosazením dopo£í-
táme sloºky pivotní. Nejlépe je to vid¥t na maticích v redukovaném odstup¬ovaném
tvaru:  1 0 −2 −2 0 −3 9

0 1 3 −1 0 −3 2
0 0 0 0 1 −2 4


Zvolíme x6 = t, x4 = s a x3 = r a dopo£teme

x5 = 4 + 2t

x2 = 2− 3r + s+ 3t

x1 = 9 + 2r + 2s+ 3t

P°epsáno do vektorového tvaru
x1
x2
x3
x4
x5
x6

 =


9
2
0
0
4
0

+ r


2
−3
1
0
0
0

+ s


2
1
0
1
0
0

+ t


3
3
0
0
2
1
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V²imn¥me si, ºe vektor b pravých stran nemá ºádný vliv na koe�cienty u parametr·
r, s, t. �e²ení SLR s maticí (A|o) (p°íslu²né homogenní soustavy) je tedy

x1
x2
x3
x4
x5
x6

 = r


2
−3
1
0
0
0

+ s


2
1
0
1
0
0

+ t


3
3
0
0
2
1


2. �e²ení soustav a podprostory

Vztah mezi °e²ením nehomogenní soustavy rovnic a p°íslu²né soustavy homo-
genní se netýká jen soustav v odstup¬ovaném tvaru:

Tvrzení 10. Nech´ xP je n¥jaké °e²ení SLR (A|b). Pak vektor xP + xH je
°e²ením soustavy (A|b) práv¥ tehdy, kdyº je xH °e²ením p°íslu²né homogenní sou-
stavy.

D·kaz. Pokud xP + xH je °e²ením soustavy, pak A(xP + xH) = b. Z distri-
butivity maticového násobení plyne

A(xP + xH) = AxP +AxH = b +AxH

Tedy AxH = o. Pokud naopak AxH = o, pak dosazením do rovnosti vý²e dostá-
váme A(xP + xH) = b. �

Vektoru xP °íkáme partikulární °e²ení nehomogenní soustavy. Mnoºin¥ v²ech
°e²ení homogenní soustavy (A|o) pak jádro matice A, zna£íme KerA. Mnoºina
°e²ení nehomogenní soustavy se v duchu tvrzení zapisuje ve tvaru xP + KerA.

Jádro matice má význa£né vlastnosti, které si zaslouºí zavedení nového pojmu:

Definice 7. Mnoºina W ⊂ Rn, která s kaºdými vektory x,y ∈ W obsahuje
i v²echny jejich lineární kombinace rx + sy, se nazývá podprostor. Mnoºina tvaru
x +W , kde x ∈ Rn a W je podprostor v Rn, se nazývá a�nní podprostor.

Tvrzení 11. Jádro kaºdé matice A typu m× n je podprostor v Rn.

D·kaz. Pokud x,y ∈ KerA, pak Ax = Ay = o. Pak ale

A(rx + sy) = rAx + sAy = ro + so = o,

tedy i rx + sy ∈ KerA. �

Kaºdý podprostor musí obsahovat nulový vektor, sta£í zvolit r = s = 0. Opa£ná
implikace, tedy ºe podmnoºina Rn obsahující nulový vektor je nutn¥ podprostorem,
neplatí (najd¥te protip°íklad!). A�nní podprostor x + W obsahující o ov²em uº
podprostorem být musí. To nastává práv¥ tehdy, kdyº x ∈ W . Homogenní a ne-
homogenní soustavy se tedy li²í práv¥ tím, ºe °e²ením prvních je vºdy podprostor,
°e²ením druhých nikdy není podprostor, pouze a�nní podprostor:
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3. Gaussova eliminace

Kaºdou matici A typu m × n lze p°evést do (redukovaného) odstup¬ovaného
tvaru postupem zvaným Gaussova eliminace:

(1) Najdeme první nenulový sloupec, jeho index ozna£íme j. Pokud neexistuje,
je matice nulová, tedy v redukovaném odstup¬ovaném tvaru.

(2) Pokud je a1j = 0, pak prohodíme 1. °ádek s libovolným °ádkem i, v n¥mº
aij 6= 0.

(3) Pro kaºdé i = 2, 3, . . . ,m p°i£teme (−aij/a1j)-násobek prvního °ádku do
i-tého °ádku.

(4) Opakujeme postup pro matici bez prvního °ádku. Proces se zastaví bu¤
v bod¥ 1, nebo tím, ºe dojdou nenulové °ádky. Pokud v kaºdém pr·chodu
bodu 1 zaznamenáme index j do prom¥nné jk, dostaneme posloupnost
j1 < j2 < . . . jr index· pivotních sloupc·, p°i£emº °ádky r + 1 aº m jsou
nulové.

(5) Pro kaºdé i = 1, . . . , r vynásobíme i-tý °ádek £íslem 1/aiji a poté pro
kaºdé k < i p°i£teme jeho (−akji)-násobek do k-tého °ádku.

P°íklad 6. Ukaºme si Gaussovu eliminaci na p°íklad¥ roz²í°ené matice SLR: 0 3 −6 6 4 −5
3 −7 8 −5 8 1
3 −9 12 −9 6 3

 ∼
 3 −9 12 −9 6 3

3 −7 8 −5 8 1
0 3 −6 6 4 −5

 ∼
 3 −9 12 −9 6 3

0 2 −4 4 2 −2
0 3 −6 6 4 −5

 ∼
 3 −9 12 −9 6 3

0 2 −4 4 2 −2
0 0 0 0 1 −2


První úprav¥, tedy hledání vhodného pivota, se °íká pivotace. Po dvou pr·chodech
body 1,2,3,4 jsme dosp¥li zp¥t do 1 a nemáme uº ºádné nenulové °ádky. Bod 5,
tedy p°echod do redukovaného tvaru, je efektivn¥j²í provád¥t odspodu: 3 −9 12 −9 0 15

0 2 −4 4 0 2
0 0 0 0 1 −2

 ∼
 1 0 −2 3 0 8

0 1 −2 2 0 1
0 0 0 0 1 −2


Mnoºina °e²ení soustavy má tvar

xP + KerA =


8
1
0
0
−2

+

s


2
2
1
0
0

+ t


−3
−2
0
1
0


∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
s, t ∈ R


Mnoºina v²ech lineárních kombinací n¥jaké mnoºiny vektor· M ⊂ Rn se zna£í 〈M〉
a °íká se jí lineární obal. S tímto zna£ením m·ºeme °e²ení zapsat pon¥kud úsporn¥ji
jako

(8, 1, 0, 0,−2)T + 〈(2, 2, 1, 0, 0)T , (−3,−2, 0, 1, 0)T 〉
�asto se v zápise vynechává i symbol transponování.

První 4 kroky Gaussovy eliminace p°evedou do odstup¬ovaného tvaru libovolnou
matici. To plyne jednodu²e matematickou indukcí podle po£tu nenulových °ádk· v
matici. Je-li jich nula, pak je matice zjevn¥ v odstup¬ovaném tvaru. Pokud je jich
k > 0, pak po provedení prvních 3 krok· získáme sloupcový index j1 prvního pivotu,
který je men²í neº sloupcový index v²ech nenulových prvk· v²ech ostatních °ádk·.
Z induk£ního p°edpokladu plyne, ºe matice vzniklá vynecháním prvního °ádku se
prvními 4 kroky Gaussovy eliminace p°evede do odstup¬ovaného tvaru, p°i£emº
sloupcové indexy pivot· j2 < . . . < jr musí být v¥t²í neº j1. Výsledná matice je
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tedy v odstup¬ovaném tvaru a bod 5 ji p°evede do redukovaného odstup¬ovaného
tvaru.

4. Izomor�smus

Následující pojmosloví se uºívá pro libovolná zobrazení, nikoli nutn¥ lineární.
Zobrazení f : X → Y se nazývá

• prosté (injektivní), pokud má kaºdý prvek z Y nejvý²e jeden vzor, tedy
pokud f(a) = f(b), pak a = b.
• na (surjektivní), pokud má kaºdý prvek z Y alespo¬ jeden vzor
• vzájemn¥ jednozna£né (bijektivní), pokud má kaºdý prvek z Y práv¥ jeden
vzor, tedy pokud existuje inverzní zobrazení f−1 : Y → X.

V p°ípad¥, ºe f je navíc lineární, pouºívají se pojmy monomor�smus, epimor�smus
a izomor�smus. Z lineárních zobrazení, kterými jsme se zabývali, jsou zrcadlení
Zx⊥ , dilatace Dλ pro λ 6= 0 i rotace izomor�smy (jak vypadají inverzní zobrazení?.
Projekce Px : Rn → Rn není prosté zobrazení, protoºe libovolný vektor z nadroviny
x⊥ se zobrazí na o, a není ani zobrazení na, protoºe Px(y) leºí vºdy v 〈x〉. Podobn¥
pro Px⊥ .

Definice 8. Nech´ f : X → Y je zobrazení. Pak mnoºina v²ech prvk· p ∈ Y ,
pro které existuje a ∈ X takové, ºe f(a) = p, se nazývá obraz zobrazení f a zna£í
se Im f .

Obrazu se n¥kdy °íká také obor hodnot. Zobrazení f je na, práv¥ kdyº Im f = Y .
Zobrazení FA : Rn → Rm je prosté práv¥ tehdy, kdyº rovnice Ax = b má pro

v²echna b nejvý²e jedno °e²ení, tedy kdyº KerA = {o}. To nastává práv¥ tehdy,
kdyº jsou po p°evodu A na odstup¬ovaný tvar v²echny sloupce pivotní, neboli
p°ejde-li A v redukovaném odstup¬ovaném tvaru na jednotkovou matici, p°ípadn¥
dopln¥nou o n¥jaké nulové °ádky. Soustava Ax = b má °e²ení, pakliºe b lze zapsat

jako
(a1| . . . |an)x = x1a1 + . . . xnan,

neboli ImA = 〈a1, . . . ,an〉. Zobrazení FA je tedy na, práv¥ kdyº 〈a1, . . . ,an〉 = Rm.
Lineárnímu obalu sloupc· se °íká sloupcový prostor matice A (analogicky de�nujeme
°ádkový prostor, ten je roven ImAT ). Rovnost 〈a1, . . . ,an〉 = Rm formulujeme také
tak, ºe sloupce matice A prostor Rm generují.

Tvrzení 12. Zobrazení fA : Rn → Rm je bijektivní, práv¥ kdyº A je £tvercová
a existuje matice X, pro kterou AX = E.

D·kaz. Je-li fA bijektivní, pak pro kaºdou pravou stranu b má SLR Ax = b
práv¥ jedno °e²ení. Nem·ºe tedy být m < n, protoºe pak by po p°evodu na od-
stup¬ovaný tvar nemohly být v²echny sloupce pivotní a tedy KerA 6= {o}. Nem·ºe
být ani m > n, protoºe pak by bylo moºné najít pravou stranu b takovou, ºe po
eliminaci matice (A|b) bude sloupec pravých stran pivotní. Tedy A je £tvercová.
Pro pravou stranu ei ozna£me xi °e²ení soustavy Ax = ei. Pak X = (x1| . . . |xn)
spl¬uje AX = E. Tím je dokázána první implikace.

Dokaºme nyní druhou. Pokud existuje matice X spl¬ující AX = E, pak x :=
Xb je °e²ením soustavy rovnic Ax = b. Tedy fA je na. Uvaºujme eliminaci roz²í°ené
matice (A|E) elementárními úpravami s maticemi B1, . . . , Bk. Pak

(A|E) ∼ (Bk . . . B1A|Bk . . . B1E) = (C|Bk . . . B1),

kde matice C je v redukovaném odstup¬ovaném tvaru. Pokud by m¥la nulový °ádek,
neplatilo by, ºe (A|b) má °e²ení pro kaºdé b. Protoºe je £tvercová, musí tedy mít
n pivotních sloupc·, neboli být jednotkovou maticí. Pak ale j-tý sloupec sou£inu
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Bk . . . B1 je jediným °e²ením soustavy rovnic Ax = ej , jejímº °e²ením je i j-tý
sloupec X. Tedy Bk . . . B1 = X a XA = E. Tedy X je inverzní matice k A a tudíº
i fX inverzní zobrazení k fA. �

P°ipome¬me, ºe £tvercovou matici A, která má inverzní matici, nazýváme re-
gulární. Z tvrzení a jeho d·kazu plyne, ºe regulární jsou práv¥ ty matice, pro které
je fA bijektivní, a ºe sta£í ov¥°ovat jen podmínku AX = E, tedy inverznost zprava.



KAPITOLA 4

Vektorové prostory

V prvních t°ech p°edná²kách jsme se zabývali vektory v Rn a setkali se p°i tom
mimo jiné s pojmy lineární kombinace, (a�nního) podprostoru, lineárního zobrazení
a kanonické báze. Tyto pojmy je moºné a uºite£né zobecnit na dal²í typy objekt·,
které lze mezi sebou s£ítat a násobit je skalárem. Nap°íklad levá strana rovnosti(

0 0
3 1

)
+ 2

(
−1 1
−1 2

)
+

(
2 0
0 −1

)
=

(
0 2
1 4

)
je lineární kombinací 2× 2 matic, levá strana rovnosti

(3x+ 1) + 2(−x3 + x2 − x+ 2) + (2x3 − 1) = 2x2 + x+ 4

je lineární kombinací polynom·. V obou p°ípadech rovnosti °íkají, ºe matice/polynom
na pravé stran¥ je v podprostoru generovaném maticemi/polynomy na levé stran¥.
Ozna£íme-li

KM :=

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
0 0

)
,

(
0 0
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
,KP := {1, x, x2, x3},

m·ºeme kaºdou matici, resp. polynom stupn¥ nejvý²e 3 jednozna£n¥ zapsat jako
lineární kombinaci prvk· mnoºiny KM , resp. KP . Tyto mnoºiny tedy pro ma-
tice/polynomy hrají podobnou roli jako kanonická báze {e1, . . . , en} pro Rn. Rov-
nost vý²e pak intuitivn¥ vyjad°uje totéº jako vztah

0
0
3
1

+ 2


−1
1
−1
2

+


2
0
0
−1

 =


0
2
1
4

 ,

pro vektory z R4.
Podobn¥ m·ºeme zacházet s mnoha dal²ími objekty, nap°íklad komplexními

£ísly, maticemi m × n, spojitými funkcemi na daném intervalu, nekone£nými po-
sloupnostmi £ísel a mnoha dal²ími. Tyto podobnosti vybízejí k tomu, abychom
pot°ebné vlastnosti vektor· abstrahovali a v²echny související pojmy zavád¥li na-
ráz a obecn¥ pro tyto abstraktní vektory. Dokázaná tvrzení pak budou mít také
obecnou platnost. Je²t¥ p°edtím musíme ale zavést pojem t¥lesa, coº je mnoºina,
jejíº prvky jsou abstrakcí pojmu skaláru, a pojem grupy, který se v de�nici t¥lesa i
vektorového prostoru vyskytuje a který má i sám o sob¥ pro matematiku a fyziku
velkou d·leºitost.

1. Grupa a t¥leso

Definice 9 (Grupa). Nech´ ◦ : G×G→ G je binární operace na mnoºin¥ G.
Pak grupou nazýváme dvojici (G, ◦), která spl¬uje

(1) ∀a, b, c ∈ G : (a ◦ b) ◦ c = a ◦ (b ◦ c) (asociativita)
(2) ∃e ∈ G : ∀a ∈ G : a ◦ e = e ◦ a = a (neutrální prvek)
(3) ∀a ∈ G : ∃a−1 ∈ G : a ◦ a−1 = a−1 ◦ a = e (inverzní prvky)

Pokud navíc ∀a, b ∈ G : a ◦ b = b ◦ a, pak je (G, ◦) komutativní grupa.

27
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Pod ozna£ením ◦ se m·ºe skrývat jakákoli binární operace, nemusí jít nutn¥ o
skládání zobrazení. Zárove¬ mnoho p°íklad· grup jsou grupy zobrazení s operací
jejich skládání. Nap°íklad mnoºina v²ech rotací okolo po£átku v rovin¥ R2

({Rφ : R2 → R2|φ ∈ 〈0, 2π)}, ◦)

je uzav°ená na skládání (tedy sloºení dvou rotací je zase rotace), obsahuje neutrální
prvek R0 ≡ Id i inverzní prvek R−φ ke kaºdému Rφ. Asociativita a v tomto p°ípad¥
i komutativita jsou spln¥ny rovn¥º. Dal²ím typickým p°íkladem, který m·ºeme
formulovat pomocí zna£ení zavedeného v minulých kapitolách, je grupa

({Id, R2π/3, R−2π/3, Z(1,0)⊥ , Z(1,
√
3)⊥ , Z(−1,

√
3)⊥}, ◦)

v²ech zobrazení, která zachovávají rovnostranný trojúhelník s t¥ºi²t¥m v po£átku
a vý²kou orientovanou ve sm¥ru druhé sou°adné osy. Podobné grupy symetrií geo-
metrických útvar· v rovin¥ a prostoru jsou základem disciplín jako krystalogra�e,
spektroskopie, kvantová mechanika a dal²ích.

Pro nás jsou nyní d·leºit¥j²í grupy zaloºené na mnoºin¥ £ísel s n¥jakou aritme-
tickou operací. V p°ípad¥ s£ítání to mohou být t°eba grupy (Z,+), (R,+), (C,+)
(pro£ ne (N,+)?) a grupami jsou také mnoºiny vektor· (Rn,+) a matic (Rm×n,+)
se s£ítáním zavedeným v minulých kapitolách. Neutrálním prvkem je zde 0, inverz-
ním prvkem k x je opa£né £íslo −x.

P°íklady grup s operací násobení jsou t°eba (Q \ {0}, ·), (R \ {0}, ·) nebo ({z ∈
C| |z| = 1}, ·). Neutrálním prvkem je zjevn¥ 1, inverzním prvkem k a je 1

a . Proto
také v ºádné z mnoºin nem·ºe být 0.

Mnoºiny matic typu 2×2 s operací násobení matic nám dávají mnoho p°íklad·
nekomutativních grup. Nap°íklad grupa({(

cosφ − sinφ
sinφ cosφ

)
|φ ∈ 〈0, 2π)

}
, ◦
)

odpovídající maticím rotací komutativní je, ale pokud zkonstruujeme analogicky
grupu matic symetrií rovnostranného trojúhelníka, zjistíme, ºe matice rotací a zr-
cadlení spolu nekomutují.

Definice 10 (Komutativní t¥leso). Mnoºina T se nazývá komutativní t¥leso,
pokud jsou na ní de�novány dv¥ binární operace + a · , spl¬ující

(1) (T,+) je komutativní grupa.
(2) Ozna£íme-li neutrální prvek (T,+) symbolem 0, pak (T \ {0}, ·) je komu-

tativní grupa.
(3) ∀a, b, c ∈ T : a · (b+ c) = a · b+ a · c (distributivita)

Název �t¥leso� nijak nesouvisí s t¥lesy geometrickými, je jen p°ekladem slova
Zahlenkörper z n¥m£iny. Klasickými p°íklady t¥les jsou mnoºiny Q, R nebo C s
operacemi s£ítání a násobení. V algeb°e a informatice nacházejí uplatn¥ní kone£ná
t¥lesa, jejichº základním p°íkladem je Zp = {0, 1, . . . , p − 1} s operacemi s£ítání
a násobení modulo prvo£íslo p. T¥lesa jsou je také klí£ová pro teorii °e²ení alge-
braických rovnic vy²²ích stup¬·, s níº p°i²el Évariste Galois v roce 1832. V¥t²ina
jeho matematického d¥dictví pochází z dopisu, který napsal dva dny p°ed tím, neº
zahynul v souboji.

Pokud nepoºadujeme, aby bylo násobení komutativní, zachováme ostatní axi-
omy a doplníme pravostrannou distributivitu (b + c) · a = b · a + c · a, pak de�nici
spl¬ují nap°. tzv. kvaterniony, pouºívané pro elegantní popis rotací v R3.

Prvky T hrají v lineární algeb°e roli skalár·. V¥t²ina text· buduje lineární
algebru nad obecnými t¥lesy, coº znamená strávit n¥jaký £as odvozováním d·sledk·
de�nice t¥lesa a zavád¥ním n¥kterých pojm·, zejména tzv. charakteristiky t¥lesa,
která zhruba °e£eno pomáhá od sebe odli²it t¥lesa s nekone£ným po£tem prvk· jako
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R nebo C a t¥lesa kone£ná. Protoºe po£ítání s kone£nými t¥lesy není v matematické
fyzice p°íli² £asto k vid¥ní, omezíme na T rovné bu¤ R nebo C a budeme místo
pojmu (komutativní) t¥leso pouºívat pojem mnoºina skalár·. Standardn¥ budeme
mnoºinu skalár· zna£it F, coº vychází z výrazu �eld, který se pro komutativní t¥leso
pouºívá v angli£tin¥.

2. Vektorový prostor

Definice 11 (Vektorový prostor). Nech´ F je mnoºina skalár·. Mnoºinu V
nazveme vektorovým prostorem nad F, pokud je na ní de�nována operace s£ítání
vektor·

+ : V × V → V

taková, ºe (V,+) je komutativní grupa, a operace násobení skalárem

· : F× V → V,

jejíº výsledek pro r ∈ F a v ∈ V ozna£íme rv, a tyto operace spl¬ují ∀u, v ∈ V a
∀r, s ∈ F

(1) 1v = v (násobení jednotkou)
(2) r(sv) = (rs)v (asociativita)
(3) (r + s)v = rv + sv (distributivita s£ítání skalár·)
(4) r(u+ v) = ru+ rv (distributivita s£ítání vektor·)

Neutrální prvek ve (V,+) zna£íme o (nulový vektor) a inverzní prvek k v ∈ V
zna£íme −v (opa£ný vektor).

Tvrzení 13. Nech´ V je vektorový prostor nad F. Pak ∀v ∈ V , ∀r ∈ F platí
(1) 0v = o
(2) (−1)v = −v
(3) ro = o

D·kaz. Pro libovolný vektor v ∈ V platí

v = 1v = (1 + 0)v = 1v + 0v = v + 0v,

kde jsme pouºili nejprve vlastnost násobení jednotkou z de�nice vektorového pro-
storu, pak vlastnost nuly jako neutrálního prvku v mnoºin¥ skalár· (t¥lese), pak
distributivitu s£ítání skalár· a nakonec znovu násobení jednotkou. Protoºe (V,+)
je grupa, musí mít v opa£ný vektor −v a s uºitím asociativity s£ítání v grup¥ plyne,
ºe

o = (−v) + v = (−v) + (v + 0.v) = ((−v) + v) + 0.v = o+ 0.v = 0.v,

£ímº je dokázáno první tvrzení. Zbylá dv¥ necháváme £tená°i za cvi£ení. �

Základním p°íkladem vektorového prostoru je Fn nad F, tedy mnoºina v²ech
uspo°ádaných n-tic prvk· z F, ve které se s£ítá a násobí skalárem po sloºkách. Dopo-
sud jsme vektorem rozum¥li prvek Rn a zapisovali ho jako sloupec £ísel. Od nyn¥j²ka
pro nás slovo vektor znamená prvek n¥jakého vektorového prostoru. Vektor·m v
p·vodním smyslu budeme od nyn¥j²ka °íkat aritmetické vektory a vektorovému
prostoru Fn aritmetický vektorový prostor.

Symbolem Fm×n ozna£ujeme vektorový prostor v²ech m×n matic s elementy z
F. Podobn¥ jako u aritmetického vektoru se snadno ov¥°í, ºe je to vektorový prostor
nad F s operacemi s£ítání matic a násobení matice skalárem, tak jak jsme je d°íve
zavedli.

Mnoºina F (X,F) v²ech funkcí z mnoºiny X do F s operacemi

(f + g)(x) := f(x) + g(x)

(rf)(x) := rf(x),
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je vektorový prostor nad F. Jaký je vlastn¥ význam tohoto p°edpisu? První °ádka
de�nuje funkci f + g její hodnotou v bod¥ x, a to tak, ºe pro libovolné x ∈ X je
tato hodnota sou£tem hodnot funkcí f a g v x. Druhá obdobn¥ de�nuje násobek
funkce. Pro X = R to dává prostor v²ech funkcí jedné reálné prom¥nné, pro X = N
prostor v²ech nekone£ných posloupností, pro X = {1, . . . , n} je to prostor v²ech
n-prvkových posloupností, které se s£ítají po sloºkách, coº vlastn¥ není nic jiného
neº aritmetický vektorový prostor Fn.

Mnoºinu C m·ºeme chápat jako vektorový prostor nad sebou samou, nebo
jako vektorový prostor nad R. Je v tom rozdíl, protoºe v prvním p°ípad¥ je kaºdý
nenulový vektor násobkem kaºdého jiného nenulového vektoru, v druhém ale 1 a i
nejsou skalárním násobkem jeden druhého. Intuitivn¥ se tedy první verze podobá
více p°ímce a druhá více rovin¥. Analogicky má kaºdý vektorový prostor V nad C
svého �dvojníka� , ve kterém je dovoleno násobit jen reálnými £ísly. Pokud ale v
dal²ím napí²eme Cn, rozumíme tím vºdy vektorový prostor nad C.

V¥t²ina dal²ích zajímavých p°íklad· vektorových prostor· vzniká jako podpro-
story jiných vektorových prostor·. Obecná de�nice podprostoru se prakticky neli²í
od té, kterou uº jsme m¥li v Rn:

Definice 12. Nech´ V je vektorový prostor nad F a W je neprázdná podmno-
ºina V taková, ºe ∀v, w ∈ W , ∀r, s ∈ F platí rv + sw ∈ W . Pak nazýváme W
podprostorem vektorového prostoru V , zna£íme W ≤ V .

Tvrzení 14. Neprázdná podmnoºina W ⊂ V je podprostorem ve V , práv¥ kdyº
je uzav°ená na sou£ty a na násobení libovolným skalárem.

D·kaz. Pokud jeW uzav°ená na sou£ty a na násobení skalárem, pak s kaºdými
vektory v, w ∈ W jsou ve W i rv, sw a rv + sw, pro libovolné r, s ∈ F. Pro d·kaz
opa£né implikace sta£í volit r = s = 1, resp. r libovolné a s = 0. �

Kaºdý vektorový prostor V má dva tzv. triviální podprostory, 0 := {o} (nulový
podprostor) a sebe sama. Symbol 0 se uºívá i pro vektorový prostor obsahující jediný
prvek, který samoz°ejm¥ musí být totoºný s neutrálním prvkem v tomto prostoru,
tedy nulovým vektorem.

PodprostorW n¥jakého vektorového prostoru V je op¥t vektorový prostor. Tím
myslíme, ºe spl¬uje axiomy z de�nice vektorového prostoru. Pro ov¥°ení je klí£ové,
ºe nám de�nice podprostoru zaru£uje uzav°enost operací, tedy ºe v²echny sou£ty a
násobky skalárem, které se v axiomech vyskytují, jsou op¥t prvky W , a to v£etn¥
neutrálního prvku a opa£ných prvk·, které díky prvnímu a druhému bodu tvrzení
13 vzniknou také jako násobky prvku z W skalárem.

Definice 13. Nech´ V je vektorový prostor nad F a r1, . . . , rn ∈ F, v1, . . . , vn ∈
V . Výraz

∑n
i=1 rivi se nazývá lineární kombinace vektor· vi s koe�cienty ri. Pro

neprázdnou M ⊂ V zna£í 〈M〉 mnoºinu v²ech lineárních kombinací prvk· M ,
neboli její lineární obal. Pro M = ∅ ⊂ V de�nujeme jako její lineární obal nulový
podprostor 0 ≤ V .

Tvrzení 15. Nech´ V je vektorový prostor nad F a M ⊂ V . Pak 〈M〉 ≤ V .
D·kaz. Sta£í si uv¥domit, ºe sou£et lineárních kombinací prvk· W je op¥t

lineární kombinace prvk· W a podobn¥ i pro násobek skalárem. �

Definice 14. Nech´ V je vektorový prostor nad F, W ≤ V , v ∈ V . Mnoºinu
v+W , jejímiº prvky jsou v²echny sou£ty vektoru v s n¥jakým prvkem podprostoru
W , nazýváme a�nní podprostor ve V , podprostor W nazýváme zam¥°ením tohoto
a�nního podprostoru.

A�nní podprostor je podprostorem, práv¥ kdyº v ∈ W . D·kaz ponecháváme
op¥t za cvi£ení.



3. GENEROVÁNÍ, LINEÁRNÍ (NE)ZÁVISLOST, BÁZE 31

3. Generování, lineární (ne)závislost, báze

Nech´ W je vektorový prostor (který m·ºe a nemusí být podprostorem jiného
vektorového prostoru). O mnoºin¥ M ⊂ W , pro kterou 〈M〉 = W , °íkáme, ºe
prostor W generuje, p°ípadn¥, ºe M je mnoºinou generátor· prostoru W .

Typicky existuje mnoho r·zných mnoºin generujících stejný vektorový prostor:{(
1
0

)
,

(
0
1

)}
,

{(
1
0

)
,

(
0
1

)
,

(
2
3

)}
,R2,R2 \

{(
1
2

)
,

(
3
4

)}
jsou v²echno mnoºiny generátor· prostoru R2. P°irozenou otázkou je, jak najít pro
daný podprostor mnoºinu generátor· co nejmen²í.

Definice 15. Lineární kombinace se nazývá netriviální, pokud má alespo¬
jeden koe�cient nenulový. Podmoºina M vektorového prostoru V nad F je lineárn¥
závislá, pokud existují vektory v1, . . . , vn ∈M a jejich netriviální lineární kombinace∑n
i=1 rivi se rovná nulovému vektoru o. V opa£ném p°ípad¥ jeM lineárn¥ nezávislá.

P°íklad 7. Mnoºina {(
1
0

)
,

(
0
1

)
,

(
2
3

)}
je lineárn¥ závislá, protoºe lze z vektor· vytvo°it lineární kombinaci s koe�cienty
−2,−3, 1, která je netriviální a dává nulový vektor v R2. Mnoºina{(

1
0

)
,

(
0
1

)}
je lineárn¥ nezávislá, protoºe lineární kombinace

r

(
1
0

)
+ s

(
0
1

)
m·ºe být rovna nulovému vektoru pouze pro r = s = 0. Prázdná mnoºina ∅ je
lineárn¥ nezávislá. Mnoºina {1, i} ⊂ C je lineárn¥ nezávislá v C nad R, ale lineárn¥
závislá v C nad C.

Tvrzení 16. Nech´ V je vektorový prostor nad F. Pak platí:
(1) M ⊂ V mající alespo¬ dva prvky je lineárn¥ závislá, práv¥ kdyº existuje

v ∈M , který lze vyjád°it jako lineární kombinaci ostatních prvk· M .
(2) Nech´M generuje V . PakM je lineárn¥ závislá, práv¥ kdyº existuje vlastní

podmnoºina N ⊂M , která generuje V .

D·kaz. Nech´ existuje netriviální lineární kombinace
∑n
i=1 rivi = o, kde vi

jsou z M . Vektory vi si m·ºeme libovoln¥ p°e£íslovat, p°edpokládejme tedy, ºe
r1 6= 0. Pak v1 =

∑n
i=2

−ri
r1
vi, tedy v1 lze vyjád°it jako lineární kombinaci ostatních

vektor·. Naopak, pokud lze n¥jaký v1 ∈M zapsat jako lineární kombinaci ostatních
vektor·

∑n
i=2 sivi, sta£í poloºit s1 = −1 a máme lineární kombinaci

∑n
i=1 sivi = o

rovnou nulovému vektoru. Tím je dokázán první bod.
Pro druhý bod vyberme v M vektor v, který je dle bodu 1 lineární kombinací

ostatních v =
∑k
i=1 rivi. De�nujme N := M \ {v}. Pak m·ºeme kaºdý vektor u,

který je lineární kombinací u =
∑n
j=1 sjuj vektor· uj ∈ M , zapsat jako lineární

kombinaci vektor· z N . Pokud ºádný z vektor· uj není roven v, je to z°ejmé. Pokud
n¥který je roven v, sta£í jej nahradit v lineární kombinaci sumou

∑k
i=1 rivi a u je

pak vyjád°en jen pomocí vektor· z N . Naopak, pokud N ⊂M , N iM ob¥ generují
V a v ∈ M \ N , pak lze v zapsat jako lineární kombinaci prvk· N a tedy podle
bodu 1 je M lineárn¥ závislá. �

Definice 16. Nech´ V je vektorový prostor nad F. MnoºinaM , která generuje
V a zárove¬ je lineárn¥ nezávislá, se nazývá báze vektorového prostoru V .
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Základním p°íkladem báze je kanonická báze {e1, . . . , en} v Fn. Je hned vid¥t,
ºe je lineárn¥ nezávislá a generuje Fn.

Podle p°edchozího tvrzení je báze V taková mnoºina generátor· V , která po
odebrání libovolného vektoru uº mnoºinou generátor· V není.

Tvrzení 17. Nech´ V je vektorový prostor nad F. Mnoºina M je bází V , práv¥
kdyº lze kaºdý vektor z V vyjád°it jako lineární kombinací prvk· M práv¥ jedním
zp·sobem.

D·kaz. Pokud je M bází V , pak V i generuje, a tedy kaºdý vektor z V lze
vyjád°it jako lineární kombinaci prvk· M alespo¬ jedním zp·sobem. Pokud by
n¥jaký v ∈ V m¥l dvojí vyjád°ení

∑n
i=1 rivi =

∑n
i=1 sivi, kde alespo¬ jeden koe-

�cient ri 6= si, pak by rozdíl t¥chto vyjád°ení byl netriviální lineární kombinací∑n
i=1(ri − si)vi rovnou nulovému vektoru.
Je-li naopak kaºdý vektor vyjád°en nejvý²e jedním zp·sobem, platí to i pro

nulový vektor, jenº je pomocí vektor· z M vyjád°en triviální lineární kombinací
(£i kombinacemi). Pak ale nem·ºe být vyjád°en zárove¬ i netriviální lineární kom-
binací, a tedy je M lineárn¥ nezávislá. Zárove¬ je kaºdý vektor vyjád°en alespo¬
jedním zp·sobem, tedy M generuje V . M je tedy bází V . �

P°edpokládejme, ºe M = {v1, . . . , vn} je báze vektorového prostoru V nad F.
Kaºdému vektoru v ∈ V lze podle p°edchozího tvrzení p°i°adit jednozna£n¥ n-tici
(r1, . . . , rn) prvk· F. Kdyº tedy ur£íme n¥jaké po°adí prvk·M , p°i°azujeme vlastn¥
vektoru v z V aritmetický vektor r z Fn. Tomuto vektoru se °íká vektor sou°adnic
vektoru v vzhledem k bázi M nebo téº reprezentace vektoru v vzhledem k bázi M .
Pokud nap°íklad

M =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
0 0

)
,

(
0 0
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
je báze R2×2, pak je matice

(
1 2
3 4

)
reprezentována vzhledem k M vektorem

(1, 2, 3, 4)T . Po£ítání v rozli£ných vektorových prostorech m·ºeme takto p°evést
na výpo£ty s vektory aritmetickými. Ale jak tyto výpo£ty ovliv¬uje to, jakou bázi
ve V si zvolíme? Budou mít vºdy p°íslu²né aritmetické vektory stejný po£et slo-
ºek? A dá se vºdy najít báze s kone£n¥ mnoha prvky? Odpov¥di nalezneme v p°í²tí
kapitole.
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Báze a dimenze

V minulé kapitole jsme de�novali bázi jako takovou podmnoºinu vektorového
prostoru V , která je zárove¬ lineárn¥ nezávislá a zárove¬ tento prostor generuje.
Báze nemusí být nutn¥ kone£ná mnoºina.

P°íklad 8. Mnoºina M := {1, x, x2, x3, . . . , xi, . . .} ve vektorovém prostoru
P (x,R) v²ech reálných polynom· v prom¥nné x je jeho bází, nebo´ kaºdý polynom
p(x) =

∑k
i=0 aix

i lze zapsat jednozna£n¥ jako lineární kombinaci monom· xi. N¥-
jakou jinou kone£nou bázi prostor P (x,R) mít nem·ºe, protoºe v lineárním obalu
kone£né mnoºiny polynom· N mohou být jen polynomy, jejichº stupe¬ není vy²²í
neº nejvy²²í stupe¬ v N zastoupený.

Definice 17. Vektorový prostor V nad F se nazývá prostorem kone£né di-
menze, pokud v n¥m existuje kone£ná báze.

Tvrzení 18. Nech´ V je vektorový prostor nad F. Pak jsou následující tvrzení
ekvivalentní:

(1) V je kone£né dimenze.
(2) Ve V existuje kone£ná mnoºina generátor·.
(3) Z kaºdé mnoºiny generátor· V lze vybrat kone£nou bázi V .

D·kaz. Implikace 1 ⇒ 2 a 3 ⇒ 1 jsou z°ejmé, sta£í tedy dokázat 2 ⇒ 3.
Máme-li ve V kone£nou mnoºinu generátor· M a n¥jakou (ne nutn¥ kone£nou)
mnoºinu generátor· N , pak lze kaºdý prvek M vyjád°it jako lineární kombinaci
prvk· N . Ozna£me N ′ mnoºinu v²ech prvk· N , u kterých je ve vyjád°ení n¥kte-
rého prvku M nenulový koe�cient. Mnoºina N ′ je kone£ná a libovolný prvek V lze
vyjád°it jako lineární kombinaci prvk· N ′. Podle druhé £ásti tvrzení 16 je N ′ bu¤
lineárn¥ nezávislá, nebo z ní lze odebrat prvky, aniº by se zm¥nil lineární obal. Tedy
odebráním kone£ného po£tu prvk· lze nalézt podmnoºinu N ′′ ⊂ N ′, která je bází
V . �

Ze t°etího bodu tvrzení plyne, ºe v prostoru V kone£né dimenze musejí být
v²echny báze kone£né. Dokáºeme-li je²t¥, ºe v²echny báze V musejí mít stejný po£et
prvk·, budeme moci zade�novat pojem dimenze V práv¥ jako tento po£et. Je²t¥
p°ed tím ale mírn¥ rede�nujme pojem báze, aby sou£ástí de�nice bylo i uspo°ádání:

Definice 18. Nech´ V 6= 0 je vektorový prostor nad F kone£né dimenze, pak
posloupnost B = (v1, . . . , vn) nazveme bází V , pokud pro kaºdý vektor v ∈ V
existuje jednozna£n¥ ur£ený aritmetický vektor [v]B := (r1, r2, , . . . , rn)T takový,
ºe v =

∑n
i=1 rivi. Bází prostoru 0 je prázdná posloupnost. Vektor [v]B nazýváme

reprezentace vektoru v vzhledem k bázi B.

Poznámka 3. Zavést bázi jako posloupnost bychom mohli i u n¥kterých pro-
stor· nekone£né dimenze, jako je P (x,R). Reprezentací polynomu p(x) =

∑k
i=0 aix

i

by pak nebyl aritmetický vektor, ale nekone£ná posloupnost (a0, a1, . . . , ak, 0, 0, . . .)
T .

Protoºe lineární kombinace jsou vºdy kone£né sou£ty, bude mít kaºdá taková re-
prezentace pouze kone£ný po£et nenulových sloºek.

33
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Zatím hovo°íme pouze o �prostorech kone£né dimenze� a �prostorech nekone£né
dimenze� , ale samotný pojem dimenze de�nován nemáme. K tomu pot°ebujeme
následující velmi d·leºitou v¥tu:

V¥ta 2 (O po£tu prvk· báze). V²echny báze vektorového prostoru V kone£né
dimenze mají stejný po£et prvk·.

Definice 19. Nech´ V je vektorový prostor nad F. Je-li V prostor kone£né
dimenze, pak de�nujeme nezáporné celé £íslo dimV jako po£et prvk· libovolné
báze V . Pokud není, pí²eme dimV =∞. V obou p°ípadech nazýváme tuto hodnotu
dimenzí vektorového prostoru V .

P°íklady 1. • dimFn = n
• V Fm×n je báze nap°. (Eij , i ∈ {1, . . . ,m}, j ∈ {1, . . . , n}), kde Eij ozna-
£uje matici s jednou jedni£kou na pozici ij a nulami v²ude jinde. Tedy
dimFm×n = mn.
• Posloupnost ((

1
0

)
,

(
i
0

)
,

(
0
1

)
,

(
0
i

))
je báze prostoru C2 nad R. Obecn¥ je dimenze Cn nad R rovna 2n.
• Ozna£me Un(F) = {A ∈ Fn×n|∀i, j, i > j : aij = 0} podprostor v²ech
horních trojúhelníkových n× n matic. Pak (Eij |i, j ∈ {1, . . . , n}, j ≥ i) je
bází Un(F). Tedy dimUn(F) = 1 + 2 + . . .+ n = n(n+1)

2
• Ozna£me Pn(x,F) podprostor v²ech polynom· stupn¥ nejvý²e n v P (x,F).
Jeho bází je t°eba (1, x, x2, . . . , xn), tedy dimPn(x,F) = n+ 1.

Poznámka 4. Z teorie mnoºin je známo, ºe nekone£né mnoºiny mohou být
spo£etné nebo nespo£etné. Má-li vektorový prostor spo£etnou bázi, pak je moºné
tuto bázi se°adit do posloupnosti a zacházet s bázemi a reprezentacemi podobn¥
jako u prostoru P (x,R) vý²e. Prostory, které spo£etnou bázi nemají, typicky pro-
story funkcí, se studují jinými metodami. Obvykle se na nich n¥jak zavede pojem
normy vektoru, který podobn¥ jako na Rn umoº¬uje de�novat vzdálenost vektor·.
Se vzdáleností máme de�novanou i konvergenci posloupnosti vektor· a tedy i (n¥-
které) nekone£né lineární kombinace. Nap°íklad k popisu prostoru v²ech spojitých
reálných funkcí na uzav°eném intervalu [0, 2π] je moºné pouºít mnoºinu funkcí {1}∪
{cosnx|n ∈ N}∪ {sinnx|n ∈ N}, jejíº konvergentní nekone£né lineární kombinace
se nazývají Fourierovými °adami a samotná mnoºina pak Fourierovou bází, a£koli
to dle na²í de�nice báze daného vektorového prostoru není.

V tomto kurzu se od nyn¥j²ka budeme zabývat pouze vektorovými prostory
kone£né dimenze, aniº bychom to nadále explicitn¥ vypisovali. Tyto prostory ale
mohou být zadány i jako podprostory n¥jakého prostoru dimenze nekone£né, jako
nap°íklad kdyº je prostor Pn(x,R) v²ech polynom· stupn¥ nejvý²e n podprostorem
P (x,R).

V¥ta o po£tu prvk· báze plyne z tzv. Steinitzova lemmatu o vým¥n¥:

Lemma 1 (Steinitz). Nech´ V je vektorový prostor nad F, M jeho n-prvková
mnoºina generátor· a N = {v1, . . . , vk} lineárn¥ nezávislá mnoºina ve V . Pak
k ≤ n a prvky M lze uspo°ádat do posloupnosti (u1, u2, . . . , un) tak, ºe mnoºina
{v1, . . . , vk, uk+1, . . . un} generuje V .

Nejprve ukaºme, jak z lemmatu plyne v¥ta:

D·kaz v¥ty. Ozna£me |M | po£et prvk· mnoºinyM . Aplikujeme-li lemma na
dv¥ báze B a C ve V , |B| = p, |C| = q, pak p ≤ q, protoºe B je lineárn¥ nezávislá
a C generuje V . Zárove¬ i q ≤ p, protoºe C je lineárn¥ nezávislá a B generuje V .
Tedy p = q. �
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D·kaz lemmatu. Budeme postupovat indukcí podle k. Pokud k = 1, pak
N = {v1}, kde v1 6= 0. Kdyby n = 0, je M prázdná mnoºina, tedy 〈M〉 = 0.
Protoºe V obsahuje nenulový vektor v1, není M = ∅ mnoºinou generátor· V . Musí
tedy být n ≥ 1 = k, £ímº je dokázána první £ást tvrzení.

Se°a¤me M do posloupnosti (u′1, u
′
2, . . . , u

′
n). Protoºe M generuje V , existují

£ísla r′i taková, ºe v1 =
∑n
i=1 r

′
iu
′
i, a protoºe v1 6= 0, musí pro n¥který index j

být r′j 6= 0. Vym¥¬me v posloupnosti (u′1, u
′
2, . . . , u

′
n) prvek s indexem 1 a prvek

s indexem j a ozna£me nov¥ uspo°ádanou posloupnost (u1, u2, . . . , un), analogicky
p°eve¤me posloupnost koe�cient· (r′1, . . . , r

′
n) na posloupnost (r1, . . . , rn) vým¥nou

prvního a j-tého £lenu. Lze tedy psát

u1 = − 1

r1

(
−v1 +

n∑
i=2

riui

)
Kaºdý vektor, který je lineární kombinací vektor· z {u1, . . . , un}, je tudíº také
lineární kombinací vektor· z {v1, u2, . . . , un}, £ili {v1, u2, . . . , un} generuje V .

Nyní prove¤me induk£ní krok, tedy p°edpokládejme, ºe k > 1 a tvrzení platí pro
v²echna p°irozená £ísla men²í neº k. Pokud N = {v1, . . . , vk} je lineárn¥ nezávislá,
pak {v1, . . . , vk−1} je lineárn¥ nezávislá, a tudíº podle induk£ního p°edpokladu n ≥
k−1 aM lze uspo°ádat do posloupnosti (u′1, . . . , u

′
n) tak, ºe {v1, . . . , vk−1, u′k, . . . , u′n}

generuje V . Kdyby n = k − 1, ²lo by vk zapsat jako lineární kombinaci vektor·
v1, . . . , vk−1, coº je spor s lineární nezávislostí N . Tedy n ≥ k.

Vektor vk lze pak zapsat jako

vk =

k−1∑
i=1

r′ivi +

n∑
i=k

r′iu
′
i,

kde pro n¥jaké j ≥ k musí být r′j 6= 0, jinak bychom op¥t dostali spor s lineární
nezávislostí mnoºiny {v1, . . . , vk}. Vym¥¬me v posloupnosti (u′1, . . . , u

′
n) vektory k-

tý a j-tý a ozna£me toto nové uspo°ádání (u1, . . . , un), totéº s koe�cienty lineární
kombinace. Pak

uk = − 1

rk

(
k−1∑
i=1

rivi − vk +

n∑
i=k+1

riui

)
Potom ale kaºdý v ∈ V je lineární kombinací vektor· z {v1, . . . , vk, uk+1, . . . un}, a
tedy tato mnoºina generuje V . �

P°íklad 9. Najd¥me bázi W = 〈(1, 1, 1, 1), (2, 0, 1,−1), (1, 3,−3, 1)〉, která
obsahuje vektory (0, 1,−2, 0) a (2, 1,−1,−1). Nejprve ov¥°íme, ºe

M := {(1, 1, 1, 1), (2, 0, 1,−1), (1, 3,−3, 1)}

je báze W a vektory z N := {(0, 1,−2, 0), (2, 1,−1,−1)} jsou lineární kombinace
jejích prvk· (prove¤te sami). Dle Steinitzova lemmatu lze vM nahradit dva vektory
prvky lineárn¥ nezávislé mnoºiny N . Zkusme to konkrétn¥. Protoºe

(0, 1,−2, 0) = −1

2
(1, 1, 1, 1) +

1

2
(1, 3,−3, 1),

m·ºeme t°eba nahradit (1, 3,−3, 1) za (0, 1,−2, 0). V druhém kole pak z rovnosti
(2, 1,−1,−1) = (0, 1,−2, 0)+(2, 0, 1,−1) plyne, ºe za (2, 1,−1,−1) musíme vyjmout
vektor (2, 0, 1,−1). Získáváme tedy

W = 〈(0, 1,−2, 0), (2, 1,−1,−1), (1, 1, 1, 1)〉

Pro£ je posloupnost ((0, 1,−2, 0), (2, 1,−1,−1), (1, 1, 1, 1)) báze W? Víme, ºe
generuje, mohli bychom ov¥°it lineární nezávislost. Lep²í ale bude op°ít se o dal²í
d·sledek Steinitzova lemmatu:
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D·sledek 1. Nech´ V je vektorový prostor nad F dimenze n a M ⊂ V .
(1) Je-li M lineárn¥ nezávislá, pak |M | ≤ n.
(2) Pokud M generuje V , pak |M | ≥ n

Navíc platí-li v n¥kterém z p°ípad· |M | = n, pak je M bází V .

D·kaz. Pro první £ást sta£í uvaºovat n¥jakou bázi N prostoru V a pouºít ji
v lemmatu jako mnoºinu generátor·. Pokud navíc |M | = |N |, plyne z lemmatu, ºe
〈M〉 = 〈N〉 = V , a tedy ºe M je bází V . Pro druhou £ást naopak bude N hrát
v lemmatu roli lineárn¥ nezávislé mnoºiny. Pokud |M | = n a M by byla lineárn¥
závislá, mohli bychom z ní vybrat bázi, která by musela mít mén¥ neº n prvk·. To
je ale v rozporu s V¥tou 2. �

Lemma 2. Nech´ V je vektorový prostor dimenze n a W jeho podprostor. Pak
W je prostorem kone£né dimenze a dimW ≤ n.

D·kaz. V²echny lineárn¥ nezávislé podmnoºiny W jsou zárove¬ lineárn¥ ne-
závislé podmnoºiny V a mají tedy podle D·sledku 1 nanejvý² n prvk·. Zvolme z
nich n¥jakou N = {v1, . . . , vk} s maximálním po£tem prvk·. Pokud by N negene-
rovala celé W , pak by existoval vektor u ∈W , pro n¥jº u /∈ 〈N〉. Kaºdá netriviální
lineární kombinace ru +

∑k
1 sivi = 0 je v rozporu bu¤ s u /∈ 〈N〉, nebo s lineární

nezávislostí mnoºiny N , tedy N ∪{u} je lineárn¥ nezávislá podmnoºina W . Má ale
k + 1 prvk·, coº je ve sporu s p°edpokládanou maximalitou N . Tedy N generuje
podprostor W , který má kone£nou dimenzi k ≤ n = dimV . �

Podle dal²ího d·sledku lze bázi podprostoru vºdy doplnit na bázi celého pro-
storu

D·sledek 2. Nech´ V je vektorový prostor dimenze n a W jeho podprostor,
N báze W . Pak existuje mnoºina M ⊃ N , která je bází V .

D·kaz. Podle p°edchozího lemmatu jeW prostor kone£né dimenze a má tudíº
bázi N = {v1, . . . , vk}. Zvolme ve V libovolnou bázi M , pak druhá £ást Steinitzova
lemmatu °íká, ºe mnoºina M ′ := {v1, . . . , vk, uk+1, . . . , un}, kde uk+1, . . . , un jsou
n¥jaké prvky M , generuje V . Protoºe |M ′| = n, musí to být dle D·sledku 1 báze
V . �

Bude se nám hodit roz²í°it pojem elementární úpravy (EÚ) z posloupnosti
°ádk· n¥jaké matice na libovolnou posloupnost jakýchkoli vektor·. �ekneme, ºe
posloupnost vznikne elementární úpravou posloupnosti vektor· M = (v1, . . . , vm)
z vektorového prostoru V nad F, pokud má jeden z následujících tvar·:

M1 =(v1, . . . , vk−1, vj , vk+1, . . . , vj−1, vk, vj+1, . . . , vm)

M2 =(v1, . . . , vk−1, vk + svj , vk+1, . . . , vm)

M3 =(v1, . . . , vk−1, rvk, vk+1, . . . , vm)

kde r, s ∈ F, r 6= 0, j, k ∈ {1, . . . ,m}, j 6= k.

Tvrzení 19. Nech´ C je posloupnost vektor· ve vektorovém prostoru V nad F
a posloupnost D z ní vznikne elementární úpravou. Pak platí

(1) lineární obaly C a D jsou stejné
(2) C je lineárn¥ nezávislá, práv¥ kdyº D je lineárn¥ nezávislá
(3) C je bází V , práv¥ kdyº D je bází V

D·kaz. Protoºe EÚ jsou vratné op¥t pomocí EÚ, sta£í dokázat jen to, ºe
kaºdý prvek V , který lze vyjád°it jako lineární kombinaci prvk· C, lze vyjád°it
i jako lineární kombinaci prvk· D. Uvaºujme elementární úpravu typu 2 a v =
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i=1 rivi ∈ 〈C〉. Pro pohodln¥j²í zápis p°edpokládejme k < j. Pak lze sumu p°epsat

jako

(1) v =

k−1∑
i=1

rivi + rk(vk + svj) +

j−1∑
i=k+1

rivi + (rj − srk)vj +

m∑
i=j+1

rivi,

tedy v je lineární kombinací vektor· z D. Pro ostatní typy EÚ je postup analogický.
Dále ukáºeme, ºe je-li D lineárn¥ nezávislá, pak musí být i C. Uvaºme n¥jaké

vyjád°ení nulového vektoru ve tvaru lineární kombinace prvk· C: o =
∑n
i=1 rivi.

Pravou stranu p°epi²me do stejného tvaru jako v rovnici 1. Z lineární nezávislosti D
plyne, ºe v²echny koe�cienty v této lineární kombinaci jsou nulové. To ale znamená
ri = 0, pokud i není k ani j, dále rk = 0, a díky tomu rj = rj − srk = 0. Tedy
lineární kombinace

∑m
i=1 rivi musí být triviální, a tedy C je lineárn¥ nezávislá.

Ostatní typy EÚ op¥t p°enecháváme £tená°i. �

P°íklad 10. Ur£eme dimenzi lineárního obalu mnoºiny M = {(3,−6, 1,−1),
(1,−2, 3, 1), (−2, 4, 0, 1), (0, 0, 2, 1)} v R4. Sestavíme matici, která má tyto vektory
jako °ádky, a provád¥jme E�Ú:

1 −2 3 1
3 −6 1 −1
−2 4 0 1
0 0 2 1

 ∼


1 −2 3 1
0 0 −8 −4
0 0 6 3
0 0 2 1

 ∼


1 −2 3 1
0 0 2 1
0 0 6 3
0 0 −8 −4

 ∼


1 −2 3 1
0 0 2 1
0 0 0 0
0 0 0 0


�ádky poslední matice jsou LZ, tedy i M je LZ. Lineární obal °ádk· se také za-
chovává, tedy 〈M〉 je roven lineárnímu obalu LN mnoºiny {(1,−2, 3, 1), (0, 0, 2, 1)}.
Proto dim〈M〉 = 2.





KAPITOLA 6

Hodnost matice

V této kapitole se vrátíme k maticím a soustavám lineárních rovnic. Elementy
matic a koe�cienty soustav lineárních rovnic budou prvky mnoºiny skalár· F.
V²echny de�nice z kapitol 2 a 3 z·stávají stejné i pro matice z Fm×n, máme tedy
de�nován sou£et a sou£in matic, nulovou matici, jednotkovou matici, pojem matice
transponované, inverzní, £tvercové a regulární, matice elementární °ádkové úpravy
5. Snadno se zobecní i v²echna tvrzení, která jsme o t¥chto pojmech dokázali, tedy
asociativita 4 a distributivita 5 maticových operací, nutná a posta£ující podmínka
existence inverzní matice 12 i fakt, ºe Gaussova eliminace dovede kaºdou matici do
redukovaného odstup¬ovaného tvaru.

Stejn¥ se de�nují i jádro a obraz matice:

Definice 20. Nech´ A = (a1| . . .an) ∈ Fm×n, kde ai ∈ Fm. Pak jádrem matice
A rozumíme podprostor

KerA = {x ∈ Fn|Ax = o} ≤ Fn

a jejím obrazem nebo téº sloupcovým prostorem pak

ImA = 〈a1, . . . ,an〉 ≤ Fm

D·kaz, ºe KerA je podprostorem Fn je stejný jako v tvrzení 11. ImA lze de�-
novat i jako obor hodnot zobrazení FA. Protoºe FA(x) = Ax =

∑n
i=1 xiai, je vektor

y ∈ Fm v oboru hodnot FA, práv¥ kdyº je v lineárním obalu sloupc· matice A.
Transponování p°evádí °ádky na sloupce, m·ºeme proto ozna£it podprostor

ImAT ≤ Fn, £ili lineární obal °ádk· matice A, jako její °ádkový prostor. �tve°ici
význa£ných podprostor·, jejichº vlastnostmi se v této kapitole budeme zabývat,
dopl¬uje jádro transponované matice KerAT ≤ Fm.

Elementární °ádkovou úpravu matice lze realizovat násobením elementární ma-
ticí zleva. Elementární matice jsou regulární a stejn¥ tak jsou i sou£iny elementár-
ních matic mezi sebou. Následující tvrzení tedy jen zobec¬uje jiº dokázané vlastnosti
elementárních úprav, totiº ºe zachovávají mnoºinu °e²ení homogenní soustavy rov-
nic (tvrzení 8 to °íká dokonce i pro nehomogenní) a °ádkový prostor (první bod
tvrzení 19):

Tvrzení 20. Nech´ A = (a1| . . .an) ∈ Fm×n, R ∈ Fm×m regulární. Pak
(1) Ker(RA) = KerA
(2) Im(RA)T = ImAT

D·kaz. Pokud Ax = o, pak RAx = Ro = o, tedy KerA ⊂ KerRA. Protoºe
R je regulární, existuje k ní inverzní matice R−1, která je také regulární. Pak
KerRA ⊂ KerR−1(RA) = KerA. Tím je dokázána i opa£ná implikace.

Kaºdý °ádek matice RA je lineární kombinací °ádk· matice A s koe�cienty
v °ádcích matice R, tedy Im(RA)T ⊂ ImAT . Druhá inkluze plyne op¥t z A =
R−1(RA). �

Elementární sloupcové úpravy (ESÚ) lze de�novat jako ty, které lze realizovat
násobením elementární maticí zprava. Op¥t je jednodu²²í vzít místo elementární

39
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matice libovolnou regulární a dokázat, ºe násobení zprava nem¥ní sloupcový prostor
a jádro transponované matice:

Tvrzení 21. Nech´ A = (a1| . . .an) ∈ Fm×n, Q ∈ Fn×n regulární. Pak

(1) Ker(AQ)T = KerAT

(2) Im(AQ) = ImA

Na p°íkladu (
1 0
2 1

)(
1 0 1
1 0 1

)
=

(
1 0 1
3 0 3

)
je vid¥t, ºe Im(RA) a ImA se rovnat nemusejí a stejn¥ tak Ker(RA)T a KerAT .
�ádkové úpravy tedy sloupcový prostor nezachovávají. Ukáºeme ale, ºe zachovávají
jeho dimenzi. První £ást tvrzení 20 m·ºeme p°eformulovat jako

Lemma 3. Nech´ A = (a1| . . .an) ∈ Fm×n, R ∈ Fm×m regulární. Ozna£me
RA =: A′ = (a′1| . . .a′n). Je-li (s1, . . . , sn) ∈ Fn, pak

∑n
i=1 siai = o, práv¥ kdyº∑n

i=1 sia
′
i = o.

D·sledek 3. Nech´ A,A′ jsou dv¥ matice, A ∼ A′. Pak dim ImA = dim ImA′.

D·kaz. Z lemmatu 3 plyne, ºe n¥jaká podposloupnost (ai1 ,ai2 , . . . ,aik) sloupc·
matice A, kde i1 < . . . < ik, je lineárn¥ nezávislá, práv¥ kdyº je lineárn¥ nezá-
vislá odpovídající podposloupnost (a′i1 ,a

′
i2
, . . . ,a′ik) sloupc· A′. Maximální takové

lineárn¥ nezávislé podposloupnosti jsou bázemi ImA, resp. ImA′, a po£et prvk·
takových bází je roven dim ImA = dim ImA′. �

V¥ta 3. Pro kaºdou matici A ∈ Fm×n platí dim ImA = dim ImAT .

D·kaz. Matici A lze p°evést posloupností E�Ú na redukovaný odstup¬ovaný
tvar A′. Posloupnost v²ech nenulových °ádk· A′ je lineárn¥ nezávislá, a je tedy
bází ImA′T . Mnoºina v²ech pivotních sloupc· A′ je lineárn¥ nezávislá a nepivotní
sloupce jsou lineárními kombinacemi sloupc· pivotních. Tedy posloupnost v²ech
pivotních sloupc· je bází ImA′. Pivotních sloupc· i nenulových °ádk· A′ je stejn¥,
tedy dim ImA′ = dim ImA′T . Protoºe °ádkové úpravy A ∼ A′ zachovávají °ádkový
prostor, platí ImAT = ImA′T . Z d·sledku 3 máme dim ImA = dim ImA′, celkov¥
tedy dim ImA = dim ImAT . �

Na tvrzení je zajímavé, ºe nám dává rovnost dimenzí dvou podprostor· ve
dvou obecn¥ r·zných aritmetických vektorových prostorech, protoºe ImA ≤ Fm,
ale ImAT ≤ Fn. Je to vid¥t i na p°íkladu

A =

(
1 0 1
1 0 1

)
,

kde je bází ImA jednoprvková posloupnost ((1, 1)) a bází ImAT posloupnost ((1, 0, 1)).
Jednoduchý d·sledek v¥ty 3 je tedy , ºe pokud jsou v matici v²echny °ádky násob-
kem jednoho z nich, pak jsou i v²echny sloupce násobkem jednoho z nich.

Definice 21. Nech´ A ∈ Fm×n. �íslo dim ImA ≡ dim ImAT nazýváme hod-
nost matice A, zna£íme rank(A).

Tvrzení 22. Nech´ A ∈ Fm×n, R ∈ Fp×m, Q ∈ Fn×q. Pak
(1) rank(RA) ≤ rank(A) a pokud p = m a R je regulární, rank(RA) =

rank(A)
(2) rank(AQ) ≤ rank(A) a pokud n = q a Q je regulární, rank(AQ) = rank(A)
(3) rank(A) = rank(AT )
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D·kaz. Protoºe °ádkyRA pat°i do lineárního obalu °ádk·A, musí být rank(RA) ≤
rank(A). Protoºe R je regulární, existuje inverzní matice R−1, která je rovn¥º re-
gulární. Platí pak rank(R−1(RA)) ≤ rank(RA), z £ehoº plyne i opa£ná nerovnost.
Druhý bod se dokáºe analogicky, t°etí plyne z v¥ty 3. �

D·sledkem tvrzení je nerovnost

rank(AB) ≤ min{rank(A), rank(B)}

a rovnost
rank(ABC) = rank(B), pro A,C regulární.

Hodnost se tedy dá ur£ovat tak, ºe kombinací °ádkových a sloupcových úprav p°eve-
deme matici do tvaru, v n¥mº je moºné ji ur£it snadn¥ji, typicky do odstup¬ovaného.
Hodnost nese o matici a o p°íslu²ném zobrazení mnoho informací:

V¥ta 4. Nech´ A ∈ Fn×n. Pak jsou následující tvrzení ekvivalentní

(1) A je regulární
(2) rank(A) = n
(3) mnoºina v²ech °ádk· A je lineárn¥ nezávislá
(4) mnoºina v²ech °ádk· A generuje Fn
(5) posloupnost v²ech °ádk· A je bází Fn
(6) mnoºina v²ech sloupc· A je lineárn¥ nezávislá
(7) mnoºina v²ech sloupc· A generuje Fn
(8) posloupnost v²ech sloupc· A je bází Fn
(9) ImA = Fn
(10) KerA = 0
(11) zobrazení FA je prosté
(12) zobrazení FA je na
(13) zobrazení FA je bijektivní
(14) existuje X ∈ Fn×n, pro kterou AX = E.
(15) existuje X ∈ Fn×n, pro kterou XA = E.

D·kaz. Dokáºeme °et¥zec implikací, který propojí v²echna tvrzení ob¥ma sm¥ry.
1⇒ 2 Je-li A regulární, pak existuje regulární matice A−1 spl¬ující A−1A = E.

Násobení regulární maticí nem¥ní hodnost a rank(E) = n, tedy rank(A) =
n.

2⇒ 3 Protoºe dim ImAT = rank(A) = n, tvo°í °ádky A n-prvkovou mnoºinu
generátor· vektorového prostoru dimenze n. Ta je podle d·sledku 1 jeho
bází a tudíº je lineárn¥ nezávislá.

3⇒ 5 Mnoºina °ádk· A je n-prvková lineárn¥ nezávislá podmnoºina v Fn, tedy
je dle d·sledku 1 i jeho bází.

4⇒ 5 Mnoºina °ádk· A je n-prvková mnoºina generátor· Fn, tedy je dle d·-
sledku 1 i jeho bází.

2⇒ 6 se dokáºe podobn¥ jako 2 ⇒ 3. Analogicky máme i 6 ⇒ 8 a 7 ⇒ 8.
Implikace 5 ⇒ 3, 5 ⇒ 4, 4 ⇒ 2, 8 ⇒ 6, 8 ⇒ 7, 7 ⇒ 2 plynou z de�nic.
Také je 7⇔ 9⇔ 12, 6⇔ 10⇔ 11. Odtud plyne ekvivalence výrok· 6 aº
12 s výrokem 13.

13⇒ 14 Plyne z tvrzení 12.
14⇒ 15 Je dokázáno v druhé £ásti d·kazu 12. Z de�nice regularity matice pak

14⇒ 1.
15⇒ 4 �ádky XA jsou lineárními kombinacemi °ádk· matice A, lze tedy v line-

árním obalu °ádk· A najít libovolný vektor kanonické báze Fn a tedy i
libovolný vektor Fn.

�
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V¥ta 5 (O dimenzi jádra a obrazu). Nech´ A ∈ Fm×n. Pak

dim KerA+ dim ImA = n

D·kaz. Pro nulovou matici je tvrzení triviální, p°edpokládejme tedy A 6= 0.
Matici A je moºné p°evést pomocí E�Ú do redukovaného odstup¬ovaného tvaru,
tím se zachovává jak KerA, tak dim ImA. Dále vynechejme v²echny nulové °ádky
(ani tím se KerA ani dim ImA nezm¥ní) a ozna£me výslednou matici A′. Ozna£me
k1 < k2 < . . . < kr sloupcové indexy pivotních sloupc· A′, tedy a′ki = ei ∈ Fr.
Ozna£me sloupcové indexy nepivotních sloupc· j1 < j2 < . . . < jp, a tyto sloupce
samotné ci := a′ji . Uvaºujme vektor x ∈ Fn, jehoº sloºky s indexy j1 aº jp jsou
zvoleny libovoln¥. Pokud A′x = 0, pak

r∑
s=1

xkses +

p∑
q=1

xjqcq = o,

neboli xk1...
xkr

 = −
p∑
q=1

xjqcq

Tím jsou ur£eny v²echny zbývající sloºky vektoru x. De�nujme pro kaºdé i ∈
{1, . . . , p} vektor ui ∈ Fn tak, ºe pro kaºdé q ∈ {1, . . . , p} je jeho jq-tá sloºka rovna
q-té sloºce vektoru ei ∈ Fp, a pro kaºdé s ∈ {1, . . . , r} je jeho ks-tá sloºka rovná s-té
sloºce vektoru −ci ∈ Fr. Pak x =

∑p
q=1 xjquq, tedy posloupnost M = (u1, . . . ,up)

generuje KerA′. Zárove¬, pokud by
∑p
q=1 yquq = o, musí být kaºdý koe�cient yq

roven nule, nebo´ se rovná jq-té sloºce vektoru
∑p
q=1 yquq. TedyM je lineárn¥ nezá-

vislá. Musí být tedy bází KerA, dim KerA′ = p. Protoºe dim ImA′ = r a p+r = n,
dostáváme odtud tvrzení v¥ty. �

Konstrukce báze M je názorn¥j²í, pokud ks = s, jq = r+ q, tedy pokud jdou v
A′ nejprve sloupce pivotní a pak nepivotní:

A′ =


1 0 . . . 0 c11 c12 . . . c1p
0 1 . . . 0 c21 c22 . . . c2p
...

. . .
...

...
. . .

...
0 0 . . . 1 cr1 cr2 . . . crp


Báze jádra pak má tvar

M = {(−c11,−c21, . . . ,− cr1, 1, 0, . . . , 0)

(−c12,−c22, . . . ,− cr2, 0, 1, . . . , 0)

...

(−c1p,−c2p, . . . ,− crp, 0, 0, . . . , 1)}

Dimenze jádra A se nazývá nulita (téº defekt) matice, zna£í se n(A). V¥ta o dimenzi
jádra a obrazu je proto známá téº pod názvem v¥ta o hodnosti a nulit¥:

∀A ∈ Fm×n : rank(A) + n(A) = n

Plyne z ní nap°íklad

Tvrzení 23. Nech´ A ∈ Rm×n. Pak KerATA = KerA a rankATA = rankA.

D·kaz. Pokud Ax = o, pak jist¥ ATAx = o, tedy KerA ≤ KerATA. Pokud
ATAx = o, pak xTATAx = 0. Ozna£me y := Ax, pak yT = xTAT a tedy 0 =
yTy =

∑m
i=1 y

2
i . Musí tedy být y = 0, neboli x ∈ KerA. Tím je dokázána druhá



6. HODNOST MATICE 43

inkluze. Protoºe po£et sloupc· ATA je stejný jako po£et sloupc· A, plyne odsud
rovnost hodností. �

Tvrzení platí jen pro reálné matice. Kde selºe d·kaz pro A ∈ Cm×n? Jak by
se muselo upravit tvrzení, aby d·kaz pro²el?

Pomocí hodnosti matice se dá také formulovat kritérium °e²itelnosti SLR:

V¥ta 6 (Frobeniova). Nech´ A ∈ Fm×n, b ∈ Fm. Soustava Ax = b má °e²ení,
práv¥ kdyº rank(A) = rank(A|b).

D·kaz. Soustava má °e²ení, práv¥ kdyº je b ∈ ImA, coº nastává práv¥ kdyº
Im(A|b) = Im(A). Protoºe ImA ≤ Im(A|b), nastane toto práv¥ kdyº se rovnají
dimenze. �

Pomocí hodnosti se dá formulovat i to, kolik °e²ení soustava má. Víme, ºe
mnoºina v²ech °e²ení soustavy Ax = b je a�nní podprostor Fn ve tvaru

xP + KerA

Z v¥ty o hodnosti a nulit¥ víme, ºe dimenze KerA je n− rank(A).





KAPITOLA 7

Reprezentace vektoru a lineárního zobrazení

V de�nici 18 jsme zavedli pojem báze a reprezentace vektoru v·£i bázi. Repre-
zentaci vzhledem k bázi B = (v1, . . . , vn) prostoru V nad F dimenze n lze chápat
jako zobrazení [ ]B : V → Fn, které vektoru v =

∑n
i=1 rivi ∈ V p°i°adí aritmetický

vektor

[v]B :=


r1
r2
...
rn

 ∈ Fn

Toto zobrazení spl¬uje d·leºitou vlastnost:

Tvrzení 24. Nech´ V je vektorový prostor F kone£né dimenze, B jeho báze,
u, v ∈ V , r, s ∈ F. Pak [ru+ sv]B = r[u]B + s[v]B.

D·kaz. Nech´ B = (v1, . . . , vn), u =
∑n
i=1 rivi, v =

∑n
i=1 sivi. Pak

[ru+ sv]B =

[
r

n∑
i=1

rivi + s

n∑
i=1

sivi

]B
=

[
n∑
i=1

(rri + ssi)vi

]B
=

= (rr1 + ss1, . . . , rrn + ssn)T = r(r1, . . . , rn)T + s(s1, . . . , sn)T = r[u]B + s[v]B

�

Stejnou vlastnost jsme vid¥li poprvé v tvrzení 3 v první kapitole, kde se týkala
zobrazení ortogonální projekce Px, a posléze i u dal²ích zobrazení. De�nujme ji nyní
obecn¥:

Definice 22. Nech´ V , W jsou dva vektorové prostory nad F a f : V →W je
zobrazení spl¬ující ∀r, s ∈ F, ∀u, v ∈ V

f(ru+ sv) = rf(u) + sf(v)

Takové f nazýváme lineární zobrazení.

Ozna£me oV nulový vektor ve V a oW nulový vektor ve W .

D·sledek 4. Nech´ V , W jsou dva vektorové prostory nad F a f : V →W je
lineární zobrazení. Pak

(1) ∀u, v ∈ V : f(u+ v) = f(u) + f(v)
(2) ∀u ∈ V , ∀r ∈ F: f(ru) = rf(u).
(3) f(oV ) = oW
(4) ∀v ∈ V : f(−v) = −f(v)

D·kaz. Volíme v de�nici lineárního zobrazení postupn¥ r = s = 1; s = 0;
r = s = 0; r = 0, s = −1 a vyuºíváme základní vlastnosti vektorového prostoru. �

P°íklady 2. Krom¥ [ ]B a p°íklad· uvedených v první kapitole uve¤me je²t¥
n¥kolik dal²ích:

• Pokud A ∈ Fm×n je matice, pak zobrazení FA : Fn → Fm zavedené stejn¥
jako v první kapitole p°edpisem FA(x) = Ax, je lineární.

45
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• Zobrazení vý²e m·ºeme snadno zobecnit na zobrazení f : Fn×k → Fm×k,
f(X) = AX mezi prostory matic.
• Zobrazení g : Pn(x,R)→ Pn−1(x,R), které p°i°azuje polynomu p(x) jeho
první derivaci d

dxp(x), je také lineární.
• Zobrazení h : F (R,R) → R, které p°i°azuje funkci φ ∈ F (R,R) její hod-
notu v n¥jakém bod¥, nap° h(φ) = φ(7), je rovn¥º lineární.

V úvodní kapitole jsme vyvodili, ºe lineárnímu zobrazení f : Fn → Fm m·-
ºeme p°i°adit matici A = (a1| . . . |an), jejíº i-tý sloupec je obrazem i-tého vektoru
kanonické báze, tedy f(ei) = ai. Tuto úvahu m·ºeme roz²í°it na obecné lineární
zobrazení:

Definice 23. Nech´ V , W jsou dva vektorové prostory nad F, f : V → W je
lineární zobrazení, B = (v1, . . . , vn) je báze V , C = (w1, . . . , wm) je báze W . Pak
matici

[f ]CB :=
(
[f(v1)]C

∣∣[f(v2)]C
∣∣. . .∣∣[f(vn)]C

)
nazýváme reprezentací lineárního zobrazení f vzhledem k bázím B a C.

Zvolíme-li za B a C kanonické báze Kn = (e1, . . . , en) v Fn, resp. Km =
(e1, . . . , em) v Fm, vidíme, ºe

[f ]KmKn = ([f(e1)]Km |[f(e2)]Km | . . . |[f(en)]Km) = (f(e1)|f(e2)| . . . |f(en))

Pro zobrazení FA mezi aritmetickými vektorovými prostory je tedy matice A tohoto
zobrazení podle de�nice v první kapitole rovna reprezentaci [FA]KmKn zobrazení FA
vzhledem ke kanonickým bázím.

P°íklad 11. Uvaºujme zobrazení g : P 2(x,R)→ P 1(x,R), g(p(x)) = d
dxp(x),

a báze B = {1, x, x2} ⊂ P 2(x,R), C = {1, x} ⊂ P 1(x,R). Reprezentace obecného
prvku prostoru P 2(x,R) vzhledem k bázi B je

[ax2 + bx+ c]B =

cb
a


Obrazy prvk· báze B (£ili derivace monom·) jsou

g(1) = 0, g(x) = 1, g(x2) = 2x

a jejich reprezentace vzhledem k bázi C jsou

[g(1)]C =

(
0
0

)
, [g(x)]C =

(
1
0

)
, [g(x2)]C =

(
0
2

)
,

tedy reprezentace g vzhledem k B a C je [g]CB =

(
0 1 0
0 0 2

)
.

P°íklad 12. Uvaºujme lineární zobrazení FA : R2 → R3, dané p°edpisem(
x1
x2

)
7→

 1 1
1 0
−2 1

(x1
x2

)
≡ Ax

Pokud Kn ozna£uje kanonickou bázi v Fn, pak [FA]K3

K2
= A. Zvolme jiné báze neº

kanonické: B = ((1, 2)T , (1, 3)T ), C = ((1, 1, 0)T , (1, 0, 0)T , (1, 0, 1)T ). Ur£íme

FA

((
1
2

))
=

3
1
0

 , FA

((
1
3

))
=

4
1
1
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Zbývá najít reprezentaci obou vektor· vzhledem k C 1 1 1 3 4
1 0 0 1 1
0 0 1 0 1

 ∼
 1 0 0 1 1

0 1 0 2 2
0 0 1 0 1

⇒ [FA]CB =

1 1
2 2
0 1


Tvrzení 25. Nech´ V , W jsou dva vektorové prostory nad F, f : V → W

lineární zobrazení, B báze V , C báze W , v ∈ V . Pak
[f(v)]C = [f ]CB [v]B

.

D·kaz. Ozna£meB = (v1, . . . , vn) a zapi²me v =
∑n
i=1 rivi, kde (r1, . . . , rn)T =

[v]B , pak

[f(v)]C =

[
n∑
i=1

rif(vi)

]C
=

n∑
i=1

ri[f(vi)]
C = [f ]CB [v]B

Nejprve jsme vyuºili linearitu f , pak linearitu [ ]C a nakonec de�nici sou£inu matice
a vektoru. �

Bijektivní lineární zobrazení se nazývá izomor�smus. S tímto pojmem jsme se
setkali uº v kapitole 3, a ve v¥t¥ 4 jsme ukázali, ºe FA je izomor�smus, práv¥ kdyº
A je regulární matice. To se dá snadno zobecnit. Nejprve ale pot°ebujeme dokázat
n¥které vlastnosti izomor�sm·:

Tvrzení 26. Nech´ V,W jsou vektorové prostory nad F, f : V → W je izo-
mor�smus a (v1, . . . , vn) je posloupnost vektor· ve V . Pak

(1) (v1, . . . , vn) je lineárn¥ nezávislá, práv¥ kdyº (f(v1), . . . , f(vn)) je lineárn¥
nezávislá.

(2) (v1, . . . , vn) generuje V , práv¥ kdyº (f(v1), . . . , f(vn)) generuje W .
(3) (v1, . . . , vn) je báze V , práv¥ kdyº (f(v1), . . . , f(vn)) je báze W .

D·kaz. Ozna£me oV nulový vektor ve V a oW nulový vektor ve W . Pokud∑n
i=1 rivi = oV , pak i

∑n
i=1 rif(vi) = oW . Je-li tedy (f(v1), . . . , f(vk)) lineárn¥

nezávislá, musí být v²echna ri = 0, tedy (v1, . . . , vk) je také lineárn¥ nezávislá. Nech´
naopak

∑n
i=1 rif(vi) = oW , pak z linearity zobrazení f plyne f(

∑n
i=1 rivi) = oW .

Protoºe také f(oV ) = oW a f je prosté, musí být
∑n
i=1 rivi = oV . Je-li (v1, . . . , vn)

lineárn¥ nezávislá, znamená to, ºe v²echna ri jsou nulová, tedy i (f(v1), . . . , f(vn)) je
lineárn¥ nezávislá. Tím jsme ukázali op¥ implikace, které dohromady dávají tvrzení
v prvním bod¥.

Protoºe f je na, existuje ke kaºdému w ∈W vektor v ∈ V takový, ºe f(v) = w.
Pokud (v1, . . . , vn) generuje V , pak existují ri taková, ºe v =

∑n
i=1 rivi. Pak ale

z linearity dostáváme, ºe w =
∑n
i=1 rif(vi), tedy (f(v1), . . . , f(vn)) generuje W .

Naopak, je-li v ∈ V , w = f(v) a w =
∑n
i=1 rif(vi), pak z linearity f(v−

∑n
i=1 rivi) =

oW . Protoºe f je prosté, znamená to, ºe v =
∑n
i=1 rivi, tedy (v1, . . . , vn) generuje

V . Tím je dokázán druhý bod.
T°etí bod plyne z prvního a druhého. �

D·sledek 5. Nech´ V , W jsou dva vektorové prostory nad F a f : V →W je
izomor�smus. Pak dimV = dimW .

D·kaz. Ze t°etího bodu tvrzení 26 plyne, ºe pokud je ve V nebo veW kone£ná
báze, pak je v druhém z prostor· také kone£ná báze o stejném po£tu prvk·. Pokud
ani v jednom z prostor· kone£ná báze není, pak dimV = dimW =∞. �

Tvrzení 27. Nech´ V , W jsou dva vektorové prostory nad F kone£né dimenze,
f : V →W lineární zobrazení. Pak jsou následující výroky ekvivalentní:
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(1) f je izomor�smus
(2) Pro v²echny dvojice bází B ⊂ V , C ⊂W je [f ]CB regulární
(3) Pro n¥kterou dvojici bází je B ⊂ V , C ⊂W je [f ]CB regulární

D·kaz. Pokud je f izomor�smus, pak je to i prosté zobrazení, platí tedy f(v) =
oW pouze pro v = oV . Zvolme báziB ∈ V a C ∈W , pak z d·sledku 5 plyne, ºe po£et
prvk· B a C je stejný, ozna£me jej n. Platí f(v) = oW práv¥ kdyº [f(v)]C = o ∈ Fm
a v = oV práv¥ kdyº [v]B = o ∈ Fn. Tedy [f(v)]C ≡ [f ]CB [v]B = o, práv¥ kdyº
[v]B = o, neboli Ker[f ]CB = 0. Protoºe matice [f ]CB je £tvercová, plyne z toho na
základ¥ tvrzení 4, ºe je i regulární. Tím je dokázána implikace 1 ⇒ 2. Implikace
2 ⇒ 3 je z°ejmá, zbývá dokázat 3 ⇒ 1. Pokud [f ]CB je regulární matice z Fn×n,
pak z tvrzení 4 vyplývá Ker[f ]CB = 0 a Im[f ]CB = Fn. Z první vlastnosti plyne, ºe
[f(v)]C = o, práv¥ kdyº [v]B = o, tedy f(v) = oW práv¥ kdyº v = oV , tedy f je
prosté. Z druhé víme, ºe ke kaºdému y ∈ Fn existuje x ∈ Fn takový, ºe y = [f ]CBx.
Protoºe ke kaºdému x existuje v ∈ V takový, ºe x = [v]B , plyne z toho, ºe pro
kaºdý y ∈ Fn existuje v ∈ V takové, ºe [f(v)]C = y. Pokud y = [w]C pro n¥jaký
w ∈ W , pak [f(v)]C = [w]C a tedy i f(v) = w. Zobrazení f je tudíº nejen prosté,
ale také na, je to tedy izomor�smus. �

Aplikujme tvrzení 26 na [ ]B : V → Fn:

D·sledek 6. Nech´ (v1, . . . , vk) je posloupnost vektor· ve vektorovém prostoru
V dimenze n a B je báze V . Pak

(1) (v1, . . . , vk) je LN, práv¥ kdyº ([v1]B , . . . , [vk]B) je LN.
(2) (v1, . . . , vk) generuje V , práv¥ kdyº ([v1]B , . . . , [vk]B) generuje Fn.
(3) (v1, . . . , vk) je báze V , práv¥ kdyº ([v1]B , . . . , [vk]B) báze Fn.

Tento d·sledek nám umoº¬uje p°evést mnoho výpo£t· na hledání hodnosti
n¥jaké matice. Nap°íklad

{x2 + x+ 1, x2 + 2x− 1, 2x2 − 5x+ 3} je LN⇔
1

1
1

 ,

 1
2
−1

 ,

 2
−5
3

 je LN⇔ rank

1 1 1
1 2 −1
2 −5 3

 = 3

Definice 24. Nech´ f : V →W je lineární zobrazení. Pak mnoºina

Ker f = {v ∈ V |f(v) = o}

se nazývá jádro zobrazení f a mnoºina

Im f = {w ∈W |∃v ∈ V : f(v) = w}

se nazývá obraz zobrazení f .

De�nice je stejná, jako jsme m¥li pro jádro a obraz zobrazení mezi aritmetic-
kými vektorovými prostory. Víme uº, ºe tam je KerFA = KerA, tedy mnoºina
v²ech °e²ení homogenní SLR s maticí A, a ImFA = ImA, tedy sloupcový prostor
matice A.

PokudM je mnoºina vektor· z V , zavedeme ozna£ení f(M) pro mnoºinu v²ech
obraz· mnoºiny M v zobrazení f . Speciáln¥ [M ]B je mnoºina reprezentací v²ech
vektor· z M vzhledem k bázi B.

Tvrzení 28. Nech´ f : V →W je lineární zobrazení, B = (v1, . . . , vn) báze V ,
C = (w1, . . . , wm) báze W . Pak

[Ker f ]B = Ker[f ]CB , [Im f ]C = Im[f ]CB
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D·kaz. Platí x ∈ [Ker f ]B , práv¥ kdyº v :=
∑n
i=1 xivi ∈ Ker f . To zase na-

stává práv¥ kdyº f(v) = oW , coº je ekvivalentní s [f(v)]C = o neboli [f ]CB [v]B = o.
Protoºe x = [v]B , je tím dokázána první £ást tvrzení.

Vektor y pat°í do [Im f ]C , práv¥ kdyº existuje v ∈ V takový, ºe [f(v)]C = y.
Protoºe [f(v)]C = [f ]CB [v]B , znamená to rovn¥º, ºe y ∈ Im[f ]CB . Tím je dokázána
druhá £ást tvrzení. �

Bude-li zobrazení f ve vztahu [f(v)]C = [f ]CB [v]B identita Id : V → V , dostá-
váme z n¥j rovnost

[v]C = [Id]CB [v]B ,

která vyjad°uje reprezentaci vektoru v vzhledem k bázi C pomocí reprezentace
téhoº vektoru vzhledem k bázi B.

Definice 25. Nech´ V je vektorový prostor nad F dimenze n, B,C jsou báze
V . Matice [Id]CB ∈ Fn×n se nazývá matice p°echodu od báze C k bázi B.

Protoºe Id je izomor�smus, je podle tvrzení 27 [Id]CB regulární matice. Ze vztahu
[v]B = [Id]BC [v]C vzniklého vým¥nou bází dostáváme, ºe ∀v ∈ V platí

[v]B = [Id]BC [Id]CB [v]B

Pokud do první rovnosti dosadíme za vektor v i-tý prvek báze B, máme na levé
stran¥ vektor ei a na pravé i-tý sloupec matice [Id]BC [Id]CB . Ta je tudíº rovna jednot-
kové matici E. Z posledního bodu tvrzení 4 pak plyne, ºe [Id]CB je regulární matice
a [Id]BC je k ní matice inverzní.

P°íklad 13. Spo£t¥me matici p°echodu od báze C = {(0, 1), (−1, 1)} k bázi
B = {(1, 2), (1, 3)} v R2. Zobrazíme pomocí Id prvky B a hledáme jejich reprezen-
taci vzhledem k C, tj. °e²íme(

0 −1 1 1
1 1 2 3

)
∼
(

1 0 3 4
0 1 −1 −1

)
Hledaná matice p°echodu je tedy [Id]CB =

(
3 4
−1 −1

)
. Otestujme p°íkladem:

reprezentace vektoru v =

(
1
2

)
jsou

[v]C =

(
3
−1

)
, [v]B =

(
1
0

)
a skute£n¥ platí

[Id]CB [v]B =

(
3 4
−1 −1

)(
1
0

)
=

(
3
−1

)
= [v]C





KAPITOLA 8

Lineární zobrazení

Nech´ V,W jsou vektorové prostory nad F. V p°edchozí kapitole jsme de�novali
lineární zobrazení f : V → W a dva podprostory s ním spojené, jádro Ker f ≤ V
a obraz Im f ≤ W . Lineární zobrazení mezi dv¥ma vektorovými prostory kone£né
dimenze je moºné reprezentovat maticí [f ]CB , kde B je n¥jaká báze V a C je n¥jaká
bázeW . Jádro a obraz zobrazení f je moºné vyjád°it pomocí jádra a obrazu matice
[f ]CB .

Uvaºujme nyní dal²í lineární zobrazení g : V → W . Sou£et zobrazení f a g je
zobrazení f + g : V →W de�nované p°edpisem

∀v ∈ V : (f + g)(v) := f(v) + g(v)

Pro r ∈ F je r-násobek f zobrazení rf : V →W de�nované

∀v ∈ V : (rf)(v) := rf(v)

Snadno se ov¥°í, ºe jak f + g, tak rf jsou také lineární zobrazení.

Tvrzení 29. Nech´ V,W jsou vektorové prostory kone£né dimenze nad F, B
je báze V , C je báze W , f, g : V →W lineární zobrazení, r ∈ F. Pak

[f + g]CB = [f ]CB + [g]CB , [rf ]CB = r[f ]CB

D·kaz. Nech´ B = (v1, . . . , vn). Pak z de�nic plyne

[f + g]CB = ([(f + g)(v1)]C | . . . | [(f + g)(vn)]C)

= ([f(v1) + g(v1)]C | . . . | [f(vn) + g(vn)]C)

= ([f(v1)]C + [g(v1)]C | . . . | [f(vn)]C + [g(vn)]C) = [f ]CB + [g]CB

Podobn¥
[rf ]CB = ([rf(v1)]C | . . . | [rf(vn)]C) = r[f ]CB

�

Je-li U dal²í vektorový prostor nad F a h : U → V lineární zobrazení, pak lze
op¥t jednodu²e ov¥°it, ºe sloºené zobrazení f ◦ h : U →W je také lineární.

Tvrzení 30. Nech´ U, V,W jsou vektorové prostory kone£né dimenze nad F,
D je báze U , B je báze V , C je báze W , f : V →W , h : U → V lineární zobrazení.
Pak

[f ◦ h]CD = [f ]CB [h]BD

D·kaz. Nech´ D = (u1, . . . , up), u ∈ U . Pak

[(f ◦ h)(u)]C = [f(h(u))]C = [f ]CB [h(u)]B = [f ]CB [h]BD [u]D

Dosadíme-li za vektor u i-tý prvek báze D, dostáváme, ºe i-tý sloupec matice
[f ]CB [h]BD je roven [(f ◦ h)(ui)]

C , tedy i-tému sloupci matice [f ◦ h]CD. �

Jinými slovy reprezentace sloºeného zobrazení f ◦ h je rovna sou£inu matic re-
prezentujících f a h. Speciáln¥ odtud plyne transforma£ní formule pro reprezentaci
lineárního zobrazení:

51



52 8. LINEÁRNÍ ZOBRAZENÍ

Tvrzení 31. Nech´ V,W jsou vektorové prostory kone£né dimenze nad F, B,B′
jsou báze V , C,C ′ jsou báze W , f : V →W . Pak

[f ]C
′

B′ = [Id]C
′

C [f ]CB [Id]BB′

D·kaz. Sta£í pouºít tvrzení 30 na sloºení t°í lineárních zobrazení Id ◦f ◦ Id:

[f ]C
′

B′ = [Id ◦f ◦ Id]C
′

B′ = [Id]C
′

C [f ]CB [Id]BB′ ,

�

P°íklad 14. V minulé kapitole jsme m¥li zobrazení F : R2 → R3 s reprezen-
tacemi

[F ]K3

K2
=

 1 1
1 0
−2 1

 , [F ]CB =

1 1
2 2
0 1

 ,

kde B = ((1, 2)T , (1, 3)T ), C = ((1, 1, 0)T , (1, 0, 0)T , (1, 0, 1)T ). Protoºe

[Id]K3

C =

1 1 1
1 0 0
0 0 1

 , [Id]BK2
=
(

[Id]K2

B

)−1
=

(
3 −1
−2 1

)
,

m·ºeme ov¥°it [Id]K3

C [F ]CB [Id]BK2
= [F ]K3

K2
dosazením:1 1 1

1 0 0
0 0 1

1 1
2 2
0 1

( 3 −1
−2 1

)
=

 1 1
1 0
−2 1


Lineárnímu zobrazení f : V → W se °íká také homomor�smus vektorových

prostor· V aW . Zobrazení, pro které V = W , tedy se stejným zdrojovým a cílovým
prostorem, se nazývá endomor�smus vektorového prostoru V . Pokud B,B′ jsou dv¥
báze V , ozna£me

• R := [Id]BB′ matici p°echodu od B k B′

• A := [f ]BB matici endomor�smu vzhledem k bázi B.
• A′ := [f ]B

′

B′ matici endomor�smu vzhledem k bázi B′.
Pak dostáváme transforma£ní formuli pro matici endomor�smu:

A′ = [f ]B
′

B′ = [Id]B
′

B [f ]BB [Id]BB′ = R−1AR

Dv¥ matice A′, A, pro n¥º existuje regulární matice R taková, ºe A′ = R−1AR, se
nazývají podobné. Podobnost je relace ekvivalence. Charakterizovat t°ídy této ekvi-
valence, a tedy um¥t poznat, zda jsou dv¥ matice podobné, se nau£íme v kapitole
o Jordanov¥ tvaru.

P°ipome¬me z minula, ºe izomor�smus je bijektivní lineární zobrazení. Slo-
ºením dvou izomor�sm· je op¥t izomor�smus. Inverzní zobrazení k izomor�smu
f : V → W díky bijektivit¥ existuje a je také bijektivní. Abychom ukázali jeho
linearitu, de�nujme pro n¥jaké w1, w2 ∈ W vektory v1 = f−1(w1) a v2 = f−1(w2).
Pak pro r, s ∈ F

f(rv1 + sv2) = rf(v1) + sf(v2) = rw1 + sw2, tedy

f−1(rw1 + sw2) = rv1 + sv2 = rf−1(w1) + sf−1(w2).

Dva vektorové prostory, mezi nimiº existuje izomor�smus, se nazývají izomorfní.
Izomorfnost je relace ekvivalence vektorových prostor·. Uº v d·sledku 5 jsme uká-
zali, ºe izomorfní vektorové prostory mají stejnou dimenzi. V následující v¥t¥ uká-
ºeme, ºe pro vektorové prostory kone£né dimenze platí i opa£ná implikace.

V¥ta 7. Dva vektorové prostory V,W nad F kone£né dimenze jsou izomorfní,
práv¥ kdyº mají stejnou dimenzi.
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D·kaz. Pokud dimV = dimW =: n, pak zvolme bázi B ve V , bázi C ve W a
ozna£me

g := [ ]B : V → Fn

h := [ ]C : W → Fn

Protoºe g i h jsou izomor�smy, jsou izomor�smem i zobrazení

h−1 : Fn →W

h−1 ◦ g : V →W

Tedy V a W jsou izomorfní. �

Nech´ V,W jsou dva vektorové prostory nad F. Mnoºina v²ech homomor�sm·
z V do W je vektorový prostor s operacemi sou£tu homomor�sm· a násobení ho-
momor�smu skalárem z F, zna£í se Hom(V,W ). Ov¥°ení, ºe je spln¥na de�nice 11
necháváme na £tená°i.

V¥ta 8. Pokud dimV = n a dimW = m, pak dim Hom(V,W ) = mn.

D·kaz. Zvolme ve V bázi B a v W bázi C. Zobrazení

[ ]CB : Hom(V,W )→ Fm×n,
které p°i°azuje homomor�smu f jeho reprezentaci [f ]CB , je lineární a bijektivní, tedy
izomor�smus. Protoºe prostor Fm×n má bázi nap°íklad {Eij |i ∈ {1, . . . ,m}, j ∈
{1, . . . , n} o mn prvcích, je dimFm×n = mn a tedy také dim Hom(V,W ) = mn. �

Vektorový prostor v²ech endomor�sm· prostoru V se místo Hom(V, V ) £ast¥ji
zna£í symbolem End(V ), dim End(V ) = n2. Prostý homomor�smus se ozna£uje
slovem monomor�smus, pokud je na, pak mu °íkáme epimor�smus.

V¥ta 9 (O zadání homomor�smu hodnotami na bázi). Nech´ V,W jsou vek-
torové prostory nad F, B = (v1, . . . , vn) je báze V a M = (w1, . . . , wn) posloupnost
vektor· ve W . Pak existuje práv¥ jeden f ∈ Hom(V,W ) takový, ºe

f(v1) = w1, f(v2) = w2, . . . , f(vn) = wn

Navíc f je monomor�smus, práv¥ kdyºM je lineárn¥ nezávislá a f je epimor�smus,
práv¥ kdyº M generuje W .

D·kaz. Je-li v ∈ V , x := [v]B , pak de�nujme f(v) :=
∑n
i=1 xiwi. D·kaz, ºe

f je homomor�smus ♣, stejn¥ tak d·kaz jednozna£nosti a ekvivalentní podmínky
mono-/epimor�smu. �

V následující v¥t¥ nemusíme p°edpokládat, ºe vektorové prostory mají kone£-
nou dimenzi.

V¥ta 10. Nech´ U, V,W jsou vektorové prostory nad F, f ∈ Hom(V,W ), g ∈
Hom(U, V ). Platí

(1) f je monomor�smus, práv¥ kdyº Ker f = 0
(2) f je epimor�smus, práv¥ kdyº Im f = W
(3) Jsou-li f, g monomor�smy, pak je f ◦ g monomor�smus.
(4) Jsou-li f, g epimor�smy, pak je f ◦ g epimor�smus.
(5) Je-li f ◦ g monomor�smus, je g monomor�smus.
(6) Je-li f ◦ g epimor�smus, je f epimor�smus.

D·kaz. Pokud pro v1, v2 ∈ V platí f(v1) = f(v2), je f(v1 − v2) = oW a tedy
v1 − v2 ∈ Ker f . Tedy Ker f = 0 znamená, ºe v1 = v2, £ili f je monomor�smus.
Naopak pokud f je monomor�smus, nem·ºe být vzorem oW jiný vektor neº oV ,
tedy Ker f = 0. Tím jsme ov¥°ili první bod, druhý plyne z de�nic.
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Pokud f je monomor�smus a f(g(v)) = oW , pak g(v) = oV , a je-li i g mo-
nomor�smus, musí být v = oU . S vyuºitím prvního bodu odtud plyne t°etí bod.
Podobn¥, je-li w ∈W a f je epimor�smus, pak existuje v ∈ V takový, ºe f(v) = w.
Je-li g epimor�smus, pak existuje u ∈ U takový, ºe g(u) = v. Celkov¥ tedy pro
kaºdý w ∈W existuje u ∈ U takový, ºe (f ◦ g)(u) = w, £ímº je dokázán £tvrtý bod.

Pro pátý bod si sta£í uv¥domit, ºe pokud g není monomor�smus, tedy dle
prvního bodu existuje nenulový u ∈ U takový, ºe g(u) = oV , pak i (f ◦ g)(u) = oW ,
tedy i f ◦ g má nenulové jádro. Podobn¥ ²estý bod vyplývá z toho, ºe vektor, který
není v obrazu f , nem·ºe být ani v obrazu f ◦ g. �

V¥ta 11 (O dimenzi jádra a obrazu). Nech´ V,W jsou vektorové prostory nad
F, dimV = n, f ∈ Hom(V,W ). Pak

dim Ker f + dim Im f = n

D·kaz. Argumentace je jednodu²²í, pokud p°edpokládáme, ºe dimW < ∞.
Zvolíme-li bázi B ve V a bázi C ve W , pak

dim Ker f = dim[Ker f ]B = dim Ker[f ]CB

dim Im f = dim[Im f ]C = dim Im[f ]CB

Protoºe n je rovno po£tu sloupc· matice [f ]CB , plyne tvrzení z v¥ty o hodnosti a
nulit¥ pro tuto matici. �

Dimenzi Ker f nazýváme nulitou homomor�smu f , zna£íme n(f). Dimenzi Im f
nazýváme hodností homomor�smu f , zna£íme rank(f). P°edchozí v¥ta se tedy dá
nazývat i v¥tou o hodnosti a nulit¥ homomor�smu. Plyne z ní

Tvrzení 32. Nech´ V je vektorový prostor nad F kone£né dimenze, f ∈ End(V ).
Je-li f mono- nebo epimor�smus, pak uº musí být i izomor�smem.

D·kaz. Pokud f je monomor�smus, je Ker f = 0, tedy n(f) = 0. Pak ale
rank(f) = n, tedy dim Im f = dimV . Musí být proto Im f = V , neboli f je epi-
mor�smus a tudíº i izomor�smus. Pokud f je epimor�smus, má d·kaz tytéº kroky,
jen v opa£ném po°adí. �

Izomor�smus f ∈ End(V ) se nazývá automor�smem prostoru V .



KAPITOLA 9

Determinant

V první kapitole jsme se dotkli souvislosti vektorového spu£inu a ur£ení objemu
rovnob¥ºníka a rovnob¥ºnost¥nu. Ve cvi£ení 1 jsme zavedli veli£inu

V (x,y, z) := (x× y).z ≡
3∑
i=1

3∑
j=1

3∑
k=1

εijkxiyjzk,

ur£enou trojicí vektor· x,y, z ∈ R3. Ukázali jsme, ºe její absolutní hodnota udává
objem rovnob¥ºnost¥nu ur£eného vektory x,y, z ∈ R3. D·kaz byl zaloºen na tom,
ºe zobrazení V : R3 × R3 × R3 → R má následující vlastnosti:

(1) V (rx1 + sx2,y, z) = rV (x1,y, z) + sV (x2,y, z)
(2) V (x,y, z) = −V (y,x, z) = V (y, z,x)
(3) V (e1, e2, e3) = 1

První vlastnost, linearita, je hned vid¥t z de�nice V . Druhá vyplývá z toho, ºe
εijk = −εjik = εjki pro v²echny moºné trojice index· i, j, k ∈ {1, 2, 3}. Pokud
zobrazení p°i vým¥n¥ prom¥nných v n¥jaké dvojici argument· zm¥ní znaménko,
°íkáme, ºe je v této dvojici argument· antisymetrické. Je-li antisymetrické v kaºdé
dvojici argument·, °íkáme, ºe je úpln¥ antisymetrické. Poslední vlastnost platí,
protoºe ε123 = 1. Z druhé vlastnosti plyne linearita i ve 2. a 3. argumentu a také,
ºe V (x,y, z) = 0, kdykoli se n¥které dva vektory z x,y, z rovnají.

Není t¥ºké si rozmyslet, ºe zobrazení V je t¥mito t°emi vlastnostmi ur£eno
jednozna£n¥. Chvíli p°edstírejme, ºe de�nici V neznáme, a pouºívejme jen vlastnosti
a jejich d·sledky. Pak

V (x,y, z) = V (x1e1 + x2e2 + x3e3, y1e1 + y2e2 + y3e3, z1e1 + z2e2 + z3e3)

=

3∑
i=1

3∑
j=1

3∑
k=1

xiyjzkV (ei, ej , ek)

= x1y2z3V (e1, e2, e3) + x1y3z2V (e1, e3, e2) + x2y1z3V (e2, e1, e3)

+ x2y3z1V (e2, e3, e1) + x3y1z2V (e3, e1, e2) + x3y2z1V (e3, e2, e1)

= x1y2z3 − x1y3z2 − x2y1z3 + x2y3z1 + x3y1z2 − x3y2z1
Druhá rovnost je d·sledkem linearity ve v²ech t°ech argumentech, ve t°etí jsme z
3.3.3 = 27 s£ítanc· vynechali 21, které jsou nulové, protoºe se do n¥jaké dvojice
argument· dosazují dva stejné vektory. Nakonec vyuºíváme druhé a t°etí vlast-
nosti. Výsledné vyjád°ení V (x,y, z) se shoduje s jeho de�nicí pomocí vektorového
a skalárního sou£inu.

V této kapitole zobecníme V do libovolné dimenze n, tedy na zobrazení

V : Rn × . . .× Rn︸ ︷︷ ︸
n

→ R

Jednou z cest by bylo poºadovat op¥t linearitu v kaºdém argumentu, antisymetrii
v kaºdé dvojici argument· a V (e1, . . . , en) = 1. Tím bychom získali jednozna£né
vyjád°ení V (x1, . . . ,xn) pomocí sloºek vektor· xi, a znaménka v tomto vyjád°ení by
de�novala hodnoty εi1...in . Zobecn¥né vlastnosti (1),(2) a (3) pak zaru£ují, ºe je V
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rozumným vyjád°ením objemu rovnob¥ºnost¥nu de�novaného vektory x1, . . . ,xn.
My se vydáme opa£nou cestou: nejprve zobecníme veli£inu εijk a vlastnosti (1),(2)
a (3) a s nimi i souvislost s objemem získáme jako d·sledky.

1. Permutace

Uvaºujme n¥jakou kone£nou mnoºinu, nap°íklad M = {1, 2, . . . , n}, a mnoºinu
v²ech bijektivních zobrazení zM doM . Pak tato mnoºina s operací skládání zobra-
zení spl¬uje de�nici 9 a je to tedy grupa. Neutrální prvek této grupy, tedy zobrazení
identita na M , zna£íme id.

Definice 26. Grupa v²ech bijektivních zobrazení mnoºiny {1, 2, . . . , n} do sebe
s operací skládání se nazývá symetrická grupa a zna£í se Sn. Její prvky se nazývají
permutace.

Dva základní zp·soby zápisu permutace si m·ºeme ukázat na p°íkladu

π := 1
##

2
&&

3
((

4ff 5ff 6:: 7ff ≡
(

1 2 3 4 5 6 7
3 5 7 1 2 6 4

)
V tabulkovém zápisu je kaºdý sloupec tvo°en dvojicí vzor, obraz, tedy nap°íklad
π(4) = 1. �ipkový zápis m·ºeme p°epsat jako

1 // 3
��

2

yy

6 ZZ

4

OO

7oo 5

99

Definice 27. Nech´ π ∈ Sn. Prvek i ∈ {1, . . . , n} nazýváme samodruºný,
pakliºe π(i) = i. Permutaci π nazýváme cyklus délky k, pokud existuje posloupnost
(i1, . . . , ik) z {1, . . . , n} taková, ºe pro v²echna j ∈ {1, . . . , k − 1} je π(ij) = ij+1 a
π(ik) = i1, a ºe v²echny prvky {1, . . . , n} mimo tuto posloupnost jsou samodruºné.
Cyklus délky 2 nazýváme transpozice.

V pojmosloví i v zápise bývá b¥ºné ztotoº¬ovat cyklus délky alespo¬ 2 s p°í-
slu²nou posloupností nesamodruºných prvk·. Cykly jsou nezávislé, pokud tyto po-
sloupnosti neobsahují ºádný spole£ný prvek. Permutaci π z p°íkladu pak m·ºeme
zapsat jako (1374)(25), tedy jako rozklad na nezávislé cykly délky alespo¬ 2, nebo
jako (1374)(25)(6), pokud vypí²eme i samodruºné prvky coby cykly délky 1. Je
snadné si rozmyslet, ºe takový rozklad má kaºdá permutace a ºe je ur£en jedno-
zna£n¥. M·ºeme ho chápat bu¤ jako mnoºinu cykl· v permutaci se vyskytujících,
nebo jako sloºení p°íslu²ných permutací, v p°íkladu (1374) ◦ (25).

Permutace obecn¥ nekomutují, to je vid¥t t°eba na p°íkladu transpozic z S3

(12) ◦ (13) =

(
1 2 3
2 1 3

)
◦
(

1 2 3
3 2 1

)
=

(
1 2 3
3 1 2

)
= (132)

(13) ◦ (12) =

(
1 2 3
3 2 1

)
◦
(

1 2 3
2 1 3

)
=

(
1 2 3
2 3 1

)
= (123)

Pokud ale skládáme nezávislé cykly, na po°adí nezáleºí, permutaci π tedy lze zapsat
i jako (25) ◦ (1374).

Podobn¥ jako jsme zapsali cyklus (i1, i2, i3) délky 3 jako sloºení dvou transpozic
(i1, i3) ◦ (i1, i2), m·ºeme obecný cyklus délky k zapsat jako

(i1, i2, . . . , ik) = (i1, ik) ◦ (i1, i2, . . . , ik−1) = . . . = (i1, ik) ◦ (i1, ik−1) ◦ . . . ◦ (i1, i2),

tedy jako sloºení k − 1 transpozic. Takových rozklad· je mnoho, nap°íklad

(1374) = (14) ◦ (17) ◦ (13) = (13) ◦ (37) ◦ (74) = (47) ◦ (43) ◦ (41) = . . .
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Kaºdou permutaci tedy umíme zapsat jako sloºení transpozic, nap° π = (14)◦(17)◦
(13)◦ (25). Budeme chtít na základ¥ takového rozkladu p°i°adit permutaci hodnotu
+1 nebo −1, které bude odpovídat hodnot¥ εijk z úvodu kapitoly.

Lemma 4. Je-li π ∈ Sn permutace a (ij) ∈ Sn transpozice, pak ozna£me p,
resp. q po£et cykl· sudé délky v rozkladu permutace π, resp. π ◦ (ij) na nezávislé
cykly. Pak |p− q| = 1.

D·kaz. Rozebereme dva p°ípady. Pokud jsou i, j sou£ástí dvou r·zných ne-
závislých cykl· v rozkladu π, zapi²me tyto cykly jako (i, i2, . . . , ir) a (j, j2, . . . , js),
r, s ∈ N. Pak

(i, i2, . . . , ir) ◦ (j, j2, . . . , js) ◦ (ij) = (i, j2, . . . , js, j, i2, . . . , ir)

Tedy ze dvou cykl· délek r, s vznikl jeden cyklus délky r + s. Ostatní cykly v
rozkladu π se sloºením s (ij) nem¥ní. Jsou-li r, s ob¥ sudá, je i r + s sudé. Je-li
práv¥ jedno z r, s liché, je r+s liché. V obou p°ípadech po£et cykl· sudé délky klesl
o 1. Jsou-li r, s ob¥ lichá, je r + s sudé a po£et cykl· sudé délky vzrostl o 1. Tedy
p a q se li²í vºdy o 1.

Jsou-li naopak i, j sou£ástí téhoº cyklu v π, pak pro tento cyklus platí

(i, j2, . . . , js, j, i2, . . . , ir) ◦ (ij) = (i, i2, . . . , ir) ◦ (j, j2, . . . , js)

a m·ºeme pouºít tytéº úvahy jako v p°edchozím p°ípad¥. �

Definice 28. Nech´ π ∈ Sn je permutace a π1, . . . , πk ∈ Sn jsou transpozice
takové, ºe π = π1 ◦ π2 ◦ . . . ◦ πk. Pak de�nujeme znaménko permutace π jako
sgnπ := (−1)k. Pokud sgnπ = +1, mluvíme o sudé permutaci, pokud sgnπ = −1,
je π lichá permutace.

Permutaci π lze zapsat jako sloºení transpozic mnoha zp·soby. To, ºe v²echny
vedou ke stejné hodnot¥ znaménka, a tedy ºe je de�nice korektní, lze ukázat s
pomocí lemmatu 4. Protoºe π1 obsahuje práv¥ jeden cyklus sudé délky a sloºení s
transpozicí podle lemmatu m¥ní po£et cykl· sudé délky práv¥ o 1, nahoru, £i dol·,
je parita (sudost £i lichost) po£tu cykl· sudé délky π stejná jako parita £ísla k. To
ale bude platit pro jakýkoli jiný zápis π jako sloºení transpozic π′1 ◦ . . . ◦ π′l, tedy
parita £ísla l je stejná jako parita k.

D·sledek 7. Nech´ π, ρ ∈ Sn a p je po£et cykl· sudé délky v rozkladu permutace
π na nezávislé cykly.

(1) sgnπ = (−1)p.
(2) sgn(π ◦ ρ) = sgnπ sgn ρ
(3) sgnπ−1 = sgnπ

P°íklad 15. Grupa S3 obsahuje 3! = 6 prvk·: identitu, t°i transpozice a dva
cykly délky 3. Jejich znaménka jsou

sgn id = +1 sgn(12) = −1 sgn(123) = 1

sgn(13) = −1 sgn(23) = −1 sgn(132) = 1

Pokud de�nujeme επ(1)π(2)π(3) := sgnπ a εijk = 0 jindy, dostáváme p°esn¥ veli£inu
ε z de�nice zobrazení V .

2. Determinant a jeho výpo£et

Definice 29. Nech´ A ∈ Fn×n. Determinantem matice A rozumíme £íslo

detA :=
∑
π∈Sn

sgnπ a1π(1)a2π(2) . . . anπ(n)
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Determinant n × n matice je tedy sou£et n! s£ítanc·, z nichº kaºdý je aº na
znaménko sou£inem n-tice element· matice, z nichº ºádné dva neleºí ve stejném
°ádku ani sloupci. Pro 2× 2 a 3× 3 matice lze de�nici pouºít p°ímo k výpo£tu:

det

(
a11 a12
a21 a22

)
= sgn id a11a22 + sgn(12)a12a21

= a11a22 − a12a21

det

a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

 = a11a22a33 + a12a23a31 + a13a21a32

− a11a23a32 − a13a22a31 − a12a21a33
Pro n > 3 je uº po£et pot°ebných operací neprakticky vysoký. D·leºitý speciální
p°ípad je dolní trojúhelníková matice, v níº aij = 0 pro i < j. Pro kaºdou per-
mutaci π 6= id platí, ºe π(i) > i pro nejmen²í prvek {1, . . . , n}, který není v·£i
π samodruºný. Pak ale ze s£ítanc· v de�nici determinantu zbyde jen ten první
a11a22 . . . ann, ostatní obsahují vºdy alespo¬ jeden £initel aiπ(i) rovný nule. Stejn¥
tak i determinant horní trojúhelníkové matice je roven sou£inu jejích diagonálních
prvk·. Plyne to i z následující v¥ty:

V¥ta 12. Nech´ A ∈ Fn×n. Pak detA = detAT .

D·kaz. Kaºdá permutace π má k sob¥ jednozna£n¥ p°i°azenou permutaci in-
verzní ρ := π−1, v de�nici determinantu tedy m·ºeme s£ítat i p°es ni:

detA =
∑
π∈Sn

sgn(π)a1π(1)a2π(2) . . . anπ(n)

=
∑
ρ∈Sn

sgn(ρ−1)a1ρ−1(1)a2ρ−1(2) . . . anρ−1(n)

Z d·sledku 7 víme, ºe sgn ρ = sgn ρ−1. Mnoºina uspo°ádaných dvojic {(1, ρ−1(1)),
(2, ρ−1(2)), . . . , (n, ρ−1(n))} obsahuje tytéº prvky jako mnoºina {(ρ(1), 1), (ρ(2), 2),
. . . , (ρ(n), n)}, jen v jiném po°adí. Tedy

detA =
∑
ρ∈Sn

sgn(ρ)aρ(1)1aρ(2)2 . . . aρ(n)n =
∑
ρ∈Sn

sgn(ρ)aT1ρ(1)a
T
2ρ(2) . . . a

T
nρ(n),

coº je z de�nice rovno detAT . �

Ukaºme nyní souvislost determinantu se zobrazením V z úvodu kapitoly. Pro
x,y, z ∈ R3 de�nujme A := (x|y|z). Pak z v¥ty plyne, ºe

detA = detAT =
∑
ρ∈S3

sgn(ρ)aρ(1)1aρ(2)2aρ(3)3 =
∑
ρ∈S3

sgn(ρ)xρ(1)yρ(2)zρ(3)

=

3∑
i=1

3∑
j=1

3∑
k=1

εijkxiyjzk = V (x,y, z)

Determinant je tedy skute£n¥ zobecn¥ním zobrazení V a vyplatí se na n¥j nahlí-
ºet jako na funkci, která p°i°azuje n-prvkové posloupnosti vektor· a1, . . . ,an z Fn
£íslo det(a1| . . . |an). Ze t°í vlastností úpln¥ charakterizujících zobrazení V i jeho
zobecn¥ní do vy²²í dimenze vidíme tu t°etí ihned:

V (e1, . . . , en) = det(e1| . . . |en) = 1

Úplnou antisymetrii a linearitu v kaºdém argumentu ukáºeme v následujícím tvr-
zení:

Tvrzení 33. Nech´ i ∈ {1, . . . , n}, a1, . . . ,an,a′i ∈ Fn, r, r′ ∈ F, ρ ∈ Sn. Pak
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(1) det(a1| . . . |rai+r′a′i| . . . |an) = r det(a1| . . . |ai| . . . |an)+r′ det(a1| . . . |a′i| . . . |an)
(2) det(aρ(1)| . . . |aρ(n)) = sgn(ρ) det(a1| . . . |an)

D·kaz. Pro první tvrzení sta£í jen roznásobit kaºdý £len sumy∑
ρ∈Sn

sgn(ρ)aρ(1)1 . . . (raρ(i)i + r′a′ρ(i)i) . . . aρ(n)n

Druhé plyne z úprav vyuºívajících d·sledek 7 a skute£nost, ºe mnoºiny {π|π ∈ Sn}
a {ρ ◦ π|π ∈ Sn} jsou totoºné:

det(aρ(1)| . . . |aρ(n)) =
∑
π∈Sn

sgnπ a1,ρ(π(1))a2,ρ(π(2)) . . . an,ρ(π(n))

= sgn ρ−1
∑
π∈Sn

sgn(ρ ◦ π) a1,(ρ◦π)(1)a2,(ρ◦π)(2) . . . an,(ρ◦π)(n)

= sgn ρ
∑
τ∈Sn

sgn τ a1,τ(1)a2,τ(2) . . . an,τ(n)

�

D·sledek 8. Nech´ A ∈ Fn×n, r ∈ F. Pak
(1) Má-li A dva sloupce stejné nebo jeden ze sloupc· nulový, pak detA = 0.
(2) ESÚ typu p°i£tení r-násobku sloupce do jiného sloupce nem¥ní determi-

nant.
(3) ESÚ typu násobení sloupce £íslem r násobí celý determinant £íslem r.
(4) ESÚ typu prohození dvou sloupc· obrací znaménko determinantu.
(5) Platí i analogická tvrzení pro °ádky a E�Ú.

D·kaz. První a £tvrté tvrzení plynou z druhé £ásti tvrzení 33, t°etí z jeho
první £ásti. Druhé dostaneme z rovnosti

det(a1| . . . |ai + raj | . . . |an) = det(a1| . . . |ai| . . . |an) + r det(a1| . . . |aj | . . . |an),

v níº je druhý £len na pravé stran¥ nula z první £ásti tohoto tvrzení. Pátý bod plyne
z v¥ty 12. �

Determinant matice m·ºeme tedy efektivn¥ vypo£ítat pomocí posloupnosti
E�Ú a ESÚ, které matici p°evedou na jednodu²²í, nejlépe horní £i dolní trojúhel-
níkovou matici. Zkusme si výpo£et determinantu na p°íklad¥, v rámci n¥jº rovn¥º
za£neme pouºívat obvyklé zna£ení determinantu matice nahrazením závorky svislou
£árou.∣∣∣∣∣∣∣∣

7 2 1 4
3 6 −9 3
2 4 0 3
5 −2 3 0

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 3

∣∣∣∣∣∣∣∣
7 2 1 4
1 2 −3 1
2 4 0 3
5 −2 3 0

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 6

∣∣∣∣∣∣∣∣
7 1 1 4
1 1 −3 1
2 2 0 3
5 −1 3 0

∣∣∣∣∣∣∣∣ =

= −6

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 7 1 4
1 1 −3 1
2 2 0 3
−1 5 3 0

∣∣∣∣∣∣∣∣ = −6

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 7 1 4
0 −6 −4 −3
0 −12 −2 −5
0 12 4 4

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 24

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 7 4
0 4 6 3
0 2 12 5
0 1 3 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ =

= −24

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 7 4
0 1 3 1
0 0 6 3
0 0 −6 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣ = −72

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 7 4
0 1 3 1
0 0 2 1
0 0 0 2

∣∣∣∣∣∣∣∣ = −288

V¥ta 13. Matice A ∈ Fn×n je regulární, práv¥ kdyº det(A) 6= 0.
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D·kaz. Regularita i nenulovost determinantu se zachovávají pomocí E�Ú a
ESÚ, sta£í se tedy dívat jen na matici v odstup¬ovaném tvaru. Ta je regulární,
práv¥ kdyº má v²echny prvky na hlavní diagonále nenulové, coº nastává práv¥ kdyº
je nenulový determinant. �

Minorem nebo téº subdeterminantem rozumíme determinant n¥jaké £tvercové
podmatice, tj. matice vzniklé vynecháním n¥kterých °ádk· a sloupc·.

Tvrzení 34. Nech´ A ∈ Fm×n. Pak rank(A) = k, práv¥ kdyº nejv¥t²í °ád
nenulového minoru A je k.

D·kaz. Je-li rank(A) = k, pak lze ze sloupc·A vybrat n¥jakou bázi (ai1 , . . . ,aik)
prostoru ImA. Protoºe A′ = (ai1 | . . . |aik) má hodnost k, lze vybrat k-prvkovou bázi
jejího °ádkového prostoru. Výsledná k × k podmatice je regulární a má tedy nenu-
lový determinant. Kdyby v A existoval nenulový minor vy²²ího °ádu, pak by jeho
sloupce byly lineárn¥ nezávislé a tudíº by musely být lineárn¥ nezávislé i p°íslu²né
sloupce matice A. To je ale v rozporu s tím, ºe kaºdá lineárn¥ nezávislá posloupnost
ImA má nejvý²e k prvk·. �

Ozna£me Aij podmatici matice A vzniklou vy²krtnutím i-tého °ádku a j-tého
sloupce.

V¥ta 14 (Laplace·v rozvoj podle sloupce). Nech´ A ∈ Fn×n, j ∈ {1, . . . , n}.
Pak

detA =

n∑
i=1

(−1)i+jaij det(Aij)

D·kaz. Protoºe aj =
∑
i=1 aijei, dostáváme z linearity v j-tém sloupci

detA =

n∑
i=1

aij det(a1| . . . |aj−1|ei|aj+1| . . . |an)

U determinantu v i-tém s£ítanci je t°eba n−j transpozic na p°esunutí j-tého sloupce
na poslední pozici a n− i transpozic na p°esunutí i-tého °ádku na poslední pozici,
determinant se tím vynásobí faktorem (−1)n−j+n−i = (−1)i+j . Matice A′, která
takto vznikne, má podmatici A′nn rovnu Aij , a poslední sloupec en. Její determinant
je s vyuºitím v¥ty 12 roven

detA′ =
∑
π∈Sn

sgnπ a′π(1),1 . . . a
′
π(n),n =

∑
π∈Sn
π(n)=n

sgnπ a′π(1),1 . . . a
′
π(n−1),n−1a

′
n,n,

kde jsme se v posledním výrazu mohli omezit jen na permutace spl¬ující π(n) = n,
protoºe pro ostatní je a′π(n),n = 0. Ale a′n,n = 1 a sgnπ = sgnπ′ pro π′ ∈ Sn−1
vzniklou zúºením π na mnoºinu {1, . . . , n− 1}. Tedy

detA′ =
∑

π′∈Sn−1

sgnπ′ a′π′(1),1 . . . a
′
π′(n−1),n−1 = det(A′nn) = det(Aij)

Tedy determinant v i-tém s£ítanci je roven (−1)i+j det(Aij). �

Laplace·v rozvoj je vlastn¥ rekurentní p°edpis pro determinant. Z v¥ty 12
plyne, ºe jej lze provést i podle kteréhokoli °ádku. Kombinace úprav a rozvoje
podle °ádku £i sloupce s velkým po£tem nul je obvykle nejrychlej²í cesta k výpo£tu
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determinantu:∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0 0 2 0 3
2 0 0 3 0
3 2 0 1 0
7 1 5 3 0
4 2 0 2 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 2

∣∣∣∣∣∣∣∣
2 0 3 0
3 2 1 0
7 1 3 0
4 2 2 1

∣∣∣∣∣∣∣∣− 5

∣∣∣∣∣∣∣∣
0 0 0 3
2 0 3 0
3 2 1 0
4 2 2 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ =

2

∣∣∣∣∣∣
2 0 3
3 2 1
7 1 3

∣∣∣∣∣∣+ 15

∣∣∣∣∣∣
2 0 3
3 2 1
4 2 2

∣∣∣∣∣∣ = 2

∣∣∣∣∣∣
2 0 3
−11 0 −5

7 1 3

∣∣∣∣∣∣+ 15

∣∣∣∣∣∣
2 0 3
−1 0 −1
4 2 2

∣∣∣∣∣∣
= −2

∣∣∣∣ 2 3
−11 −5

∣∣∣∣− 30

∣∣∣∣ 2 3
−1 −1

∣∣∣∣ = −2(−10 + 33)− 30(−2 + 3) = −76





KAPITOLA 10

Aplikace determinantu

Jednou z nejstar²ích aplikací determinantu je explicitní ur£ení °e²ení soustavy
lineárních rovnic, tzv. Cramerovo pravidlo:

V¥ta 15. Nech´ A ∈ Fn×n je regulární matice, b ∈ Fn. Ozna£me Ai,b matici,
která vznikne nahrazením i-tého sloupce A vektorem b. Pak i-tá sloºka vektoru x,
který je jediným °e²ením soustavy rovnic Ax = b, je rovna

xi =
detAi,b
detA

D·kaz. Pro °e²ení SLR Ax = b platí
∑n
j=1 xjaj = b. Pak

detAi,b = det(a1| . . . |ai−1|
n∑
j=1

xjaj |ai+1| . . . |an)

=

n∑
j=1

xj det(a1| . . . |ai−1|aj |ai+1| . . . |an)

= xi det(a1| . . . |ai−1|ai|ai+1| . . . |an) = xi detA

Vyuºili jsme linearitu v i-tém sloupci a fakt, ºe determinant matice se dv¥ma stej-
nými sloupci je roven 0. Je-li A regulární, pak detA 6= 0, po vyd¥lení detA dostá-
váme vyjád°ení xi. �

Jednoduchým p°íkladem uºití Cramerova pravidla je

(
7 8
2 3

)(
x1
x2

)
=

(
4
1

)
⇒ x1 =

∣∣∣∣4 8
1 3

∣∣∣∣∣∣∣∣7 8
2 3

∣∣∣∣ =
4

5
, x2 =

∣∣∣∣7 4
2 1

∣∣∣∣∣∣∣∣7 8
2 3

∣∣∣∣ = −1

5

Pro v¥t²í soustavy je Gaussova eliminace rychlej²í, ale i tak Cramerovo pravidlo
nalézá vyuºití v teorii, p°ípadn¥ pro výpo£et konkrétní i-té sloºky °e²ení, která nás
zajímá.

Ve v¥t¥ o Laplaceov¥ rozvoji se vyskytly výrazy tvaru (−1)i+j det(Aij), jimº
se °íká algebraický dopln¥k prvku aij . Matice, která má na pozici ij algebraický
dopln¥k prvku aji (pozor, indexy jsou obrácen¥!) matice A, se nazývá matice
adjungovaná k A a zna£í adj(A). Má jednoduchý vztah k matici inverzní:

V¥ta 16. Nech´ A ∈ Fn×n je regulární. Pak A−1 = 1
detA adj(A).

D·kaz. Jediným °e²ením soustavy rovnic Ax = ej je j-tý sloupec matice
A−1. Podle Cramerova pravidla má xi, tedy element A−1 na pozici ij, hodnotu

1
detA detAi,ej . Rozvojem podle i-tého sloupce dostáváme, ºe detAi,ej je roven

det(a1| . . . |ai−1|ej |ai+1| . . . |an) = (−1)j+i detAji = adj(A)ij

�

63
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P°íklady 3.

A =

(
7 8
2 3

)
⇒ adj(A) =

(
3 −8
−2 7

)
⇒ A−1 =

1

5

(
3 −8
−2 7

)

1 2 3
4 0 5
1 0 1

−1 =
1

2



∣∣∣∣0 5
0 1

∣∣∣∣ −
∣∣∣∣2 3
0 1

∣∣∣∣ ∣∣∣∣2 3
0 5

∣∣∣∣
−
∣∣∣∣4 5
1 1

∣∣∣∣ ∣∣∣∣1 3
1 1

∣∣∣∣ −
∣∣∣∣1 3
4 5

∣∣∣∣∣∣∣∣4 0
1 0

∣∣∣∣ −
∣∣∣∣1 2
1 0

∣∣∣∣ ∣∣∣∣1 2
4 0

∣∣∣∣

 ,

coº je po vy£íslení 1
2

(
0 −2 10
1 −2 7
0 2 −8

)
. Pro v¥t²í matice neº 3× 3 se uº vzorec nevyplatí,

ale op¥t je uºite£ný pro teorii a pro získání konkrétního elementu inverzní matice
bez nutnosti spo£ítat inverzní matici celou.

Je-li A regulární matice, existuje posloupnost elementárních matic E1, . . . , Ek,
která p°evede A na matici jednotkovou:

Ek . . . E2E1A = E

Pak ale A−1 = Ek . . . E2E1 a A = E−11 E−12 . . . E−1k , a protoºe inverzní matice
k elementární matici je elementární, plyne z toho, ºe kaºdou regulární matici lze
zapsat jako sou£in elementárních matic. Determinant elementární matice umíme
snadno ur£it:

• matice p°i£tení násobku °ádku do jiného °ádku má determinant 1
• matice vynásobení °ádku £íslem r má determinant r
• matice prohození dvojice °ádk· má determinant −1.

Uvaºujme nyní sou£in AB dvou £tvercových matic, p°i£emº A = E1E2 . . . Ek, kde
Ei jsou elementární matice. Pak jist¥

det(AB) = det(E1(E2 . . . EkB)) = det(E1) det(E2 . . . EkB),

protoºe násobení maticí E1 je °ádková úprava matice E2 . . . EkB, která zm¥ní její
determinant p°esn¥ stejn¥, jako kdyby se vynásobil £íslem detE1. Opakováním
stejné úvahy zjistíme, ºe

det(AB) = det(E1) det(E2) . . . det(Ek) det(B)

det(A) = det(E1) det(E2) . . . det(Ek)

Odtud plyne

V¥ta 17. Nech´ A,B ∈ Fn×n. Pak detAB = detAdetB.

D·kaz. Je-li A regulární, plyne v¥ta z úvah vý²e. Je-li A singulární, pak je
singulární i AB a ob¥ mají determinant 0. �

D·sledek 9. Nech´ A,R ∈ Fn×n, R regulární. Pak
(1) det(R−1) = 1

detR

(2) det(R−1AR) = detA

D·kaz. První bod plyne z

det(R−1) det(R) = det(R−1R) = detE = 1,

druhý z

det(R−1AR) = det(R−1) detAdetR =
1

detR
detAdetR = detA

�
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Podobné matice mají tedy stejný determinant. Pokud A je matice [f ]BB n¥ja-
kého endomor�smu f ∈ End(V ) vzhledem k bázi B a A′ = [f ]B

′

B′ je matice téhoº
endomor�smu vzhledem k bázi B′, plyne z transforma£ní formule, ºe detA = detA′.
Následující de�nice je tedy korektní:

Definice 30. Nech´ V je vektorový prostor kone£né dimenze nad F, B jeho
báze a f ∈ End(V ). Pak determinant endomor�smu f je determinant jeho matice
[f ]BB .

Uvaºujme bázi B = (v1, . . . , vn) reálného vektorového prostoru V a posloup-
nost C = (w1, . . . , wn) vzniklou z posloupnosti B jednou z elementárních úprav
de�novaných nad tvrzením 19. Podle v¥ty 9 existuje práv¥ jeden endomor�smus
f1 ∈ End(V ) takový, ºe f1(B) = C, tedy ºe pro v²echna i ∈ {1, . . . , n} je f1(vi) =
wi. Nazývejme jej elementární endomor�smus. Snadno si rozmyslíme, ºe matice
E1 := [f1]BB je elementární matice, a ºe detE1 je aº na znaménko roven pom¥ru
objem· rovnob¥ºnost¥n· de�novaných posloupnostmi f1(B) a B. Sta£í si uv¥domit,
ºe p°i elementární úprav¥ prvního i druhého typu se zachovává n− 1 vektor·, které
m·ºeme vzít jako základnu rovnob¥ºnost¥nu, a zm¥na zbývajícího vektoru vý²ku
m¥°enou od této základny bu¤ nem¥ní (úprava prvního typu), nebo násobí £íslem r
(úprava druhého typu). Úprava t°etího typu rovnob¥ºnost¥n nem¥ní, jen ho zadává
posloupností vektor· v jiném po°adí.

Obecný regulární endomor�smus f s maticí A = [f ]BB m·ºeme s pomocí roz-
kladu A na sou£in E1E2 . . . Ek elementárních matic chápat jako sloºení elementár-
ních endomor�sm· f = f1 ◦ . . . ◦ fk. Protoºe detA = detE1 . . . detEk je roven
sou£inu koe�cient·, jimiº endomor�smy fi m¥ní objem rovnob¥ºnost¥nu ur£eného
posloupností B, m·ºeme detA interpretovat jako podíl objem· f(B) a B. Protoºe
det f = detA nezávisí na volb¥ báze B, m·ºeme determinant endomor�smu chápat
jako koe�cient, jímº se m¥ní p°i zobrazení f objem libovolného rovnob¥ºnost¥nu,
nebo dokonce jakéhokoli útvaru ve V , který lze rovnob¥ºnost¥ny (in�nitezimáln¥)
pokrýt. Toto pozorování je základem teorie vícerozm¥rné integrace.

Definice 31. Nech´ B = (b1, . . . ,bn) je báze Rn. Pokud det(b1| . . . |bn) je
kladný, nazveme bázi B pravoto£ivou, pokud je záporný, pak levoto£ivou. Levoto£i-
vost nebo pravoto£ivost báze nazýváme souhrnn¥ její orientací.

Z úvah vý²e vyplývá, ºe elementární úprava nem¥ní orientaci báze, práv¥ kdyº je
determinant p°íslu²né elementární matice kladný. Tedy znaménko det f vyjad°uje,
zda mají báze B a f(B) stejnou orientaci. I v p°ípad¥ bází v reálném vektorovém
prostoru V , který není aritmetický, m·ºeme zavést orientaci jako rozd¥lení mnoºiny
v²ech bází na dv¥ t°ídy ekvivalence vzhledem k relaci �existuje endomor�smus
f ∈ End(V ) s kladným determinantem, který zobrazuje jednu na druhou� nebo
ekvivalentn¥ �matice p°echodu mezi t¥mito bázemi má kladný determinant� .

Dal²í veli£inou, která se zachovává p°i podobnosti je stopa matice A ∈ Fn×n,
de�novaná jako TrA =

∑n
i=1 aii, tedy sou£et prvk· na diagonále. Pro A ∈ Fn×p,

B ∈ Fp×q, C ∈ Fq×n platí

TrABC =

n∑
i=1

p∑
j=1

q∑
k=1

aijbjkcki =

p∑
j=1

q∑
k=1

n∑
i=1

bjkckiaij = TrBCA,

tzv. cykli£nost stopy. Odtud pak

TrR−1AR = TrRR−1A = TrA

Proto i stopu lze de�novat pro libovolný endomor�smus f ∈ End(V ) jako stopu
Tr[f ]BB jeho libovolné matice. Dal²í maticové veli£iny, které lze takto vztáhnout na
p°íslu²né endomor�smy (tzv. invarianty, protoºe nezávisí na zvolené reprezentaci)
potkáme v kapitole o diagonalizaci.





KAPITOLA 11

Diagonalizace

Diagonalizace n× n matice A je hledání diagonální matice

D =

λ1 . . . 0
...

. . .
...

0 . . . λn

 =: diag(λ1, . . . , λn),

spl¬ující pro n¥jakou regulární matici R vztah

A = RDR−1

Protoºe Dk = diag(λk1 , . . . , λ
k
n) a

Ak = RDR−1RDR−1 . . . RDR−1︸ ︷︷ ︸
k

= RDkR−1,

sta£í nám znalostD a R k nalezení libovolné mocniny matice A. Protoºe A = [FA]KK ,
lze vztah D = R−1AR chápat jako transforma£ní formuli

[FA]BB = [Id]BK [FA]KK [Id]KB ,

pro n¥jakou vhodnou bázi B, zvanou báze z vlastních vektor·. Budeme se tedy
nejprve zabývat tím, jak se taková báze dá nalézt.

1. Vlastní £ísla a vlastní vektory

Definice 32. Nech´ V je vektorový prostor nad F. �íslo λ ∈ F je vlastním
£íslem endomor�smu f ∈ End(V ), pakliºe pro n¥jaký nenulový vektor v ∈ V platí
f(v) = λv. Kaºdý vektor, který toto spl¬uje, se nazývá vlastním vektorem f p°í-
slu²ným vlastnímu £íslu λ.

Podmínku f(v) = λv lze p°epsat jako (f − λ Id)(v) = 0. Vlastní vektory jsou
tedy prvky Vλ := Ker(f − λ Id) neboli vlastního podprostoru endomor�smu f p°í-
slu²ného vlastnímu £íslu λ.

Dle de�nice je λ vlastní £íslo f , pakliºe Ker(f − λ Id) 6= 0. Je-li dimV = n a C
báze V , nastává to práv¥ kdyº [f−λ Id]CC je singulární matice. V ozna£ení [f ]CC = A
to znamená, ºe

det(A− λE) ≡

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 − λ a12 . . . a1n

a21 a22 − λ
...

...
. . .

an1 . . . ann − λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0

P°íklad 16. Pro n = 2 a n = 3 m·ºeme p°ímým výpo£tem ov¥°it, ºe∣∣∣∣a11 − λ a12
a21 a22 − λ

∣∣∣∣ = (−λ)2 + (a11 + a22)(−λ) + (a11a22 − a21a12)

= λ2 − TrA λ+ detA

det(A− λE) = (−λ)3 + (TrA)(−λ)2 + (Tr(adj(A)))(−λ) + detA

67
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Definice 33. Charakteristickým polynomem matice A ∈ Fn×n nazýváme po-
lynom pA(λ) := det(A−λE). Charakteristický polynom endomor�smu f je det(f −
λ Id), £ili charakteristický polynom jeho libovolné matice [f ]CC .

Charakteristický polynom n× n matice má stupe¬ n a koe�cient (−1)n u λn,
protoºe jediný s£ítanec v de�nici determinantu det(A − λE), který k λn p°ispívá,
je ten odpovídající identické permutaci. Protoºe kaºdý s£ítanec odpovídající nei-
dentické permutaci obsahuje alespo¬ jeden £initel nad diagonálou a alespo¬ jeden
£initel pod ní, pochází i koe�cient λn−1 pouze ze sou£inu diagonálních element·
(a11 − λ) . . . (ann − λ) a je tedy roven (−1)n−1 TrA u λn−1. Absolutní £len pA(λ)
je roven pA(0), tedy detA.

Obecný koe�cient u λn−k roven

(−1)n−k
∑

I⊂{1,...,n}
|I|=k

det(AII),

kde AII je k × k podmatice A vzniklá vynecháním v²ech °ádk· a sloupc·, jejichº
indexy nejsou v mnoºin¥ I. Speciáln¥ koe�cient u λ je roven −

∑n
i=1 det(Aii) ≡

−Tr(adj(A)), kde Aii je n−1×n−1 podmatice vzniklá vynecháním i-tého °ádku i
sloupce. Nejlépe je to vid¥t, kdyº si p°edstavíme kaºdé λ na diagonále det(A−λE)
obarvené jinou barvou a nahlédneme, ºe koe�cient u i-tého barevného λ je práv¥
det(Aii).

P°íklady 4.
(1) Zobrazení f : Pn(x,R) → Pn(x,R) de�nované jako derivace polynomu

[f(p)](x) := d
dxp(x) má jediné vlastní £íslo 0, vlastní podprostor je tvo°en

konstantními polynomy.
(2) Vlastními £ísly D = diag(d1, . . . , dn) jsou d1, . . . , dn a p°íslu²né vlastní

podprostory jsou (pro p°ípad vzájemn¥ r·zných di) lineární obaly prvk·
kanonické báze 〈e1〉, . . . , 〈en〉 ∈ Cn.

(3) Pokud Ax = λx a A je regulární, pak A−1x = λ−1x, £ili inverzní matice
má stejné vlastní podprostory, ale p°evrácená vlastní £ísla.

(4) Pokud A = Q−1BQ, pak Ax = λx znamená BQx = λQx, tedy λ je
vlastním £íslem B s vlastním vektorem Qx. Podobné matice mají tedy
stejná vlastní £ísla.

(5) det(AT −λE) = det(A−λE)T = det(A−λE), tedy AT má stejná vlastní
£ísla jako A.

2. Diagonalizace matice

Vlastní £ísla lze tedy nalézt jako ko°eny charakteristického polynomu. Teorie se
zjednodu²²í, kdyº budeme moci p°edpokládat, ºe A je komplexní matice a vlastní
£ísla také hledáme v C. Opíráme se p°itom o tzv. Základní v¥tu algebry:

V¥ta 18. Kaºdý nekonstantní polynom s komplexními koe�cienty má alespo¬
jeden ko°en v C.

D·kaz je nad rámec kurzu. M·ºeme ale odvodit jednoduchý d·sledek:

D·sledek 10. Nech´ p(x) je polynom stupn¥ n > 0 s komplexními koe�cienty.
Pak má n komplexních ko°en· v£etn¥ násobností.

D·kaz indukcí. Pro n = 1 zjevn¥ platí. Nech´ x0 ∈ C je ko°en p(x) =
∑n
i=0 aix

i.
Pak p(x) = p(x) − p(x0) =

∑n
i=0 ai(x

i − xi0), coº lze zapsat jako(x − x0)q(x), kde
q(x) je polynom stupn¥ n−1. Ten má z induk£ního p°edpokladu n−1 ko°en· v£etn¥
násobností. Tedy p(x) má n ko°en· v£etn¥ násobností.
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Definice 34. Mnoºina v²ech vlastních £ísel matice A se nazývá její spektrum,
zna£í se σ(A). Pro λi ∈ σ(A) je jeho algebraická násobnost de�nována jako násob-
nost λi coby ko°enu pA(λ), a jeho geometrická násobnost jako dimenze prostoru
Ker(A− λiE). Analogicky jsou de�novány tytéº pojmy pro endomor�smus.

Lemma 5. Nech´ V je vektorový prostor nad F dimenze n, f ∈ End(V ) a
pro v²echny prvky mnoºiny M = {λ1, . . . , λk} je zvolena n¥jaká báze Bi vlastního
prostoru Vλi . Pak je mnoºina B = B1 ∪ . . . ∪Bk lineárn¥ nezávislá.

D·kaz. Uvaºujme mnoºinu N ⊂ V nenulových vektor·, v níº kaºdý prvek
pat°í jinému vlastnímu prostoru Vλi . Je-li N lineárn¥ závislá, lze z ní vybrat bázi
N ′ = {vi1 , . . . , viq} jejího lineárního obalu, kde vij ∈ Vλij , a vyjád°it n¥jaký vj ∈
N \N ′ jako vj =

∑q
p=1 rpvip . Je-li vj ∈ Vλj , pak f(vj) = λjvj =

∑q
p=1 rpλjvip , ale

zárove¬

f(vj) =

q∑
p=1

rpf(vip) =

q∑
p=1

rpλipvip

Tedy
∑q
p=1 rp(λip − λj)vip = 0. Protoºe ºádný rozdíl λip − λj není 0 a i n¥které

rp musí být nenulové, je to ve sporu s lineární nezávislostí N ′. Tedy N nem·ºe být
lineárn¥ závislá.

Ozna£me nyní Bi = (wi1, . . . , wini) a uvaºujme lineární kombinaci ve tvaru
n1∑
i1=1

r1i1w1i1 + . . .+

nk∑
ik=1

rkikwkik = o

Ozna£me jednotlivé sumy jako v1, . . . , vk, pak vj ∈ Vλj . Kdyby byly n¥které z
vektor· v1, . . . , vk nenulové, pak bychom m¥li jejich lineární kombinaci rovnou nu-
lovému vektoru, coº podle úvahy z prvního odstavce nem·ºe nastat. Tedy musí být
v²echny vj nulové, a protoºe posloupnosti Bj jsou lineárn¥ nezávislé, musí být pak
nulové i v²echny koe�cienty rjij . Tedy B je lineárn¥ nezávislá. �

Je-li V nad C, M = σ(f) a kaºdé vlastní £íslo f má stejnou algebraickou i
geometrickou násobnost, pak |B| = n a je to tedy na základ¥ lemmatu báze V .
Speciáln¥ to musí nastat v p°ípad¥, ºe jsou v²echny algebraické násobnosti v²ech
λi ∈ σ(f) rovny jedné. Protoºe dim Ker(f −λi Id) je vºdy alespo¬ 1, má B alespo¬
n prvk·, a protoºe je lineárn¥ nezávislá, musí jich mít práv¥ n.

P°edpokládejme nyní, ºe pro f ∈ End(V ) v prostoru V máme bázi B =
(v1, . . . , vn) sloºenou z vlastních vektor· f . Pokud vi ∈ Vλ pro n¥jaké λi ∈ σ(f),
pak f(vi) = λivi, neboli [f(vi)]

B = λiei. Pak ale

[f ]BB =
(
[f(v1)]B

∣∣. . .∣∣[f(vn)]B
)

=

λ1 . . . 0
...

. . .
...

0 . . . λn


V tomto vztahu na rozdíl od lemmatu 5 nep°edpokládáme v²echna λi vzájemn¥
r·zná. Speciáln¥ pro f = FA s bází z vlastních vektor· B = (v1, . . . ,vn) máme

A ≡ [FA]KK = [Id]KB [FA]BB [Id]BK =

= (v1| . . . |vn)

λ1 . . . 0
...

. . .
...

0 . . . λn

 (v1| . . . |vn)−1

P°íklad 17. Diagonalizujme matici A =

(
1 1
−3 5

)
. Char. polynom je

pA(λ) = λ2 − TrA λ+ detA = λ2 − 6λ+ 8 = (λ− 2)(λ− 4)
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Tedy σ(A) = {2, 4}. Vlastní podprostory pak jsou

V4 = Ker

(
−3 1
−3 1

)
=

〈(
1
3

)〉
, V2 = Ker

(
−1 1
−3 3

)
=

〈(
1
1

)〉
Tedy

A =

(
1 1
−3 5

)
=

(
1 1
3 1

)(
4 0
0 2

)
1

(−2)

(
1 −1
−3 1

)
Má-li A v£etn¥ násobností n vlastních £ísel, pak je její charakteristický polynom

rozloºitelný, tj.

pA(λ) ≡ (−λ)n + TrA(−λ)n−1 + . . .+ det(A)

= (λ1 − λ)(λ2 − λ) . . . (λn − λ)

= (−λ)n + (λ1 + . . .+ λn)(−λ)n−1 + . . .+ λ1λ2 . . . λn

Z porovnání absolutních £len· vidíme, ºe detA je roven sou£inu v²ech n vlastních
£ísel a TrA je rovna sou£tu v²ech vlastních £ísel. Charakteristický polynom, vlastní
£ísla a jejich algebraické i geometrické násobnosti, stopa, determinant i ostatní
koe�cienty charakteristického polynomu se nem¥ní p°i podobnostní transformaci
A→ R−1AR. Jsou to tedy invarianty, lze je zavést i pro endomor�smy, se zachová-
ním vztah· mezi nimi. Jeden takový, který platí pro 2 × 2 matice a lze jej snadno
ov¥°it p°ímým výpo£tem, je

detA =
1

2
(Tr(A)2 − Tr(A2))

Obecn¥ platí, ºe koe�cienty pA(λ) lze vºdy vyjád°it pomocí Tr(Ak), k ≤ n.
N¥které endomor�smy a matice diagonalizovatelné nejsou, protoºe lineárn¥ ne-

závislá mnoºina B = B1 ∪ . . . ∪ Bk neobsahuje dost vektor·, aby to byla báze.
P°íkladem je t°eba matice

A =

(
0 1
0 0

)
⇒ σ(A) = {0}, tedy V0 =

〈(
1
0

)〉
,

nebo endomor�smus D prostoru V = Pn(x,C), který p°i°azuje polynomu p(x) jeho
první derivaci podle x. Pokud de�nujeme ve V bázi C = (1, x, x

2

2 , . . . ,
xn

n! ), spojuje
ji D do °etízku

0 1
�Doo x

�Doo x2

2
�Doo . . .

�Doo xn−1

(n−1)!
�Doo xn

n!
�Doo ,

z n¥hoº lze vy£íst, ºe

[D]CC =



0 1 0 . . . 0 0
0 0 1 . . . 0 0
...

. . . 0 0
0 0 0 . . . 1 0
0 0 0 . . . 0 1
0 0 0 . . . 0 0


Matice tohoto typu se objevují v teorii Jordanova tvaru, která °e²í otázku matic,
které diagonalizovatelné nejsou.

P°íklad 18. Rotace v rovin¥ R2 o pravý úhel má matici vzhledem ke K

[FA]KK ≡ A =

(
cos π2 − sin π

2
sin π

2 cos π2

)
=

(
0 −1
1 0

)
∈ R2×2

Ta má charakteristický polynom λ2 + 1, tedy nemá reálná vlastní £ísla, ani nemá
v R2 ºádné vlastní vektory. Chápeme-li ale FA jako endomor�smus prostoru C2,
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pak σ(A) = {i,−i} a p°íslu²né vlastní podprostory jsou 〈(1,−i)〉, resp. 〈(1, i)〉.
Diagonalizace pak má tvar(

0 −1
1 0

)
=

(
1 1
−i i

)(
i 0
0 −i

)
1

2i

(
i −1
i 1

)
Pro obecnou matici rotace se dá analogicky spo£ítat, ºe(

cosα − sinα
sinα cosα

)
=

(
1 1
−i i

)(
eiα 0
0 e−iα

)
1

2i

(
i −1
i 1

)
3. Diagonalizace symetrické matice

Nech´ A ∈ Cm×n, pak Ā ozna£uje matici stejného typu, jejíº kaºdý element āij
je komplexn¥ sdruºený k odpovídajícímu elementu aij matice A. Matice A+ := ĀT

se nazývá matice hermitovsky sdruºená k matici A.

Tvrzení 35. Nech´ A ∈ Cm×n, B ∈ Cn×p. Pak
(AB)+ = B+A+

Pokud m = n a A je regulární, pak (A+)−1 = (A−1)+.

D·kaz. Z vlastností operací na C plyne, ºe AB = ĀB̄. Vztah (AB)+ = B+A+

pak plyne z tvrzení 6. Druhá £ást v¥ty vyplývá z (A−1)+A+ = (AA−1)+ = E+ = E
a jednozna£nosti inverzní matice. �

Pokud A+ = A, °íkáme, ºe A je hermitovská matice.

V¥ta 19. Nech´ A ∈ Cn×n je hermitovská matice. Pak kaºdé její vlastní £íslo
je reálné.

D·kaz. Pokud λ ∈ C, v ∈ Cn spl¬ují Av = λv, máme z tvrzení 35 i v+A+ =
λ̄v+. Pak s vyuºitím A = A+

λv+v = v+Av = v+A+v = λ̄v+v

Protoºe v+v =
∑n
i=1 |vi|2 6= 0 pro v 6= 0, musí být λ = λ̄. �

Speciálním p°ípadem hermitovské matice je reálná symetrická matice, tedy A =
AT . Pokud λ ∈ R je její vlastní £íslo, pak i A − λE je reálná matice a báze jejího
jádra sestává z vektor· z Rn.

Tvrzení 36. Nech´ A ∈ Rn×n je symetrická matice, λ, µ dv¥ r·zná vlastní £ísla
matice A, v,w ∈ Rn p°íslu²né vlastní vektory, tj. v ∈ Vλ, w ∈ Vµ. Pak v ⊥ w.

D·kaz. Z Av = λv a Aw = µw plyne, ºe

µvTw = vTAw = vTATw = (Av)Tw = λvTw

Protoºe λ 6= µ, musí být vTw = 0, neboli v ⊥ w. �

Má-li matice A v²ech n vlastních £ísel vzájemn¥ r·zných, je v bázi z vlastních
vektor· kaºdý vektor kolmý na kaºdý jiný. Takové bázi se °íká ortogonální. Pozd¥ji
ukáºeme, ºe ortogonální bázi z vlastních vektor· lze najít pro kaºdou symetrickou
matici.

Z kaºdé ortogonální báze (v1, . . . ,vn) v Rn lze vytvo°it bázi ( v1

‖v1‖ , . . . ,
vn
‖vn‖ ) ,

která je stále ortogonální a navíc má kaºdý vektor normu 1. Taková báze se nazývá
ortonormální. Protoºe ‖v‖2 = vTv, plyne odtud

Tvrzení 37. Nech´ B = (u1, . . . ,un) je ortonormální báze Rn, U = [Id]KB . Pak
UT = U−1.

D·kaz. Platí UTU = (u1| . . . |un)T (u1| . . . |un) = E. �
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Reálná £tvercová matice U s vlastností UTU = E se nazývá ortogonální matice.
Pokud tedy A je reálná n × n symetrická matice, která má n vzájemn¥ r·zných
vlastních £ísel, víme, ºe musí existovat ortogonální matice U taková, ºe UTAU je
diagonální.

N¥kolik pozorování k ortogonálním maticím:
(1) Endomor�smus FR ∈ End(Rn), kde R je ortogonální, zachovává normu,

nebo´ ‖Rv‖2 = vTRTRv = ‖v‖2.
(2) Zachovává i skalární sou£in, protoºe ten lze vyjád°it pomocí norem

vTw =
1

4
(‖v + w‖2 − ‖v −w‖2)

Sta£í ov¥°it, ºe ‖v ±w‖2 = vTv ± 2vTw + wTw.
(3) Naopak kaºdá £tvercová matice U , která zachovává skalární sou£in, tedy

(Uv)TUw = vTw pro libovolné v,w, je ortogonální, protoºe (Uei)
TUej =

ei
TUTUej se rovná ij-tému elementu matice UTU a eiTej je 1 práv¥ kdyº

i = j, jinak 0. Tedy nap°íklad matice rotace vzhledem ke kanonické bázi
je také ortogonální matice.

(4) Snadno se ov¥°í, ºe mnoºina v²ech n×n ortogonálních matic tvo°í grupu,
tedy sou£in dvou ortogonálních matic je ortogonální matice a U−1 = UT je
ortogonální matice, pokud U je ortogonální matice. Pak i matice UTRU ,
kde U,R jsou ortogonální, je ortogonální. Pokud tedy B je ortonormální
báze a U = [Id]KB , pak [FR]BB je ortogonální matice, neboli zobrazení ur£ené
ortogonální maticí vzhledem ke kanonické bázi je reprezentované ortogo-
nální maticí i ke v²em ostatním ortonormálním bázím.

(5) Chápeme-li FR, kde R je reálná ortogonální matice, jako endomor�smus
prostoru Cn a v ∈ C je jeho nenulový vlastní vektor p°íslu²ný vlastnímu
£íslu λ ∈ C, pak

λ̄λv+v = (Rv)+(Rv) = v+R+Rv = v+RTRv = v+v,

tedy musí být λ̄λ = |λ|2 = 1, neboli vlastní £ísla FR musí leºet na jednot-
kové kruºnici v C.

Podrobn¥ji se t¥mito vlastnostmi budeme zabývat v kapitole o obecném skalárním
sou£inu v letním semestru.



KAPITOLA 12

Direktní sou£et

P°ipome¬me z první kapitoly ortogonální projekci Px ∈ End(Rn) do sm¥ru
nenulového vektoru x ∈ Rn:

Px(y) =
x.y

‖x‖2
x

Zvolme B1 = (rx) bázi prostoru 〈x〉 a B2 = (u1, . . . ,un−1) n¥jakou bázi ortogonál-
ního dopl¬ku x⊥. Pro bázi Rn ve tvaru B = (rx,u1, . . . ,un−1) má reprezentace Px

jednoduchý tvar

[Px]BB =


1 0 . . . 0
0 0 . . . 0
...

. . .
...

0 0 . . . 0


Máme tedy dvojici podprostor· W1 := 〈x〉, W2 := x⊥ takových, ºe sjednocením je-
jich bází B1, B2 vznikne báze celého prostoru. Práv¥ taková kon�gurace se popisuje
pomocí direktního sou£tu.

1. Sou£et a direktní sou£et

Definice 35. Nech´ V je vektorový prostor nad F a W1,W2 jeho dva pod-
prostory. Pak jejich sou£tem W1 + W2 je mnoºina v²ech vektor·, které lze zapsat
jako sou£et w1 + w2, kde wi ∈Wi. Pokud navíc W1 ∩W2 = 0, nazýváme W1 +W2

direktní sou£et podprostor· a ozna£ujeme jej W1 ⊕W2. Pokud W1 ⊕W2 = V , pak
W2 je dopl¬kem podprostoru W1 ve V .

P°íklady 5. V R3 jsou co do moºných dimenzí t°i netriviální p°íklady sou£tu
podprostor·:

• Dv¥ r·zné p°ímky, nap°.

〈1
0
0

〉⊕〈
0

1
0

〉 =

〈1
0
0

 ,

0
1
0

〉

• Dv¥ r·zné roviny, nap°.

〈1
0
0

 ,

0
1
0

〉+

〈0
1
0

 ,

0
0
1

〉 = R3, ale sou£et

není direktní, protoºe pr·nikem rovin je jejich pr·se£nice.

• Rovina a p°ímka v ní neleºící, nap°.

〈1
0
0

 ,

0
1
0

〉⊕〈
0

0
1

〉 = R3.

Zbylé moºnosti by zahrnovaly bu¤ triviální podprostory 0 a R3, nebo situaci, kdy
je jeden podprostor rovný druhému podprostoru nebo je jeho podprostorem.

Tvrzení 38. Kaºdý prvek W1 ⊕W2 lze zapsat jako sou£et vektoru z w1 ∈ W1

a vektoru w2 ∈W2 práv¥ jedním zp·sobem.

D·kaz. Sta£í ukázat jednozna£nost. Pokud by existovaly w1, w
′
1 ∈W1, w2, w

′
2 ∈

W2 takové, ºe w1 + w2 = w′1 + w′2, pak w1 − w′1 = w′2 − w2. Levá strana rovnosti
pat°í do W1, pravá do W2, musí tedy být ob¥ nula. �

73
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Tvrzení 39. Pokud W1,W2 jsou podprostory ve V , pak W1+W2 = 〈W1∪W2〉,
tedy sou£et podprostor· je také podprostor. Pokud M1 je mnoºina generátor· W1 a
M2 je mnoºina generátor· W2, pak jejich sjednocení M1 ∪M2 generuje W1 +W2.

D·kaz. Kaºdý sou£et vektor· w1 +w2 je lineární kombinací prvk· z W1 ∪W2

a lze jej zapsat jako lineární kombinaci prvk· z M1 ∪M2. Naopak kaºdou lineární
kombinaci prvk· z W1 ∪W2 lze zapsat jako sou£et vektoru z W1 a z W2, stejn¥ tak
pro lineární kombinaci prvk· z M1 ∪M2. �

Tuto charakterizaci sou£tu m·ºeme roz²í°it na sou£et libovolného mnoºství
podprostor·:

Definice 36. Nech´ W je mnoºina podprostor· ve vektorovém prostoru V .
Pak de�nujeme jejich sou£et jako∑

W∈W
W :=

〈 ⋃
W∈W

W

〉
I zde je z°ejmé, ºe sjednocení mnoºin generátor· jednotlivých podprostor· ge-

neruje jejich sou£et. Je t°eba si uv¥domit, ºe a£koli mnoºinaW m·ºe být nekone£ná,
v
∑
W∈WW se vyskytují jen sou£ty kone£n¥ mnoha vektor·.

V¥ta 20 (O dimenzi spojení a pr·niku). Nech´ W1,W2 ≤ V , oba kone£né
dimenze. Pak

dimW1 +W2 = dimW1 + dimW2 − dimW1 ∩W2

D·kaz. Nech´ (u1, . . . , up) je báze W1 ∩W2. Dopl¬me ji podle d·sledku 2 na
bázi (u1, . . . , up, v1, . . . , vq) prostoru W1 a na bázi (u1, . . . , up, w1, . . . , wr) prostoru
W2. Posloupnost (u1, . . . , up, v1, . . . , vq, w1, . . . , wr) generuje W1 +W2, ukáºeme, ºe
je lineárn¥ nezávislá. Pokud

p∑
i=1

aiui +

q∑
i=1

bivi +

r∑
i=1

ciwi = o

pro n¥jaké skaláry ai, bi, ci, pak
∑
aiui +

∑
bivi = −

∑
ciwi je vektor, který je

díky tvaru levé strany ve W1 a zárove¬ díky tvaru pravé strany ve W2. Je tedy ve
W1 ∩W2 a lze jej zapsat jako

∑p
i=1 diui. Pak ale

p∑
i=1

diui +

r∑
i=1

ciwi = o,

coº z lineární nezávislosti posloupnosti (u1, . . . , up, w1, . . . , wr) znamená, ºe v²echny
koe�cienty di, ci jsou rovny nule. Pak ale

p∑
i=1

aiui +

q∑
i=1

bivi = o,

takºe z lineární nezávislosti (u1, . . . , up, v1, . . . , vq) dovodíme, ºe i v²echny ai, bi
jsou rovny nule. Tedy (u1, . . . , up, v1, . . . , vq, w1, . . . , wr) je báze W1 + W2 a sta£í
jen ov¥°it, ºe dimenze spl¬ují

p+ q + r = (p+ q) + (p+ r)− p
�

Pro direktní sou£et tedy platí dimW1 ⊕ W2 = dimW1 + dimW2. Navíc po-
sloupnost (B1, B2), kde Bi je báze Wi, je bází W1⊕W2. Chceme de�novat direktní
sou£et více neº dvou podprostor· tak, aby pro n¥j platily analogické vlastnosti.
Mohli bychom zkusit poºadovat, ºe sou£et t°í podprostor· W1,W2,W3 je direktní,
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pokud v²echny pr·niky dvojic i celé trojice jsou nulové, ale to nefunguje: sta£í uva-
ºovat t°i r·zné p°ímky v R3, z jejich pr·nik· není poznat, zda jejich sjednocení
generuje celý prostor nebo jen rovinu. Zaloºíme tedy de�nici na tvrzení 38.

Definice 37. Nech´W1, . . . ,Wk ≤ V . Pak sou£etW = W1+. . .+Wk ozna£íme
za direktní, pokud lze kaºdý vektor w ∈ W zapsat jako sou£et w1 + . . . + wk, kde
wi ∈Wi, práv¥ jedním zp·sobem. Ozna£ujeme jej pak

W = W1 ⊕ . . .⊕Wk ≡
k⊕
i=1

Wi

V¥ta 21. Nech´ W1, . . . ,Wk ≤ V jsou kone£né dimenze. Pak

dimW1 ⊕ . . .⊕Wk = dimW1 + . . .+ dimWk

D·kaz. Nech´ Bi je báze Wi, pak ukáºeme, ºe (B1, . . . , Bk) je báze W1⊕ . . .⊕
Wk. Libovolný vektor w ∈ W1 + . . . + Wk lze zapsat jako sou£et w1 + . . . + wk,
kde wi ∈Wi, a kaºdý wi lze zapsat jako lineární kombinaci prvk· posloupnosti Bi.
Tedy w lze zapsat jako lineární kombinaci prvk· posloupnosti (B1, . . . , Bk). Kdyby
existoval druhý takový zápis, pak jej zapi²me jako w′1 + . . . w′k, kde w

′
i je lineární

kombinace prvk· Bi. Protoºe sou£et W1 ⊕ . . . ⊕Wk je direktní, musí být wi = w′i
pro v²echna i, a protoºe Bi jsou báze, jsou koe�cienty lineární kombinace tvo°ící
w′i ur£eny jednozna£n¥. Tedy koe�cienty v zápisu w jako lineární kombinace prvk·
posloupnosti (B1, . . . , Bk) jsou ur£eny jednozna£n¥, a tedy dle tvrzení 17 (nebo dle
de�nice 18) je to báze W1 ⊕ . . .⊕Wk. �

Bázi direktního sou£tu, která vznikne z bází jednotlivých s£ítanc·, budeme
°íkat báze pod°ízená direktnímu sou£tu, pop°ípad¥ rozkladu. Direktní sou£et jakoºto
podprostor má samoz°ejm¥ mnoho dal²ích bází, nap°íklad B = ((1, 1), (1,−1)) je
báze prostoru 〈(1, 0)〉 ⊕ 〈(0, 1)〉 = R2, jejíº prvky neleºí v ºádném z direktních
s£ítanc·. Pokud bychom R2 zapsali jako direktní sou£et 〈(1, 1)〉 ⊕ 〈(1,−1)〉, pak by
B tomuto rozkladu pod°ízená byla.

2. Blokový zápis

Uvaºujme dva vektorové prostory a jejich rozklady na direktní sou£et V =
V1 ⊕ V2 a W = W1 ⊕W2 a jejich dimenze n = n1 + n2 a m = m1 +m2. Pokud Bj
je báze Vj , B = (B1, B2) báze V , v = v1 + v2, kde vi ∈ Vi a xi := [vi]

Bi , m·ºeme
reprezentaci vektoru v zapsat blokovým zápisem

[v]B ≡ x =

(
x1

x2

)
≡
(

[v1]B1

[v2]B2

)
Aritmetický vektor o n sloºkách je zde zapsán jako vektor sloºený ze dvou blok·,
jimiº jsou aritmetické vektory o n1, resp. n2 sloºkách.

Ozna£me ι1 : V1 → V lineární zobrazení vloºení de�nované p°edpisem ι1(v1) =
v1 ∈ V . Jeho reprezentace pak spl¬uje

[ι1]BB1
x1 = [ι1]BB1

[v1]B1 = [v1]B =

(
x1

o

)
Tedy

[ι1]BB1
=

(
e1
o

∣∣∣∣e2o
∣∣∣∣. . .∣∣∣∣en1

o

)
=:

(
En1

0

)
,

kde 0 ∈ Fn2×n1 . Podobn¥ lze de�novat ι2 : V2 → V .
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Dále zave¤me lineární zobrazení projekce πi : W → Wi tak, ºe pro libovolný
w ∈W , w = w1 + w2, kde wi ∈Wi, je πi(w) = wi. Pokud C = (C1, C2) je báze W
sloºená z bází W1,W2 a [wi]

Ci =: yi, pak

[π1]C1

C

(
y1

y2

)
= [π1]C1

C [w]C = [w1]C1 = y1

Tedy [π1]C1

C = (e1| . . . |em1
|o| . . . |o) =: (Em1

0), kde 0 ∈ Fm1×m2 .
Uvaºujme nyní f ∈ Hom(V,W ) s reprezentací [f ]CB = A ∈ Fm×n a £ty°i zobra-

zení fij ∈ Hom(Vi,Wj), fij = πi ◦ f ◦ ιj . Pro f11 máme reprezentaci

[f11]C1

B1
= [π1]C1

C [f ]CB [ι1]BB1
=
(
Em1 0

)
A

(
En1

0

)
=: A11 ∈ Fm1×n1 ,

kde A11 je matice vzniklá vy²krtnutím posledních n2 sloupc· a posledníchm2 °ádk·
z matice A. Analogicky lze zavést matice

[f12]C1

B2
= [π1]C1

C [f ]CB [ι2]BB2
=
(
Em1 0

)
A

(
0
En2

)
=: A12 ∈ Fm1×n2

[f21]C2

B1
= [π2]C2

C [f ]CB [ι1]BB1
=
(
0 Em2

)
A

(
En1

0

)
=: A21 ∈ Fm2×n1

[f22]C2

B2
= [π2]C2

C [f ]CB [ι2]BB2
=
(
0 Em2

)
A

(
0
En2

)
=: A22 ∈ Fm2×n2

Ty dávají dohromady blokový zápis matice A =

(
A11 A12

A21 A22

)
.

Tvrzení 40. Nech´ n = n1 + n2, m = m1 + m2, p = p1 + p2, A ∈ Fm×n,
B ∈ Fn×p s bloky Aij ∈ Fmi×nj , Bij ∈ Fni×pj . Pak sou£in C := AB má blokový
zápis (

C11 C12

C21 C22

)
=

(
A11B11 +A12B21 A11B12 +A12B22

A21B11 +A22B21 A21B12 +A22B22

)
D·kaz lze provést rozepsáním

cij =

n∑
k=1

aikbkj =

n1∑
k=1

aikbkj +

n∑
k=n1+1

aikbkj

a interpretací obou sum jako element· sou£inu n¥jakých blok· matic A,B. Nebo
m·ºeme zavést g ∈ Hom(U, V ), U = U1 ⊕ U2, D = (D1, D2) pod°ízenou bázi, ι′i,
vloºení Ui do U a π′i, projekci V na Vi, rozmyslet si, ºe

ι1 ◦ π′1 + ι2 ◦ π′2 = Id ∈ End(V )

a poté odvodit, ºe pro q, r ∈ {1, 2}
(f ◦ g)pr = πq ◦ f ◦ g ◦ ι′r

= πq ◦ f ◦ (ι1 ◦ π′1 + ι2 ◦ π′2) ◦ g ◦ ι′r
= (πq ◦ f ◦ ι1) ◦ (π′1 ◦ g ◦ ι′r) + (πq ◦ f ◦ ι2) ◦ (π′2 ◦ g ◦ ι′r)
= fq1 ◦ g1r + fq2 ◦ g2r,

odkud dostáváme

[(f ◦ g)pr]
Cp
Dr

= [fq1]
Cp
B1

[g1r]
B1

Dr
+ [fq2]

Cp
B2

[g2r]
B2

Dr
= Ap1B1r +Ap2B2r

Protoºe direktní s£ítanec v rozkladu V = V1 ⊕ V2 m·ºe být sám direktním
sou£tem n¥jakých svých podprostor·, mohou mít i jednotlivé bloky matice samy
blokovou strukturu. Tvrzení se pak snadno zobecní pro matice s libovolným bloko-
vým £len¥ním, pouze musí pro kaºdý vyskytující se sou£in blok· AikBkj mít blok
Aik stejn¥ sloupc·, jako má blok Bkj °ádk·.
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Pro f ∈ End(V ), V = V1 ⊕ . . . ⊕ Vk s bází B = (B1, . . . , Bk), kde Bi je
báze Vi, jsou diagonální bloky [f ]BB £tvercové matice [fii]

Bi
Bi
, a pokud jsou zárove¬

mimodiagonální bloky nulové, mluvíme o blokov¥ diagonální matici, jsou-li nulové
jen na jedné stran¥ diagonály, o blokov¥ horní/dolní trojúhelníkové matici.

Tvrzení 41. Nech´ A = diag(A11, A22, . . . , Akk) je blokov¥ diagonální matice.
Pak

(1) ∀p ∈ N : Ap = diag(Ap11, . . . , A
p
kk) a jsou-li v²echny Aii regulární, pak i

A−p = diag(A−p11 , . . . , A
−p
kk )

(2) rank(A) = rank(A11) + rank(A22) + . . .+ rank(Akk)
(3) Tr(A) = Tr(A11) + Tr(A22) + . . .+ Tr(Akk)
(4) det(A) = det(A11) det(A22) . . . det(Akk)
(5) σ(A) = σ(A11) ∪ . . . ∪ σ(Akk) v£etn¥ algebraických násobností.

Navíc £ásti 3,4 a 5 platí i pro horní/dolní trojúhelníkovou matici s týmiº diagonál-
ními bloky.

D·kaz. Sta£í uvaºovat k = 2 a A = diag(A′, A′′), kde A′ ∈ Fp×p, A′′ ∈ Fq×q,
p + q = n. Body 1 a 3 jsou jasné, v bod¥ 4 lze v de�nici determinantu uvaºovat
pouze permutace π ∈ Sn, pro n¥º π(i) ≤ p pro v²echna i ∈ {1, . . . , p}. Rozloºme
π na nezávislé cykly, pak π = π′π′′, kde π′ je sloºení cykl· na mnoºin¥ {1, . . . , p}
a π′′ sloºení cykl· na mnoºin¥ {p + 1, . . . , n}. Ozna£me ρ′ ∈ Sp permutaci, která
vznikne zúºením π′ na mnoºinu {1, . . . , p} a ρ′′ ∈ Sq permutaci de�novanou ρ′′(i) =
π′′(i)− p. Pak je det(A) =

∑
π∈Sn sgnπa1π(1) . . . anπ(n)

=
∑
ρ′∈Sp

∑
ρ′′∈Sq

sgn(π′π′′)a1ρ′(1) . . . apρ′(p)ap+1,p+ρ′′(1) . . . ap+q,p+ρ′′(q)

=
∑
ρ′∈Sp

sgn(ρ′)a′1ρ′(1) . . . a
′
pρ′(p)

∑
ρ′′∈Sq

sgn(ρ′′)a′′1ρ′′(1) . . . a
′′
qρ′′(q)

Z bodu 4 plyne 5, protoºe vlastní £ísla jsou ko°eny polynomu det(A − λEn) =
det(A′ − λEp) det(A′′ − λEq). Bod 2 plyne z Gaussovy eliminace provedené zvlá²´
na prvních p °ádk· a zvlá²´ na zbylých q °ádk·, kterou se A′, A′′ p°evedou do od-
stup¬ovaného tvaru, takºe jejich hodnost je rovna po£tu nenulových °ádk· z prvních
p, resp ze zbylých q. Celá matice A se tím rovn¥º dostala do odstup¬ovaného tvaru,
takºe její hodnost je rovna po£tu nenulových °ádk· v celé upravené matici. Zobec-
n¥ní 3 horní/dolní trojúhelníkovou matici je z°ejmé, pro zobecn¥ní 4 a 5 si sta£í
uv¥domit, ºe kaºdá permutace, kterou nelze napsat jako π′π′′ dle prvního odstavce,
zobrazuje alespo¬ jeden index z mnoºiny {1, . . . , p} do mnoºiny {p + 1, . . . , n} a
alespo¬ jeden index naopak. Tedy s£ítanec v de�nici determinantu p°íslu²ný této
permutaci bude obsahovat alespo¬ jeden £initel z bloku nad diagonálou a alespo¬
jeden £initel z bloku pod diagonálou, p°i£emº alespo¬ jeden z t¥chto £initel· je
nulový. �

P°íklad 19. Nech´ x ∈ Rn, ‖x‖ = 1, Px(y) = (x.y)x a B = (B1, B2) je báze
sloºená z bází 〈x〉 a x⊥. Ozna£me 0n−1 nulovou matici z Fn−1×n−1 a on−1 nulový
vektor z Fn−1. Pak

[Px]BB =

(
1 oTn−1

on−1 0n−1

)
, [Px⊥ ]BB =

(
0 oTn−1

on−1 En−1

)
a matice zrcadlení Zx⊥ = Id−2Px má blokový tvar

[Zx⊥ ]BB =

(
−1 oTn−1
on−1 En−1

)
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Pokud n = 3 a B2 je ortonormální báze x⊥, pak matice rotace okolo osy 〈x〉 o úhel
φ vzhledem k bázi B je

[Rx,φ]BB =

(
1 oT2
o2 [Rφ]B2

B2

)
=

1 0 0
0 cosφ − sinφ
0 sinφ cosφ


P°íklad 20. Uvaºujme blokov¥ horní trojúhelníkovou matici D :=

(
A B
0 C

)
,

kde A ∈ Fp×p, C ∈ Fq×q jsou regulární. Pak platí(
A−1 −A−1BC−1

0 C−1

)(
A B
0 C

)
=

(
A−1A A−1B −A−1B

0 C−1C

)
Matice napravo je jednotková, tedy D je regulární a první matice nalevo je rovna
D−1. Jak jsme mohli inverzní matici uhodnout? Sta£í se podívat na výpo£et inverzní
matice k 2× 2 matici s elementy a, b, c z F, a, c 6= 0:(

a b
0 c

)−1
=

1

ac

(
c −b
0 a

)
=

(
1
a − b

ac
0 1

c

)
Mezi tvary blokového a neblokového inverzu je z°ejmá analogie, aº na to, ºe matice
A−1, B,C−1 na rozdíl od prvk· a−1, b, c−1 nekomutují a nemusí jít ani v jiném
po°adí vynásobit.

Jako ilustraci pouºití blokových matic v d·kazech uve¤me

Tvrzení 42. Nech´ A,B ∈ Fn×n. Pak σ(AB) = σ(BA) v£etn¥ násobností.

D·kaz. Výpo£tem ov¥°íme, ºe(
En −A
0n En

)(
AB 0n
B 0n

)(
En A
0n En

)
=

(
0n 0n
B BA

)
Levá strana má tvar RCR−1, tedy matice C a matice C ′ na pravé stran¥ jsou
podobné a mají stejná vlastní £ísla v£etn¥ násobností. Protoºe C i C ′ jsou ob¥
blokov¥ dolní trojúhelníkové, platí pro n¥ σ(C) = σ(AB)∪σ(0n), σ(C ′) = σ(BA)∪
σ(0n) v£etn¥ násobností. �

Tvrzení i d·kaz se snadno zobecní na obdélníkové matice A ∈ Cm×n, B ∈
Cn×m, pouze se bude u AB a BA li²it algebraická násobnost vlastního £ísla nula.
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