Pisemka ¢&. 2 - 17. 4.

1. Spocitejte

> rsinx
I = —dx.
/_Oox2+4x+20 !

fz/om%-

2. Spocitejte

Reseni

1. Trojclen ve jmenovateli méa kofeny 2, = —2 &+ 4i. Zavedeme proto
funkci .
z elZ

f(z) = (z —21)(z — 22)

a hledany integral pak bude I = Im ffooo f(2)dz = Im J. Definujeme
integracni krivku jako horni ptilkruznici o poloméru R. Jeji rovna c¢ast
dé integral

R
/ f(z)dz — J, R — oc.
R

Integral pres oblouk piilkruznice vytresime Jordanovym lemmatem, kde
azlaMRN%%O. Proto

/ f(z)dz — 0, R — oc.
|z|=R,Im z>0

Pouzitim reziduové véty pak bude
(=2 +4i)e 472
—2+4i — (=2 — 4i)

= %(—COSQ+2sin2+i(sin2+20052))
e

J = 2riRes,, f = 27

a nakonec

I=ImJ= %(sinQ—I—Zcos?)



2. Zavedeme funkci
1

NEEES

kterd ma poly v bodech z; 5 = £1. Bereme takovou vétev odmocniny,
ktera startuje z hodnoty v/1 = 1 pro thel ¢ = 0, je spojita pro ¢ €
[0,27) a vrati se tak na kladnou realnou poloosu zespodu s hodnotami
odpovidajicimi v/1 = —1. Integrujeme pfes ”Pacmana s vykouslym
zubem”, protoze zadana funkce ma pdl na kladné realné poloose, ten
tak musime obkruzovat. Kfivka, kterou budeme pouzivat, tak bude mit
Sest ¢asti

f(z) =

pr(t) =te,  tele,1—m(e,n] U1 +7(emn), R
©a(t) = 1+ e, t € [r—d1(g,m), (e, n)]

©3(t) = Re", t € [n,2m —n)

pa(t) =t te [R1+ ya(e,m]U[L—men), e
ws(t) = 1+ee, t € [2m — da(e,n), ™+ d1(e,n)]

polt) =€,  te2m—mnn

Integral pfes ¢, konverguje k I. Integral pfes ¢, vyfesime LOOPNI a
v limité nam d4 vysledek iAb, kde b = —r je thel, ktery obéhneme (v
limité) a

1 1

A= Jm JEGE-1D= dm o=

Proto fw f— —%r. Integral pres @3 vyfresime Jordanovym lemmatem.
Méme totiz a = 0a Mz ~ R~3, tedy RMz ~ R~2 — 0 a proto f% f—
0. Diky tomu, ze se odmocnina vrati na realnou poloosu zespodu s
opacnymi hodnotami a zaroven integrujeme v opa¢ném smeéru, tyto dva
minusy daji plus a fm f — I. Integral pfes 5 vyfesime opét LOOPN1
a v limité nam da vysledek ¢Ab, kde b = —= je thel, ktery obéhneme
(v limité) a
1 1

A - z—)ll,llrr£12<0 f(Z)(Z B 1) - z—>11,llrr¥llz>0 \/E(Z + 1) - _5‘



Proto f% f— % Nakonec integral pies pg vyresime z definice integralu

a omezenosti funkce 22—1_1 na okoli pocatku. Mame tak

/@ e

Poscitanim vseho, co jsme zjistili, dostaneme po limitnich prechodech

21

< Cidt—>0.
0 )

. . .
- 04T+ 40=2niRes  f =27 [ — ) = —m.
2 2 %

Odtud tedy I = —7.



