Zadani pisemné zkousky z Matematické analyzy 2
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Termin ¢&islo 2, 10. 6. 2026

1. Je dana funkce
f(x) = cos(v2x) — e log(1 — 1x*).

Naleznéte Taylortv polynom 6. fadu funkce f vbod¢ 0. Pomoci ziskaného rozvoje spoctéte limitu
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x—0 x3 . (sinx — arctgx)

(15 bodi)
2. Vysetiete konvergenci fady v zavislosti na parametru x € R.
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(15 bodw)
3. Spoctéte urcity integral:
1
1
/ dx
0 X+ Vx2+x+1
(15 bodw)

4. Necht {a,};2, je posloupnost. Uvazujte nasledujici tvrzeni.
(1) Platilima, = 0.
(2) Existuje p > 1 takové, ze fada Y, =, |an|? je konvergentni.
(3) Rada Y e i(@nt1 — an) je konvergentni.

Rozhodnéte, které z nasledujicich implikaci plati a které neplati. Uvedte vzdy dikaz platnosti
implikace nebo protiptiklad. MtzZete pouzivat véty z prednasek.
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Reseni uloh
Uloha&islo1.  Je dana funkce
f(x) = cos(v2x) — e log(1 — 1x*).
Naleznéte Tayloriv polynom 6. fadu funkce f v bodé¢ 0. Pomoci ziskaného rozvoje spoctéte limitu

; /&)
m

x—0 x3 - (sinx — arctg x)’

ReSeni. 1. Rozwoj jednotlivich funkei v bodé 0. Malé o uvazujeme ve viech piipadech v 0. Pro nalezenf
Taylorova polynomu 6. fadu vyuzijeme znamé standardni rozvoje elementarnich funkci.

Plati 5 . .
Xy _r 6
cosy =1 o + Gl +0(y°).

Dosazenim y = +/2x podle Vét 6.6 a 6.7 ziskame:

2X2 4x 8x 6
=1 =1 6
COS(\/_X) ) - 24 720 0((fx) ) x + x x + O(X )

Plati 5 X

ey=1+y+y—+%+o(y3)
Dosazenim y = —x? opét podle Véty 6.7 ziskame:

4 6
e =1-x2+ %—% + 0(x®)
Plati
y? 2

log(l—y) =~y = +0(y")
Dosazenim y = %x“ vyhovuje presnosti do 6. fadu pouze prvni ¢len:

log(l — %x“) = —%x“ + o(x®)

2. Uréeni Téf’o. Dosazenim dil¢ich rozvoji do predpisu funkce f dostavame:
flx) = (1 —x2+ x - %x6) (l —x2+ %x“ — %x‘s) — (—%x“) + o(x%)

1
(=1 + (14 D2+ (g =3+ 3)x" + (=55 + 50)x° +0(x)

=13 x84+ o0(x%) = =X 4 o(x%)

Taylortv polynom 6. fadu funkce f v bodé 0 je tedy TGf’O(x) =5
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3. Vypocet limity. Nejprve vysetiime chovani jmenovatele pomoci rozvoji funkei sin x a arctg x do 3.

radu:
sinx = x — %xS + o(x3)
arctgx = x — %x3 + o(x®)
Jejich rozdil ¢ini:
sinx —arctgx = (—¢ + 3)x° + 0(x>) = $x° + 0(x?)

Cely jmenovatel ma proto tvar éx‘s + 0(x%). Dosazenim do zadané limity obdrzime:

£ (x) L X 4o(x®) 175 42 14
1
5

x—0 x3(sin x — arctgx)  x—>0 éxG + 0(x%) T 45 15



Uloha é&islo 2. Vysetfete konvergenci fady v zavislosti na parametru x € R.

= 1y .
Y =)

n=1

Reseni:
— Y - - _ " :
2 {Vysetrlme konvergenci fady > 72 ; ¢4 y", kde koeficienty jsou ¢, = /T @Y € R je parametr.
Pro y # 0 pocitejme
- enpry™ P+l , n?+1
lim ———— = = lim | 5————=y| =yl
n—o00 |cyy"| \/(n + 1)2 n—>oo \| n2 +2n +2
Rada "% | ¢,y tedy konverguje absolutné pro |y| < 1 a diverguje pro |y| > 1.

VySetrent krajnich bodi.

Pro y = 1: Rada mi tvar paad m Protoze posloupnost b, ﬁ je kladna, monotonn¢

— N

klesa a lim, o b, = 0, fada podle Leibnizova kritéria konverguje.

Vn2+1 n=1 /p241

“ , V(11 , 1. . e,

Pro y = —1: Rada mé tvar Y, | GLECDT — vy L jierg diverguje podle limitniho srov-

3b
navaciho kritéria pri srovnani s harmonickou rfadou.

Ndvrat k proménné x. Nase rada konverguje pravé tehdy, kdyz 5 € (=1, 1]. Refenim piislusnych
2 | nerovnic je mnoZina (—3 3.00). Pokud x € (—oo, —%] \ {—1}, pak rada diverguje. Pokud x = —1,

pak neni fada dobrte definovana.



Uloha é&islo 3. Spoctéte urcity integral:

1
1
/ dx
0 X+/x2+x+1

Reseni: Pouzijeme Eulerovu substituci

VxZ4+x+1=x+1.
Substitu¢ni funkce ¢ ma tedy tvar ¢(x) = v/x2 + x + 1 —x, x € R. Plati

, 2x +1
(X)) = ———
2Vx2 +x +1

Oznacime ¢(x) = t. Umocnénim obou stran v (1) na druhou dostaneme:

—-1<0, x € R.

X4 x+1=x>42xt +1¢>

Odeétenim x? a vyjadienim x ziskdme:

2—1
_1 . .
v=x=1y
Nyni spocitame
iy 20(1—2t) — (12 = 1)(=2) —2t2+2t-2 2—t+1
() (1) = 5 = =2
(1-2¢) (1-2¢) (1-2¢)

Dosadime vyjadfené x do jmenovatele piivodniho integralu:

t2 -1
X+ x2+x+1=x+(x+t)=2x+z=2( >+z

1—2¢
22 -241(1-21) 12
B 1—2t T 1-2t

Cely novy integrand po zjednoduseni vypada takto:

1 ?—r4+1y  202—1+1)
=) '(‘ (1—21)2 ) S (t—-2@r-1)

—2t

Meze prepoditame podle vztahu t = vVx2 +x + 1 —x:
e Dolnimez(x =0):t=v0+0+1-0=1
e Homnimez (x =1):t=/1+1+1—-1=+3-1

Integrace pomoci rozkladu na parcidini zlomky. Nyni integrujeme racionalni funkei v novych mezich:

/ﬁ—l 222t +2
dr
1

212 -5t +2

Vydélenim polynomii dostaneme:

2t2—2t+2_lJr 3t
212 -5t +2 (t—2)2t —1)

)



Zlomkovou cast rozlozime na parcialni zlomky:

3t _ A n B
t-2)2t—1) -2 2t—1
Ziskame A =2 a B = —1. Primitivni funkce je tedy
F(t)=/(l+i— ! )dt =t +2log|t —2| — Llog |2t — 1] te(3.2)
t—2 2r—1 g 2 108 ) 3:2).

Dosadime horni a dolni mez do primitivni funkce:

F(V3—1)=(vV3-1)+2log|v3—3| - llog|2(v3~1) -1
=3 —1+2log(3—+3) - 1log(2v3-3)
F(1)=1+2log|l—2|—1log2-1-1] =1

Odeétenim dolnf meze od horni dostdvime findlni hodnotu

V3i-2+ 2log(3 — V3) — %log(Z\/g— 3).
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Uloha &islo 4. Necht {a,}2, je posloupnost. Uvazujte nasledujici tvrzeni.
(1) Plati lima, = 0.
(2) Existuje p > 1 takové, ze fada Y, = |ax|? je konvergentni.
(3) Rada Y22 | (an+1 — an) je konvergentni.

Rozhodnéte, které z nasledujicich implikaci plati a které neplati. Uvedte vzdy diikaz platnosti
implikace nebo protiptiklad. MuzZete pouzivat véty z prednasek.

@ D=
b) @ =0
© @M=

(@) Implikace neplati. Uvazujme posloupnost a, = bg(ﬂ+1) pro n € N. Ztejmé plati lim, o0 an = 0,
¢mz je splnéno tvrzeni (1). VySetfeme nyni fadu Y 2, |an|? = Y o2, m pro libovolné
/ /1 1 . log? (n+1) v oy .
pevné p > 1. Plati lim, m = lim, oo % = 0. ProtoZe fada Y oo, % divergu-

je, musi podle limitniho srovnavaciho kritéria divergovat i fada Neexistuje tedy

oo 1
n=1 log? (n+1) "
zadné p > 1 splnujici podminku (2).

(b) Implikace plati. Necht plati tvrzeni (2), tedy existuje p > 1 takové, ze fada Y -, |a,|? konver-
guje. Z nutné podminky konvergence tfady vyplyva, ze limita jejich ¢lend je nulova:

lim |a,|? =0

n—oo

Jelikoz lim; o t1/r =, plati také lim, . |ax| = 0, coz je ekvivalentnis lim, o a, = 0. Tvrzeni
(1) je timto dokazano.

(c) Implikace plati. VySetfeme N-ty Caste¢ny soucet sy fady z tvrzeni (3). Jedna se o teleskopickou
fadu, u které se vnitini ¢leny odectou:

N
SN =Y (ant1—an) = (@2 —ap) + (az —az) + -+ (an+1 —ay) = ant1 — a
n=1

Podle predpokladu (1) plati, ze lim, o0 ay+1 = 0. Z véty o aritmetice limit pak plyne
Jim sy = lim (ay+1—a) =0-a1 = —ar

Protoze —a; € R, limita ¢aste¢nych souctt existuje a je vlastni, tudiz fada >0 1 (@nt1 — an) kon-
verguje.



