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Na vektorovém prostoru C"*" definujme maticovou normu
predpisem || B|| := max; ; |(B);j]. Neni indukovana skalarnim
soutinem &, ale umoziuje definovat na C™*™ strukturu
metrického prostoru . Je-li (By)22, posloupnost matic z
Pak matice B je jeji definovana jako jeji limita, pravé kdyz

(:ﬂIXn

lim || B, — B|| =0

q—00
To je ekvivalentni & podmince Vi, j : limy o0 (By)ij = Bij.

Miuzeme pak definovat soucet nekonec¢né rady matic jako limitu

N

exponencidla matice A € C"*"

=1
exp A = Z aAq
q=0

Plati &, ze VA, Vi, j je >, %(Aq)ij absolutné konvergentni fada.



Priklady a vlastnosti &:

a 0 o 1 fa? 0 e* 0
~ow (5 3) =zd (5 )= (6 2)
- 0 t\ (cosht sinht

Pl 0) 7 \sinht cosht

> exp (O —t) _ <09st —sint>
t 0 sint cost
> expJoy=E+Jog+3(Jog)? +...+ ﬁ(%,k)k*l
» Pokud AB = BA, pak exp(A+ B) =exp Aexp B
> oxp ()\ 1) _ <e’\ ei)
0 A 0 e
> exp i = et exp Jo i
> expQTAQ = QM (exp A)Q
» exp0=F
» (exp A)~! = exp(—A), tedy exp A je vzdy regulrni.

7 téchto vlastnosti a Jordanova tvaru lze spodist exp A vzdy.



Derivaci maticové funkce A : R — C™*™ definujeme jako

d o Alt+h) = A)
AW = A1) = lim h :

tedy jako derivaci po jednotlivych elementech matice. Pak plati

TVRZENI
Necht Ae C™" teR

% exp(tA) = Aexp(tA)

DUKAZ.
Mocninna fada - 2 ,(Aq)wtq mé polomér konvergence oo a
da se tedy derlvovat clen po ¢lenu pro libovolné t. Vysledkem je
mocninna fada

=~ 1

D oo ADutT = (Aexp(tA));
q=1



PRIKLAD
Hledame dvé funkce x1, x5 : R — C splitujici rovnice

dz1
dt

dzz
dt

(t) = —21(t) — 22(t)
(t) = —da1(t) — za(t)

s pocatetni podminkou z1(0) = 2, 22(0) = 1. Zadani mtzeme
kompaktné prepsat jako

() = Ax(t), kde A = ( T ),X(O) — (2,1)7

Takova tloha se nazyva homogenni soustavou linedrnich
diferencialnich rovnic prvniho ¥adu s konstantnimi koeficienty.
Ukazeme, ze jeji obecné FeSeni ma tvar x(t) = exp(tA4)x(0).



VETA

Necht A € C"*" ¢ € C". Pak jedind funkce x : R — C",
spliiugict rovnici x(t) = Ax(t) s pocdtecni podminkou x(0) = ¢ je
x(t) = exp(tA)c.

DUKAZ.

Rovnosti x(0) = exp(0)c = ¢ a x(t) = Aexp(tA)c = Ax(t) jsou
pro x(t) z véty splnény. Pokud by y(t) spliiovalo tyto rovnosti
také, pak plati

9 (exp(—1A)y (1) = exp(—1A)F (1) + (~A) exp(~tA)y (1
= exp(—14) [Ay (1) — Ay(1)] = 0.

tedy exp(—tA)y(t) =: d je konstantni vektor. Protoze y(0) = c,
plati d = c. Tedy y(t) = exp(tA)c = x(t). O



V piikladu o(A) = {1, —3}, pfislusné vlastni vektory volme
vy = (1,-2)T a vy := (1,2)T. Pak lIze A diagonalizovat:

. -1 -1\ _1 11 1 0 2 -1
S\ -4 -1 ) 4\ -2 2 0 -3 2 1
Regent soustavy linedarnich diferencidlnich rovnic je tedy
zt)) 1/ 11 et 0 2 -1 2
za(t) ) 4\ =2 2 0 e3¢ 2 1 1
1/ 3+ 5e~3!
T4\ —6e' +10e”%
Alternativné muzeme také reprezentovat x(t) vzhledem k bazi z
vlastnich vektort jako x(t) =z (t)v1 + zh(t)ve. Pak
P () vy + @5 () ve = x(t) = Ax(t) = 2 (t)Avy + 25(t) Ava
7 Avq = vy, Ave = —3vy pak dostavame FeSeni

2y (t) = €'24(0),  a)(t) = e7z)(0)



Na soustavu linearnich diferencidlnich rovnic prvniho Fadu s
konstantnimi koeficienty lze prevést i soustavy rada vyssich.
Jednoduchym piikladem je rovnice harmonického oscildtoru

() = ~w?y(1)

Definici z1(t) := §(t) a x2(t) := wy(t), lze rovnici piepsat jako

0= (o) = (0 ) ()
a tuto soustavu pak vyFesit:
)= et (0o = (St~ st (1)

Tim dostavame standardni fedeni harmonického oscilatoru ve
tvaru

1
za(t) = ;y(()) sinwt + y(0) coswt

y(t) = i



VETA
Necht A € C"" b : R — C". Pak vSechna Feseni nehomogenni
soustavy diferencidlnich rovnic

x(t) = Ax(t) + b(t)

jsou tvaru x(t ) xp(tA)c(t), kde c : R — C™ je funkce
spliugict ¢(t) = ( tA)b(t).
DUKAZ.

Pokud x(t),%(t) jsou dvé feSeni soustavy x(t) = Ax(t) + b(t),
pak jejich rozdil x(t) — %(t) je FeSenim homogenni soustavy

x(t) = Ax(t). Staci tedy najit partikularni feseni nehomogenni
soustavy. Pokud ho budeme hledat ve tvaru

xp(t) = exp(tA)c(t), pak dosazenim do rovnice dostavame préavé
¢(t) = exp(—tA)b(t). Obecné Feseni nehomogenni soustavy je

x(t) = exp(tA)c(t) + exp(tA)d = exp(tA)(c(t) + d),

a protoze 4 (c(t) +d) = é(t), maji viechna fefeni pozadovany
tvar. OJ



