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Na vektorovém prostoru Cm×n de�nujme maticovou normu

p°edpisem ‖B‖ := maxi,j |(B)ij |. Není indukovaná skalárním
sou£inem ♣, ale umoº¬uje de�novat na Cm×n strukturu
metrického prostoru ♣. Je-li (Bq)∞q=0 posloupnost matic z Cm×n.
Pak matice B je její de�nována jako její limita, práv¥ kdyº

lim
q→∞

‖Bq −B‖ = 0

To je ekvivalentní ♣ podmínce ∀i, j : limq→∞(Bq)ij = Bij .
M·ºeme pak de�novat sou£et nekone£né °ady matic jako limitu
posloupnosti £áste£ných sou£t·. Nejuºite£n¥j²ím p°íkladem je
exponenciála matice A ∈ Cn×n

expA :=
∞∑
q=0

1

q!
Aq

Platí ♣, ºe ∀A,∀i, j je
∑

q
1
q!(A

q)ij absolutn¥ konvergentní °ada.



P°íklady a vlastnosti ♣:

I exp

(
a 0
0 b

)
=
∑∞

q=0
1
q!

(
aq 0
0 bq

)
=

(
ea 0
0 eb

)
I exp

(
0 t
t 0

)
=

(
cosh t sinh t
sinh t cosh t

)
I exp

(
0 −t
t 0

)
=

(
cos t − sin t
sin t cos t

)
I exp J0,k = E + J0,k +

1
2(J0,k)

2 + . . .+ 1
(k−1)!(J0,k)

k−1

I Pokud AB = BA, pak exp(A+B) = expA expB

I exp

(
λ 1
0 λ

)
=

(
eλ eλ

0 eλ

)
I exp Jλ,k = eλ exp J0,k
I expQ−1AQ = Q−1(expA)Q

I exp 0 = E

I (expA)−1 = exp(−A), tedy expA je vºdy regulární.

Z t¥chto vlastností a Jordanova tvaru lze spo£íst expA vºdy.



Derivaci maticové funkce A : R→ Cm×n de�nujeme jako

d

dt
A(t) ≡ Ȧ(t) := lim

h→0

A(t+ h)−A(t)
h

,

tedy jako derivaci po jednotlivých elementech matice. Pak platí

Tvrzení

Nech´ A ∈ Cn×n, t ∈ R

d

dt
exp(tA) = A exp(tA)

D·kaz.

Mocninná °ada
∑∞

q=0
1
q!(A

q)ijt
q má polom¥r konvergence ∞ a

dá se tedy derivovat £len po £lenu pro libovolné t. Výsledkem je
mocninná °ada

∞∑
q=1

1

(q − 1)!
(Aq)ijt

q−1 = (A exp(tA))ij



P°íklad

Hledáme dv¥ funkce x1, x2 : R→ C spl¬ující rovnice

dx1
dt

(t) = −x1(t)− x2(t)

dx2
dt

(t) = −4x1(t)− x2(t)

s po£áte£ní podmínkou x1(0) = 2, x2(0) = 1. Zadání m·ºeme
kompaktn¥ p°epsat jako

ẋ(t) = Ax(t), kde A =

(
−1 −1
−4 −1

)
,x(0) = (2, 1)T

Taková úloha se nazývá homogenní soustavou lineárních
diferenciálních rovnic prvního °ádu s konstantními koe�cienty.
Ukáºeme, ºe její obecné °e²ení má tvar x(t) = exp(tA)x(0).



V¥ta

Nech´ A ∈ Cn×n, c ∈ Cn. Pak jediná funkce x : R→ Cn,
spl¬ující rovnici ẋ(t) = Ax(t) s po£áte£ní podmínkou x(0) = c je

x(t) = exp(tA)c.

D·kaz.

Rovnosti x(0) = exp(0)c = c a ẋ(t) = A exp(tA)c = Ax(t) jsou
pro x(t) z v¥ty spln¥ny. Pokud by y(t) spl¬ovalo tyto rovnosti
také, pak platí

d

dt
(exp(−tA)y(t)) = exp(−tA)ẏ(t) + (−A) exp(−tA)y(t)

= exp(−tA) [Ay(t)−Ay(t)] = 0,

tedy exp(−tA)y(t) =: d je konstantní vektor. Protoºe y(0) = c,
platí d = c. Tedy y(t) = exp(tA)c ≡ x(t).



V p°íkladu σ(A) = {1,−3}, p°íslu²né vlastní vektory volme
v1 := (1,−2)T a v2 := (1, 2)T . Pak lze A diagonalizovat:

A =

(
−1 −1
−4 −1

)
=

1

4

(
1 1
−2 2

)(
1 0
0 −3

)(
2 −1
2 1

)
�e²ení soustavy lineárních diferenciálních rovnic je tedy(

x1(t)
x2(t)

)
=

1

4

(
1 1
−2 2

)(
et 0
0 e−3t

)(
2 −1
2 1

)(
2
1

)
=

1

4

(
3et + 5e−3t

−6et + 10e−3t

)
Alternativn¥ m·ºeme také reprezentovat x(t) vzhledem k bázi z
vlastních vektor· jako x(t) = x′1(t)v1 + x′2(t)v2. Pak

ẋ′1(t)v1 + ẋ′2(t)v2 = ẋ(t) = Ax(t) = x′1(t)Av1 + x′2(t)Av2

Z Av1 = v1, Av2 = −3v2 pak dostáváme °e²ení

x′1(t) = etx′1(0), x′2(t) = e−3tx′2(0)



Na soustavu lineárních diferenciálních rovnic prvního °ádu s
konstantními koe�cienty lze p°evést i soustavy °ád· vy²²ích.
Jednoduchým p°íkladem je rovnice harmonického oscilátoru

ÿ(t) = −ω2y(t)

De�nicí x1(t) := ẏ(t) a x2(t) := ωẏ(t), lze rovnici p°epsat jako

ẋ(t) ≡
(
ẋ1(t)
ẋ2(t)

)
=

(
0 −ω
ω 0

)(
x1(t)
x2(t)

)
a tuto soustavu pak vy°e²it:

x(t) = exp t

(
0 −ω
ω 0

)
x(0) =

(
cosωt − sinωt
sinωt cosωt

)(
x1(0)
x2(0)

)
Tím dostáváme standardní °e²ení harmonického oscilátoru ve
tvaru

y(t) =
1

ω
x2(t) =

1

ω
ẏ(0) sinωt+ y(0) cosωt



V¥ta

Nech´ A ∈ Cn×n, b : R→ Cn. Pak v²echna °e²ení nehomogenní

soustavy diferenciálních rovnic

ẋ(t) = Ax(t) + b(t)

jsou tvaru x(t) = exp(tA)c(t), kde c : R→ Cn je funkce

spl¬ující ċ(t) = exp(−tA)b(t).

D·kaz.

Pokud x(t), x̃(t) jsou dv¥ °e²ení soustavy ẋ(t) = Ax(t) + b(t),
pak jejich rozdíl x(t)− x̃(t) je °e²ením homogenní soustavy
ẋ(t) = Ax(t). Sta£í tedy najít partikulární °e²ení nehomogenní
soustavy. Pokud ho budeme hledat ve tvaru
xP (t) = exp(tA)c(t), pak dosazením do rovnice dostáváme práv¥
ċ(t) = exp(−tA)b(t). Obecné °e²ení nehomogenní soustavy je

x(t) = exp(tA)c(t) + exp(tA)d = exp(tA)(c(t) + d),

a protoºe d
dt(c(t) + d) = ċ(t), mají v²echna °e²ení poºadovaný

tvar.


