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Uvod

Doba, kdy k zakladni vyzbroji studentti matematiky ale i fyziky
neodmyslitelné patfila kromé Jarnikovych a dalsich knih i Sbirka
tloh z matematické analyzy B. P. Démidovice, je jiz za nami. Letosni
(2002) srpnova povoderi, kterda mimo jiné zlikvidovala i veskerou rus-
kojazy¢nou literaturu v karlinské knihovné, tak jen zvyraznila po-
zvolny konec éry, ve které podstatnou ¢ast odborné knihovny mate-
matikt a fyzikt u nés tvofila literatura psand v tomto jazyce, nyni
jiz necitelném pro vétsinu studenti. Uvedend sbirka piitom byvala
prvni, mnohdy na dlouhou dobu jedinou (nékdy i posledni...) cizo-
jazycnou knihou v rukou generaci jejich predchudcu.

Vzpomindm (M.Z.) na kolegu ze studii, chlubictho se v letnim
semestru druhého roéniku, ze kone¢né vlastnorucéné dopocital vsech
4460 piikladu té sbirky! (Slo o nékolikaty pretisk patého vydani
z roku 1961, které pfineslo 200 novych tloh.) Tahle doba je jiz pry¢,
podobni jedinci se dnes jiz asi sotva najdou — a pokud ano, tak
spis travi vétsinu Casu v pocitacové laboratofi. Obrazek cvicictho
matematické analyzy drziciho v ruce (Casto jiz znaéné rozpadlou)
Démidovic¢ovu sbirku patii v8ak dodnes ke koloritu MFF UK.

Paralelni sbirka Proskurjakova z linedrni algebry se u nas tésila
relativné mensi pozornosti. Nezaslouzené! Stoji za to, prokousiavat se
jejimi rafinovanymi determinanty ¢i kvadratickymi formami stejné
podrobné a dusledné, jako probojovavat se fadou limit a integrala.
Presto asi patif sbirka [Prosk] k ohrozenéjsimu druhu knih, nez kniha
[Dém], jejiz odkaz Zije neztencenou silou v pocetné obci vyucujicich
a studenti matematické analyzy nejen na MFF UK.

Nebyl to vSak pouze takovyto altruisticky duvod, totiz zachrénit
pro studenty prvnich ro¢niku hodnotné znalosti piedchozi gene-
race, ktery nds vedl k napsani predlozené nové sbirky. Doba je
prosté jiz jina, nez pfed 50 lety, kdy vyse uvedené sbirky vznikaly.
Nékteré tehdejsi, prilis specidlni postupy a problémy byly pozapo-
menuty, jiné naopak vznikly ¢i nabyly elegantnéjsi a struénéjsi po-
doby.Nasim cilem bylo sestavit modernéji pojatou sbirku feSenych
iloh (a mensich eseji) z linedrni algebry, psanou podobné jako kniha
[PLA], tedy s durazem na aplikace ve fyzice i jinde v matematice.

Predlozend nova sbirka je kolektivnim dilem autoru, ktefi byli
v dobé jejtho psani vétsinou jesté studenty MFF UK a kteii



s nadsenim odpovédeéli na vyzvu autoru knihy [PLA]. Mdme radost,
jaké velikosti dosahl autorsky tym: muzete se sami presvédcit ze
zkratek jmen za kazdym piikladem.

I kdyz maji ruzni autofi samozfejmé ruzny styl uvazovani,
nezdédlo se ndm ucelné (a popravdé feceno ani mozné) sbirku zcela
sjednotit. Ptistup k problému bude jiny u studenta a jiny u odbornika
a nemda vzdy smysl, zvlasté ne v knizce podobného urceni jako je
tato, prepisovat formulace toho prvniho abstraktnéjsimi vyrazovymi
prostiedky specialisty. Stane se tedy, ze Ctenar narazi, tieba i ve
dvou po sobé nésledujicich piikladech psanych riznymi autory, na
dost odlisny zpusob vyjadiovani a tieba i odliSnou miru toho, co je-
den jiz povazuje za trividlni a druhy jesté nikoliv. Ale to je normalni,
student 1. roéniku muze mit na pfiméfenou obecnost a abstraktnost
vykladu zcela jiny nazor nez specialista s dlouhodobym tréninkem
v oboru. (Nékdy je i tomu specialistovi jen kolem 20 let, ale to nen{
rozhodné typické.) Budiz zduraznéno, ze tato sbirka je hlavné stu-
dentskou praci. Nejstarsi ¢len autorského kolektivu (M.Z.) pfitom
nechtél nijak hrat roli cenzora — at jiz tlakem na zménu vykladu
téch ¢asti, v nichz se citi kompetentnim posoudit ,,adekvatni abst-
raktnost” zvoleného piistupu, ¢i ovliviiovanim pouzitého jazyka.

R4di bychom na tomto misté vyzdvihli praci Dalibora Smida,
ktery kromé toho, ze celou sbirku pfecetl a opravil v ni mnoho
chyb, také pomohl srovnat ty nejvétsi rozdily mezi styly jednotlivych
piikladi. Na vytvéareni elektronické verze sbirky se kromé editora
K.V. vyznamné podilel Lubos Motl a na zavéreénych korekturach
se podilel také David Ondfich. Témto kolegim a jesté jednou vsem,
ktefi nééim do sbirky prispéli, patii nase steré diky.

Podobné jako sbirky uvedené na zacatku, ani predlozend
sbirka nekopiruje tuplné pfesné néjaky zavazny sylabus. Je ¢lenéna
s puvodnim umyslem pfizpusobit se knize [PLA], ale obsahuje i dalsi
témata, napiiklad ulohy na linearni algebru nad koneénymi télesy.
Orientaci mezi piiklady snad usnadni struc¢né obsahy uvedené na
konci knihy. Sbirka neni vzdy c¢lenéna stylem ,,0d jednodussiho
nam budiz, ze napiiklad ani prvné zminéné sbirky nejsou takto sy-
stematicky ¢lenény a maji na mnoha mistech, a to i po desetiletich,
vzdy trochu charakter soupisu, vybéru popft. prepracovani sbirek mi-
nulych s doplnénim novych origindlnich piikladu stylem ,,co dum



dal”. Co se starych sovétskych sbirek tyce, slo samoziejmé o velmi
ctihodny ,,dum” ruské, specidlné moskevské matematiky, a kromeé
vybéru z predchozich svétovych sbirek do nich byla pfidana i mnoha
nova tvorba, napady pramenici z vlastni pedagogické nebo vyzkumné
matematické ¢innosti autoru a jejich kolegu.

Chtéli jsme, aby i tato sbirka pfinesla néjaké nové napady, ne-
jen prepis piikladu ze starsich zdroju, a chtéli jsme téz, aby zde
byly (kromé téch zcela standardnich) i nové partie, které nebyvaji
¢asti starsich sbirek. Takze, kromé (ne tak rozséhlych) partii beze
studu a beze zmény okopirovanych! tieba z Proskurjakova (metody
vypoctu determinanti), jsou ve sbirce i origindln{ zpracovédni mnoha
modernéjsich témat. Véiime, ze nékteré z novych (¢i nové pojatych)
piikladu budou stat za prevzeti i autortiim sbirek budoucich.

Sbirka obsahuje jisté jesté dost chyb a nedokonalosti (zvl4ste
v posledni kapitole, kterd byla doplnéna na posledni chvili). Bu-
deme radi, kdyz na né ¢tenafi upozorni. Elektronickou verzi sbirky
povazujeme do jisté miry za otevieny projekt, kam mohou byt,
tfeba zatim jen s provizorni a nehotovou grafickou upravou, pozdéji
pridavana dalsi zajimava témata. Budeme vdécni za reakce a naméty
novych ptikladu, elektronickd verze knihy by jim méla byt oteviena.

Sbirka je urcena pro 1.-5. roénik MFF UK, pficemz prevahu tvoii
ptiklady urcené skute¢né pro prvni ro¢nik. Mnohé elegantni apli-
kace linearni algebry vSak potfebuji hlubsi znalosti i z jinych oboru.
Zdélo se nam skoda je sem nezatadit, a¢ kromé dobrych znalosti LA
vyzaduji pokrocilejsi znalosti tfeba z analyzy, teoretické fyziky nebo
prinejmensim vyzaduji zadjem o dalsi obory matematiky, jakymi jsou
kombinatorika ¢i diskrétni matematika obecné. Prosté matematika
je jen jedna (coz je z hlediska LA obzvlasté dobfe patrné), je navic
provazana s fyzikou a ostatnimi védami, dokonce i jeji klasické ob-
lasti jsou stale ve stadiu vyvoje. Toto védomi chce nase sbirka mezi
studenty téchto oboru a obecné uzivateli LA déle posilovat.

Karel Vyborny, Milo§ Zahradnik

1Kopirovani beze zmény, pokud se déje v pfiméfeném rozsahu, povazujeme
za vyraz nejvyssiho uznani tém, jejichz text kopirujeme.
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1 Geometrie a soustavy rovnic

1.1 Jedna obycejna soustava linearnich rovnic

Ukol: Naleznéte vSechna reSeni soustavy

I
[t

2z + (2+29)y + 2iz
I-dz+ 1+3)y+ (i—1)z = 0
I+dz+ (1—-9y+ (14+190)z

|
-

Reseni: Soustavu zapiSeme pomoci rozsifené matice a Fadkovymi
upravami ji prevedeme na horn{ trojihelnikovy tvar (¢i presnéji tvar,
kdy je v (n 4 1). tddku zleva alesponi o jednu nulu vice nez v Fadku
n-tém).
(2)=2:(2)-(1-1)-(1)
2 2421 2t |1\ (3)=2-3)—(1+1i)-(1)
1—21+3:7¢—-1|0 —
147 1—2¢ 1441

2 2421 2 1

— 0—-2461 —4|—-1+1

0 2—6: 4| 1—3

B)=3)+2) [2 2421 2 1
— 0 —24+671 —4|—-1+1
0 0 0 0

7Z posledniho tadku vidime, ze celd soustava obsahuje jen dvé
nezdvislé rovnice (a neobsahuje vzdjemné si protifecici rovnice —
to by odpovidalo napiiklad poslednimu faddku (0 0 0 |1)), a bude mit
proto nekoneé¢né mnoho feseni.

Nejprve nalezneme jedno (libovolné) feseni (x,y,2)T takto u-
pravené nehomogenni soustavy. Posledni fadek neklade zadnou
podminku na z, zvolime si napifklad? z = 1. Ze druhého Fadku
dopocitdéme y = (4z — 1 +1)/(—2 + 6i) = —1i a konetné z prvniho
fadku z = (1 —2iz — (2+2i)y) /2 = —3i. Partikuldrni Fesent je tedy

(_%iv _%ia 1)T

27de muzeme volit libovolné &islo, ¥{dime se jen podle toho, s &¢m se ndm
bude pozdéji lépe pocitat.
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Dale budeme hledat vSechna feSeni odpovidajici homogenni sou-
stavy, tedy

2 2420 20 |0 2 2421 2110
1—-414+3t¢—10 ] — --- — | 0 —=2+61 —4|0
147 1—-4 141¢|0 0 0 0|0

Homogenni soustava ma vzdy tu vlastnost, ze pokud jsou néjaké
vektory (z,y,2)T a (2/,y,2")T jejimi feSenimi, pak i vektor (\z +
pa’ Ay 4 py', Az + pz’)T je fesenim pro libovolné X, u € C. Resent
homogenni soustavy linedrnich rovnic tedy tvoii vektorovy prostor,
a abychom jej popsali, stac¢i najit jeho bézi, nebo fec¢eno jinymi slovy,
najit vSechna linedrné nezdvisld fesen{ (maximalni mnozinu linedrné
nezavislych reseni).

V naSem piipadé bude existovat jediné nezavislé feSeni (tii
nezndmé, dvé rovnice) a najdeme ho podobné jako feSeni parti-
kuldrni. Posledni #4dek neklade podminku na z, zvolime tedy® z = 1
a z druhého fadku dopocitdme y = 4z/(—2 4 6i) = —(1 + 37)/5.
Vidime, Ze si muzeme zjednodusit zivot, kdyz misto z = 1 zvolime
z = b; pak vyjde samoziejmé y = —1 — 37 a konetné x = —1 — 2.
Obecné feseni homogenni soustavy je proto A\(—i — 2, —1 — 3i,5)7,
recC.

Libovolné feseni celé (nehomogenni) soustavy lze tedy zapsat ve
tvaru (—34, —3i,1)7 + A(—i — 2, —1 — 3i,5)7, A € C. Tato mnozina
tvoif afinng vektorovyj prostor: netvoii tedy vektorovy podprostor C3,
ma4 tvar ,,vektor plus vektorovy podprostor” (jinak feceno, je to pr-
vek faktorprostoru C3/C). *KV

1.2 Soustava 4 x 4 s parametrem

Ukol: Reste soustavu vzhledem k parametru a € R

alll]l
lall|l
11lal|l
111all

3Zde nelze volit z = 0, protoze pak bychom dostali trividlni FeSeni = y = 0.
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ResSeni: Muzeme gaussovsky eliminovat:

(=4

al11]1 111all
1a11|1 | DM 14111
llalll — 11alll
111all alll]|l
(0)=(4)+(2)
@=1)-(2) a v dalstm
=(1)— kroku
gl;$§1 L1l L)
0l—a O a—1 0
— —

0 0 1—aa-—1 0
Da—la—1a*—-1|la—-1

(2)=(2)/(a—1)

1 1 1 a 1 (3)=(3)/(a—-1)
0l—a 0 a—1 0 7t
0 0 1—-a a—1 0
0 0 0 (a+3)(a—1)|a—-1
11 1 a 1
0-10 1 0
00 —1 1 0
00 0 (a+3)|1

tedy pro a € R\ {1,—3} jde o soustavu nezdvislych rovnic s je-
dinym feSenim x = (x1,22,23,24) = (ﬁ, ai3,ﬁ_3,#_3). Pro-
hazovani rovnic v prvnim kroku nam usettilo vice prace, nez se
muze zdat: pokud bychom totiz pouzili béhem eliminace dpravu
typu (2) = a-(2) + ..., museli bychom piipad a = 0 diskutovat
zv14st (stejné jako to udéldme pro a = 1), nebot pro a = 0 nenf tato
Uprava ekvivalentni. V nasem postupu se mohlo nejvyse stat, ze jsme
napiiklad pricetli ke ¢tvrté rovnici nulovy nasobek jiné rovnice, coz
je dovoleno.

Pro a = —3 jsme dostali soustavu, kterd nemd feseni (posledni
rovnici nelze splnit).

11 1 =31
0-10 110
00 —-1110
00 0 01



Pro a =1 jsou v soustavé ¢tyfi shodné rovnice a hledame proto
v R* obecné Feeni rovnice x, + xo + x3 + £4 = 1. Nejprve na-
jdeme jedno partikuldrni fe§end — napt. (1,0,0,0). Pak nalezneme
v R* obecné feseni homogenni rovnice z; + x5 + x3 + x4 = 0,
tedy linedarni kombinaci kterychkoli tfi linedrné nezavislych feseni
homogenni rovnice (neboli kterékoli baze prostoru fesen{ rovnice,
napiiklad (1,-1,0,0), (0,1,—1,0), (0,0,1,—1)). Obecné feseni pro
a =1 je proto

(1’0’ 07 0)"‘0{(1, _1707 0)—’_/3(07 ]‘7 _170)+’Y(07 0’ ]" _1) ) a’ /6’7 6 R'

Specialné tuto soustavu lze vyfesit i ,,upfenym pohledem”, kdyz
vyuzijeme jeji symetrii (co mdme na mysli ,,symetrii” vysvétlime
za chvili): nejprve budeme postupovat intuitivneé. Ctyfi rovnice sou-
stavy necini rozdilu mezi nezndmymi x1, ..., z4, a tedy by mélo pla-
tit 1 = 29 = x3 = x4 = x. Dosazenim do libovolné z rovnic méme
3x+ax =1, tedy x = 1/(a + 3) pro a # —3. Viimnéte si, Ze pro
a = 1 jsme nezjistili zadné vyznaéné chovani.

Nyni upfesnime, co mame na mysli symetrii soustavy: pokud
v celé soustavé libovolné zaménime proménné x1, ..., x4, dostaneme
opét puvodni soustavu. Napftiklad, piSeme-li v§ude x5 misto x3 a na-
opak, stane se z druhé rovnice tieti, ze tfeti rovnice druhd a prvni
a Ctvrtd rovnice se nezméni. Celkem jsme ale dostali zase puvodni
soustavu. Z toho plyne, ze pokud je TeSenim (z1,x2,xs,x4), pak
i naptiklad (z1,zs,22,24) musi byt FeSenim. Tuto tvahu lze zo-
pakovat pro libovolnou dvojici proménnych, takze pokud méa mit
soustava jediné feSeni, pak z toho plyne, ze ©1 = x3 = x3 =
x4 (k tomu ale samoziejmé potfebujeme invarianci vuéi libovolné
zdméné proménnych). Pokud mé soustava fesen{ vice, pak takto na-
lezneme jen jediné z nich.

Ptedchozi dva odstavce lze shrnout i jinak: pokud vSechny ¢tyfti
rovnice se¢teme a délime (a + 3)7 dostaneme x1 + x9 + x3 + 4 =
4/(a + 3). Pokud tuto rovnici odeéteme postupné od prvni az ¢tvrté
rovnice dostaneme (a—1)x; = 1—4/(a+3) proi = 1,2, 3,4, coz ddva
nas vysledek. Tentokrat vidime také, ze pro a = 1 nastava vyznaény
ptipad, ale museli jsme zase na oplatku trochu pocitat. *PK,KV
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1.3 Odpor osmisténu

Ukol: Procvicte si feseni soustav linesrnich rovnic. Méjte dratény
pravidelny osmistén. Kazdd z jeho dvandcti hran necht ma odpor R.

a) Privody jsou pripojeny na protéjsi vrcholy a prochézejici proud
je I. Spoctéte napéti mezi témito vrcholy. VyuZijte maximalné
symetrie problému.

b) Zopakujte predchozi bod, ovSem s privody na sousednich vr-
cholech.

Reseni:

a) V kazdém vrcholu konéf 4 hrany. Diky symetrii mus{ v prvnim
ptipadé do kazdé hrany téci proud i[ . Napéti na kazdé z téchto 4
hran je iRI , totéz plati i pro protéjsi 4 hrany. Celkové jsou mezi
protej$imi vrcholy dvé takové hrany, ¢ili celkové napéti je rovno
2iRI = %RI , coz je odpoved na prvni otdzku. Ctyfmi hranami
Ctverce v roviné kolmé na spojnici pripojenych vrcholu neprotéka
diky symetrii zadny proud.

b) Na obrazku jsme oznacili proudy I;.
Diky symetrii problému jsme mohli oznacit
nékteré proudy protékajici ruznymi hranami
stejnym symbolem. Krouzky oznacuji elek-
trické piivody. Kontinuita proudu u piivodu,
resp. kontinuita proudu ve vrcholu vlevo
uprostied, resp. kontinuita proudu v hornim
vrcholu (Kirchhoffiv zdkon poprvé) nim
dava rovnice

L+ L+2[i=1, Iy—1I3—2I5=0,
(1-=1)(I;+I5) =0.
(1)

Vsimnéte si, ze posledni podminka je trivialni pravé proto, ze horni
vrchol lezi symetricky mezi privody. Podminky pro napéti na predni
sténé, zadnf sténé a levé sténé (Kirchhoffuv zdkon podruhé) dévajf
postupné

R(I;—21) =0, R(I3—2I;)=0,R(Ib+1Is—1)=0. (2)
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Ostatni podminky jsou diky symetriim bud totozné s podminkami
(1) a (2), nebo jsou to jejich soucty a rozdily, (¢emuz itkdme linedrni
kombinace).

Pohledem na (1) a (2) zjistime, Ze mdme 5 netrividlnich rovnic
pro 5 neznamych. Vyjadfenim I, = %Il a I3 = 2I5 z (2) a dosazenim
do posledni rovnice z (2) a do (1) dostdvame t¥i rovnice pro I, I, I5

Li+Is—3L =0, 2L+ =1 I,—4I;=0.
Sectenim ¢tyinasobku prvni rovnice s treti rovnici dostavame rovnici
5l—20, =0 = I=2I

a dosazenim do druhé rovnice v (3) mame
2h+2L =1 = L=31

Napéti mezi piivody je tedy RI; = S RI. *LM

1.4 Soustavy linearnich rovnic a elektrické ob-
vody

Ukol: Uvazujme néjakou elektrickou sit obsahujici zdroje stej-
nosmérného proudu a spotiebice (odpory). Formdlné ji Ize popsat
jako (orientovany 2-souvisly) graf o N vrcholech, ve kterém kazdé
vétvi (hrané) je prifazena velikost a smér protékajiciho proudu. Tyto
proudy vyhovuji Kirchhoffovym zdkoniim

> Ly=0, k=1,...,N (3)

J(kj)eH

Z IijR;; = Z Uij, C jelibovolny cyklus v H, (4)
(i,5)eC (3,5)€C

kde Ii; znamend proud tekouci hranou spojujici j-ty a k-ty vrchol
(uzel) grafu a U,;, resp. R;; oznacuje elektromotorické napéti zdroje,
resp. odpor v prislusné vétvi (hrané). V (3) se s¢ita pies vSechny
uzly j spojené s k-tym uzlem hranou (coz znacime (kj) € H, H
Jje mnozina vSech hran grafu), ve (3) je tedy tolik rovnic, kolik je
vrcholit grafu (uzli v obvodu). V (4) se s¢itd pres vSechny hrany (ij)
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obsazené v daném cyklu grafu; v (4) je tedy tolik rovnic, kolik je
v celém obvodu cyklii (uzavienych smycek).

Dokazte, Ze soustava rovnic (3) a (4) m4 jednoznac¢né reseni pro
dand napéti U;; a odpory R;; > 0.

Reseni: Kdyby existovala dvé rizné feseni Kirchhoffovych zdkont,
potom bychom jejich ode¢tenim dostali netrividlni feSeni pro tentyz
obvod, avsak bez zdroju napéti. Odhlédnéme nyni na chvili od fy-
zikalni interpretace, podle niZ je takové feSeni nepiipustné (nebot
bez baterie ndm v obvodu proud nepotece), a podivejme se na
linedrné algebraickou podstatu problému. Na feseni této tlohy bu-
deme demonstrovat jednu praktickou metodu feseni elektrickych ob-
vodi, tzv. metodu uzlovych napéti.

Na nasem grafu zavedeme potenciél u (jakozto funkei na vrcho-
lech grafu) nésledujicim zpusobem. Vybereme libovolny uzel grafu,
necht je to tieba uzel 1, a pfifadime mu potencidl u; = 0. Pro libo-
volny jiny uzel k existuje diky souvislosti cesta iqis ... %,, spojujici
jej s uzlem 1, tj. i; = 1, i, = k. V uzlu k pak definujeme potencial
(zapis je jenom formdln{ — musime byt trochu opatrn{ s orientac{
proudu a polaritou napéti)

n—1
Uk = Z (Uijij+1 - Iijij+1Ri.7‘i.7‘+1) .
j=1
Diky druhému Kirchhoffovu zdkonu (4) je tento potencidl dobie de-
finovan, tj. nezavisi* na volbé cesty spojujici vrcholy 1 a k.
Kazdému teSen{ (3) a (4) lze takto pfipsat potencidl a naopak ze
znalosti potencidlu muzeme jednoznac¢né rekonstruovat proudy podle
1
Budeme tedy hledat potencidl (a pro néj také dokdzeme jedno-
znacnost Fesenf), pfi¢emz rovnice (4) jsou pak splnény automaticky
a rovnice (3) pfejdou na
1
—(up —u; +U;) =0, k=2,...,N. (5)
kj

I =

(ui — uj + Usy).

J(kj)eH

4Pokud do cesty i1,...,4; piiddme libovolnou smycku C, pak se uj zméni
02 (ijyec Ui = 2 jyec Rijliy = 0.
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Uvazujeme pfitom rovnice pro vSechny uzly k # 1, pro k = 1 uz je
rovnice (5) linedrné zavisla na rovnicich ostatnich, nebot neznamych
jejen N — 1, atoug,...,un-.

Vidime, ze kdyZz soustavu (5) pro potencidly uy zapiSeme mati-
cové jako Zu = U s vektory

u=(ug,...,un)’, U:( Z Usj/Raj, ... , Z UNj/RNj)I:

5,(25)eH J(Nj)eH

potom v k-tém fadku ¢tvercové matice Z bude v k-tém sloupci ko-

eficient .
A= —
e Z Ry
J,(kj)€EH

a v j-tém sloupci (j # k) koeficient

g —1/R;j, pokud (jk) e Haj#1
*70 jinak,

samoziejmé bereme Ry; = Rj.
Diky R;; > 0 budou elementy matice Z spliiovat nerovnost

S 1Zinl < 1Zil . k=2....,N, (6)
j#k

pricemz existuje takové k, Ze pro néj nastane ostrd nerovnost (jsou
to pravé ty uzly, které jsou spojeny s uzlem 1). Rikdme, ze Z je
diagondlné dominantni.

Zbyva dokézat, ze za podminek (6) uz je matice Z reguldrni.
Necht tedy (pro spor) existuje ngjaké netrividln{ linedrni kombinace
fadkld matice Z, ktera je nulovd, tj. existuji ¢isla aj, z nichz aspon
jedno je nenulové, ze

N
> ajZp=0, Vk=2,...,N.
j=2

Jestlize nemaji vSechna a; stejnou velikost, vybereme z nich takové
aj,, které je v absolutni hodnoté nejvétsi. Pro jo-ty sloupec matice
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Z potom plati (pouzijeme (6))

\ajo Ziogol = | D @i Zjs| <
J#3jo
D a3 Z5501 < lasol Y 1Zij0| < lajoZjosol
J#3jo J#3jo

coz je spor. JestliZe jsou vSechna a; v absolutni hodnoté stejné velka,
dostaneme spor analogicky tak, Ze se podivame na ten sloupec, pro
ktery nastane v (6) ostré nerovnost.

Na zavér poznamenejme, ze stejnou myslenku lze pouzit i pro
dukaz jednoznacnosti feSeni Kirchhoffovych zdkonu v piipadé ob-
vodu se stiidavych proudem. Tam se kondenzatorim a civkam
prifazuji misto odporu obecné komplexni impedance. Pro jedno-
znacnost FeSeni pak bude stacit, kdyz naptiklad impedance kazdé
soucastky bude mit kladnou realnou c¢ast. *TB
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2 Hratky s grupami a permutacemi

2.1 Grupova rozcvicka aneb Symetrie ¢tyrsténu

Ukol: Popiste grupu symetrii tetraedru a ukazte, ze neni komuta-
tivni. Naleznéte vSechny jeji netrivialni podgrupy neobsahujici zrcad-
leni a zjistéte, které jsou komutativni. Studujte strukturu grupy i
podgrup (rozlozte je na souc¢in podgrup). Srovnejte s rozkladem Sy
v kapitole ,,Resil byste rovnici patého stupné?” Péstitelské pifrucky
[PLA].

Prvkem symetrie daného télesa je kazdé shodné zobrazeni (tj.
které zachovdvd vzdalenosti libovolnych dvou bodii), které zobrazi
téleso samo na sebe. Pro ¢tyrstén to znamena, Ze zobrazi kazdy z vr-
choli do nékterého z vrcholii.

Reseni: Kdo nem4 zkugenosti s grupami, necht si nejprve ovéri, ze
mnozina symetri{ ¢ehokoliv je skutetné grupa (s operaci sklddéni):
to znamend, ze skladani je uzaviené, asociativni a ma jednotkovy a
inverzni prvek. Studium symetrii je hlavni aplikaci teorie grup.

Odpovéd na prvnf otazku je velmi jednoduchéd. Oznacime-li vr-
choly ¢isly 1,2,3,4, je grupa symetrii izomorfni s grupou permutaci
této mnoziny Sy (symetrickou grupou). A proc? Je ziejmé, ze S4 obsa-
huje vSechny symetrie, nebot pii shodném zobrazeni zachovévajicim
tetraedr se libovolny vrchol jednodusSe musi zobrazit zase na misto
nékterého z vrcholi. Naopak libovolnd permutace predstavuje sy-
metrii, nebot libovolné dva vrcholy jsou vidy ve stejném vztahu,
tedy sousedi. Nemuze se proto stét, ze by se nékterd hrana (¢i jind
vzdélenost dvou bodu) natdhla ¢i zkratila.

Geometricky se jedna o tyto symetrie: rotace o £120° kolem os
prochdzejicich vrcholem a stfedem protilehlé stény (8 ruznych), ro-
tace o 180° kolem os, které spojuji stfedy dvou protilehlych hran (3
ruzné) a identitu; to je celkem 12 primgch symetrii, odpovidajicich
sudym permutacim Ay4. Zbylych dvandct operaci ziskdme slozenim
libovolného zrcadlen{ s (které zachovava ¢tyfstén; rovina zrcadlen{
prochdz{ jednou hranou a je kolmd na protéjsi hranu) s postupné
jmenovanymi piimymi symetriemi; takto ziskdme 12 ruznych lichych
permutaci, mezi nimi i jednoduchd zrcadleni.
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49‘ |

Obrazek 1: Symetrie ¢tyisténu: zrcadleni, rotace kolem dvoucetné a
tticetné osy.

Oznaéime-li So = {1, s} (grupu® generovanou onfm jednim zrcad-
lenfm), pak jsme prévé fekli, ze Sy je kartézskym soucinem dvou
svych podgrup Ay a So; kazdy prvek g € S, lze zapsat naptiklad
jako as, a € Ay, s € So. Vsimnéte si, ze s (tedy So) muzeme vybrat
vice zpusoby a stdle dostaneme stejnou S;. Pokud ale zvolime So
pevné, je pro kazdé g € Sy rozklad g — (a, s) jednoznaény. Takovy
rozklad je jednoznaény pro libovolnou podgrupu.

Nyni jsme ale grupu rozlozili pouze jako mnozinu prvka a ne-
zajimali se o to, jak operace na grupé ,,dodrzuje” tento rozklad.
Nasim cilem je psét gige = g3 jako (a1,s1) * (az,s2) = (as,ss);
chceme rozlozit i grupovou operaci: nésobeni dvou prvku g1, go
v S4 probéhne tak, ze kazdy rozlozime na dvé slozky, a provedeme
urcitou operaci s prvnimi slozkami (pficemz zustdvame v Ay) a pak
ur¢itou operaci s druhymi slozkami (zustdvdme v So) a ziskdme
ptimo rozklad vysledku gigs do slozek. Tim definitivné rozdélime
S4 na dvé mensi ,,nezavislé” ¢ésti.

Jak musi vypadat operace *? Nejjednodussi myslitelny predpis
(a1, s1) * (az, s2) = (a1az, $182) nefunguje, nebot to bychom tvrdili,
7e a181a282 = g1g2 (tedy to, co je vlevo) je totéz co ajassiss (to, co
je vpravo). Prvky z grup A4 a Sy spolu ale nekomutuji, takze musime

5Miizeme si ji pfedstavit jako {1, —1} s operaci ndsobeni. Tomuto ztotoznéni
se fik4 izomorfismus.
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pouzit slozitéjsi predpis
(a1, s1)(az,s2) = (a181a251_1,3182)-

Ten odpovida ais1a282 = a181a28;18182, coz plati. Abychom splnili
nase predsevzeti, ze nasobeni ,,na prvnim misté” se bude odehrévat
pouze v A4, musime k tomu predpoklddat, ze A4 je invariatni pod-
grupa®, tedy Ze pro libovolné s; € S, zistane 51a281_1 stale v Ay.
Tento predpis se zapisuje jako (a1, s1)(az, s2) = (a1af (a2), s152) a
maéme jim na mysli, Zze jsme kazdému prvku ze S, pfifadili pomoci f
néjaky automorfismus Ay — Ay; zde jsme tedy k s; prifadili zobra-
zeni aq +— Siaq sfl, coz je druhd nejjednodussi volba f, kterd muze
nastat. K nejjednodussimu prikladu se vratime za chvili.

Cely tento popis se zapisuje jako grupové ndsobeni’ Sy = AyxfS,
(poloprimy soucin dany zobrazenim f : So — Aut(A4)) ¢ Sg =
Sa/Ay4, cili faktorizace (rozlozeni) grupy Sy na tiidy Ay -1 a Ay - s.

Zaméime se nyni na podgrupy A4 a odlozme nekomutativitu.
N4&s plan bude najit véechny malé (a dobfe ,,viditelné”) podgrupy a
zkoumat, co vznikne za grupu, kdyz k takovym podgrupam piiddme
dalsi prvek. V A, jsou obsazeny cyklické podgrupy, tedy ty, které
jsou izomorfni se Z, (s¢itdnim modulo prvocislo p). Jsou tudiz vzdy
komutativni a typicky se jednd o rotace kolem n-éetné® osy symet-
rie; takové podgrupy najdeme ¢tyii tiiprvkové Zs (rotace o 120°,
t1,to,t3,tq, jejich inverzni prvky a identita) a t¥i dvouprvkové Zs
(rotace o 180°, d1, da, d3). Slozenim dvou ruznych rotaci o 180° do-
staneme rotaci o 180° podle tfeti dvoucetné osy:

[1,2,3,4] - [2,1,4,3] — [3,4,1,2], nebo d1d2=d3

¢ili vidime, ze vSechny rotace o 180° tvoii (¢tyfprvkovou) podg-
rupu, kterd je v [PLA] oznacena By; ta je samoziejmé® izomorfn{
s kartézskym soucinem Zs se Zso s operaci s¢itani po slozkach, tzv.

Laz, a € Ay je opét suda

6Coz je pravda: A4 jsou sudé permutace, tedy z~
permutace. Pouziva se také pojem normélni podgrupa.

7Svisld ¢arka se pise u grupy, kterd neni invariantni. Mnemotechnicks
pomicka: vezmete-li prvek z A4, prozenete ho grupou S (pomoci automorfizmu),
dostanete opét prvek z Ag4.

80sa, vzhledem ke které je rotace o 27/n symetrii.

9V piikladu 2.4 je vysvétleno, pro¢ existuji pouze dvé neizomorfni &tyFprvkové
grupy. Cyklickd a diedricka (definovana vztahem a? = b% = ¢ = 1).

23



diedrickou grupou Do, a tedy je i komutativni. V geometrickém mo-
delu B4 vidime komutativitu tak, ze slozenim rotaci o 180° kolem
dvou os dostaneme rotaci kolem tiet{ osy, a ta je jen jedna (nezédvisle
na tom, v jakém poradi jsme ony dvé rotace slozili).

Diedrickou grupu (viz také 2.2) lze opét ziskat pomoci grupového
nasobeni Zy a Zy. Prvek d; € Dy zapiSeme jako (r;,s;), ri,8; € Zo 1°
a nasobenf nyni mizeme (na rozdil od Ay x/ Zy) provést jednoduseji:
(r1,81) % (ro, 82) = (r172, $182), a to diky 281 = s17r9. V terminologii
poloptimého souc¢inu to znamena, ze f pfifadi kazdému s; identitu
(piesnéji identicky automorfismus), éili af (r2) = ro. Tento piipad
se nazyva primy soucin a znaci se Dy = Zo X Zs.

Kdyz slozime dvé rotace okolo dvou trojéetnych os, vznikne ro-
tace okolo osy dvoucetné:

[1,2,3,4] — [3,1,2,4] — [3,4,1,2], nebo t1ty = d;

7 toho jiz plyne, ze v A4 dalsi podgrupy nenalezneme. Predstavme
si, jak bychom takovou podgrupu budovali: k identité bychom pridali
néjakou z uvedenych rotaci. U ¢; bychom kvtli iplnosti museli pridat
i tl_l. Pokud bychom pridali jesté napiiklad t5, museli bychom za-
hrnout i dy, ds, d3, a tudiz posléze i t3, t4. Pokud bychom pfidali dy,
ziskali bychom t;' (tity = di = ditits = 1 = dit; = t;'). Po-
dobné muzeme rozebrat i piipad, kdy bychom zacali s d; a pridali
t1. Muzeme takto rovnéz ukazat, ze B4 je invariantni podgrupa Ay,
a z toho plyne Ay = By x/ Zs.

Podgrupy neobsahujici zrcadleni jsou te-
dy Ay, Ds a cyklické grupy: tii Zo, a ¢tyfi Zs. 1 2
Dodejme, ze cyklické grupy Z, nelze rozlozit t1 / <
v soulin, pokud je p prvocislo ¢ mocnina 3 4) s
prvocisla (prvni piipad je jasny; ve druhém
si uvédomte, ze Zz x Zz = Dy # Z4). V' Sy Obrazek 2: Cyklické
je obsazeno nékolik (dvojic) cyklickych pod- podgrupy v Sa, které
grup, jejichz cykly se ,,protinaji”’, ale nelezi se , protinaji”.
na sobé. Prvky takovych cykli s nejvétsi
pravdépodobnosti nebudou komutovat (vskutku, napiiklad st # ¢1s
— viz obrézek 2). Pro lepsi ilustraci si predstavte Rubikovu kostku,

— X

10Nezapomeneme ale, ze r; € {1,2}as; € {1,2'}, kde z, 2’ jsou rizn4 zrcadleni
(tj. —1 na prvnim misté neni totéz, co —1 na druhém misté).
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kde d; znamena otoceni vodorovného prostiedniho pasu o 90° a t;
otocen{ svislého prostiedniho pasu o 90° (¢1, di by nyni generovaly
dvé étyiprvkové podgrupy). Kde se ocitne policko z pruseciku obou
pésu pii t1d; a kde pii dit1?

Zcela na zavér poznamenejme, zZe grupa
symetrii ¢tyrsténu je podgrupou symetrii
krychle Lg. Zvolime-li totiz v krychli sté-
nové thlopticky v protilehlych sténach (a
/ to ty dve, které nejsou rovnobézné), vidime
v nich dvé protilehlé hrany ¢tytsténu.

) Kazdé shodné zobrazeni, které zacho-
vava tento Ctyfstén zachovava samoziejmeé
i ,;,opsanou” krychli. Naopak to ovSem ne-
plati, rotace o 90° Ctyfstén zfejmé neza-
chovavaji. Lze ukazat, ze Lg = Sq 1/ S,.
*KV

Obrézek 3: Symetrie
tetraedru tvoii pod-
grupu symetrii krychle.

2.2 Jednoduché grupy

Ukol: Dokazte, ze néasledujici mnoziny jsou grupy a naleznéte pocet
jejich prvku, ktery téz nazyvame fadem grupy. Urcete, které pary
grup v seznamu jsou vzajemné izomorfnil! a které grupy jsou komu-
tativni.

e Mnozina Z, = {0,1,...n — 1} se séitdnim modulo n. Slovo
,,modulo n” znamena, ze z vysledku vzdy vezmeme jen zbytek
po déleni n.

e Mnozina vSech permutaci n prvki. Tuto grupu znacime S, a
nazyva se symetricka grupa.

e Mnozina A,, vSech sudych permutaci n prvkii.

e Mmnozina D,, vSech geometrickych operaci (rotaci a zrcadleni),
které ponechéavaji na misté pravidelny n-thelnik pro n > 2;
pravidelnym dvojihelnikem budeme rozumét tenky obdélnik.

11Prvky izomorfnich grup lze jednoznaéné piifadit néjakym zobrazenim ¢ tak,
ze ¢(zy) = ¢(x)¢(y), tudiz dvé izomorfni grupy lze povazovat za stejnou grupu,
kde jen prvky nazyvdame raznymi jmény; misto znacky pro izomorfismus si proto
dovolime uzivat rovnitko.
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e Mnoziny Ly, Lg, Lg, Li2 a Loy vSech izometrii (symetrii)
kazdého z péti pravidelnych Platénovych téles (étyrsténu,
krychle, osmisténu, dvandctisténu a dvacetisténu).

Jeo 8
A e D @

Obrazek 4: Pravidelnd télesa. Zleva: Ctyfstén, krychle, osmistén,
dvanéctistén a dvacetistén.

Reseni: Vsechny uvedené mnoziny maji neutrdini proek, v aditivni
grupé Z,, je jim prvek 0, u grup permutaci je jim identicka permutace
1, u geometrickych grup geometricka identita 1, ponechavajici geo-
metricky objekt na misté. VSechny uvedené mnoziny maji inverzni
prvek ke kazdému svému prvku a jsou uzavieny vzhledem ke gru-
pové operaci: soucet a4+ b modulo n v grupé Z,, opét nélezi mnoziné
Z,,, permutace slozend s jinou permutaci da zase permutaci, stejné
tak kazda mnozina geometrickych operaci definovand tim, ze ,,néco”
zachovava, je uzaviena na néasobeni, jelikoz pokud b i a ,,néco” za-
chovava, potom to zachovava i ab. Jakdkoliv kompozice je asocia-
tivnd, soucin (ab)c = a(bc) odpovidé jednoduse postupnému prove-
deni operaci ¢, b, a.

Jaké jsou tady grup? Z, ma zjevné n prvku, S, ma n! prvku.
Grupa A,, pro n > 1 mé n!/2 prvki; sudych a lichych permutaci
musi totiz byt stejné, protoze je lze jednoznacéné prifadit ndsobenim
néjakou transpozici'? (ktera existuje pro n > 1).

Stejné tak grupa D), symetrii n-tihelnika'? obsahuje 2n prvki:
n ruznych rotaci plus zrcadleni (osovd soumérnost) vaci n ruznym

12Permutace, kterd se od identity lisf jen tim, ze prohodi dva prvky.
13Tyto symetrie si lze dobie pfedstavit takto: ocislujeme-li vrcholy 1 az mn,
pak operaci symetrie odpovida takova permutace téchto ¢isel, kterd zachovava
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osam. Tato zrcadleni lze také chapat jako kompozici jednoho zvo-
leného zrcadleni a jednoho z m moznych otoceni. VSimnéte si, ze
také grupa Do symetrii obdélnika ma 2n = 4 prvky.

Déle budeme mluvit o symetriich, nebo také o izometriich, pokud
budeme chtit zduraznit, ze operace zachovavé vzdalenosti.

Nejslozitéjsi jsou grupy L;. Uvazujme nejprve dvanactistén, ktery
ma 12 pétitthelnikovych stén. Izometrie musi zobrazit zvolenou sténu
na jednu z 12 stén a muze tento pétiuhelnik otocit ¢i zrcadlit celkem
2-5 = 10 zpusoby (jako fad Ds), Li2 ma tedy 120 prvku. Kupodivu
i Lyp mé obdobné 20-2-3 = 120 prvka. Stejnou taktikou zjistime, ze
Lg ma 8-2-3 = 48 prvku a Lg ma také 6-2-4 = 48 prvku. Nakonec
Ly méd4-2-3=24=4!prvka.

Lze se ptéat: je ndhoda, ze LLis i Lyg maji 120 prvku? Neni to
nahoda, tyto grupy jsou ve skutec¢nosti izomorfni, jelikoz kazdy vr-
chol dvandctisténu lze ztotoznit se sténou dvacetisténu (a naopak).
Totéz plati pro krychli a osmistén. Zminéné dvojice téles jsou duding,
jak se lze doéist v [PLA] v kapitole Dualita (15.2). Uplny seznam izo-
morfnich grup v nasem piipadé je

Az =73, lLog=Liz, Lg=1Ls, D3=83 L4=Sa4.

Prvni rovnost ukazuje, ze sudd permutace 3 prvku je identita nebo
cyklus, posledni dvé plati proto, ze libovolnd permutace 3 resp.
4 vrcholu rovnostranného trojuhelnika resp. ¢tyfsténu je izometrii
(véimnéte si, ze obé grupy maji 6 resp. 24 prvki). Také lze najit
rovnost Dy = Zg X Zo (srov. s pitkladem 2.1), jelikoz symetrie
obdélnika lze vnimat jako dvé nezavislé a komutujici grupy Zs, které
ho ptevraceji podle svislé nebo vodorovné osy. Co se tyce komutati-
vity, z daného vyc¢tu grup jsou komutativni

Z'ru Sl = Zl = Al = AQ, S2 = ZQ, DQ = Zg X ZQ, Ag = Z3

jak lehce ovérite, ostatni grupy S,,, A,,,D,, pro n > 2 a L; jsou neko-
mutativni. *LM

vlastnost ,,sousedit s”. Tedy v praxi lze pouze ,,protocit” cyklus o 1 az n poloh
¢i obratit smér obihani.
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2.3 Grupy a teorie cisel
Ukol:

a) Dokazte, ze pro kazdou konecnou grupu G je jeji idd |G|
délitelny fddem libovolné jeji podgrupy P (Lagrangeova véta).

b) Pouzijte predchoziho vysledku k dikazu malé Fermatovy véty:
je-li p prvocislo an € N, potom nP a n davaji stejny zbytek pii
déleni p, neboli

n? = n(modp).

¢) Pro danén € N ozna¢me ¢(n) pocet prirozenych ¢isel mensich
nez n a nesoudélnych s n (véetné jednicky, tzv. Eulerova
funkce). Dokazte, ze kdyz (k,n) = 1 (kulatd zdvorka znamend
zde nejvétsiho spolecného délitele), potom

k#™ = 1(modn) .

Reseni: Na tvod pfipomefime dvé znidmé skutecnosti. Mnozina
M, = {0,1,...,p — 1} s operaci ndsobeni modulo p tvoii pro
prvoéiselné p grupu: inverzni prvek k n musi existovat, nebot &isla
0,n,2n,...,(p — 1)n ddvaji razné zbytky po déleni p (pokud jn =
j'n(mod p), pak p déli (j — j')n, coz nelze pro |j — j'| < p). Jelikoz je
jich p — 1, musi mezi témito zbytky byt i jednicka. Toto je v kostce
obsah prikladu 3.1.

Druhé skutecnost je, ze pro p neprvociselné tvori multiplikativni
grupu cisla z My, kterd jsou nesoudélna s p. Dikaz se provede po-
dobné.

a) P budiz podgrupa G = {g1,...,gn}. Pro libovolné g € G definu-
jeme levou tridu gP := {gp | p € P}. Dokazte si, ze relace o na G x G,
definovand g; 0gs < Ip € P, g1 = gap, je ekvivalence (viz tlohu 2.6).
Je-li g € G pevny prvek, pak ¢gP je mnozina vsech prvka G ekviva-
lentnich (podle ¢) s g. VSechny tiidy gP tvoif rozklad mnoziny G,
tzn. kazdé dvé takovéto tiidy jsou bud totozné, nebo disjunktni a
sjednoceni g1 PU...Ug,P = G. Zfejmeé ale vSechny tiidy maji stejny
pocet prvka jako P (pfi dikazu predpokladejte, ze dva prvky gP jsou
stejné), odkud uz plyne dokazované tvrzeni.
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b) Uvazujme multiplikativni grupu G = {1,2,...,p — 1} s ndso-
benim modulo p. Kazdy jeji prvek n prostiednictvim nésobeni se
sebou samym generuje cyklickou podgrupu {1,n,n2, ... n"~1}, jejiz
Fad r je nejmensi prirozené ¢islo takové, ze n™ = 1(mod p). Dle bodu
a) ale r deéli tad G, tj. p — 1. Plati tedy také

nP~! = 1(modp)
a po prendsobeni celé kongruence n
n? = n(modp),

coz bylo dokazat. Predchozi ivaha samoziejmé plati jen pro n, které
neni délitelné p. V opaéném piipadeé je ale tvrzeni trividlni.

Skutecnost, ze p je prvocislo, je potieba k tomu, aby G byla
grupa, pro p neprvociselné nenajdeme vzdy inverzni prvek. Préveé
pro prvociselné p je G U {0} také téleso (s operacemi ndsobeni a
s¢itdn{) — viz pifklad 3.1. Zavérem dodejme, 7Ze obrdacend implikace
k malé Fermatové vété neplati.

¢) Vzpomenme si na okruh Z, = {0,1,...,n — 1} se scitdnim a
nisobenim modulo n. Tento okruh obecné nens télesem, nebot pro
ty prvky k € Z,, pro které (k,n) > 1, neexistuje inverzni multipli-
kativni prvek. Uvazujme nyni mnozinu P = {k € Z,, (k,n) = 1},
ktera tvor{ s ndsobenim modulo n grupu, jejiz fad je pravé p(n).
Stejné jako v b) pak pro k € P vyuzijeme jim generované cyklické
podgrupy grupy P k tomu, abychom dokézali

E#™ = 1(modn) .

*TB

2.4 Nevelké grupy
Ukol: Naleznéte vsechny grupy s nejvyse 7 prvky.

Reseni: Jednoprvkové grupa je jeding, trividlni. V dvojprvkové
grupé mdme kromé neutralniho prvku 1 (jehoz souéiny s libovolnymi
prvky jsou dény definici grupy 1k = k = k1) dals{ prvek, ktery
znacme (—1), a (—1)(—1) se nemuze rovnat (—1), jelikoz , krdcenim”
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zprava (které je v grupé povoleno diky existenci inverzniho prvku)
bychom dokézali (—1) = 1. Existuje tedy jen jedna dvojprvkovd
grupa, Zo, kterou si lze predstavit (reprezentovat) jako ¢isla {£1}
s nasobenim, nebo tfeba soumérnost podle jedné pfimky ¢i roviny.

Trojprvkova grupa obsahuje neutralni prvek, ktery zna¢me pro
zménu 0, a dalsi dva prvky 1,2. Zna¢me operaci ,,+”. Analogicky
jako vyse, 1 + 2 se nesmi rovnat ani 1, ani 2 (kraceni zprava ¢
zleva), tudiz 1 4+ 2 = 0. Podobné 1 4+ 1 uz nemuze byt ani 0 (coz by
implikovalo 1 = 2), ani 1 (coz by implikovalo 0 = 1), ¢imz dochézime
k prekvapivému zavéru 1 + 1 = 2. Podobné lze ukdzat 2+ 2 =1 a
241 =0 a mame tedy grupu Zs jako jedinou t¥iprvkovou grupu.

Déle se nam bude hodit, ze je-li H podgrupou G, pak iad H déli
rfad G. Dukaz naleznete v ptikladu 2.3.

CtyFprvkové grupa obsahuje prvky 1,a,b,c. Nyni muze byt a2
rovno bud 1, nebo jednomu z prvki b, c, feknéme b (volba ¢ od-
povidd jen piejmenovani b, c). Pokud je a®> = b, potom a* = b% = 1,
protoze ad kazdého prvku musi byt délitelem Fddu grupy (rtuzné
mocniny a tvoif podgrupu {1,a,a?,...,a"'} a mohou prostiidat
nejvyse tolik hodnot, kolik mé grupa prvku). Kazdopadné nalezneme
néjaky prvek fddu 2, bud a, nebo b. Zbylé dva pak maji ifad bud
také roven 2 a dostaneme grupu Zs X Zs, nebo maji fad 4 a ziskame
Zy, kterd neni izomorfni Zo X Zo. Grupu Zs X Zs si lze jednoduse
predstavit jako {(z1,z2), 21,22 € {0,1}} se s¢itdnim modulo dva
po slozkach. Grupa Z4 je naproti tomu ¢tyiprvkova cyklickd grupa,
tedy napiiklad {£1,+i} s ndsobenim.

Podobné pétiprvkovéd grupa musi byt izomorfni Zs (a sedmiprv-
kovd Zr). Vsimnéte si, ze vSechny grupy s nejvyse péti prvky jsou
Abelovy, neboli komutativni grupy. Nejmensi nekomutativni grupou
je Sestiprvkova Ss. Dalsi Sestiprvkova grupa Zg = Zo X Z3 je opét ko-
mutativni. Klasifikovat grupy s nékolika prvky nebo Abelovy grupy
je snadné, na klasifikaci vSech kone¢nych grup musely pracovat gene-
race algebraiku a neddvno dokoncené vysledné dilo mé fadové tisice
stran. *LM
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2.5 Grupa generovana Pauliho maticemi

Ukol: Zkonstruujte multiplikativni grupu P, ktera je generovana
prvky io®,icY,ic?, kde i> = —1 at

(0_3:)2 — (O.y)Q — (0_2)2 _ 17 oro¥ = jo? = —gYo". (7)

Grupa generovand danymi prvky je nejmensi grupa, kterd je obsa-
huje, tj. mnozina soucinu libovolného poctu téchto prvkii (a prvki
k nim inverznich) v libovolném poradi. Naleznéte idd této grupy,
tridy konjugovanych prvki a jejich rady. Srovnejte s grupou Dy sy-
metrif ¢tverce a ukazte, Ze nejsou izomorfni navzdory stejnému radu
grupy.

Rada: zkuste chapat ic™¥Y:* jako abstraktni algebraické objekty,
o kterych vime pouze to, ze spliuji vztahy 7. Premyslejte, jak by se
daly realizovat treba jako matice.

Reseni: Uvedend grupa generovand ic®,icY,ioc* obsahuje osm
prvku:
P = {41, +io®, +icY, +ic*}. (8)

Kromé identického prvku a generatori musime do grupy zahrnout
i (i0®)? = —1, jakoz i inverzni prvky ke generdtorim (io’)~! =
—io7, kde j = x,y, 2. Postupnym prondsobovanim ovéftite, ze (8) je
uzaviena na nasobeni, napiiklad io® -ic¥ = —ic?. Rad grupy je tedy
osm.

Co se tyce tiid konjugovanych prvkua, neutralni prvek 1 mé
vzdycky svoji vlastni t¥idu, jak jsme fekli; fad prvku 1 je samoziejmé
1. Stejné tak prvek —1 méd svoji tiidu, protoze i ten komutuje se
véemi prvky grupy; jeho ¥ad je 2, nebot (—1)? = 1. Lze ovéfit, ze
pro véechna g,h € P je ghg~! = =+h, tudiz ic® a i0?Y nemohou
byt konjugované. Naopak io® ~ —io® (a podobné pro y, z), jelikoz
napiiklad

(ioc¥)(ic®)(io¥) " = (ioY)(i0?) = —io™. (9)

fV poslednim vztahu lze také cyklicky zaménovat indexy, aniz by to mélo vliv
na jeho platnost. Celkové jej lze zapsat o*od = iz—:kjlol, kde za k, j,l dosazujeme
T,y,z a s¢itdme pres index ! v duchu Einsteinovy sumacni konvence. Symbol
k3l je roven nule s vyjimkou pifpadii e¥¥% = gV = g¥** = ], gUT? = c2VT —
eT?Y = —1.
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Tudiz mame pét ruznych tiid:
{{1},{-1}, {io®, —ic®}, {ic?, —ic¥}, {ic?, —ic®}} (10)
Réd kazdého z Sesti prvkil (dio?) je roven étyfem, zatimco v grupé
D, mame jen dva prvky fadu 4 (rotace o £90°), tudiz tyto grupy
nemohou byt izomorfni. Shodny #ad je nutnou, nikoliv postacujici,
podminkou pro izomorfnost.
Pro zajimavost uvedme, Ze grupu P lze reprezentovat pomoci

Pauliho matic 2 x 2, které najdete jako vzorec 29 v piikladu 6.1.
Tato reprezentace je ireducibilni. *LM

2.6 Konjugované prvky

Ukol: Rikejme, Ze dva prvky B,C € G jsou konjugované, pokud
existuje A € G takové, ze B = ACA~!. Dokazte, ze relace ,,byti
konjugovany”, kterou budeme znacit B ~ C, je reflexivni (VA € G
plati A ~ A), symetrickd (A ~ B pravé tehdy, pokud B ~ A) a
tranzitivni (pokud A ~ B a B ~ C, pak také A ~ C); tyto tii
vlastnosti shrnujeme do pojmu ekvivalence. Definujme ¥ad prvku
A € G jako nejmensi kladné celé ¢islo n takové, ze A™ = 1, kde 1
znaci neutralni prvek. Ukazte, ze konjugované prvky maji stejny rad.

Reseni: Zminéng relace je reflexivni proto, ze A = KAK ™! urcite
plati pro K = 1. Symetrickd je proto, ze kdyz A ~ B tj. A =
KBK~! taktaké B= K 'AK = LAL ' pro L = K~ tj. B ~ A.
Relativné nejslozitéjsi je tranzitivita. Pokud A ~ B a B ~ C, tedy
pokud A= KBK~!a B=LCL™! potom A= K(LCL"Y))K~! =
MCM~"' pro M = KL.

Kazdou relaci, kterd splnuje tato kritéria, nazyvame ekvivalenci
a prvky grupy G lze rozdélit na tridy ekvivalence, coz jsou mnoziny
M; takové, ze pro A € M; a B € M; plati A ~ B prave kdyz i = j.

Pokud médme A ~ B tj. A= KBK™!, potom A™ ~ B™, nebot

A" =KBK ! KBK™'.. KBK~'=KB"K~!,

jelikoz ¢initelé K ~'K uvnitf se zkrati. A mé fad n, pokud n je
nejmensi kladné celé cislo, ze A™ ~ 1. Ale neutralni prvek je konju-
govany jediné sobé, ponévadz K1K ! = KK~ =1 pro kazdé K.
Tudiz A™ ~ B™ je konjugované k 1 pravé tehdy, kdyz B™ = 1; jinymi
slovy A a B maji stejny fad. «LM
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2.7 Rozklady grup, primé a polopfimé souciny
Ukol:

1. Uvazujme poloprimy souc¢in dvou grup N, H dany zobrazenim
(morfismem) f : H — Aut(N), G = N x/ H. Ukaste, 7e N je
invariantni podgrupa G.

2. Pro primy sou¢in G = N x H ukazte, ze N i H jsou invariantni
podgrupy G.

3. Necht N, H jsou disjunktni** invariantni podgrupy G. Dokazte,
ze prvky N a H mezi sebou komutuji (ackoliv ani N ani H
nemusi byt komutativni).

Reseni:
1. Polopifmy souéin'® dvou grup N, H je grupa G = {(n,h)| n €
N, h € H} s operaci definovanou (nqy,h1) * (ng, ha) = (nlaﬁl(ng),

hyhy). Potom je N = {(n, 1)| n € N} podgrupou G, kters je izomorfn{
s N

nine =n = (n1,1)* (ng,1) = (n1ai(ng), 1) = (n1ng, 1).

Vyuzili jsme toho, Ze f je morfismus, tedy «; pfifadi jednotkovému

prvku H jednotkovy prvek Aut(N), ¢ili identitické zobrazeni. T{m

jsme ospravedlnili nonsalantni tvrzeni'®, ze N je podgrupou G.
Invariantnost dokézeme pifmocare. Zvolime-li y = (a,b) € G,

pak muZeme z rovnice y~ly = 1 vypoéist y~! = (al{,l(a_l),b_l).

Daéle pak musi platit

y ley =

= (ag_l(afl),bfl) *(2,1) * (a,b) = (ozf_l(afl)ag_l(z),bfl) *

b
x(a,b) = (abf,l(a_l) {:,l(x)ag,l(a),l) = (al{,l(a_lma),l) eN.

14 A7 na spoleény jednotkovy prvek.

15Viz také piiklad 2.1.

16Nonsalatni je ale uz i tvrzeni, ze G je grupa. P¥i dikazu asociativity budeme
potrebovat od;ocg = ong (f je morfismus). Neutralni prvek je (1,1), inverzni

prvek najdeme déle.
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Pokud bychom vzali z = (1,2) € H a po¢itali y =2y, zjistili bychom

y lay = (cv{:,l(afl)af (a),b”'zb) ¢ H obecné.

b~z
H tedy nemusi byt obecné invariantni podgrupa.

2. Pfimy soucin je specidlni piipad poloprimého souc¢inu, kdy f :
z — Idy, Vo € H. To lze fict i tak, ze je to opét kartézsky
sou¢in mnozin N a H s operaci (n1,hy1) * (n2, ha) = (ning, hihs).
Muzeme se proto odvolat na predchozi vypocty, z ¢ehoz plyne, ze
tentokrét je i H normdlni podgrupa, jelikoz al’:_l(a_l)abf_lgﬂ(a) =
IdN(ail) Idy (a) =1.

Dukaz se ale také jednoduSe provede piimo. Napiiklad

ylzy = (a7 07N x (1,2) % (a,b) = (a " a, b7 2b) = (1,07 2b) € HL.

3. Vezmeme dva libovolné prvky n € N a h € H. Diky invarianci
N a H v G musi platit h~'nh =n; € Nan~thn = h; € H. Z prvnf
rovhnice vyjadifme napiiklad n='h = hnl_1 a dosadime do druhé
rovnice:

hni'n="h; = n;'n="hn"'h.

Na levé strané posledni rovnice je prvek z N, na pravé strané prvek
z H. Jelikoz jsou tyto mnoziny disjunktni az na jednotkovy prvek,
musi byt nl_ln =1ah 'hy = 1. Neni tedy rozdilu mezi n a n; a
prvni vztah h~'nh = n dokazuje nyni komutativitu hn = nh.

Pouceni z tohoto piikladu je nésledujici. Chceme-li grupu G za-
psat jako soucin dvou svych podgrup N a H, musi byt predné G =
N.H (ve smyslu, ze kazdy prvek g € G lze jednozna¢né rozlozit na
g = nh, kde n € N a h € H). Abychom mohli rozlozit i grupovou
operaci na G, musi byt alespon jedna z podgrup invariantni. Pokud
jsou invariantni obé dvé, lze zapsat G jako jejich pfimy soucin, jinak
musime pouzit polopfimy soucin.

Vzhledem k tomu, Ze N je invariantni, lze provést rozklad G/N
a tento musi byt izomorfni s H (to je pravé rozklad g = nh). Z toho
plyne, ze N a H jsou disjunktni az na jednotkovy prvek a musi platit
IN||H| = |G|.
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1

Postup pfi rozkladu G tedy je najit dvé ,,disjunktni” podgrupy,
souéin jejichz fadu je roven fadu G, ovéfit, zda plati'” G = N.H, a
zjistit, zda jsou obé invariantni. Pokud je jenom jedna (viz piiklad
2.1), lze pouzit polopiimy soucin s f : h +— ai(n) = h~nh, pokud
zadna, musime najit jiné podgrupy. Skutecnost, ze podgrupy spolu
navzajem nekomutuji, nds varuje, ze tyto grupy nemohou byt obé
invariantni. *KV

2.8 Znaménko permutace

Ukol: Je zaddna permutace

" (w<11> w<22> wé) WEZ)) - (5 i §) '

a) Urcete znaménko 7 riznymi zpusoby: z poctu inverzi, trans-
pozic a cyklu sudych délek.

b) Proved'te totéz pro m*.

Reseni:

a) Inverze je kazda dvojice (i,7), i < j, pro kterou je 7 (i) > m(j).
Pro nasi permutaci jsou to (1, 3), (2, 3), (2,4), tedy lichy, a permutace
je proto liché.

Transpozice (i, j) je permutace o, pro kterou o(i) = j, o(j) =i a
o(k) = k pro k # i,j. Jinymi slovy permutace, kterd vyméni prvky
1,7 a ostatni necha na misté. Kazdou permutaci lze ziskat slozenim
kone¢né mnoha transpozic (viz body 2 a 3 v piikladu 2.9). Pro nasi
permutaci 7 to lze provést napifklad nésledovné: (2413) — (2143) —
(1243) — (1234). Pocet transpozic je opét lichy a 7 je i podle této
definice licha.

Koneé¢né 7 obsahuje jediny cyklus 1 — 2 — 4 — 3 a ten ma sudou
délku. Celkovy pocet cyklia sudé délky je tedy lichy a permutace je
liché. Tato metoda je pro vétsinu permutaci zdaleka nejrychlejsi.

b) Jak obecné vypadd 7 slozend s o7 Prvek i se zobraz{ na ﬂ(g(z))
Vsimnéte si, ze tudiz nemusi platit mo o = po .

7To nenf formalita: srovnejte Z1p X Z1o a Z100). V prvni grupé maji véechny
prvky f4d mensf nebo rovnen 10 (tj. ¢'° = 1, Vg € Z10 X Z10).
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V nasem pifpadé je 72(1) = 7(2) = 4, 72(2) = n(4) = 3, 7%(3) =
7(1) =2, 72(4) = 7(3) = 1, tedy

2 23
. ( L2 ) |
V této permutaci jsou v inverzi kazdé dva prvky. Takovych dvojic je
celkem Sest, a permutace je tedy suda.

Permutaci 72 lze také zapsat dva cykly délky dva: 2 — 3, 1 — 4.
To jsou zaroven dvé transpozice.

Znaménko permutace definuje pékny morfizmus ze symetrické
grupy S, (permutace n-prvkové mnoziny) do Co ({1,—1} s ope-
raci ndsobeni). Obecné je morfizmus grupy G; do grupy Gz zob-
razeni ¢ : Gy — Go, které zachovava grupovou operaci, tedy
p(ab) = ¢(a)e(b) pro Va,b € Gy.

Pokud je grupa G2 tvofena linedrnimi zobrazenimi na vektorovém
prostoru dimenze n, pak hovofime o n—rozmérné reprezentaci grupy
G1. V nasem piipadeé je n = 1.

Vice o reprezentacich (symetrickych grup) naleznete v pitkladu
10.4. *KV

2.9 Permutace devétkrat jinak
Ukol:
1. Kolik nejvic inverzi miize byt v permutaci mnoziny on prvcich?

2. Stac¢i n — 1 transpozic na vytvoreni libovolné permutace na n
prvcich?

3. Jaky je horni odhad slozitosti bublinkového tiidéni?

4. Znam pocet inverzi v permutaci ay, as, . . . , a,. Kolik je inverzi
v permutaci Gn, dp_1,...,017

5. Kolik je inverzi ve vSech permutacich nan prvcich dohromady?

6. Kolik nejméné transpozic sousednich prvku je tfeba k preve-
deni permutace o k inverzich na tvar 1,2,...,n?
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7. Oznacme [n, k] pocet permutaci na n prvcich, které obsahuji
pravé k inverzi. Odvod'te rekurentni relaci

4+ 1,k =[n,k]+[n,k =1+ [n,k=2] +... 4+ [n,k —n],

pricemz dodefinujeme [n,j] = 0 pro j mimo rozmezi 0 az

in(n—1).

8. Méjme permutaci

A= 12345678 910111213 1
~\38119132612510 1 7 4 )° (11)

Spoététe AL, Pro jaké mocniny je A™ identicka permutace?
Urcete znak A a AL,

9. Za jakych podminek existuje druhd odmocnina z permutace?
Kolik jich existuje?

Reseni:
1. Protoze inverze je takovd dvojice i < j, pro niz je p(i) > p(j),

bude nejvic inverzi ziejmé v permutaci n,n — 1,...,2,1. Tam jsou
v inverzi kazdé dva prvky, proto celkovy pocet inverzi je gn(n —1).

2. Staci. Vime, ze kazdou permutaci lze slozit z jednoho ¢i vice
cyklu. Cyklus na k prvcich se dostane slozenim k — 1 transpozic
(a1,a2), (ag,as),. .., (ax_1,ar). Permutace, sklddajici se z jediného
cyklu, spotifebuje n — 1 transpozic, za kazdy dalsi cyklus se odpocita
jednicka. Je zfejmé, ze méné transpozic obecné nestaci.

3. Bublinkové tiidéni spoc¢ivd v prohazovani sousednich prvku,
jinymi slovy se tedy ptadme na maximalni pocet transpozic sou-
sednich prvku, které jsou potieba k sestaveni libovolné permutace.
Béhem prvniho priuchodu algoritmu se dostane urcité n na posledni
misto, protoze je vétsi nez vSechno a prohazujeme jej tudiz vzdycky.
Potfebujeme k tomu n — 1 porovnavani. Pfi druhém pruchodu al-
goritmu tedy staci jen n—2 porovnavani, ve tietim n—3, atd. celkem
%n(n — 1) porovnavéni. Nejhorsi, co se muze stét, je, ze po kazdém
porovnavani musime také prohazovat, to nastane v pripadé permu-
tace n,n — 1,...,2,1. Tedy horni odhad ¢asové slozitosti algoritmu
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je %Kn(n— 1), kde K je ¢as potfebny na porovnani a prohozeni dvou
prvkau.
4. Pri prechodu k druhé permutaci se obraci poradi vSech prvku,

tedy jestlize nejprve jsme méli k inverzi, po obraceni jich bude %n(n—
1) — k.

5. Sestavime vSech n! permutaci do dvojic, v nichz permu-

taci a1, aq, ..., a, je prifazena obracend permutace a,,dn_1,.-.,01-
V kazdé dvojici je gn(n — 1) inverzi (viz piedchozi otdzku), tedy

celkovy pocet inverzi ve viech dvojicich je in!- in(n —1)

6. Také k. Staci si uvédomit, ze kazdy krok bublinkového tiidéni
likviduje pravé jednu inverzi a ze bublinkové tiidéni je, co se poctu
transpozic sousedu tyce, nejuspornéjsi mozné.

7. Jakymi zpusoby lze realizovat (n + 1)-prvkovou permutaci s k
inverzemi? Prvni ¢len na pravé strané dokazované relace odpovida
umisténi prvku n + 1 na konec libovolné n-prvkové permutace o k
inverzich (v této poloze neni n+ 1 v inverzi s ni¢im) a k inverzim na
zbylych prvcich. Druhy ¢len klade n+ 1 na predposledni misto, ¢imz
generuje jednu inverzi a na zbylych n prvka zbyva k — 1 inverzi, atd.
Posledni ¢len odpovida situaci, kdy je n + 1 obrazem jednicky a je
tak v inverzi se vSemi zbylymi n prvky.

1— -3 /7\ 13<— 5 m
6 12 l T 10
11 N\ / 4—=g

2—=38

Obrézek 5: Rozklad permutace A (viz 11) na cykly délek 3,5,4,1.

8. Rozlozime permutaci na cykly (1,3,11); (2,8,12,7,6); (10);
(4,9,5,13), viz obrazek 5. Jelikoz tato permutace obsahuje jeden
cyklus sudé délky, je to lichd permutace. Ostatni metody urcovani
znaménka (pocitani transpozic ¢i inverzi) by zde byly pracnéjsi.
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Mocnéni permutace pouze toc¢i s cykly, nanejvys je muze roz-
trhnout, pokud je pocet prvku v cyklu soudélny s exponentem.
V opa¢ném pripadé zbytek po déleni poctu prvku v cyklu exponen-
tem udava, o kolik se tento cyklus pootoc¢i. V nasem konkrétnim
piipadé je to 0,1,3,0, vyslednd permutace je kompozici cyklu
(1);(3); (11);(2,8,12,7,6); (4,13,5,9); (10). Znaménko této permu-
tace je opét minus, coz jsme ostatné jiz védeéli diky zn A™ = (zn A)”
(viz piiklad 2.8).

Zjevné identitu dostaneme pro libovolny spoleé¢ny nasobek délek
cyklu, tedy n = 60k, kde k je libovolné pFirozené. Upozoriiujeme, ze
A™ = Id je néco jiného nez A™ = A. Druhd rovnice je splnéna pro
n = 60k + 1.

9. Kazdy cyklus délky 2n se po umocnéni na druhou rozpadne
na dva cykly délky'® n. Cykly délky 2n — 1 se mocnénim prevadeéji
opét na cykly délky 2n — 1. Tedy pokud mame v zadané permu-
taci néjaky cyklus sudé délky, musel nutné vzniknout umocnénim
cyklu dvojnasobné délky. Tudiz takové permutace, které obsahuji
pro nékteré sudé k lichy pocet cyklu délky k, druhou odmocninu
nemaji. K ostatnim permutacim odmocninu najdeme vzdycky, jed-
nozna¢né pouze za predpokladu, ze pro licha k¥ mame nejvyse jeden
cyklus délky k a pro sudd k zaddny'®, protoze kazdé slévani cykla
delsich nez jedna lze provést vice zpusoby.

Pro permutaci rozlozenou na N disjunktnich lichych cykla délky
n lze celkovy pocet odmocnin nalézt nasledujici ivahou: pocet per-
mutaci na N prvcich je N!. Za pozice 0,2,4,,...,N’, kde N’ je
nejvyssi sudé ¢islo mensi nebo rovno N, lze vsunout zarazku, ktera
oddéluje cykly, které budeme slévat do dvojic, od cykla, které ne-
slejeme. Slévat budeme vzdy cykly, které se ocitnou na mistech
(1,2),(3,4) atd.; z nich muzeme slit celkem k& = 0,1,..., %N’ dvo-
jic a zbylych N — 2k dvojic cykld neslit. Pro kazdé k zvl4st pak
musime N! vydélit permutacemi slévanych dvojic, kterych je k!, kde
2k je pozice zardzky. Déle musime vydélit (N — 2k)!, coz odpovidd

18 Jeden obsahuje ¢leny na sudych mistech v piivodnim cyklu, druhy &leny na
lichych mistech.

9V rozporu s ucebnici Péstujeme linedrni algebru [PLA] zde pod pojmem
délky cyklu rozumime pocet prvku cyklu se icastnicich, viz obrazek 5. Pokud by-
chom se drzeli tam uvedené definice, vedlo by to k matoucimu prohozeni vyznamu
slov ,,lichy” a ,,sudy”.
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permutacim na neslévanych cyklech (za zardzkou), a pak jestée 2%,
protoze v kazdé dvojici 1ze vymeénit jeji ¢leny mezi sebou. Nakonec
musime jesté vynasobit poctem zpusobu, kolika lze slit dva cykly.
Umocnit dlouhy cyklus na druhou vlastné znamena oddélit ¢leny
na lichych pozicich od ¢lent na sudych. Slévani tedy muzeme chéapat
jako vlozeni jednoho cyklu do mezer mezi ¢leny druhého cyklu tak,
ze v kazdé mezete sidli pravé jedno ¢islo a zachovava se potadi. Ta-
kovych vlozeni je zjevné tolik, kolik je délka slévanych cykli. Celkovy
vyraz pro pocet odmocnin permutace, ktera obsahuje N cykla liché

délky n, je tedy
L5) &
n N!
D (5) k(N — 2k)!”
k=0
I_N

5 ] oznacuje celou ¢ést cisla % (tedy NTl) Pro piipad sudych cyklu
nemame na vybér, zda slévat, ¢i neslévat, coz situaci vyrazné zjed-
nodusi. Odvoldme-li se na predstavu pouzitou u lichych cykli, smime

tentokrat dat zarazku pouze na konec a vzorec pro pocet odmocnin

je
n\k (2k)! N
(3) - wek=73

Pocet odmocnin obecné permutace, v jejimz rozkladu jsou cykly
riznych délek, se dostane prostym souc¢inem. Ctendi si muze rozmys-
let, jak by se fesila s-t4 odmocnina — v prvociselném piipadé se bude
vysledek podobat vzorcim pro s = 2, nebot bude dochézet pouze
ke slévani s cyklu dohromady, pro s slozené se bude moci slévat i r
cykli, kde r je néjaky délitel s. Zpiisobit slévani bude (r — 1)In" "1,
protoze r — 1 cyklu lze do mezer uklddat v libovolném potadi a kazdy
lze n zpusoby pootodit. *DS

2.10 Lloydova patnactka a permutace

Ukol: Lloydova?® patndctka je hra s 4 x 4 hracimi poli s ploskami
(figurami) ocislovanymi 1 az 15, pricemz ¢islo 16 je vyjmuto, viz (13).
Ukolem je presouvat hraci figury a docilit standardniho poradi, kdy
po radkach zleva vpravo ¢teme cisla 1 az 15. Pozice patndctky tedy

20Sam Lloyd byl americky ,kral kiizovek”.
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odpovida permutaci i — p(i), kde i = 1,2,...,16 a p(i) je ¢islo na
pozici, kde ma byt spravné i.

a) Zjistéte, jak se chovd znak prislusné permutace pii vykondni
tahu a jak se méni pozice prazdného pole 16, a vytvorte
veli¢inu, ktera se zachovava pri kazdém tahu. Dokazte takto,
Ze nelze slozit patndctku, pokud jsou jen dvé figury (napr. 14
a 15) prohozené. Obecnéji dokdzete, Ze nelze slozit konfiguraci
s prazdnym polem vpravo dole, ovSem figurami 1 az 15 permu-
tovanymi lichou permutaci.

b) Naleznéte vhodné zdkladni tahy, které generuji cyklickou per-
mutaci poli. Uzijte vysledku k diikazu, Ze libovolnou sudou
permutaci s prazdnym polem vpravo dole naopak slozit lze.
Mate velkou volnost, jak k problému pristoupit, nase reseni je
jednou z mnoha moznosti.

Reseni:

a) V jazyce permutaci ¢ — p(i) pro¢ = 1,...,16 neni tah nic jiného
nez transpozice néjakého ¢isla s éislem 16 (prazdnym polem). Kazdd
transpozice je lichou permutaci, pro¢ tedy tvrdime, ze lze ziskat jen
sudé permutace? Duvod je v tom, ze kazdy tah zaroven méni o jednu
bud’ &islo fadky s prazdnym polem 7, nebo &islo sloupce s prazdnym
polem s, kde r,s = 1,2, 3,4. Diky tomu veli¢ina

Z = makp- (—1)"+s) (12)

se zachovavd, protoze tah méni obé znaménka. Pokud tedy uvazu-
jeme dvé konfigurace s dirou vpravo dole, r = s = 4, které maji
opacny znak p, nelze je zjevné spojit libovolnou posloupnosti tahi,
jelikoz maji opacné Z.

b) Dokazme nyni, ze se lze sekvenci tahu dostat z libovolné sudé
permutace s dirou na misté r = s = 4 do standardni pozice 1
az 15 po tadkéch. Jelikoz prazdné pole 16 je v pocatecnim i kon-
covém stavu na misté, uvazujme nyni jen permutace 15 prvki. Pro
vétsi nézornost nasledujicich dvah prelepme kameny 1,2,3,4,...
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ndlepkami 10’,9’,6’,5', ... podle obrdzku

112134 10| 9 6|5
51678 11| 8 |7 |4
glio[it|12] — [y [1]3 (13)
13|14 |15 x 137|147 |2" | x

V pravé tabulce (13) vidime, ze kameny 1’,2/,3',...15 vytvérej
cyklus ve tvaru zdvojeného pismene H (viz obrézek 6 vlevo); tato
tabulka také ukazuje cilové srovnani ¢arkovanych kamenu. Je tedy
jasné, ze lze téchto 15 kamenu cyklicky permutovat (a diru ponechat
na misté); prislusnou permutaci zna¢me H. Kromé toho mdme cyk-
lickou permutaci 3 kamenu 1’,2’,3’, kterou ozna¢ime C' (obrézek 6
vpravo). Vsimnéte si, Ze obé permutace obsahuji lichy pocet kamenu,
a jsou tedy sudé.

{/\\J/\\ 3
|

t /I /AR
U\ N

Obrézek 6: Uzite¢né permutace kamenu v Lloydové patnactce.

Ackoliv uziti pouze dvou cyklu C, H je neekonomické pro prak-
tické pouziti, je velmi efektivni pro teoretické ucely. P#i vhodné
orientaci H (jako na obrdzku 6) je jasné, ze permutace Cj =
H*¥CH=* se chové jako C = Cy, oviem cyklicky permutuje kameny
(k+1), (k+2)’, (k+3)’ modulo 15. Permutace C ndm ve skuteénosti
staci na slozeni patnactky?!, jelikoz libovolny kdmen na zagitku lze
,,probublat” na sprdvné misto. Za¢néme tieba s kamenem 15’ a po-
kracujme sestupné. Problém muze nastat az v posledni fazi, kdy se
snazime premistit kameny 1,2’ 3’, zatimco kameny 4’ a vySe uz jsou
na spravnych mistech. Povede se ndm to jen v piipadé, Ze jsme zacali
se sudou permutaci. Ctenar jisté detaily domysl{ sam. *LM

21Rikdme, ze C a H generuji grupu vSech sudych permutaci mnoziny
{1,...,15}.
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3 Konec¢na i jina télesa
3.1 Télesa modulo prvocislo

Ukol: Dokazte, e Z, = {0,...,p — 1} je pro p prvoéislo komuta-
tivni téleso s operacemi s¢itani a nasobeni modulo p. Pro¢ je potieba
zadat, aby bylo p prvocislo?

Reseni: Asociativita, existence neutralnich prvka a komutativita
jak scitani tak i nasobeni a existence inverznich prvku vzhledem
k s¢itdni je zfejmé. Zbyvé tedy dokdzat existenci inverznich prkvu
vzhledem k nasobeni. Pro ¢ = 1,...,p — 1 uvazme nasledujici zob-
razeni: f;(z) = iz mod p. Nejprve ukdzeme, Ze f; je na mnoziné
{0,1,...,p — 1} prost4 funkce. Necht tomu tak nenf a tedy existuji
r1 # 1y takové, ze fi(x1) = fi(x2), a tedy p déli fi(x1) — fi(z2) =
i(x1 — x2). Protoze p je prvocislo a 0 < i < p musi nutné platit p déli
x1 — To2. Z toho okamzité plyne x1 = xo. Funkce f; je tedy prosté,
ale protoze zobrazuje p ruznych ¢isel do mnoziny p Cisel, je nutné
bijektivni. Potom ale existuje z, ze f;(z) = 1 a toto x je hledany
inverzni prvek vzhledem k ¢ vuci ndsobeni (tento dukaz je shrnut
také v prikladu 2.3). Tim je dukaz, Ze Z, je téleso, hotov.

Pokud p neni prvocislo, tvoff mnozina {0,...,p — 1} se s¢itdnim
a nasobenim pouze komutativni okruh. Pokud je totiz p = pipo,
D12 > 1, pak pro zadny nasobek p; ¢i ps neexistuje inverzni prvek
vii¢i ndsobeni. Diikaz je jednoduchy: necht plati ap; = 1 mod p, tedy
apy = kp+1 pro néjaké k € Z. Tato rovnost ale dava okamzité spor
1=0mod p;. *DK

3.2 Zmatené vypocty s inverzni matici

Ukol: V télese Z11, které obsahuje prvky 0,1,...,10 a v némz
vSechno sc¢itani, odcitdani I ndsobeni probihd modulo 11 (to zna-
mena, ze z kazdého vysledku vezmeme jen zbytek po déleni 11,
{0,1,...10}), spoctéte inverzni matici k matici L niZe (jako Ludolf,
vite pro¢?), a to jak fddkovymi tpravami (L| ), tak metodou sub-
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determinantu (viz priklad 8.1)

314
L=|159
265

Reseni: Nejdifve musime pfijit do rytmu. Tak napiiklad 5+ 8 = 2,
—6 =15,4-7 =06 atd. Je uziteéné si napsat tabulku inverznich prvku

x ||0(1]2(3]|4]5|6]7|8{9/10
x| —|1]6(4]3]9]2]8]7]5|10

V prvni metodé napiSeme vedle sebe L a . a fadkovymi tUpravami
nejprve vynulujeme prostor pod diagonalou, a pak pokracujeme
s Tadkovymi Upravami a nulujeme nad diagonalou. Ve vypoctu za-
psaném nize jsme museli nejprve sedmindsobek prvni fadky pricist
k druhé, abychom vynulovali jednotku vlevo (prvni fddek mame
nésobit —3, ale to je (—1)/3 =10-3"1 =10-4 = 7). V poslednim
kroku jsme prvni i tfeti fddku ndsobili ¢tyfmi (tedy 1/3), abychom
ziskali vlevo jednotkovou matici. Cely postup je:

2)+7-(1)—(2)
314 1oo\ @+31)—@B) (314 1oo
159|010 — 014|710
265|001 096|301

(1)+6-(3)—(1)
2:(2)+B)—=@B) 3 14| 100\ (2)+6(3)—=(2)

— old4| 710 —
co3| 621
31lol 416\ (1)-2—1) [3o00| 5 100
olo| 1026 — olo| 10 2 6
ocod| 6 21 oco3| 6 21

4-(1)—(1)
4.3)—3) [loo| 9 7o
— olo| 1026
ool| 2 84

Inverzni matici 1ze odecist na konci vpravo od svislé ¢ary.
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Spoéteme ji jesté pomoci subdeterminantu, piipominidme zet
(L7Y);; = (=1)"*9|Lj;|/ det L, kde |L;j| je determinant matice L,
v niz jsme vynechali i—ty Fddek a j—t¥ sloupec (byvé oznacovén jako
minor ¢ po opatieni znaménkem (—1)**7 algebraicky doplnek.

Determinant L je roven

detL=(94+2+7)— (T+5+8)=-2=09

a inverzni matice je tedy (napf. v pravém horn{m rohu inverzni ma-
tice vlevo méame |Lg;|/det L=(1-9—-5-4)/9 =0)

48 o 9 7o
Lt=9tf2710]|=(1026
76 3 2 84

Zkontrolujte LL~! = . *LM

3.3 Podprostory nad koneénym télesem

Ukol: Urcete, kolik riznych k-dimenzionalnich podprostoru ma vek-
torovy prostor Z; pro 0 < k <n, kde p je prvocislo.

Reseni: (Z,)" (psano ¢asto bez zévorek) nad télesem Z,, je podobné
jako R™ nad R prostor dimenze n. Pouze je to kone¢nd mnozina,
ktera ma p™ prvku. Diky kone¢nosti plati péknd tvrzeni, napiiklad
ze dva podprostory stejné dimenze k maji stejny pocet prvku, ktery
je samoziejmé roven p¥. Také plati (jako u vsech vektorovych pro-
stort), ze vSechny prostory stejné dimenze nad stejnym télesem jsou
navzijem izomorfni, takze vlastnosti libovolného k rozmérného pod-
prostoru Zy lze zkoumat i na lef.

Nejprve spoétéme, kolik existuje ruznych m-prvkovych posloup-
nost{ linedrné nezavislych vektoru prostoru Zj. Necht je vybrano
prvnich m — 1 linedrné nezavislych vektoru; m-ty vektor lze vybrat
libovolné z vektoru, které nelezi v linedrnim obalu jiz vybranych
vektorti, téch je p® — p™~1; p™ je poéet vech vektorli v prostoru di-
menze n a p™ ! je pocet vektorti v podprostoru dimenze m—1. Celou
m-prvkovou posloupnost linedrné nezavislych vektoru v prostoru di-
menze n nad Z, lze tedy vybrat Hi"!ol(p" — p') zpisoby. Kazd4

IDejte pozor na pofadi indexi.
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k-prvkova posloupnost linedrné nezavislych vektoru v Zj urcuje k-
dimenziondlni podprostor Z; a kazdy takovy podprostor je urcen
Hi.:ol (p* — p*) riznymi posloupnostmi (tolika zptisoby lze vybrat k-
prvkovou posloupnost jeho linedrné nezavislych prkvi — v prostoru
Z’; je to zfejmé, a ten je takovému podprostoru izomorfn{). Tedy
pocet podprostorti dimenze k je:

k—1

[T " —p")

=0

k—1 ‘
(pk — p?)

1=0

*DK

3.4 Konecna télesa polynomu

Ukol: Uvazujte téleso T vSech polynomii ax + b, kde a,b € Zz, se
séitanim a ndsobenim modulo polynom z2 + 2. Takové téleso ma 49
prvku, séitani v kazdém radu x probihd modulo 7, napriklad 5x +
6x = 11z = 4x,3-6 = 18 = 4, —(22+6) = bx+1, a pokud dostaneme
polynom alespoii druhého stupné, odecteme vhodny nasobek?? z%+2,
abychom ziskali polynom nejvyse prvniho stupné, napiiklad (3z +
5)(22+6) = 622 +282+30 = 62242 = 622 4+2—6(22+2) = —10 = 4.
Naleznéte metodou subdeterminantu inverzni matici k matici

5r 3z
A= ( 1 4z + 5) ‘
Poznamenejme, ze toto téleso nemda myslenkou daleko k C, kde
ale redlnd a imagindrni ¢ast je ze Z,. Misto polynomu ax + b bychom

mohli uvazovat dvojice (a,b) s nésledujicimi pravidly pro séitani a
nasobeni (vSe modulo 7):

f
(a1,b1) + (az, b2) < (a1 + ag, by +ba),
(al,bl) . (QQ,bQ) d:f (a1b2 —+ agbl,blbg — 2&1&2) .

22Napiiklad 5-(x2+2), (2z+1)-(22+2) atp. Druhou moznost v tomto piipadé
neuplatnime, ale pokud poc¢itdme modulo polynom vyssiho stupné, tak ano.
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Komplexni ¢isla (z = b + ia) maji u ndsobeni misto toho (a1bs +
azby, bibe — araz).

Reseni: Pripominame

AL = 1 22 —ai2
det A \ —az1 a1 )’
srovnejte s priklady 3.2 a 6.5.
Spoctéme si nejdiive determinant matice A. Vyjde nam

det A =5x(dx +5) — 3x = 202% + 222 = —2? + z = (14
=-2?+x+ (2242 =z+2.

Nyni je tfeba nalézt inverzni prvek k prvku x + 2 v télese T, bude
jim néjaky polynom ax + b. Z podminky

1= (x4 2)(ax +b) = azx® + (2a + b)x + 2b = (2a + b)x + (2b — 2a)

dostavame 2a + b = 0, 2b — 2a = 1 modulo 7. Sectenim obou rovnic
ziskdme 30 =1,0=5 (neb3-5=15=1),a=1 (neb2-1+5=0).
Inverzni prvek k (z+2) je tedy (z +5) a matici A~! spo¢teme lehce:

_ dr +5 -3z 472 + 252 + 25 —3z% — 15z
1_ _
A _(QH_S)( -1 53:)_( —x—5 5x2 + 25z

Po jednoduché dpravé dostavame

A1 4+ 3 6x +6
S \br+24x+4 )"

Pilny ¢tendf muze oveérit vysledek (15) také Fadkovymi dpravami
(A|1). My uz ale udélame jen zkousku (ovéite, ze nédsledujici matice
je skutecné jednotkovd).

AA-L = 2022 + 15z + 1822 + 6z 302 + 30z + 1222 + 12z
T\ 4+ 3+ 2422 + 38z + 10 6z + 6 + 1622 + 36z + 20

Poznamenejme jesté, ze pii vytvareni télesa neni volba polynomu

22 + 2 jednoznaénd, neni ovéem ani neomezend. Polynom z? + 2
je ireducibilni, neda se rozlozit na soucin jednodussich. Tohle by
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neplatilo napifklad pro polynomy x2, 22 +6 = (z+1)(x+6), 22+3 =
(r+2)(z+5), 22 +5 = (v + 3)(z +4). Diky tomu bychom nemohli
napiiklad v ,,télese” modulo polynom z? + 5 nalézt inverzni prvek
napi. k* (z + 3).

Celkové ale plati, ze pro dané prvocislo p a dany stupei n
polynomu ¢ jsou vsechna télesa polynomu nad Z, modulo poly-
nom ¢ (kterd maji tedy p™ prvki) pro vsechny ireducibilni poly-
nomy ¢ vzijemné izomorfni. Takto definovand komutativni télesa
zaroven vycerpavaji seznam vsech konecénych téles; obycejné téleso
Z,, ziskdme pro n = 1 a napiiklad polynom z, v piikladu vyse jsme
pracovalis p=7,n =2, ¢ = 22 + 2. *LM

3.5 Vzorec pro Ludolfovo ¢islo od Johna Machina

Ukol: Zopakujte si ndsobeni komplexnich ¢isel. Uzijte fakt, ze
arg(zy) = arg(z) + arg(y) modulo 27, a dokazte pomoci ndsobeni
vhodnych komplexnich ¢isel vzorec pro vypocet m nalezeny Johnem
Machinem (1680-1752) v roce 1706 (autor tehdy spocetl m na 100
mist ruc¢né!)

7w = 16arctg(1/5) — 4 arctg(1/239). (15)
Reseni: Jelikoz tangenta je pomérem protilehlé a piilehlé odves-
ny, neni tézké videt, ze arctg(1/5) = arg(b + ). Podobné plati
—arctg(1/239) = arg(239 — i). Uvazujme arg(re’®) = ¢ vzdy v in-

tervalu (—m, 7). Dokazme nyni rovnost (15) vydélenou étyfmi. Diky
vzorci arg(ay) = arg(x) + arg(y) lze psét

4arctg(1/5) — arctg(1/239) = arg[(5 4 i)* - (239 — )]

Vysledek se mé rovnat m/4, abychom dokdzali (15). Spoc¢teme tedy
onen soucin.

(5414)*(239 — i) = [(5+14)2]%(239 — i) =
= (24 4+ 100)%(239 — 1) = 22(12 + 5i)?(239 — i) =
= 22(119 + 1204)(239 — i) = 22(119 - 239 + 120)(1 + 7).

23Podobné jako v ,,télese” Zi4 nenajdeme inverzni prvek k 2 a 7 (a jejich
nésobkim). Treducibilita 22 4 2 je tedy analogickd k pozadavku, ze p je prvocislo
u Zp.
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V poslednim kroku jsme uzili 120-239 — 119 = 119-239+ 120, jelikoz
119 + 120 = 239. Vidime, ze vysledek (16) mé shodnou (a kladnou)
redlnou a imaginarni ¢ast, tudiz jeho argument je skutecné roven
7/4, éimz je ditkaz hotov. Ctenaf by mohl protestovat, ze argument
Ize urcit jen modulo 27, ale snadno lze vidét, ze o 27 jsme se zmylit
nemohli, jelikoz zjevné arctgx < x pro 0 < z, a tedy

4
0 < 4arctg(1/5) — arctg(1/239) < 5

Poznamenejme zdvérem, Ze vzorec (15) je jeden z mnoha pomérné
efektivnich zpusobu, jak pocitat ¢islo 7 numericky. Lze totiz vyuzit
fady
3 5 7
o oz
arctg(z) =2 — — 4+ — — — + ... 16
s =T+ 22 (16)

a jelikoz pro = 1/5 nebo dokonce = = 1/239 ¢leny velmi rychle
klesaji, staci fadové N ¢lenu pro spocteni vysledku na N desetinnych
mist.?* Pokud bychom poéitali /4 = arctg 1 podle (16), potfebovali
bychom fddové 10V ¢leni. Pokud jste jesté nedokazovali platnost
vzorce (16), zderivujte ho a spatiite formuli pro geometrickou radu
1/(1+2?); integraéni konstanta musf byt nulovd, jelikoz arctg 0 = 0.
Vypocet m na mnoho mist je samoziejmé vytecnou zabavou
mnoha lidi. V dobé vydani knihy jiz rekord bude nejspiSe zasta-
raly, ale v ¢ervnu 1997 spocetla skupina Japoncu na stroji Hitachi
SR2201 s 1024 procesory béhem dvou dnu 51 539 600 000 decimal
pomoci Borweinova algoritmu s konvergenci 4. fadu. Vysledek zkon-
trolovali béhem dalsich dvou dni pomoci Gaussova—Legendrova al-
goritmu, jehoz vyklad presahuje ramec této knihy. Z poctu mist je

snad Ctendfi zjevné, ze tyto algoritmy jsou jesté mnohem rychlejsi.
*LM

3.6 Sudé podmnoziny se sudymi priniky

Ukol: Necht A je mnozZina velikosti n. Necht B je systém jejich pod-
mnozin sudé velikosti takovy, Ze prunik libovolnych dvou mnozin to-
hoto systému m4 sudou velikost. Dokazte, Ze |B| < 213); |z]| pro

24Formule (15) neni vyjimeénd a lze najit i mnohem jednodussi, napiiklad
Euleruv vztah arctg(l) = arctg(1/2) + arctg(1/3), ktery dokdzeme podobné:
(2+19)(3+1%) = (5+ 59).
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x € R je nejblizsi celé ¢islo mensi nebo rovné x, tedy oznacuje zaok-
rouhlovani doli. Pouzijte vétu o dimenzi jadra a obrazu zobrazeni;
pracujte nad télesem Zs. Dokazte, ze tento odhad nelze zlepsit.

Reseni: Oznaéme C' matici, kterd jako fadky obsahuje charakteris-
tické vektory mmnozin systému B. Charakteristicky vektor mmnoziny
D C A je vektor z prostoru Z73, jehoz i-ta slozka je jedna prave tehdy,
kdyz i-ty prvek mnoziny A nélezi mnoziné D. Pro lepsi porozuméni
uved'me pifklad: A = {1,2,...,6},

{1,2,3,4} 111100
B= {2,3} =C=(011000
{2,3,5,6} 011011

Protoze vSechny mnoziny maji sudou velikost a jejich priniky
po dvou taktéz, je charakteristicky vektor (v) libovolné mnoziny
systému B prvkem jddra zobrazeni odpovidajiciho matici C' (ndso-
bime-li C'v = u, pak kazda z komponent u je sudé ¢islo, tedy nula).

Oznacme h hodnost matice C, tj. dimenzi obrazu zobrazeni od-
povidajictho matici C; ta je urcité mensi nebo rovnd poctu fadku
matice C. Jddro tohoto zobrazeni obsahuje (pravé diky podmince
na sudost pruniku) vSechny fadky matice C' a tedy jeho dimenze
je alesponn h. Dle véty o dimenzi jadra a obrazu zobrazeni musi
platit: o + h < dimKerC + dimImC = n. Tedy plati o < [5].
Vsechny charakteristické vektory mnozin systému B lezi v linedrnim
obalu fadku matice C, protoze samy jsou fadky této matice; ten mé
dimenzi h a tedy obsahuje nejvyse 2" riiznych vektorii (véechny h—
dimenzionélni podprostory maji stejny pocet prvki). Systém B tedy
obsahuje nejvyse 2" < 213 mnozin.

Nyni sestrojime systém mnozin B, ktery mé vlastnosti popsané
v zadéni piikladu, a jehoz velikost je 2L%!. Sdruzime prvky mnoziny
A do | %] dvojic; je-li n liché, jeden prvek zbude. Vytvafeny systém
B bude obsahovat vsechny podmnoziny mnoziny A takové, ze je lze
zapsat jako sjednoceni pravé vytvorenych dvojic. Pocet prvku takto
vytvoreného systému B je 2LZ] a zFejmé spliuje vlastnosti, které na
néj klade zadani piikladu. *DK
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3.7 Doplinovani systému sudych podmnozin se
sudymi pruniky

Ukol: Dokaste, ze kazdy systém B podmnozin mnoziny A
z predchoziho prikladu lze rozsirit na systém B’ spliiujici podminky
prikladu 3.6, jehoz mohutnost je 213,

Reseni: Oznaéme C matici, kterd jako fadky obsahuje charakteris-
tické vektory mnozin systému B; definice charakteristického vektoru
mnoziny je uvedena v feSeni piikladu 3.6. Nejprve ukazeme, Ze bez
ijmy na obecnosti lze predpokladat, ze libovolny vektor z linearniho
obalu f4dki matice C' je zdroven jejim fddkem. Necht tomu tak
neni a w je vektor, ktery neni fddkem matice C' a pritom zaroven
nalezi do linedrntho obalu jejich #adkia. Tento vektor lezi v jadru
matice zobrazen{ odpovidajictho matici C' (viz pifklad 3.6). Tedy
jeho slozkovy souéin?® s libovolnym z fadkt C je nula, a protoze
je prvkem linedrniho obalu fadka matice C, je jeho slozkovy souéin
se sebou samym taktéz nula (pracujeme stéle nad Zs). Tedy pocet
prvka mnoziny odpovidajici vektoru w je sudy a velikost pruniku
s libovolnou mnozinou ze systému B je taktéz suda. Tedy mnozinu
odpovidajici vektoru w lze do systému pridat a takto lze postupovat,
dokud v8echny prvky linedrniho obalu fadkt matice C' nejsou piimo
jejimi radky.

Necht tedy vSechny prvky linedrniho obalu fadki matice C' jsou
jejimi fadky. Pokud je hodnost této matice | &, odpovidajici systém
mnozin mé 2Lz ) prvka. Necht je tedy hodnost této matice mensf nez
|5 ]. UkdZeme, Ze existuje mnozina, kterou lze do tohoto systému
pridat tak, aby byly nadale splnény vSechny podminky, které na néj
klademe. K matici C' ptridejme fadek obsahujici samé jednicky. Hod-
nost matice C' tim vzroste nejvyse o jedna a tedy bude nejvyse [ 3 |.
Jadro zobrazeni odpovidajiciho takto upravené matici nadéle obsa-
huje charakteristické vektory vSech mnozin uvazovaného systému a
dle véty o dimenzi jadra a obrazu zobrazeni je jeho dimenze alespon
[ 5 1]; obsahuje tedy alespon jeden nenulovy vektor w, ktery neni cha-
rakteristickym vektorem zadné z mnozin systému B (linedrni obal

258lozkovy souéin dvou vektori aa bje a-b= > i aib;. V konecnych télesech
a - b neni skaldrnim souéinem, nebot nesplituje @ - a # 0 pro @ # 0, a proto
nebudeme oznaceni skaldrni sou¢in pro toto zobrazeni pouzivat.
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charakteristickych vektoru tohoto systému mé dimenzi mens$i nez
|5 ]). Mnozinu odpovidajici vektoru w lze k systému B pfidat, aniz
bychom porusili nékterou z podminek, které mé systém B spliovat.
Takto rozsiteny systém mnozin lze pak ,linedrné uzaviit” postupem
popsanym v minulém odstavci, a tento postup pripadné nékolikrat
zopakovat, dokud hodnost matice C' nebude |7 | a odpovidajici
systém mnozin nebude mit 212 prvki. *DK

3.8 Liché podmnoziny s lichymi pruniky

Ukol: Necht A je mnozina velikosti n. Necht B je systém jejich pod-
mnozin liché velikosti takovy, Ze prunik libovolnych dvou prvku to-
hoto systému m4 lichou velikost. Dokazte, ze | B| < 21"2%) . Dokazte,
ze tento odhad nelze zlepsit.

Navod: Pro liché n Ize vyuzit vysledki prikladu 3.6 — uvazte
systém tvoreny dopliiky mnozin ze systému B. Pro sudé n (ale Ize
takto postupovat i pro liché n) zvolte D € B uvazte systém B’
tvorenymi symetrickymi diferencemi?® mnozin systému B a mnoziny
D. Nyni jiz Ize pouzit vétu o dimenzi jadra a obrazu zobrazeni, po-
dobné jako v 3.6 prikladu, na charakterické vektory mnozin systému
B’ a mnoziny D.

Reseni: Postupujme dle ndvodu v pifkladu zaroven pro sudé i liché
n. Pracujme nad télesem Z,, oznatme d charakteristicky vektor
(viz piiklad 3.6) mnoziny D a necht u a v jsou charakteristické
vektory dvou libovolnych (ne nutné ruznych) mnozin systému B.
Oznacme - slozkovy soucin vektort, tj. a- b= ), a;b;. Vektor u+ d
je charakteristickym vektorem mnoziny, kterd je symetrickou dife-
renci mnoziny D a mnoziny odpovidajici vektoru u. Tedy vektory
u + d jsou charakteristickymi vektory mnozin systému B’ a navic
charakteristické vektory vSech mnozin tohoto systému jsou lze na-
psat v tomto tvaru. Podle zadani prikladu plati uv-v = 1. Tedy
zejména plati: (u+d) - (v+d)=uv-v+u-d+d-v+d-d=4=0a
d-(v+dy=d-v+d-d=2=0.

Uvazme nyni matici C, jejiz fadky jsou charakteristické vektory
mnozin systému B’ a charakteristicky vektor mnoziny D. Zfejmé

26Symetricka diference mnozin A, B je mnozina prvki, které lezi jen v A nebo
jen v B.
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charakteristické vektory viech mnozin systému B’ lez{ v jadfe zob-
razeni odpovidajicitho matici C; ozna¢me dimenzi linearniho obalu
téchto vektort c. Hodnost matice C' je ¢ + 1, nebot vektor d ne-
Ize vyjadiit jako linedrni kombinaci?” ostatnich fadki matice D: os-
tatni fadky (a i jejich soucty) maji totiz vzdy sudy pocet jednicek.
Tuto skutecnost lze ovérit i jinak: kdyby platilo d = ). w;, kde w;
jsou nékteré z ostatnich radku matice C, potom by nutné platilo
l=d-d=d- (3, w;) =) ,(d-w;) =>,0=0. To ale neni mozné a
tedy d je vektor linedarné nezavisly na ostatnich fadcich matice C a
tedy hodnost této matice je ¢+ 1. Dle véty o dimenzi jadra a obrazu
zobrazeni musi platit: ¢+ (c+1) < dim Ker C'+dim Im C' = n. Odtud
plyne ¢ < | 251 ], neboli [B| = |B| < al®zt

Necht z je libovolny prvek mnoziny A a oznaéme A’ = A\ {x}.
Necht B” je maxim&lni systém podmnozin A’ sudé velikosti, jejichz
prunik po dvou mé sudou velikost. Dle vysledku piikladu 3.6 je ve-
likost tohoto systému 21“="). Nynf ke viem mnozindm systému B”
pridejme prvek = a takto vznikly systém mnozin ozna¢me B. Systém

B ma ziejmé velikost al* x4 spliiuje podminky ptikladu. Tedy od-
had, dokadzany v minulém odstavci, nelze zlepsit. xDK

3.9 Liché podmnoziny se sudymi priniky

Ukol: Necht A je mnozina velikosti n. Necht B je systém jejich
podmnozin liché velikosti takovy, Ze prunik libovolnych dvou prvki
tohoto systému m4 sudou velikost. Potom |B| < n. Postupujte po-
dobné jako pii ditkazu Fisherovy nerovnosti*® (piiklad 6.7) a pracujte
nad télesem Zs. Dokazte, ze tento odhad nelze zlepsit.

Reseni: Oznaéme C matici, jejiz fadky jsou charakteristické vek-
tory mnozin systému B (viz piiklad 3.6). Pracujme nad Zs. Po-
dle podminek kladenych na systém B v zadani piikladu je matice
COT jednotkovd matice fadu |B|. Podle véty o hodnosti soucinu
matic musi byt hodnost matice C alespon |B| a protoze pocet jejich
sloupct je n, je jeji hodnost zdroven nejvyse n. Odtud tedy ihned
plyne |B| < n.

27Linedrn{ kombinace v Z% je pouze s&itdn{ vektort.
28Ta v podstaté iikd, ze v blokové matici (napf. blokové diagondlni matici)
n X n je pocet bloku vzdy nejvyse roven n.
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Uvazme systém B podmnozin A tvotfeny vSemi jejimi jednoprv-
kovymi podmnozinami. Velikost tohoto systému je n a ziejmé splinuje
podminky, které na néj klade zadani prikladu. Tedy pravé dokazany
horni odhad na velikost systému B nelze zlepsit. *DK

3.10 Sudé podmnoziny s lichymi pruaniky

Ukol: Necht A je mnozina velikosti n. Necht B je systém jejich
podmnozin sudé velikosti takovy, Ze prunik libovolnych dvou prvki
tohoto systému m4 lichou velikost. Potom |B| < n pro n liché a
|B| < n — 1 pro n sudé. Postupujte podobné jako v piikladu 3.9,
pro n sudé se zamyslete téz nad regularitou matic vystupujicich ve
vySetifovaném soucinu. Dokazte, ze tento odhad jiz nelze zlepsit.

Reseni: Nechf C je matice, jejiz Fadky jsou charakteristické vektory
mnozin systému B (viz piiklad 3.6), pracujme nad Zs. Potom CCT
je matice  + J, kde . je jednotkovd matice fddu |B| a J je matice
téhoz tfadu tvorend samymi jednickami. Dale rozliSme dva ptipady,
podle parity n.

Necht n je liché a predpoklddejme existenci systému B s n + 1
prvky (mnozinami). Ukdzeme, 7ze matice (sudého fadu n+ 1) . +
J je reguldrni. Necht tedy existuje nenulovy vektor w takovy, Ze
( +J)w=0, tedy Jw= — w= w = w. ProtoZe viechny fddky
matice J jsou stejné, musi byt vSechny slozky vektoru Jw stejné a
protoze w je nenulovy vektor, musf nutné platit w = (1,...,1)7, a
tedyi( +J)w=. w+(0,...,0)T = w— coz je spor. Matice . +.J
je tedy reguldrni. Potom ale hodnost matice C' musi byt, podle véty
o hodnosti souéinu matic, alespoii n+1, coz neni mozné, nebot matice
C mé pouze n sloupci. Tedy nemuze existovat (n + 1)-prvkovy (a
tim spiSe viceprvkovy) systém B s uvedenymi vlastnostmi. Uvedeny
odhad nelze zlepsit, coz dosvédéuje systém B tvofeny vsemi (n— 1)-
prvkovymi podmnozinami mnoziny A.

Necht je naopak n sudé a piedpoklddejme existenci systému B
s n prvky (mnozinami). Matice (sudého Fddu n) + J je reguldrni.
Tedy hodnost matice C' musi byt, podle véty o hodnosti soucinu
matic, alespon n. To by ale znamenalo, ze matice C' je reguldrni (m4
n sloupci, n fadku a plnou hodnost). Soucet vsech sloupcti matice
C' je vsak nulovy vektor (v kazdém fadku je sudy pocet jednicek), a
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tedy matice C je singuldrni — coz je spor. Tedy nemuze existovat n-
prvkovy (a tim spiSe viceprvkovy) systém B s uvedenymi vlastnosti.

Uvedeny odhad nelze zlepsit. Zvolme si libovolnou (n — 1)-
prvkovou podmnozinu mnoziny A a do systému B zafad' me vSechny
jeji (n—2)-prvkové podmnoziny. Systém B spliiuje podminky zadan{
piikladu a obsahuje n — 1 podmnozin. *DK
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4 Vektorova odysea

4.1 Rozklad degenerovaného rovnobéznosténu

Podivejme se na obrazek na obalce knihy Péstujeme linedrni algebru
[PLA]. Vidime projekce jednotkové krychle ve vicerozmérném pro-
storu R™ (n = 3,5,11,...) do roviny (zde jde o velmi specidln{ orto-
gondlni projekce do nékterého z invariantnich podprostoru cyklické
grupy operatoru ,,cyklickd zdmeéna soufadnic”, tedy napiiklad ro-
viny kolmé na (1,1,1) v R3). Zobecnéme tyto obrazky nasledujici
formulaci.

Ukol: Méjme n vektoru vy, ..., v, v néjakém prostoru V dimenze d
kde d < n. Necht kazds d-tice vybranych vektorii jiz tvori nezdvisly
soubor vektoru (bdzi V). Definujeme degenerovany rovnobéznostén

L=L(vi,...,v) = {Z%‘Vi, Tiy.on, Ty € (0,1)}. (17)
i=1

Dokazme, Ze (analogicky k obrdzkiim nakreslenym na obdlce
skript [PLA]) Ize kazdy takovyto ,,degenerovany rovnobéznostén”
L rozlozit na disjunktni sjednoceni rovnobéznosténiu dimenze d
(specidlné pro d = 2 kosoc¢tvercii — neboli rhombii — v uvedeném
prikladeé).

Poznamka: Pro d = n je vztahem 17 popsdn obycejny (nedegene-
rovany) rovnobéznostén.

Reseni: Pro zadany bod v = ), x;v; budeme z; nazyvat sou-
fadnicemi u. Kvuli n > d nejsou tyto soutadnice jednozna¢né. Pokud
Z X1,...,%y libovolné, ale pevné zvolime n — d soutadnic a zbylych
d nechame probihat (0; 1), potom {)_. z;v;, z; € (0,1)} popisuje ne-
degenerovany d-rozmérny rovnobéznostén (viz obréazek 7).

Budeme se zabyvat rozklady, u kterych maji pevné zvolené
soufadnice hodnoty 0 nebo 1. Obtiz je v tom, ze pro zadané d
a vektory vi,...,v, existuje takovych rozkladu rovnobéznosténu L
vice, viz opét obrézek 7. Pii dikazu potiebujeme néjak oznacit jeden
z rozkladu, abychom s nim mohli déle pracovat.

Obrazek 7 nds muze svést k tomu, abychom zvolili ,,rozklad”, kde
onéch n—d extremalnich souradnic budou samé nuly. V nasledujicim
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A1 . (0,$2,£L’3) A2 . (1,$2,$3)
Bl : ($170,5L'3) B2 : ((El, 17(E3)
Cl : (.731,.’172,0) CQ : (1‘1,1‘2, 1)

Obrézek 7: Ruzné rozklady rovnobéznosténu L = L(vy, va, v3), d = 2.
Pro kazdou oblast (A1, By, C1, A, B, Cs) je uvedeno, jak je para-
metrizovdn jeji vnittek pomoci vektoru vy, vo, v3: pomoci (z1, x2, x3)
oznacujeme bod x1vy + xove + x3v3, pricemz 0 < x1,xo, x3 < 1.

ptikladé ale zadny rozklad nespliiuje tuto podminku
w1 = (150)7 Wy = (Oa 1)3 w3 = (17 1) . (18)

Moznym rozkladem je napiiklad (0,x9,23), (21,0,23), (21,2z2,1).
,,Rozkladem”, kde by vechny extrem&ln{ soufadnice (tedy ona jedna
v tomto piipadé) byly nula, bychom ,,nedosahli” do vSech rohu L.
Prvni zptisob ,,oznaceni jednoho rozkladu” je zalozen na klicové
ideji ,,optimalizace soufadnic” z; zvoleného bodu (vektoru) v =
> xiv; € L, x; € (0,1). Optimalizaci zde presnéji minfme minima-
lizaci sumy s = >, x; pii zachovani podminky z; € (0,1). Hodldme
tedy tvrdit:

Tvrzeni: Optimalizujeme-li souradnice bodu (vektoru) v € L,
tak vyslednd n-tice koeficientu (x1,...,x,) je uréena jednoznacné, a
nejméné n — d z téchto ¢isel x; méd extremalni hodnoty (tedy x; €
{0,1}).

Toto tvrzeni ovSem plati pouze tehdy, kdyz je splnén

Piredpoklad #: Piseme-li vztah linearni zavislosti jakékoliv vy-
brané (d +1)-tice vektort Vi, ..., Viy,, vetvaruy ;4.3 Q;V; =
0, tak >, aj # 0.
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Jingmi slovy chceme pouze, aby jakdkoliv (d + 1)-tice vy-
brana z vektoru vq,...,v, byla uz linedrné nezavisld, pokud ke
kazdému vektoru v; = (v},...,v¢) priddme jesté jednu soufadnici
v?“ = 1. V8echny d-tice takovychto vektoru jsou uz nezavislé podle
predpokladu na zacatku.

Piiklad takové ,,optimalni” volby soufadnic je na obrazku 7 vlevo.

Neni tézké pochopit, ze vysSe uvedené tvrzeni je skutecné
jiz  klicem k hledané dekompozici L na disjunktni bloky
rovnobéznosténi; tyto bloky budou prosté zaddny specifikaci
poradovych indexu a hodnot (0 ¢ 1) pfislusnych n — d extreméalnich
soufadnic. Volba zbylych d proménnych z intervalu (0,1) pak déva
parametricky popis uvedeného bloku. Je oviem mozné, Zze nékteré
z takto vytvorenych bloku budou totozné.

Diikaz tvrzeni: Necht v = ), z;v; je vyjadreni vektoru s nej-
mensim moznym souctem s = » . x;. Pfedpoklddejme napiiklad, ze
to jsou soufadnice x1, 2, ... 441, které maji neextremalni hodnoty,
tzn. z otevieného intervalu (0, 1), a odvodime spor. Vskutku, plati-li
a1V + -+ agyi1varr = 0 a je-li pritom oy + -+ 4+ agy1 # 0, jak
predpokldddme, muzeme souradnice x1, 2, - . ., Tgt1 ,,2zlepsit” (z hle-
diska zmensen{ jejich sumy) tim, Ze vezmeme nové soufadnice, pro
i=1,2,....,d+1

fi =x; + oo,

tak, aby nové souradnice stdle jesté ndlezely intervalu (0,1) (staci
vzit « dostatetné malé a vhodného znaménka). To ale je spor
s predpokladanou optimalitou x;. Tedy vic nez d hodnot optimélni
volby soufadnic z; prosté nemuze nabyvat hodnot z otevieného in-
tervalu (0,1). O
Je tfeba jesté ukazat, ze takto vytvorené bloky jsou skutecné
disjunktni, pfesnéji fe¢eno, ze neni mozno najit dvé ruzna optimalni
vyjadieni v= 3", z;v; av= ). y;v; takova, u nichz by bylo nejvyse d
indexi 7 s neextreméalnimi hodnotami, tj. z; € (0,1) nebo y; € (0,1).
Zkoumejme nyni vyraz ). (x; — y;)v; = 0. Pokud je z; # y; pro
nejvyse d indexu, dostdvame spor s linedrni nezdvislosti (libovolné
d—tice vektoru). Pokud je x; # y; pro vice nez d indexi, pak je

1 1
v= §(V+ v) = Zi(%‘ +yi)vi

i
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rovnéz optimalni vyjadfeni vektoru v, které ovsem mad vice nez d
soutfadnic s neextremalnimi hodnotami, coz je spor.

Touto cestou jsme ovSsem dokazali rozlozitelnost L pouze za
predpokladu #. Pripady, kdy zadand dimenze d spolu s vektory
Vi, ..., Vy tento predpoklad nespliuje, maji ,,miru nula”, tedy staci
vektory (témeér) libovolné mélo pozménit a predpoklad # jiz bude
splnén. Jako piiklad si vezméme vektory wy, wa, %Wg, viz vztah (18).
Lze tedy ocCekavat, ze i pro vektory, které nesplnuji podminku #,
bude mozné rozklad provést, i kdyz onen ,,optimalni rozklad” ne-
bude jednoznacné urcen. V nasem piikladé jsou optimalni rozklady

X1 . (1‘1,{1,‘270) X2 . (079;‘2,51,‘3)
Y1 (1,22,23) Y2 (21,0, 23)
Zl : (x1,1,$3) Z2 : (mlaan 1)

Ptesvédcte se, ze napiiklad bod wy + we lze pomoci rozkladu vlevo
zapsat jako (1,1,0) a pomoci rozkladu vpravo jako (4,1,1). Tato
dvé vyjadreni ddvaji stejny soucet s = 2.
Druhy zpusob dikazu rozlozitelnosti pouze nacrtneme, zkuste
provést podrobné. Mdme-li konvexni (d + 1)-dimensiondlni téleso,
muzeme ho (ortogonédlné) promitnout na néjaky d-rozmérny pod-
prostor (vratte se k obrazku 7; tam jsme promitali na rovinu kolmou
na télesovou thlopficku (1,1,1)). Bylo-li téleso slozeno z kvadra ¢i
obecngji rovnobéznosténi, mame na povrchu tohoto télesa viditelné
d rozmérné hrany (tedy rovnobéznostény opét, ale v nizs{ dimenzi;
na obrdzku 7 jsou to tedy tii koso¢tverce) téch bloku, které vystu-
puji na povrch. Pfi uvedeném promitani jsou tyto hrany bud celé
,,0svétlené” nebo naopak celé ve stinu (rozmyslete si, co tim asi
minime pro obecné d; je mozné napiiklad pomoci skalarniho sou¢inu
srovnavat normaly ke sténam mifici ven z télesa s normélou k na-
droving, na niz promitdme). Takze projekci daného télesa muzeme
rozlozit na d-rozmérné rovnobéznostény dokonce dvéma zpusoby: na-
kreslenim projekce ,,osvétlené” ¢i naopak ,,zastinéné” ¢asti povrchu.
Nyni je tento postup tfeba iterovat. Za¢neme s rovnobéznosténem
vybudovanym v R™ nad vhodnymi vektory wy,...,w, a postupné
projektujeme vzniklé konvexni utvary do nizsich dimenzi &k = n —
1,...,d, rozkladajice vzdy vznikly k-rozmérny konvexni titvar do
rovnobéznikovych bloku podle vyse uvedeného argumentu.
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Zde vidime, zZe (pokud jsou vSechny podprostory, na které
promitdme, pevné zvoleny) mame celkem 2"~ moznosti rozkladu
(zkuste si rozmyslet, zda jsou vzdjemné ruzné). Jak souvisi tyto
rozklady s tim, ktery jsme dostali prvni metodou (optimalizac{
soufadnic)? Polohy nadrovin, na které postupné promitame, je tfeba

zvolit tak, abychom z vektort wy, ..., w, € R™ dostali spravné vek-
tory vi,...,v, € R Smér osvétleni pak souvisi s volbou nul a
jednicek v extremdlnich soutadnicich. *MZ

4.2 T¥ti zakladni vektorové prostory

Ukol: U ndsledujicich mnozin se zadanymi operacemi s¢itani a
nasobeni prvkem z télesa ukazte, Ze se jedna o vektorové prostory.
Téleso jsou zde vzdy komplexni ¢isla se s¢itanim a nasobenim.

1. n je pevné zaddno. C* = Vi = {(v1,...,v,), x; € C} s operaci
s¢itani po slozkach a nasobeni ¢islem rovnéz po slozkach.

v=(V1,..,00), U= (Up,...,up) =
vt u= (V1 U, 00+ up), Av=(Avg, ..., Aoy, .

2. Mnozina V, posloupnosti (a;);2, s komplexnimi elementy.
Scéitani a ndsobeni ¢islem \ opét ,,po slozkach”, tedy

(ai)izo + (bi)iZo = (@i + b:)iZ,  Aai)iZe = (Mai)Z -

Vsimnéte si, Ze plus na levé strané prvniho vztahu znaci séitani
vektoru (které chceme definovat), zatimco na pravé strané je
obycejné scitani ¢isel. Podobné u druhého vztahu nasobime
vlevo vektor ¢islem (prvkem z télesa) a vpravo ndsobime c¢islo
¢islem.

3. Mnozina V5 vsech spojitych funkei (0;1) — C. Séitdni je defi-
novano podobné jako u posloupnosti, tedy bodové

(f +9)@) = f(2) +9(x), (Af)(@)=Af().

Reseni: Dikaz provedeme pouze v prvnim piipadé, ostatni piiklady
jsou naprosto analogické. Prvky z prostoru V3 si muzeme predstavit
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podobné jako vektor z C", jednotlivé slozky vektoru ale nejsou

oznaceny Cisly ¢+ = 1,2,...,n, ani ¢+ = 1,2,... jako v piipadé V5,
ale spojitym indexem 0 < x < 1.

Uvazujme tedy dva libovolné vektory v = (vi,...,v,), u =
(u1,...,up) z V1 ajakdkoliv dvé &isla z,y € C. Definici vektorového

prostoru shrneme do nésledujicich bodua

1. Vi s operaci s¢itani je komutativni grupa. Vidime, ze u+ v je
opét prvek z Vi a séitdni prvkia z Vi je ziejmé asociativni i

komutativni. Neutrdln{ prvek je (0,...,0) a inverzni prvek k v
je —v=(—v1,...,—vy), které oba lez{ ve V].
2. M4 platit (zy)v = =z(yv); uvédomte si, Ze na levé strané

nasobime nejprve ¢&isla z a y a vysledkem nasobime vektor,
zatimco vpravo nasobime dvakrat vektor ¢islem. Tvrzeni plati,
obé strany jsou rovny (xyvi,...,TYv,).

3. (x 4+ y)v=zv+ yv. Podobn4 situace jako v predchozim bodé:
davame do souvislosti séitani ¢isel a séitani vektora. V tomto
piipadé jsou obé strany rovny ((z + y)vi, ... (x + y)v,).

4. z(v+u) = (o1 + zuq, ..., 20, + TUp) = TV+ 20U

5. lv=v.
*KV

4.3 Jeden neobvyklejsi vektorovy prostor
Ukol: Ukaste, 7e mnozina A = {a = (ay,a), ai,az € (0;00)}
s operacemi

a+ b= (a1by,a2bs), za = (af,al)
tvori vektorovy prostor nad realnymi ¢isly. Najdéte izomorfizmus
mezi timto prostorem a R2.

Reseni: Stejné jako v pifkladu 4.2 projdeme pét bodi definice vek-
torového prostoru. Bud'te opét a = (a1,az), b= (b1,b2) prvky z A a
x,y libovolna realnd ¢isla.
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1. Séitdni prvka z A davé opét vektor z a (soucin dvou kladnych
¢isel je kladné &fslo) a je asociativni a komutativni, nebot
témito vlastnostmi oplyva i ndsobeni kladnych realnych ¢isel.
Neutrdlni prvek, tedy nulovy vektor, je (1,1) a inverzni prvek
kaec Aje—a=(1/a1,1/az) € A.

2. aya = (ai”,a3") = ((a})", (a§)") = z(ya)

3. (x+y)a= (a7, a5™) = (afa},a}ay) = za+ya

4. z(a+ b) = ((a1b1)", (azb2)¥) = (afbf,a3db}) = xa+ zb
5. la= (ai,ad) = (a1,a2) = a.

Zobrazeni

¢: A3 (a1,az) — (Inaj,Inay) € R?
je bijekce mezi mnozinami A a R?, nebot je surjektivni (p(A4) = R?)
i injektivn{ (prosté). Protoze se ,,chovd sprdvné” k operacim

w(a+b) = (Inay +1Inby,Inas +Inby) = p(a) + ¢(b)

p(ra) = (zlnay, rlnas) = zp(a),

je to také izomorfizmus mezi vektorovymi prostory A a R2. Z toho
napiiklad plyne, Ze oba prostory maji stejnou dimenzi. Takovych
izomorfizmu existuje vice: lze napiiklad volit logaritmy o ruzném
zakladu, ale ani tim jesté nejsou vSechny moznosti vycerpany.

*KV

4.4 Je to podprostor, neni to podprostor...

Ukol: U nasledujicich podmnozin, které jsou soucasti vekto-
rovych prostoru Vi, Va, Vi (z piikladu 4.2), urcete, zda se
jedna o vektorové podprostory. Pokud ano, urcete jeho dimenzi.
U konecnédimenzionalnich podprostoru naleznéte néjakou jejich
bazi. Télesem je vzdy C.

L {(z,y,2,u) €C, w+y+5z=0}
2. {((L:U,y,z,u) E(C5, r—2y+3z=0, m-i—y:()}
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SRR

N

10.
11.

12.
13.
14.
15.
16.
17.

{(z,y,2) €C%, 2® +y =0}
{(z,y,2) €C3, o +y+2=1}
Posloupnosti z Va, pro které konverguje fada Y .o |as|?.

Vsechny omezené funkce z V3 neboli funkce, pro néz existuje
M € R takové, ze |f(z)] < M, Vz € (0;1).

Vsechny funkce z V3, které spliuji |f(z)| < 1, Va € (0;1).
Funkce z V3, které nemaji zadny nulovy bod.

Funkce z Vs, které sphiuji f(0) = f(1) = 0 (homogenni okra-
jové podminky).

Funkce z Vs, které spliuji f(0) = f(1) = 5.

Vsechny po ¢éastech konstantni funkee z Vi (funkce, pro néz
Ize rozdélit (0;1) na konecny pocet podintervalii, na nichZ je
funkce konstantni; pouzivd se také ndzev schodové funkce).

Polynomy stupné n spolu s identicky nulovou funkci.
Polynomy stupné nejvyse n.

Polynomy stupné nejvyse n, které maji koreny % a %.
Vsechny funkce R — R s (nejmensi) periodou 2.

Vsechny funkce R — R s racionalni periodou.

Vsechny periodické funkce R — R.

Poznamka: na piiklady vektorovych prostoru narazite také
v piikladu 12.1.

Reseni: Staci vzdy jen ovéfit, zda je prislusny podprostor uzavieny
vzhledem ke s¢itani vektoru a ndsobeni vektoru ¢islem a zda obsahuje
nulovy vektor. V nékterych ptipadech zustane tato prace ¢tendii.
Prvni slovo v nasledujicim vyétu je vzdy odpovéd na otdzku, zda je
piislusnd mnozina vektorovy podprostor.
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10.

. Ano. Pokud x1 +y1 + 521 =0 a z5 + y2 + 522 = 0 pro néjaké

dva vektory vy, va, pak to plati i pro v; + v» (stacf obé rovnice
seCist) a pro Av (sta¢i prvn{ rovnici ndsobit ).

Dimenze tohoto prostoru je 3, nebot jej lze chéapat jako
mnozinu feSeni soustavy s jednou nezavislou linearni rovnici a
Ctyfmi nezndmymi. Béze je napiiklad (1,—1,0,0), (0,5, —1,0),
(0,0,0,1).

. Ano. Argumentace je podobnd jako u bodu 1, dimenze je

dvée (5 — 3, jedna rovnice je vy = 0), bdze je napiiklad
(0,1,-1,-1,0), (0,0,0,0,2).

Ne. Pricina je, ze rovnice podminky neni linearni. Nasledek pak
je, ze napiiklad pro prvek této mnoziny v = (2,—4,1) lezi 2v
mimo mnozinu.

Ne. Rovnice podminky je sice linearni, ale neni homogenni.
Tedy pokud v = (1,1, —1) rovnici spliiuje, pak 2v spliiuje rov-
nici x + y + z = 2, nikoliv x +y + z = 1.

Ano. Pokud jsou (a;), (b;) dvé posloupnosti, pro néz uvedend
fada konverguje a soucty jsou A a B, pak (a;+b;) konverguje se
souctem nejvyse A + B. To plyne z trojuhelnikové nerovnosti
la;|? + |b;|* < |a; + b;|?, kterd plati pro kazdy séitanec fady
zvlast. Prostor je nekoneénédimenziondlni, oznacuje se nékdy

ls.

Ano. Pokud jsou dvé funkce omezené konstantami My, Mo,
pak je soucet téchto funkci omezen M; + Mos.

Ne. Funkce f(z) = 1sinmz v této mnoziné lez, ale 2f(x) ni-
koliv.

Ne. Napiiklad uz jenom proto, ze v mnoziné neni nulovy vektor
(identicky nulova funkce).

Ano. Soucet dvou funkci, které maji v bodé nula hodno-
tu nula, md v bodé nula opét hodnotu nula. Prostor je ne-
konecnédimenzionalni.

Ne. Uz jen kvuli nulovému vektoru.
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

4.5

Ano. Prostor mé nekonec¢nou dimenzi diky volnosti ve volbé
déleni intervalu. Pokud bychom zménili definici této mnoziny
a zddali, aby bylo délen{ intervalu (0; 1) vzdy stejné, napiiklad
na (0;zo), {(xo; 1), - - ., (Tn; 1), bude dimenze n+1 (tedy pocet
intervalil). Vsimnéte si pfimocaré podobnosti s R"*1.

Ne. Ze jsme pridali nulovy vektor, ndm nepomuze. Soucet po-
lynomu ™ + 1 a —x™ je polynom stupné nula, tedy nikoliv
n.

Ano. Dimenze prostoru je n + 1, bazi tvori napiiklad funkce
1,z,...,2". Tento prostor je samozfejmé izomorfni C"*!,
piislusny izomorfizmus ptifadi napiiklad f(x) = a9 + a1z +

...+ aya™ vektor (ag,...,a,) € C" L

Ano. Prostor mé dimenzin —1pron>2. Pron=1an=20
obsahuje tento prostor pouze nulovy vektor. Bazi prostoru tvori
napiiklad funkce (z—3)(z— 1), z2(z—%)(z— 1), ..., z" % (z—
1 1

3)@— 7).

Ano. Prostor lze ztotoznit se spojitymi funkcemi na (0;27) a
ma nekone¢nou dimenzi. To plyne z toho, ze napfiklad jiz jen
sinz, zsinz, x%sinx, ..., jako funkce f : (0;27) — R, tvoif
bézi jednoho jeho nekoneénédimenzionalniho podprostoru.

Ano. Pokud méa f periodu P; = p1/q1 a g periodu Py = pa/qo
(p12,q1.2 € N), pak plati (f + g)(z + pip2) = f(x + pip2) +
g(@+pip2) = f(x + qp2P1) + 9(x + p1g2P2) = f(2) + g(x) =
( f+ g) (2). Jinymi slovy pro dvé racionédlni periody najdeme
vzdycky spoleény celoiselny ndsobek (spoleénou periodu).
Prostor je nekoneé¢nédimenzionalni.

Ne. Funkce sinz + sin v/2z neni periodickd, je to jiz tzv. kva-
ziperiodickd funkce (a prostor takovychto funkci, tedy souctu
periodickych funkcije jiz linedrnim prostorem).

*KV

Linearni zavislost vektoru z *
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Ukol: Jsou nésledujici vektory z R* linedrné zavislé?
vi = (4,-5,2,6), vo =(2,—-2,1,3),

vz = (6,—3,-3,9), vy = (4,-1,5,6)

Pokud ano, najdéte linedrni kombinaci, kterd netrividlné davd 0 (nu-
lovy vektor).

Reseni: Zadané vektory si zapiseme do matice jako fadky a snazime
se ji upravit Gaussovou eliminaéni metodou. Radky matice nadéle
budeme brat jako vektory a oznacovat je v;;, kde i oznacuje poradi
vektoru a j pocet uprav, které byly na vektoru provedeny (tedy
napifklad v;o = v; ze zadani).

V31=V30—3V20

V21=2V20—Vio V32=V31—3V21

4 -5 9 S Z I I A
41=—V40— V10 42— V41 —2V21

2 -9 1 3 o 01 00 e

6 -3 -39 03 —60

4-15 6 04 30
4-5 2 6 B 4-5 2 6
01 0 0] "™2t¥ [ 1 ¢ 9
00 —60 00 —60
00 30 00 00

Vidime, ze zadané vektory jsou linedrné zdvislé. Tzn. z danych vek-
torit muzeme utvofit netrividlni linedrni kombinaci rovnajici se vek-
toru (0,0,0,0) (zpétné):

(0,0,0,0) = vag = 2vag + v3o = 2[vay — 4var] + v31 — 3vo; =

= 2[vao — vio — 4(2va0 — vi0)] + v30 — 3vag — 3(2va0 — vig) =
== 9V1 - 25V2 + v3 + 2V4 .

Tim jsme dostali hledanou netrivialni kombinaci déavajici nulovy vek-
tor. +*MB,ZV
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4.6 Dimenze linearniho obalu

Ukol: Urcete, jaké je dimenze prostoru napnutého® na funkcich f,
g, h (uvazovanych na netrividlnim intervalu):

f(z) = asinz —4cosx — sin 2z
g(x) = 4sinz — 6cosx — 3sin 2z
h(x) = sinz + cosx — asin 2z

v zavislosti na realném parametru a.

Reseni: Uvazujme prostor V = L({sinz,cosz,sin2z}), jehoz je
L{f,g,h}) jisté podmnozinou. Funkce sinz, cosz, sin2z jsou
nezdvislé (viz piiklad 6.2), a tvori tedy bézi V. Muzeme napiiklad
funkee f, g, h vyjadiit pomoci slozek v této bézi (mizeme si ale zvolit
i jakoukoliv jinou bézi), ¢fmz prevedeme problém do R3.

f= (CL, _45_1)7 8= (47_6a _3)) h= (1a1a_a)'

Dimenzi linedrnfho obalu vektortt v R? zjistime snadno pomoci
Gaussovy eliminace. ZapiSeme vektory do fadka matice a eliminu-
jeme.

(2)=(2)—4-(1)
a—4 -1\ =@ [1 1 —a\ 3)=B)—a(1)

4 —6 —3 — 4 —6 —3 —
1 1 —a a —4 —1
(3)=—10-(3)+
1 1 —a +(4+a)(2) (1 1 —a
0 —-10 —-3+4a — 0 —10 —3+4a
0 -4—a —1+ad? 0 0 —6a®+13a—2

Vidime, ze pro —6a” + 13a — 2 = 0, tedy a1 2 = é, 2, jsou v posledni
matici dva nezdvislé fadky. V ostatnich piipadech jsou nezévislé
vSechny tti radky.

Dodejme, ze pokud bychom nebyli prohodili na za¢atku prvni a
treti radek, méli bychom podstatné vice prace. Kromé toho, ze by-
chom dostali v matici mnohem vice elementu zdvislych na a, museli

290dpustte autorovi tento anglicky slovni obrat. Lze fict také ,,dimenzi
linedrniho obalu funkei f, g, h”.
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bychom napiiklad uz v prvnim kroku (2) = a-(2) —4 - (1) provadét
diskuzi. Tento krok je totiz mozny pouze pro a # 0. V opac¢ném
pripadé umeéle snizujeme dimenzi linedrniho obalu fadku matice tim,
ze vymazeme druhy fddek a nahradime ho (—4)-krét prvnim. Pfi
upravach, které jsme provadeéli v naSem feSeni, diskuzi provadét neni
tfeba, nebot nase tipravy spo¢ivaly v ndsobeni upravovaného fadku
nenulovym (pevnym) ¢islem a pricitéan{ linedrni kombinace ostatnich
fadku (kterd zévisela na a). Samoziejmé ndm nevadi, kdyz napiiklad
v prvni Upravé ke tfetimu fadku pricteme prvni radek krat nula.
*KV

4.7 Hodnost linearniho zobrazeni
Ukol: V prostoru V' polynomi nejvyse tietiho stupné uvazujme pod-
prostor W = L({f1, fa, f3, fa})

filz) =32 +x+2, fs(z)=a+2-3,

fo(z) = =323 + 622 —x + 13, fi(x) = 22° + 32% 4+ 3z — 4.
Déle uvazujme zobrazeni a : V. — V, a : f — f' (derivace®®) a
zobrazeni b: L({1,z,2%}) — V, b: f(x) — zf(z).

1. Urcete dimenzi W.

2. Urcete hodnost zobrazeni a : V. — V a hodnost a|w, jeho
restrikce na W (tedy derivace, kterd z W zobrazuje do V).
Ovérte platnost tvrzeni dimIm f + dim Ker f = dim V' pro obé
zobrazeni.

3. Ukazte, %e se zobrazeni ab a ba na U = L({1,z,xz*}) lisf.
Reseni: Hned na zacdtku je dobré si uvédomit, ze obé zobrazen{ jsou
skuteéneé linedrni, tedy zZe plati a(f + g) = af + ag a a(\f) = Aaf.

1. Zadané vektory zapfseme v bazi {2, 22, x, 1}, éimZ celou tilohu
pievedeme do R?*. Vektory slozek zapieme do iddkd matice a

30V tomto piikladu budeme potiebovat védét pouze to, ze derivace je linedrnf
zobrazeni a ze (z™) = na" L.
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Gaussovou eliminaci ji pfevedeme na horni trojihelnikovy tvar.

0 3 1 2 (1) (2) 101 -3
-3 6 -1 13 N . 062 4
101 =3 000 O
2 3 3 -4 000 O

Vidime tedy, ze dimenze W je dvé.

Prvni krok (prohozeni prvniho a tfettho fadku) jsme udélali
proto, ze prvek aj; (pivotni prvek) musi byt nenulovy. Podobnd
situace muze nastat samoziejmé i pozdéji. Pokud pracujeme nu-
mericky (na poéitaci, s kone¢nou piesnosti), je vzdy vyhodné proho-
dit radky tak, aby byl pivotni prvek co nejvétsi.

2. Hodnost obecného zobrazeni f : X — X je totéz co dimenze jeho
obrazu, tj. prostoru f(X). Zjistime ji tedy napiiklad tak, ze v X
zvolime néjakou bdzi {vi,...,v,} a nalezneme dimenzi linedrniho
obalu {f(v1),..., f(va)}.

My si zvolime ve V opét bazi B = {2 22, 2,1} a vidime, ze
a(B) = {32?%,22,1,0}, tedy h(a) = dim L(a(B)) = 3.

Jddro a je jednorozmérny prostor vSech konstantnich funkci,
v nasem zdpisu £({1}). Rovnost dimIma + dimKera = 4 je tudiz
splnéna.

Pro W to muzeme udélat podobné. Vime, ze dim W = 2, za bazi
si tedy zvolime napiiklad funkce fi(x), fa(x), které jsou ocividné
nezavislé, tedy L({f1, f2, fs, fa}) = L({f1, f2}) = Funkee afi(z) =
6z + 1, afa(r) = —92% 4+ 122 — 1 jsou ale také nezdvislé, a tedy je
halw) = 2.

Zobrazeni alw je injektivni (prosté), protoze3! v primiku W
a L({1}) = Kera lezi jen nulovy vektor. Pokud pro dikaz této
skutetnosti nemuzeme pouzit dimKera|yw = dimW — h(alw) = 0
(napf. proto, ze to méme dokézat), je nejvyhodnéjsi ukdzat, ze

dim L({f1(z), f2(z),1}) = 3.

3. I pro tento ikol je nejvhodnéjsi sledovat, jak pusobi zobra-
zeni na néjakou bazi v daném prostoru. Pokud zvolime za tuto
bazi pifmo {1,z,2?}, vidime, ze baU = L({0,z,22%}); viimnéte

31Lze samoziejmé také pouzit znamé lemma pro linedrn{ zobrazeni a: dim W =
dim a(W) = a prosté.
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si, ze h(ba) < min{h(b),h(a)} = 2, jak mé& byt. Naproti tomu
ablU; = L({1,2z,322}), tedy nejenze ab a ba ptisobi jinak napifklad
na z2, ale dokonce i hodnosti téchto zobrazeni nejsou stejné. *KV
4.8 Slozky vektoru vzhledem k ortogonalni bazi
Ukol:
1. Urcete soufadnice vektoru v = (2,5,6) vzhledem k bdzi
B={u,u,us} ={(1,2,1),(1,1,-3),(-7,4,-1)}
a zapiste (2,5, 6) jako prislusnou linedrni kombinaci.
2. Udélejte totéz ,,chytiejsi” metodou, kterd vyuziva skutec¢nosti,
Ze baze je ortogonalni.
Reseni:

1. ReSime soustavu

1 1 -7 2
vi | 2| +v 1 + v3 4 =|5],
1 -3 -1 6
neboli
1 1 —-7|2
2 1 415
1 -3 -1|6
Gaussovou eliminaci ziskame
100| 3
A= 010] -1
001| 0

Tedy v= (3,—1,0)p neboli v=3u; — us.
2. Béze B spliwuje u; - u; = 0 pro i # j (ovéite). Diky tomu plati
V=1 +vaup +vsus = Ve = vilug?.
— (256)-(1,2,1) _ 18

Tedy naptiklad v; = SEopE - =6 = 3.
*PV,KV
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4.9 Baze, souradnice, homomorfizmy

Ukol: Ve vektorovém prostoru R3 jsou dany dvé mnoziny vektort

1\ /0\ /1
s=L(o)l1][1]}={s}
1/ \o/ \o
2\ /-1\ /-1
N=X1l1 1 0 = {n;}
1)\ -1 0

Daéle bud T linedrni zobrazeni T : R® — R3 definované takto:

T T+ X2
Tx=T | xzo | = 2o
€3 T — T3

1. Ovéite, ze mnoziny S i N tvori bazi vektorového prostoru R3.

2. Urcete souradnice vektori n; vicéi bazi S. Urcete souradnice
vektoru s; vuci bazi N. Jaké jsou souradnice s; vuci bazi S7

3. Bud c vektor, ktery ma vici bazi N soufadnice ci, cp, cs3.
Najdéte jeho souradnice v bdzi S.

4. Najdéte matici linearniho zobrazeni T' vii¢i bazi S a vuci bazi
N.

Reseni:

1. Abychom ukézali, Ze dotyény soubor vektoru S (resp. N) tvoif
bézi, je tfeba ovéiit dvé podminky. Kazdy vektor z prostoru R? musi
byt mozno vyjadrit jako linedrni kombinaci prvki mnoziny S (resp.
N) a dané vektory musi byt linedrné nezdvislé. Protoze dimenze pro-
storu R? je tii a zadané mnoziny jsou tiiprvkové, staéi, kdyz budou
vektory v mnoziné S (resp. N) linedrné nezdvislé a prvni podminka
bude splnéna automaticky. Pfipomenme si, Ze linedrni nezavislost
vektoru s; znamend platnost nésledujici implikace

151 + €250 + c3s3 =0 = cp=cy=c3=0
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Musime tedy ukédzat, Ze rovnice ¢151 + 252 + c3s3 = 0 (pro neznamé
¢1, C2, ¢3) mMa pouze trividln{ Fesen{ (tzn. samé nuly). Uvedend rov-
nice je

1 0 1 0
alO0 )+ 1|+ 1] =101,
1 0 0 0
coz muzeme v maticové podobé napsat jako
101 c 0
011 c | =10
100 cs 0

Vidime, ze matice A soustavy je reguldrni (napiiklad proto, ze
det A = —1 # 0; nebo proto, ze kdyz odecteme od tietiho Fadku
prvni rddek, dostaneme matici v hornim trojihelnfkovém tvaru), a
tedy jediny vektor, ktery se zobrazi na nulovy vektor, je nulovy vek-
tor. Uvedena soustava vektoru s; je proto nezavisla a mnozina S je
béze R3. Naprosto stejnym postupem zjistime, ze také mnozina N
je baze R3.

2. Soufadnicemi vektoru n; vuéi bazi S rozumime takové koefici-
enty a;, ze plati

ny = a151 + asSs + asss.

Po dosazeni dostaneme

1 0 1 2
ar |0 ) 4+as| 1| +as| 1 |=|1],
1 0 0 1

coz v maticovém tvaru napiSeme takto

101 ap 2
011 ag | =11
100 as 1

V tomto pripadé lze koeficienty a; snadno uhadnout, ale to nemusi
jit vzdy. K vyteSeni soustavy pouzijeme tieba Cramerovo pravidlo
(nemdme-li rddi determinanty, pouzijeme napiiklad Gaussovu elimi-
naci, viz piiklad 1.1). Pro koeficient a; dostaneme vyjadien{

= detBi
‘" detB’
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kde B je matice soustavy a B; je matice soustavy, v niz misto i-tého
sloupce napiSeme sloupec pravé strany. Koeficienty a; jsou

L [201 R R
= —[111|=1, a=—011]=0,
100 “ll119
EE
a3=—1|011|=1.

L1091

Pro vektor n; jsme tedy nasli vyjadieni pomoci vektoru s; jako
n = 1s; + 1s3. Tuto skute¢nost budeme zapisovat timto zpusobem:
nT =(1,0,1)g, kde indexem S chceme naznacit, Ze se jednd o slozky
vektoru ny vici bazi S. Naprosto stejnym postupem najdeme slozky
ostatnich vektoru n; vadéi bazi S. Koneénym vysledkem naseho
snazeni bude

1 —1 0
n = 0 s ng = 1 y ny = 1
L/ 0 /s —1/s

PovS§imnéme si toho, ze vztahy typu n; = 1s;4+0sy+ 153 1ze ve zkratce
napsat jako

-1 0
1

(n1,n2,n3) = (s1,52,53) = (s1,52,53)C, (19)

—_ O

1

0 -1
kde matice C' ma ve sloupcich soufadnice vektoru baze N = {n;}
vuéi bézi S = {s;}. Takovd matice se nazyvé matice prechodu od
béaze S k bazi N.

Nagim dalsim tkolem je najit soufadnice vektoru s; vuci bazi N.
Bylo by jisté nad miru dimorné opakovat znovu cely piedchazejici
postup. Nastésti nam staci podivat se na vySe uvedenou rovnici a
mame hned vysledek, totiz

(n1,n2,n3)C~ 1 = (s1,52,83),

kde pozadované hodnoty soufadnic vektoru s; vuci bazi N ¢teme po
fadeé ve sloupcich matice C~!. Zbyv4 vypoéitat inverzi matice C. To
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provedeme klasickym zpusobem, a sice tak, Ze si vedle sebe napiSeme
matici C' a matici identity I a provddime povolené (rozuméj ekviva-
lentni fddkové) dpravy matice (C' | I) dokud nedostaneme matici
(I'|U). Préve matice U je inverzni matici k matici C.

1 -1 0 {100\ @®-@-1/1-1 0 1 00\ 3—-03)-(2)
01 1/010 — 01 1010 —
10 -1/001 01 -1|-101
I1-1 01 00\@=i®+/1-10]1 00
01 1]0 10 — 01 0|-% 35 3
00 —2|-1-11 00 —2|-1-11
W=+ (10 0 | 1 % % @—-1@3 (100] % % %
— 010 |-3 3 3 — 010—%%5
00-2|-1-11 001] 4 3 —%

Pro souradnice vektoru s; vuci bazi N kone¢né dostaneme

1

1
(s1,52,83) = ("1,”2,”3)5 11
1 1-1

Skutecné plati napt. s; = %(nl — ny + n3).

Slozky s; v bazi S jsou samoziejmé st = (1,0,0)g, sz = (0,1,0)s,
T _
s3 =(0,0,1)s.

3. Pfi urcéovani souradnic vektoru ¢ vuci bazi S bychom mohli po-
stupovat pifmo, tzn. mohli bychom Fesit rovnici (pro nezndmé dy, ds

) d3)

c1ny + ca2ng + c3ng = d151 + d152 + d153.

To je ale zbyte¢né. Uvédomime si, ze vektor c lze zapsat jako

T
c=cin + cang +czng = (ny, ng, n3) [(01702703)1\/] )

a také si pfipomeneme nedavno odvozenou formulku

(nl,ng,ng) = (51,52,53)0. (20)
N——— N——
baze N béaze s
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Kombinaci téchto vzorcu dostaneme
T
c=(s1,%,5)C|[(c1,c2,c3)n]

)

odkud je vidét, ze soufadnice vektoru ¢ vuci bazi S budou

d1 C1
dg =C (6] . (21)
dg S C3 N

Nazorné vidime, ze matice piechodu C, kterd linedrnim kombi-
novanim vyrab{ z vektoru bdze S vektory bdze N (vektory psané
do fadku, vztah 20), funguje pfi praci se slozkami néjakého vektoru
v opa¢ném sméru (slozky psané do sloupce, vztah 21). Pro kontrolu
si zkuste do (21) dosadit (cy,c2,c3)T = (1,0,0)T (matici C viz ve
vztahu 19) a ovéite, ze dostaneme spravny vysledek.

4. Matict linedrniho zobrazeni T vzhledem k bazi S rozumime ma-

tici, kterou je potieba néasobit sloupec slozek libovolného vektoru s
vzhledem k této bézi, abychom dostali sloupec slozek vektoru T's
(opét vzhledem k S). Tuto definici je mozné jesté rozsifit, kdyz bu-
deme chtit s a T's vyjadfovat v ruznych bézich.

Abychom gzjistili jak bude vypadat matice zobrazeni T vuci
bézi S, spoc¢teme nejprve vektory T's;, T'sy a T's3. Poté najdeme
soufadnice téchto vektoru vucéi bazi S stejnym zpusobem jako
v predchozich bodech. Médme

Tsy = T((1,0,1)) = (1,0,0) = —sp + s3 = (0,—1,1)g
Ts, = T((0,1,0)) = (1,2,0) = s2 +s3 = (0,1,1)5
TS3 = T((17170)) = (27271) =S5 +S+s3= (17171)5

Matice zobrazeni je jakasi tabulka Mg. PovSsimnéme si, jak mé ta-

bulka Mg uéinkovat na vektory s; = [(1,0, O)S]T.
1 0 0 0
Ms|lo] = -1 ,Mms|1] =[1] ,
0/ s L /s 0/ s 1)
0 1
Ms[o] =1
1) s 1/



Nyni si sta¢i uvédomit, ze ndsobenim matice vektorem, ktery ma
jednicku v i-tém Fadku a vSude jinde nuly, dostaneme jako vysledek
i-ty sloupec matice. Nebo také lze uvedené tii rovnosti shrnout do
jedné
00
= Mg=1]-11
11

0 0
=[-11
11

Mg

O O =
o = O
_ o O
— =
— =

P11 hledani matice zobrazeni T' vuéi bazi N bychom mohli postupo-
vat obdobné. Ale protoze jiz mame tolik uzite¢nych mezivysledku,
byla by Skoda, kdybychom je nevyuzili. Sta¢i fadné prostudovat
nésledujici schéma

béaze S zobrazeni baze S

o(), % wel),
o e
), = eme),

baze N baze N

Pusobeni matice My (resp. zobrazeni T') lze také dostat takto: nej-
prve zkoumany vektor (-) y (zadany v bézi N) pfevedeme do béze S,
k ¢emuz nam poslouzi matice C. V bazi S jiz zndme vyjadieni zobra-
zeni T pomoci matice Mg. Najdeme obraz vektoru pii pusobeni ma-
tice Mg. Tento vysledek vyjadiime v bazi N, k ¢emuz nadm poslouzi
matice C~1. Vysledek bude stejny jako pifmé ptisobenf matice My .
S vektorem (-), byla celkem provedena slozend operace C~'MsC,
a proto nemuze byt jinak, nez ze

My =C"'MsC.

Po dosazeni konkrétnich ¢isel mame

111 001 1-10
My=-|-111 -111 01 1 =
1 1-1 111 1 0 -1
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4.10 Magické ¢tverce

Ukol: Magické ¢tverce jsou ¢tvercové matice ¢isel, jejichz soucty
po fadkéach se rovnaji sobé navzdjem a také souctum ve sloupcich,
pripadné téz souctium po diagonédle.

a)

b)

d)

Uvazujte prostor M, realnych matic 3 x 3 takovych, ze soucty
v radkach i sloupcich se rovnaji. Urcete dimenzi tohoto pro-
storu a najdéte libovolnou bazi.

Prostor Ms obsahuje matice z My s dodatecnou podminkou,
Ze 1 souCty po diagonaldch se rovnaji sou¢tum v fadkach ¢i
sloupcich. Urc¢ete dimenzi Ms a naleznéte vhodnou bazi.

Naleznéte pravy magicky ctverec 3 x 3, v némz se kazdé ¢islo
z mnoziny 1,...,9 vyskytuje pravé jednou. Ukazte, Ze rota-
cemi a zrcadlenimi Ize ziskat vice magickych ¢tverci, nez je
dimenze Ms z minulého bodu. Vysvétlete tento fakt. Pokud
Vase odpovéd bude obsahovat spojeni ,,linedrni kombinace”,
zvolte za bézi dim(Ms) — 1 pravych magickych étvercu a ma-
tici se samymi pétkami a zapiSte vSechny ostatni pravé magické
¢tverce jako linearni kombinaci prvkii této baze.

Pokud prejdeme od étvercu 3 x 3 ke ¢étvercum 4 X 4 nebo
obecnéji n x n (a pozadujeme stdle to, co v bodech a,b), jakd
bude dimenze?

ResSeni:

a) V prvnim dkolu ozna¢me nejdifve soucet v libovolné fadce nebo
sloupci s. Pisme do prvni fadky a,b a posledni polozka fadky pak
musi byt s —a — b. Do druhé radky piSme d, e a posledni polozka je
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nutné s —d—e. Treti fadka je pak také jednoznacéné urcena a obecny
prvek M; ma tvar

a b s—a—>o
M = d e s—d—e . (22)
s—a—ds—b—ea+b+d+e—s

Lehce zkontrolujeme, ze pro libovolnou volbu péti ¢isel a,b,d, e, s
spliiuje M podminky M;. Zaroven jsme zapsali nejobecnéjsi feseni,
protoze ke kazdému vyjadieni novych polozek pomoci starych jsme
byli pfinuceni. Tudiz dimenze M; je rovna péti. Za bdzi lze zvolit
napiiklad pét matic, které dostaneme dosazenim jednotky za jednu
proménnou a nul za ostatni proménné z mnoziny {a,b,d, e, s}, tedy

1 0-1 0 1-1 0 0 0
A= 0 0 o)., 4={0 0 o],45=( 1 0-1],
-1 0 1 0-1 1 -1 0 1
0 0 0 0 0 1
As=[0 1-1].,4=[0 0 1
0-1 1 1 1 -1

Dodejme na zavér, ze se v pravdépodobnostnich tlohach vyskytuji
takzvané bistochastické matice, coz jsou ¢tvercové matice (napiiklad
3x 3), které maji soucty prvku v kazdém réadku i sloupci rovné jedné.
Vsechny takové matice tvori ctyfdimenzionalni afinni prostor, neboli
je lze zapsat ve tvaru

B:A5+041A1+042A2+013A3+C¥4A4d:fA5+L.

Afinni prostor v prostoru V je tedy ,,vektorovy podprostor U C V
plus jeden prvek v € V”; v nasem piipadé tvoii matice Ay, Ag, Az, Ay
bazi U a matice Aj je prvek v z V. Pokud v ¢ U (jako v nasem
pripadé), pak tento afinni prostor neni vektorovym podprostorem
V. Nézorné (v R"™) si jej lze predstavit jako ,,posunuty vektorovy
podprostor”.

b) V dalsim tkolu, v prostoru M, pozadujeme jesté navic

at+et+a+b+d+e—s=s, s—a—d+e+s—a—b=s,
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coz jsou dvé nezavislé rovnice, z nichz lze naptiklad vyjadfit d,e.
Obecnd matice je pak urcena tfemi nezavislymi ¢isly a, b, s, dimenze
M je tedy rovna tiem. Bdzilze zvolit podobné jako v minulém bodé.
Pro (a,b, s) rovno postupné (1,0,0), (0,1,0) a (0,0,1) vyjde

10 -1 0 1 - 00 1
Bi=(-20 2|,Be=(-1 0 1. B=| 3 53
1 2 2
1 0 -1 1-1 0 -3 2 2

¢) Kdyz v pravém magickém Ctverci zapiSeme ¢isla 1, ..., 9, soucet

vsech ¢isel bude 9- (14 9)/2 = 45, jinak feGeno soucet v kazdé fadce
musi byt roven 15. Prumérné &islo v kazdé Fddce nebo sloupci ¢
diagonale pak musi byt 5 a muzeme ukazat, ze i uprostied musi byt
¢islo 5. Napiiklad tak, ze dvakrat soucet souc¢tu po obou diagonalach
plus soucet prostfedni fady a soucet prostfedniho sloupce (celkem
6 - 15 = 90) je roven souctu souctu na étyfech hrandch (4 - 15 = 60)
plus Sestkrét prostredni ¢islo (6 - p = 30).

Na protéjsich strandch od ¢isla 5 musime napsat péary cisel, je-
jichz soucet je roven 10. Jde jen o to, kam napiSeme 1 — 9, 2 — 8
atd. Zacneme tieba s jednotkou uprostied néjaké hrany. Intuice nas
potom vede k tomu, ze dvojku napiSeme co moznd nejdéle od jed-
notky a zbytek magického ¢tverce je jiz urcen jednoznaé¢né (viz prvnf
matice nize v rovnici (23); pokud bychom dvojku umistili do nékteré
ze dvou zbyvajicich poloh, ¢tverec bychom nedokonéili — zkuste
si). Kazdy takovy magicky Ctverec lze otocit do 4 ruznych svétovych
stran a od kazdého otoceni lze poridit zrcadlovou kopii, celkem méme
8 tvaru magickych ¢tvercu. Vyse jsme ale ukézali, Ze dimenze pro-
storu vSech magickych ¢tvercu je rovna tfem. Duvod je v tom, Ze
kazdy prvek My (napi. kazdy oto¢eny magicky ¢tverec) lze psat jako
linedrn{ kombinaci zdkladnich ¢tverct (z Ma)

816 618 555
M=A|357|+B|753]|+C|[555]. (23
492 294 555

Vsech 8 otoceni a zrcadleni pravého magického ¢tverce ziskdme z (23)
volbou (prvni dva ¢tverce jsou piimo z (23) a dalsi dva jsou jejich
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stfedové soumeérné obrazy)

Vsimnéte si, ze A+ B + C = 1 ve vsech ptipadech, coz je nutné
k zachovéani souctu 45 vSech ¢isel. Nezapomente také, ze pravé ma-
gické ¢tverce netvroii vektorovy prostor (zkuste schvalné dva pravé
magické ¢tverce secist).

d) Prostor obecnych matic n x n ma dimenzi n?, ovéem mame

2n — 2 podminek3? definujicich M; a dalsi 2 podminky definujici
My, celkové dimenze My je tedy n? — 2n = n(n — 2). Pro vétsi
Ctverce tedy ocekdvame, ze bude existovat vice magickych ¢tvercu a
podminky nebude tézké splnit. *LM

4.11 Vektory se sudym poctem jednicek

Ukol: Nechf P je (n — 1)-dimenziondlni podprostor Z1. Necht se li-
bovolné dva rizné vektory x,y € P lisi alespori ve dvou souradnicich.
Potom je P tvoren pravé vsemi vektory obsahujicimi sudy pocet ne-
nulovych slozek.

Reseni: Uvazujme matici A, jejiz n — 1 fadka je tvofeno bézi pod-
prostoru P. Hodnost této matice je n—1, a tedy dimenze obrazu zob-
razeni odpovidajictho této matici je n—1. Dimenze jadra tohoto zob-
razeni je dle véty o dimenzi jadra a obrazu jedna, a tedy jadro obsa-
huje praveé jeden (pracujeme nad Zs) nenulovy vektor — ozna¢me ho
w. Déle ozna¢me B matici, kterd obsahuje jediny fadek a tim je vek-
tor w. Jadro zobrazeni odpovidajictho této matici ma dimenzi n — 1
a je nadmnozinou podprostoru P — kterykoliv fddek A nédsobeny
slozkové (3, x;;) s w dé nulu. Potom toto jadro je ale pravé pod-
prostorem P. Kdyby w mél néjakou nulovou slozku (feknéme i-tou),

32Celkem 2n riznych souétii se ma rovnat sobé navzijem, coZ znamend
obecné 2n — 1 podminek, jelikoz soucet muze byt libovolny. OvSem soucty
viech ¢isel v fadkéch (soucet viech Fadkovych souctll) a viech &isel ve sloupcich
(soucet viech sloupcovych souctll) se automaticky rovnaji, coz znamen4, ze jedna
z podminek byla linedrné zavisld na ostatnich (porovnanim souctu n ,,Fddkovych”
rovnic a n ,,sloupcovych” rovnic dostdvdme trividlnf rovnici ns = ns). Proto jen
2n — 2 je nezavislych.
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potom by vektor e; (samé nuly, jednicka na i—tém misté) nédlezel do
podprostoru P a od nulového vektoru, ktery v tomto podprostoru
také lezi, by se lisil v jediné slozce. Tedy musi platit w= (1,...,1).
Z piedchozich tivah plyne, ze jadro B = w! je pravé P, a tedy P
obsahuje pravé ty vektory, jejichz pocet nenulovych slozek je sudy
(stéle pracujeme nad Zs). *DK

4.12 Bernstejnovy polynomy

Ukol: Dokaste, ze polynomy Py (x) = zF(1 — )" % k =0,...,n
tvori bazi na prostoru realnych polynomi stupné nejvyse n.

Reseni: Postup je celkem pifmocary. Vzhledem k tomu, Ze dimenze
uvazovaného prostoru je n + 1, staci zfejmé dokézat, ze polynomy
Py, jsou linedrné nezavislé. Predpokladejme tedy, ze néjakd jejich
linearni kombinace je identicky nulova:

ao(1—2)"+arx(1—2)" '+ da, 12" (1—2)+a,z" =0, (24)

kde ag,...,a, jsou libovolnd (redlnd) cisla. Dosazenim x = 1 do
(24) dostaneme okamzité a, = 0. Ted rovnost (24) zderivujeme
podle x, pricemz pouzijeme tvrzeni, ze pii derivovani se nasobnost
v8ech kofent polynomu sniz{ o 1 (nepopirdme ale, Ze pii derivovéni
mohou vzniknout kofeny nové). Postupujeme tedy indukei tak, Ze
vzdy zderivujeme a dosadime x = 1, ¢imz postupné anulujeme
Ap—1,0n—2,-..,00.

Na Bernstejnovy polynomy narazime napiiklad v dikazu Weier-
strassovy véty, ktera rikd, ze kazdou funkci f spojitou na uzavieném
intervalu (a,b) lze s libovolnou pfesnosti aproximovat polynomem
ve smyslu ,,pro kazdé ¢ > 0 existuje polynom P(z) takovy, Ze
|f(z) — P(z)| < € pro viechna x € (a,b)”. Pokud si tuto vétu budete
chtit dokdzat sami, zkuste vzit posloupnost polynomu

Bu) =Y () et -y (£) (25)
k=0

a dokdzat, Ze na intervalu (0,1) konverguje stejnomérné k funkci
f(x) (prechod od obecného piipadu k intervalu (0, 1) preskdlovdnim
je jednoduchy).
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Vyjédfeni (25) ma jednoduchou statistickou interpretaci. Zname-
li hodnoty funkce f(x) jenom v bodech k/n, kde &k = 0,...,n,
muzeme jeji hodnotu v libovolném bodé piiblizné spocitat jako
vézeny prumér znamych hodnot. Formule (25) ndm pak k4, ze vdhu
hodnoty f(k/n) méme vzit jako pravdépodobnost, Zze pii n hodech
minci padne k-krat hlava, pficemz x je pravdépodobnost padnuti
hlavy pii jediném hodu. To, ze posloupnost (25) konverguje k funkei
f(z), je pak jen ukézkou platnosti zndmé centraln{ limitn{ véty.
*TB
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5 Ijlohy pro ortogonalisty

5.1 Ortogonalni doplnék

Ukol: Naleznéte ortonormélni bézi ortogonalntho doplitku V' =
£({(1,0,2,1),(2,1,2,3),(0,1,—-2,1)}), je-li skaldrni soucin (x,y) =
?:1 ZiYi-

Reseni: Nejdifv zjistime dimenzi prostoru V.
2 1\ @-201)—@) (10 2
2 3 — 01 —
1 01—

10
21
01 -2

— =

Tady uz vidime, Ze jeden z vektoru je linedrné zavisly. A jelikoz
zjevné v8echny ti vektory nejsou nasobkem jediného vektoru, musi
byt dimenze V rovna dvéma. Za bazové vektory V' si muzeme zvolit
napiiklad prvnf dva fddky z matice vpravo (oznacime je vy, vo).

Hledéni ortogonélniho dopliku k V' provedeme nyni nasledovneé.
Vektory vi, vo doplnfme (libovolnym zptisobem) na bazi v R*; zbylé
dva vektory ozna¢me vs, v4. Pak provedeme Grammovu—Schmidtovu
ortogonalizaci a ziskdme vektory wi, ws, ws, wy. Pfitom ale wy, wy
generuji V a ws, wy jsou na oba tyto vektory kolmé. Linedrni obal
ws, wy je tedy kolmy na V, a je tudiz roven V.

Vektory vs, v4 zvolime tak, aby matice, v niz budou vy, vo, v3, vy
jako fadky, byla v hornim trojihelnikovém tvaru. Tim bude hned na
zacatku jasné, ze jsou tyto vektory linearné nezavislé, a tedy ze tvori
béazi R*.

%1 10 2 1
vwl| [01 =21
vs] |00 10
V4 00 0 1
Za prvni bazovy prvek si zvolime vektor wy; = v;. Pro druhy

musi platit: (wi, wa) = 0 (musi byt kolmy na prvni vektor) a zdroven
wo = vo + kwy (lez{ v roviné vektoru vo, vi = wy).

0= {wy,vo + kwy) = {wi, o) + k{wy,w) = =3+ 6k =

1 1
= k== = w==(1,2,-2,3).
2 Wo 2(77 a)
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Abychom si zjednodusili poc¢itani a vyhnuli se zlomkim, muzeme
tento vektor nahradit jeho dvojnasobkem. Kolmost w; a wsy ani je-
jich linedrni obal tim samozfejmé nezménime. Volime tedy wy, =
(1,2,-2,3).

Podobné postupujeme pro tieti a ¢tvrty vektor, tady uz vsak
musi byt splnénd kolmost na vSechny predeslé vektory. Hleddme ws
ve tvaru wy = vs + kwy + lwe, pti ipravach vyuzivame (wy, wo) = 0.

0 = <W37 W1> = <V3, W1> —i—]€<W17 W1> +Z<W2, W1> = 2+6k’ = k/’ = —

Ol = W=

0= <W37 W2> = <V37 W2> —|—]{Z<W1, W2> +Z<W2, W2> =-2418] = | =

1
= W3:§(_23231a0) - W3:(_2’271’0)'

Posledni krok jsme opét udélali jen pro nase pohodli pii pocitani.
Nakonec se jesté vyporadame s wy = vq + kwy + lws + mws

0= (wy, w1) = (va, w1) + k{wi, wr) + l(wa, wi) +m(ws, wy) =

=14+6k+0l+0m = k:—é
0= (wy, wa) = (vg, wa) + k{wy, wo) + l{wa, wo) + m(ws, wa) =
=340k + 1814+ 0m = l:—é
0= (wy, wg) = (v, ws) + k{wy, ws) + l{wa, ws) + m(ws, wg) =
=0+0k+0l+9m = m=0
o owy= %(4,4,0,1) e owi=(-1,-1,0,1).

Vektory ws, wy na zavér délime jejich normami a podavame je podle
chuti s okurkovym salatem

1
w3 = _(_2727170)7 Wy =

-1,-1,0,1).
3 (7 7))

b
V3
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Na zavér doplime, ze ilohu lze vyfesit také rychleji. Hleddme
prostor feSeni soustavy

10 2 1 il 8
21 2 3 2 =1, (26)
01 -21)\"

T4 0

Kazd4 z téchto tif rovnic vyjadiuje podminku, ze vektor x ma byt
kolmy na jeden z vektoru, pomoci nichz jsme definovali V. Bézi to-
hoto prostoru pak ortonormalizujeme napiiklad vyse uvedenym po-
stupem.

Pokud bychom potiebovali pracovat s néjakym obecnym skalar-
nim souéinem (x,y) = >, - A¥x;y;, staci ve vztahu 26 vsunout mezi
matice na levé strané ¢tvercovou matici A = (A%). Tato matice (t67
Grammova matice) je ale pro nas skaldrni souéin rovna . .

*MB,ZV

5.2 Grammova—Schmidtova ortogonalizace

Ukol: a) Uvazujme mnozinu vektort

1 2 0
{V13V27V3}: 1 ) 0 ) 1
1 1

Proved'te s timto souborem vektorti Gramm—Schmidtiiv ortogonali-
zacni proces, tzn. najdéte takové vektory {wy, wa, ws}, pro které plati

o w;-w; = d;;, aneb® je-lii # j, pak w; - w; = 0, jinak proi = j
je w; - Wj =1

o L({wi}) = L({m}), L({v1,v2}) = L({wi, wa}),
L ({v1,va,v3}) = L ({wi, wz, w3 })

nebo jesté jinak: mame nalézt takovy systém vektoru {wy, wo, ws},
které maji jednotkovou velikost, jsou navzajem kolmé a kazdy z vek-
torti v; Ize zapsat jako linedrni kombinaci vektori w;.

33gymbol - znaéi eukleidovsky skaldrni soucin, a- b = Z?:l aib;, plati a- b=
llall|| bl| cos ¢, kde ¢ tihel mezi vektory a a b

85



b) Poté co se oprostite od zapisu vektora se Sipkami a vyhradniho
uzivani skaldrniho soucinu ,, - 7, proved'te totéz pro vektory (polozte
si otdzku: Z jakého vektorového prostoru?)

{f17f27f3} = {1,$,$2},

se skalarnim soucinem zadanym predpisem
ar [
W)L [ fwg(e) d,
-1

norma v tomto prostoru je prirozené ||h|| = \/b(h, h).

Reseni: Pied vlastnim vypoctem by bylo vhodné zjistit, zda jsou
zadané vektory linedrné nezavislé. Letmym pohledem se ujistime, ze
tomu tak skute¢né je. Nyni se budeme vénovat vlastni ortogonalizaci.

Za prvni vektor ze souboru w; vezmeme jednoduse spravné nor-
movany vektor vy, pfipomenme si, ze pozadujeme, aby velikost vek-
tora w; byla rovna jedné. Tedy

W (U
%1 LI 1/\/§
0

Sl

Za druhy vektor zvolime (podivejte se na obrézek 8, vlevo)

vo—wi(wive) 1 1

T emwww) VB

w2

Takto zvoleny vektor ma skuteéné jednotkovou velikost (o tom se
snad ned4 pochybovat) a navic je wy - wy = 0, coz ovéiime jednoduse
tak, Ze oba vektory vynasobime

wiove—(wiow)(wive)  (m-ve) —(wa-ve)
[va — wi (w1 - v2) || [ve — wi (wr - va) || ’

Wi - Wo =

geometrickd interpretace vektoru ws je patrna z obrazku. Vektor vo
jsme si predstavili jako soucet vektoru vp | , ktery je kolmy na vektor
wi, a vektoru vy ||, ktery je rovnobézny s vektorem w;. Evidentné pak

86



jeval = wv—v =v—w(|w|cosd) =vs—w (w - vs). Staci
proto zvolit wo = va | /||va,1 ||, ¢imz jsme ospravedlnili volbu vektoru
wy. Pro dosazeni naprosté dokonalosti bychom méli ovéfit, ze jsme
pfi déleni normou ||va —wy (wy - v2) || nedélili nulou: staéi si ale vzpo-
menout, ze u vektoru vi a vp predpokladdme linedrni nezivislost.
Srovnejte tyto ivahy s ptikladem 6.3 o ortogonalnich projekcich.

V3 L

Obrézek 8: Princip Grammovy—Schmidtovy ortogonalizace. Z n—tého
vektoru ponechdme pouze slozku kolmou na rovinu (linedrni obal)
prvnich n — 1 vektoru.

Treti vektor zvolime podle obdobné logiky (viz obrazek 8 vpravo)

-1
Wa — v —we (wa-vg) —wy(wi-vg) 1 1
g = -

lvs =wa (wa - v3) —wr (wi-wa) | V6 \ o

Zde se jiz nebudeme poustét do obsahlého popisu tohoto kroku, ktery
by Ctenar jisté dokazal provést sam. Hledany soubor vektoru je
1 1 -1

1 1 1
{wi, wa, w3} = ¢ —

1], —=-1], —=| 1
V2 \g) V3 1] VoI o

Jelikoz je V rovno R3, ziskali jsme timto zptisobem jednu z nekoneéné
mnoha ortonormélnich bazi v R3.

Zaméime se na zobecnéni tohoto postupu pro veétsi pocet vek-
tort. Gramm-Schmidtovu ortogonaliza¢ni proceduru shrneme takto:
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chceme-li z vektora {v, ..., v, } vytvofit ortonormalni soustavu vek-

tortt {wy, ..., wy,} viéi skaldrnimu souéinu b(-, -), postupujeme podle
receptu
i1
Vi — ij(Wj, Vi)
11 j=1
lem; y Wi = i1 y e

lvi = 22 wib(w;, vi)|

Jj=1

Pokud netrvdme na normalizaci vektoru w; (tu lze vzdy provést az
nakonec), 1ze tyto vzorce napsat jako

i—1

b(w;, v .
WZv:vifZMWj, i=1....n.

Tyto vzorce také presné vystihuji proceduru popsanou na obrazku 8.

b) Nyni aplikujeme tento piistup na druhou ¢dst zaddni, tj. na
vektory {f1, f2, f3} = {1,z,2%}. Pii vypoctu budeme potiebovat
znat pouze skalarni sou¢in mezi bazovymi vektory {1, x, x2}

1 y : . . ,
b(z',a7) = /1 i de = { g/j(i;:kj + 1) pro i + j sudé,

specidlné ||z*|| = \/b(zF,2F) =1/, /k + L.

g1 = h = L
£l V2
gy = fo—giblgr, f2) x — 3b(1, ) oz _ .3
[f2 = g1b(g1. f2)l [z = 3b(L, )| =] 2
g5 = fs = 92b(g2, f3) — 91b(g1, f3)
| f3 — g2b(g2, f3) — g1b(g1, f3)||
B x? — %xb(w,xz) — %b(Lx?) B x2 — % B x2 — %
= 3 1 = T
||{E2 - E.’Eb(l’,IQ) - §b(1vx2)” ||.’E2 - §|| \/b(;pz — %’;pz — %)
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2_ 1
Vb2, a?) — 26(22, 1) +b(3, 1)

¢imz jsme dostali prvni t¥i Legendreovy polynomy. Obvykle se vak
Legendreovy polynomy uvadéji v jiném tvaru, ve kterém nejsou nor-
movany na jednicku v normé ale ve vedoucim koeficientu. *VP

5.3 Ortogonalni doplnék jednoho radkového pro-
storu

Ukol: Necht A je podprostor generovany iadky matice (I;,|P) typu
k x n, kde I, je jednotkova matice radu k a P je libovolna matice
typu k x (n — k). Dokazte, Ze ortogonalni doplnék podprostoru A
je podprostor generovany radky matice B = (—PT|In,k) typu (n —
k) x n. Za skaldrni sou¢in bereme slozkovy soucin x-y =Y. x;y;

Reseni: Hodnost matice A je k (svedéi jejich prvnich k sloupcu) a
hodnost matice B je n — k (svédéi jejich poslednich n — k sloupci).
Pokud ukazeme, ze A lezi v ortogonalnim dopliku B, budeme védét
(podle véty o dimenzi ortogonédlniho dopliiku), ze A je prévé orto-
gondalni doplnék B. Staci tedy ukézat, ze fddky matice A jsou kolmé
na fadky matice B, neboli ABT je nulovd matice. Ndsobeni ABT
Ize provést ndzorné, pokud A chiapeme jako fadkovy vektor o dvou
slozkach Iy, P a podobné BT jako sloupcovy vektor (rozmyslete si,
7e takto skuteéné dostaneme spravny vysledek).

—P
ABT = (I, P) (I ) =—I4P+PI,_,=0.
n—k
Tim je dukaz tvrzeni pfikladu hotov. xDK
n

5.4 RGzné normy v

Ukol:  Ovérte u nésledujicich zobrazeni R" — (0;00), Ze to jsou
normy v R™:

a) |X|eo = max |x;| (maximovd, kubickd norma)
?

b) |xl1 = >_ |zi| (manhattanskd, oktaedrickd norma)
i
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¢) |xla = /> |x;|? (euklidovskd, kulovd norma)
\/ 5

Které z téchto norem mohou byt generovany skalarnim souc¢inem?

X2 ) T2, _
N, =1 1 d,=1 1 M =1
0 121 Wl x1 0 11

Obrazek 9: Jednotkova kruznice v R? pii riiznych norméch.

Reseni: Linearita a nulovost pravé pro nulovy vektor jsou u vsech
uvedenych norem ziejmé. Zbyva tedy ovérit trojuhelnikovou nerov-
nost pro libovolné dva vektory x a y:

a) [x+¥e = miaX|93z‘+yz'| < max (| +wil) < me|$z‘|+mbe|yi| =

X oo + Yoo

b) x4yl =2 lzituyil < 30 |wil+Hyil = 2o |zl + 2 lvil = [zl +]yh
1 1

i 7

¢) Dokézeme trojihelnikovou nerovnost umocnénou na druhou.
Pouzijeme pfitom Schwarzovu ¢i Cauchyovu) nerovnost, kterou
dokazeme za chvili.

2 *
(Ix+yl2)” =D o+ wil? <> (@l + yil® + 2laillyal) <
7 7

<3 (il + sl + 20/ (5 ) (s i) =

?

- <\/Zz |24 + \/Zz |yi2)2 = (X2 + I¥l2)* -
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Ovérili jsme tedy, ze i euklidovskd norma spliiuje trojihelnikovou
nerovnost, a podivame se jesté na Schwarzovu nerovnost.

S 2l < 20/(Ss ) (S lwil?)
! 2
(S illul)® < (5 laP) (S i)
S laillallyillysl <> lal?ly;
i, ]
S lllasllyillus) < 3 Pl

A\ ¥

A

i+ i#5
0 < Y (aillys” + | Plal* — 2lwillz vl ly;])
1<J
0 <> (lillys| — ljllwil)-
1<J

Nyni se obratime k otdzce, zda pro uvedené normy existuje ska-
lani soucin, ktery je generuje. Euklidovskda norma je generovana
skalarnim souc¢inem

(xly)2 = ZZ ziyi,  tedy |x2 = /(xy)2.

Ostatni dvé normy pro n > 2 (pro n = 1 splyvaji s euklidovskou
normou) nespliuji rovnobéznikovou rovnost
x4+ 7 + [x =y = 2Ix% + 20y,
a tedy nemohou byt generovany skalarnim souc¢inem. Tato rovnost je
nutnou podminkou pro to, aby bylo mozné napsat |x|? = (x|x): pokud
totiz takovy skalarni soucin existuje, 1ze levou stranu rovnobéznikové
rovnosti rozepsat diky linearité ((x+ y|x+y) = (x|x) + (x|y) + (y|x) +
(yly)) a celd rovnost je pak trividln{ identita.
Piislusné protipiiklady pro normy |- |1,| - | jsou nésledujict:
a) x = (0,1,0,...,0) a y = (1,0,0,...,0); pak je |x+ yloo =
X =Yoo = [Xloo = [Yoo = 1.
b) Zvolime vektory x, y stejné jako v pifedchozim piipadé a dosta-
neme |x+yl1 =|x—yl1 =2al|x1 =|y1 = 1.
*DK
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5.5 Normy pro matice

Ukol: Ovérte u ndsledujicich zobrazeni, ze jsou to normy na prostoru
matic n X n s komplexnimi koeficienty.

a) [Alrow = max3_ |4y
J
b) ‘A|c01 = mJaXZ |AZJ|
¢) |Alspe = max /A, kde \; jsou vlastni ¢isla matice3* AT A

d) [Alsen = /> ; [4ij|* (Schwarzova norma)

U prvnich tri norem navic dokazte, Ze plati

Reseni: Linearita viech norem je ziejma, stejné tak jejich nulovost
pravé pro nulovou matici. Zbyva tedy ovérit trojuhelnikovou nero-
vnost pro libovolné dvé matice A a B:

) 14+ Bl = max 2[4, + Byl < max(S 14y + 15, <
maXZ |A’LJ| + maXZ |Bw| < |Alrow + | Blrow

b) Zde lze provést dukaz stejné jako v predchozim bodé. Lze ale
také vyuzit nasledujici trik: |[A + Blcoy = (AT + BT)T|Col =|AT +
BT‘IOW < |AT|r0w + |BT|row = |A|col + |B|c01-

¢) Vlastni ¢isla matice AfA jsou nezdpornd (a samoziejmé realna),
nebot pro AT Av = \v plati

A(Vl2)? = A v = vVidv= VAT Av = (|Av]y)® € (0;00) . (27)

Necht w je libovolny vlastni vektor odpovidajici nejvétsimu vlast-
nimu &fslu matice (A + B) (A4 B) a | - |2 je euklidovskd norma (viz

34 AT oznacuje hermitovsky sdruzenou matici k A, tedy transponovanou ma-
tici s komplexné sdruzenymi elementy. V komplexnich prostorech je |V]2 =

\/ZJ’UZ‘Q
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priklad 5.4). Potom plati (u druhé nerovnosti pouzivame vysledky
piikladu 5.6)

|A+Blspe|wl2 = [(A+B)wly < [Aw|s+[Bwly < ([Alspe+[Blspe) w2 -

d) Pro dukaz této trojihelnikové nerovnosti si staci matice A
a B predstavit jako n2-slozkové vektory a a b, definované jako
a(i—1)ntj = Aij a bi—1yn4+; = Bij. Potom |Algen = |a|2 (viz piiklad
5.4), pro B a A+ B analogicky a tedy tato trojuihelnikovéd nerovnost
(diky vysledkum uvedeného pifkladu) plati.

Pro prvni tifi normy jsme méli navic dokazat dal§i nerovnost.
Opét pouzijeme vysledku piikladu 5.6 a ziskdvame

AB ABx| |B
B AP JABA B _
x | X,| BX|#£0 |Bx| |x|
A B
< sup‘—x|supu = |A||B|.

x X x|X

Za maticovou a vektorovou normu je potieba si dosadit vzdy vhod-
nou dvojici (viz priklad 5.6). V piipadé, ze Bx je nulovy vektor pro
v8echny vektory x, mus{ byt nutné |B| = 01 |AB| = 0 a tvrzeni
prikladu je trividlni. *DK

5.6 Jak daleko jsou vektory od matic, aneb Hrus-
ky s jabkama

Ukol: Dokazte, v oznaceni prikladii 5.4, 5.5 plati

AX| oo
a) [Alrow = Sl)l(p ‘|X|lC

|AX]1
[X]1

b) |Alcol = sup
X

_ [AX]|
C) ‘A|SpC = S{)l(p \X‘;
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Dokazte téz, ze se supremum nabyva.

Reseni: Budeme postupovat pro kazdou dvojici maticové a vekto-
rové normy zvl4st. Nejprve dokdzeme, Ze maticové normy ze zadani
piikladu jsou vzdy vétsi nebo rovny piislusnym vyrazum, které stoji
za znakem suprema.

a)
|Axloe _ maxi | 30; Aijog| _ maxi 3 [ Ayl

IXoo max; || - max; ||
max; » . |A;;| (maxy |k
< zzj‘ z]‘( I |):maXZ|Aij|:|A|row~
max; |IZ‘ % ;

| Ax|1 _ > | 225 Al < > Azl _
|X[1 > il - > |l
_ 2yl i lAsl) 3 eyl (max 3, [Aal)
> |l - > |l
(maxy 3, [ Aiel) (5 |21
> |l

= maxy Zz |Aik| = |A|col :

c) Jiz jsme ukézali, ze matice M = AT A je pozitivné semidefinitni,
neboli Ze jeji vlastni ¢isla jsou nezdpornd (viz rovnici 27). Jelikoz
je to hermitovskd matice (M = MT), existuje ortonormélni baze R™
tvofend jejimi vlastnimi vektory (oznacme je ey, ..., e,); bez ijmy na
obecnosti lze predpokladat Ay > ... > A\, > 0. Je-li tedy x libovolny
vektor, musi platit

Sleshie; ) =

J

(AT Ax|x) = <ATA Z<eilx>ei
_ <Z_Ai<ei|x>ei Z_<ej|x>ej> = 3 Adfeol? <

< 3" kel = M (ala)
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Dokézali jsme tedy |Az|3 < \i|z|3 = A2, ]z[3, coz je kvadrét doka-
zované nerovnosti.
Nyni dokazme, ze se suprema ve vSech pripadech nabyvaji:

a) Necht se maximum v maticové normé nabyvd v k-tém rad-
ku. Uvazme vektor w = (|Ag1l/Ak1,---,|Akn|/Akn). Potom
(Wloo =1 a [AW]eo = 32, |Aki| = [Alrow-

b) Necht se maximum v maticové normé nabyva v k-tém sloupci.
Uvazme vektor w, jehoz jedinou nenulovou slozkou je jeho k-
t4 slozka a ta m4 velikost jedna. Potom |w]; = 1 a |Aw|; =

Zi |Aik| = |A|col-

¢) Rovnost se nabyvd pro libovolny vlastni vektor piislusny
k nejvétsimu (v absolutni hodnoté) vlastnimu ¢&islu matice
ATA.

Pokud néktery ze zlomku v feSeni tohoto piikladu nebyl korektné
definovdn (mél nulového jmenovatele), uvazujme misto néj nulu.

*DK

5.7 Linearni regrese tak nebo jinak

Ukol: Uréete linearni funkei ¢ (x) = ax+b, tak aby pro funkci f (z)
danou nasledujici tabulkou byla aproximaci metodou nejmensich
¢tverct.

| @ [lo[r[2][3]4]5]
i [ 2]0]2[4]6]8
F@) 213546

Reseni: Reseni této tlohy nalezneme tfemi ruznymi postupy. Nej-
prve budeme danou linearni funkci hledat jako kolmou projekci do
podprostoru vsech linearnich funkci, druhy postup bude zalozen na
hledédni minima funkce vice proménnych. Posledni postup vyuzije
pseudoinverze matice a je proto zafazen jako samostatny piiklad
18.4.

Prvni zptisob: Pfipomenme si nejprve, co myslime aproximaci dané
funkce metodou nejmensich ¢tverci. Ve zvolené tiidé funkei (v nasem
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pripadé linedrni funkce) hleddme takovou funkci ¢, aby byl vyraz

n

D(¢) S > wi (f(w:) — o(x:))°

=0

minimélni. w; > 0 jsou pevné zadand c¢isla a zna¢i vahu daného
bodu (v nasem piipadé ma kazdy bod vahu rovnou jedné). Nyni se
jiz muzeme pustit do reSeni.

Jak bylo fec¢eno, prvni postup vyuzije vlastnosti kolmé projekce.
K tomu abychom viubec mohli mluvit o kolmosti potfebujeme zavést
skaldrn{ soucin. Nuze, skaldrni soucin dvou funkef u, v (definovanych
v bodech z;) definujeme jako

(ufv ) & ;wiu(xi)v(xi). (28)

Uvédomme si, ze funkce na bodech {z;}7, neni nic jiného nez
oby¢ejny vektor z R"*!. Pov§imnéme si toho, jak vypad4 norma,
resp. definice vzdalenosti s pouzitim tohoto skalarniho souc¢inu

ull = V/{ulu) = || > win:)?,
i=0

lu = vf] = v {u = vfu—v) = Zw (ul:) = v(@:))*

Oznacme jesté
L=rA{1, 2} ={a(l,...,1) + b(zo,...,2,), a,b R}

linedrni obal funkci piislusné mnoziny. V L lezi vSechny mozné
linearn{ funkce (definované na bodech z;). Zbyva ocitovat ndsledujici
vetu:
V' je prostor se skaldrnim sou¢inem, L je jeho podprostor. Je-li f € V|
pak ¢ € L jenejlepsi aproximaci f v L (tzn. ||f—¢|| < || f—m], Vm €
L), pravé kdyz Vm € L plati (f — ¢|m) = 0.

Jinak Feceno: nejleps{ aproximaci funkce f linedrni funkei (ve
smyslu vzdalenosti, kterd pro nas skalarni sou¢in odpovida souctu
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¢tvercu f(x;) — ¢(x;)) ziskdme tak, ze promitneme (kolmo) f do L.
Kolmou projekci, oznacujme ji ¢, najdeme uzitim podminky (f —
¢|m) = 0, kterd m4 platit pro vSechny funkce v L. Splnime-li danou
podminku na vektorech baze L, bude pak automaticky splnéna pro
kazdou funkci z L. Musi tedy platit:

(f—90l1) =0, (f —dlz) =0.

Hledana funkce ¢ lezi v L, proto ji lze napsat jako kombinaci
bézovych vektort. Pfedchozi podminky maji tvar

(f = (az +b) [z) = (f|z) — alz|r) = b(l|z) =0
(f = (az +b)[1) = (f]1) — afz[1) = b(1]1) = 0.

Dosazenim definice skalarniho soué¢inu 28 dostaneme

if(xl)a:l —azn:a:i2 —bzn:xi =0

i=0 i=0 i=0
Zf(xi)—aZ:ci—bZI =0,
i=0 i=0 i=0

neboli v maticovém zapisu

(e ) (5) = (i)

(59)()-(52)

Pro zkraceni jsme oznacili pruméry ruznych velic¢in

— 1 - 2\ __ 1 2
<x>_n+1;xw <x>_n+lzxi’

F@) = —— 3 Fws), (@0f@) = —— 3 wif ()
1=0 1=0

n+1 4 n—i—l,i

Tuto soustavu rovnic vyfesime napf. uzitim Cramerova pravidla a
vysledkem je:

(f(2))(x) = (zf(x)) p— (@l (@))(z) = (f(2))(2?)

“ ’ ()2 — (22)

(z)? = (22)
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V nasem piipadé je Y0 f(zi) = 21, Y0 f(z)a; = 94,
S oz =18, > w2 =124 an+ 1 = 6. Po dosazeni do pravé
odvozenych vzorcu nalézame a = 0,44 a b= 2,17.

Druhy zpuasob: Dals{ zpusob feSeni vyuzivd metod analyzy funkce
vice proménych. Divejme se na vyraz, ktery chceme minimalizovat,
jako na funkci v proménnych a a b. Tedy

n

F(a,b) = w; (f(x;) — (az; +b))*.

i=0
Najdéme body, ve kterych muze funkce F(a,b) nabyvat extrému.
Tyto body jsou fesenim rovnic:

OF(a,b) 0 OF(a,b)

_— 7:0

da ’ b
V naSem pifpadé (w; = 1) jsou tyto rovnice

n

—QZ(f(xi) — (azi +b))x; = 0

~23" (f(a:) — (az; +1)) = 0,

i=0
coz je po rozepsani a prevedeni do maticového tvaru opét

n

gi;ogc? S (a) ) g:of(xi)xi
“) =

1=0
> ap ntl > fla)

i=0 i=0

Vidime, ze jsme dospéli k stejné maticové tloze jako v pfedchozim
piipadé. Abychom dosahli naprosté matematické preciznosti, je tieba
overit, ze pravé nalezeny stacionarni bod je skuteéné minimem.
Musime proto ukazat, ze kvadratickd forma druhého diferencidlu je
pozitivné definitni. Mame

n

0?F(a,b) 0°F(a,b) Z": 22 S
i=0

0a? 0bda —9 i=0
0?F(a,b) 0°F(a,b) Zn: 2 o1
0adb 0b? i=0

98



Vzpomeneme si na vétu pana Jacobiho a Sylvestra . ..

Redlna kvadraticka forma s matici A je pozitivné definitni, pravé
kdyz jsou vSechny hlavni subdeterminanty matice A kladné.

. a zkontrolujeme, ze pokud neuvazujeme degenerované piipa-
dy, jako prokladani pfimky jedinym bodem, pak jest Z?:o 22 >0a
(n+1) >0 w2 — (>, a:i)Q > 0 (podle dalsf vzpominky, tentokrate
oviem na nerovnost pana Héldera).

Srovnejte oba postupy a uvédomte si, ze druhy postup je ve
obecnéjsi, aplikovatelny i pro aproximace v neline arnich prostorech

funkeci. *VP
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6 Matice a jim podobné

6.1 Pauliho spinové matice

Ukol: Kdo z Vis prifadi Pauliho maticim nejvice piiviastki®® ? Jde
o tyto matice:

0 (1) e (D) e ()

a) Jsou reguldrni, hermitovské (samoadjungované), unitdrni, i-
dempotentni?

b) Je jejich soucin komutativni? Spocitejte jejich komutdtory a
antikomutatory.

¢) Ovérte jejich vzdjemnou podobnost.

d) Pres jaké matice jsou si podobné?
Dale spoctéte

e) jejich vlastni ¢isla,

f) vlastni vektory a

g) determinanty,

h) exponencidly z ipo, , -

i) a determinanty exponencidl.

j) Dalsi fantazii se meze nekladou.
Reseni:
a) Ano (suverénné). Linedrni nezavislost fadku, z niz regularita

plyne, je nasnadé. Stejné tak s hermicitou (A = AT & AT) a s uni-
taritou (AAT = | ATA = ; druhd relace plyne v konecné dimenzi
z prvni relace).

35Gramatickd pozn.: tzn. slov, kterd je charakterizuji (napfi.: bily, tvij, prvni).
Doporuceni: Nejdiive se snazte prijit na co mozna nejvice vlastnosti Pauliho
matic sami, a teprve poté, az Vam dojde fantazie, se zactéte do nésledujicich
radku.
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Mimochodem — kterdkoliv z poslednich dvou podminek zaru-
¢uje, ze se jednd o matice normdini (A je normélni, pokud AAT =
ATA). Naopak z toho, Ze posledni dvé podminky plati soucasné,
plyne idempotence, neboli ze jsou to samy sobé inverzni matice

(42 = ).

b) Antikomutativni. o109 = —09-01 =1i-03; —01-03 = 0301 =
i-09; 09-03 = —03-09 = i-071. Téchto Sest relaci spolu s O'JQ- =. se
obvykle shrnuje do jednoho vzorecku

00k = iejklal + 5jk . (30)

V ném pouzivame FEinsteinovu sumacni konvenci, tedy na pravé
strané sc¢itdme pres opakujici se index (Zf’zl) Kroneckeriv symbol
d,% je roven jedné pro j = k a jinak nule. Symbol ¢ (Levi-Chvittiv
symbol) mé hodnoty €193 = €312 = €231 = 1, €913 = €132 = €321 = —1
a gj, = 0 jinak (tj. kdyz jsou nékteré z indexu stejné); je to tedy
veli¢ina totdlné antisymetrickd (pfi zdmeéneé libovolnych dvou indexi
mén{ znaménko).

Z relace 30 snadno odvodime vzorce pro komutdtory [A, B] =
AB—BA a antikomutdtory {A, B} = AB+ BA. Sta¢i vzit na védomd,
7€ Ejpl — Ekjl = 265k A €k + €1 = 0.

[ijak]ZQisjklUl, {O’j,O’k}:Q(Sjk . (31)
¢, d) Podobnostn{ vztahy jsou tieba
(01 +02)o2(01 + 02) " =01,

dalsi dva ziskdme cyklickou zdménou indexiui. Inverzni prvek k o1 +o9
je %(01 + 02); to ovéfime nejjednoduseji pomoci antikomutacénich
relaci a idempotence:

(o01402)(01+02) = O’%+O’10’2+020’1+0’§ = +0109—0102+ =2 .

Stejné muzeme zkontrolovat i podobnostni relaci.
Matic, které zprostredkovavaji podobnostni relaci, je samoziejmé
nekone¢né mnoho.

e) Ze 0? = plyne, ze vlastni &sla mohou byt pouze 1 & —1.

i

Kdyby byla obé dvé rovna 1, resp. —1, musela by pfislusnd matice
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byt , resp. — . Jelikoz tomu tak neni, musi byt vlastni ¢isla kazdé
Pauliho matice 1 a —1. Varianta, ze by matice méla jediné vlastni
¢islo a nebyla diagonalizovatelnd (viz kapitolu o Jordanové tvaru),
nemuze pro hermitovské matice nastat.

Lze to samoziejmé ovérit i standardnim postupem: uréime cha-
rakteristické polynomy x(A) = det(A— X ) a zjistime, Ze jsou u vsech
Pauliho matic totozné, totiz x(A\) = A2 — 1.

f) Pro kazdou matici ziskdme jeji vlastn{ vektory fesenim soustavy
dvou rovnic o dvou neznamych s pouzitim vlastnich ¢isel. Vyjde ndm
napiiklad

e () () e () () = () ()

prvni vektor piislusi vzdy vlastnimu ¢islu 1, druhy —1. Kazdy nenu-
lovy néasobek vlastniho vektoru je samoziejmé také vlastnim vekto-
rem dané matice.

g) detoy , . = —1. Determinant je také soucin vlastnich ¢isel, takze
uz ani nemusime nic pocitat.

h) Nejprve uréime exp(ipos). Exponencidla matice je definovéna
pomoci mocninné fady. Mocniny diagonalni matice se pocitaji ob-
zvlasté snadno: staCi jen umocnovat jednotlivé elementy na dia-
gonale. Velmi snadno se dopracujeme k vysledku

Z o
exp (ipos) Z (”' °)" L(_up)n> =
n!

el o .
= o e—ie | = COS Y. + 18N pos.

S maticemi oy o budeme mit trochu vice prace. Dulezity postieh na

avod je
_ ol 2 1o
1= 10" 1= \o1)"

V mocninné tadé, kterou je definovanad exponenciila, budou tedy
sudé mocniny pfispivat (pouze) do diagondlnich ¢lent (a1, age)
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a liché zase (pouze) do nediagondlnich ¢lenu (a12, ag1). Postupné
dostdvame

2L (ipo)” = (i)®™ (10 = (ip)?" /01
S =y o (01) v G (10) =
n=0 ’ n=0 ’ n=0 :
=n" D" 2n1 ..
_ Z Qn)l 90 Cntn ¥ _ < cos ¢ zs1n<p> .
< én}r)l [p2rtl ((;:L))l 2" ) ising cosy

exp (ipoy) =. cosp +ioysingp.

Stejnym trikem (sudé mocniny pfispivaji na diagonélu, liché mocniny
mimo diagondlu) spoéitdme podobny vztah jako pied chvili(plyne to
taky z podobnosti téch matic o3 a o1)

cos p sin
—sing cos @

exp (ipog) = ( > =. cos +ioasingp.
Vsimnéte si, ze matice exp(igo;) jsou unitdrni. To je zaruCeno jiz
tim, Ze po; jsou hermitovské. Toto tvrzeni je analogii véty 2 =z =

| e | = 1, kterd plati pro komplexn{ &fsla.

i) detexpoi s = expTroi g3 = 1. Determinanty exponencidl lze
ale spocitat samoziejmeé i piimo.

j) Tyto tfi matice spolu s jednotkovou matici tvoii nad R bdazi
prostoru vsech hermitovskych matic 2 x 2, ktery je tudiz izomorfni
R%. Nad C to je baze prostoru viech matic 2 x 2 s komplexnimi
elementy. Ten je samoziejmé izomorfni C*. N

Operéator spinu elektronu v kvantové mechanice je S = %h(al,
02,03), kde i je Planckova konstanta. Operatory v kvantové mecha-
nice nejsou nic jiného nez linedrni zobrazeni na urcitém prostoru.
Prostorem, na kterém se pohybujeme v tomto ptipadé, jsou stavy
jednoho (volného) elektronu, nezajimdme-li se o jeho pohyb, ale po-
uze o jeho spin. Je to prostor dvourozmeérny, a uvedené Pauliho ma-
tice popisuji operator spinu, pokud si v tomto prostoru zvolime bézi
|7y = (1,0)T, | 1) = (0,1)T. Prvni vektor oznacuje stav, kdy pfi
méfeni prumétu spinu elektronu s jistotou naméiime %h, druhy vek-
tor odpovidd stavu s prumeétem spinu f—h
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Je-li elektron ve stavu v = |[¢) = «| 1) + (] |) normovaném na
jednicku (tedy |a|? + |8]? = 1), pak

3y = (WIBI) = 3h(F 1% Vo3 3)

udédva hodnoty prumétu spinu do sméru soufadnych os, které
ziskdme v pruméru pii mnoha méfenich. *AK,ZJ

6.2 Matice homomorfizmu

Ukol: Je zadan homomorfizmus F : V — V,V = L{sinz,cosz,
sin2x,cos2x}, F : f — 2f + f”. Najdéte jeho matici vzhledem
k bazi

a) A= {sinz, cosz, sin2x, cos2z} (matice Fu)

b) B = {sinxz+cosz, sinz—cosx, sin2x+cos 2z, sin 2z —cos 2z}
(matice Fg).

Jaka je dimenze obrazu F'? Existuje néjaky invariantni podprostor
V vzhledem k F?

Reseni: Na tivod dokazme, ze v A jsou linedrné nezdvislé funkce.
Predpokladejme, Ze existuji ¢isla «, (3,7, d, pro kterd je

asinz + fcosx + ysin2z + fcos2c =0, Ve eR.

Pokud do této rovnice dosadime jednou x = 0 a podruhé z = T,
dostaneme podminky 3+d=0a -3 =0, tedy 6 = = 0. Pro
T = %77 azxr= %7‘(‘ dostaneme podobné o = v = 0. Funkce jsou tedy

I P . . . e o 1 3
nezévislé uz jen kdybychom je uvazovali na mnoziné {0, 57, m, 57},
natoz pak na celém R.

a) Ze zaddni homomorfizmu plynou vztahy:

F(sinx) = 2cosx —sinzx, F(cosz) = —2sinx — cosx,
F(sin2z) = 4cos2x —4sin2x, F(cos2x) = —4sin2zx — 4cos2z.
(32)
V bézi A znamend napiiklad prvni vztah F : (1,0,0,0) —
(—=1,2,0,0), podobné muzeme zapsat i ostatni vztahy. Matice Fa
mé tedy (ndsobenim zleva) ze sloupce (1,0,0,0) ucinit sloupec
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(=1,2,0,0). To je mozné jen tehdy, pokud v prvnim sloupci matice
F4 bude pravé (—1,2,0,0). Kdyz probereme ostatni vektory béaze,
dostaneme takto celou matici.

Pravidlo tedy zni: koeficienty ze vztahu 32 zapsat do sloupcu
matice Fy.

~1-20 0
2 -1 0 0
Fa=1190 0 —4-4
0 0 4 —4

Hodnost této matice je Ctyti, zobrazeni F' ma tedy plnou dimenzi,
a je tudiz izomorfizmem (tato implikace plati samoziejmeé pouze pro
linedrni zobrazeni).

Matice mé blokové diagondlni tvar a to znamend, ze pii pusobeni
na linearni kombinaci sinx a cosx obdrzime opét linedrni kombi-
naci téchto vektorti. Rikame, ze podprostor £({sinz,cosz}) je in-
variantni vuci zobrazeni F'. Podobné toto plati pro vektory sin 2z
a cos 2x. Pro toto zobrazeni lze tedy zapsat prostor V jako direktni
soucet invariantnich podprostoru

V = L({sinz,cosz}) ® L({sin 2x,cos 2x}).
Zobrazeni F' tedy pracuje na kazdém z téchto dvou podprostoru
nezavisle.

b) Zde muzeme postupovat stejné a vyjadrit si F/(f;) jako linedrn{
kombinace prvku baze f;: fi =sinxz + cosz, fo =sinx —cosz, ...
F(f1) = cosz —3sinz = —f1; — 2f
F(fy) =sinz+3cosx =2f; — fo
F(fg) = —8sin2x = 74f3 - 4f4
F(fs) = 8cos2x =4f3 —4f4

Takze matice homomorfizmu F' vuci bazi B je

-1 2 0 0
—2-10 0
Fe=1 19 0 -4 4
0 0 —4 —4

Matice je opét blokové diagonalni. Existuji ale i baze, kde tomu tak
neni. Napiiklad baze, jejichz nékteré vektory obsahuji zaroven sin x
isin2x.
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Druhd metoda, jak vypocitat matici Fig, je najit matici prechodu
od béze A k bézi B, tedy matici C, pro niz
(sinz, cos x, sin 2z, cos 2z) - C' =

= (sinz + cosz,sinx — cos z, sin 2z + cos 2z, sin 2z — cos 2z) .
(33)
Potom musi pro matici B platit

FBicil‘FA'C.

Vsimnéte si, ze zatimco matice C prevadi bazové funkce A na bazové
funkce B (psané do rddku), slozky né&jaké funkce vzhledem k bézi
A (psané do sloupcti) se na slozky téze funkce vzhledem k bézi B
prevadéji pomoci matice C~1.

Matici C' uréime vytrvalym pohledem na rovnici 33. Pro vypocet
matice C~! je vhodné si uvédomit vztahy

2sine = f1 + fo, 2sin2x = f3+ f,4

2cosx = f1 — fo, 2cos2x = f3 — f4.

Vysledkem je

SO
OO ==
_ =0 O
_ -0 O
[\
SO
oo -
—= -0 O
_ -0 O

*JK

6.3 Ortogonalni projektory na podprostor

Ortogondlnd projekce z V-do W C V je zobrazeni, které v € V prifadi
w = Pv tak, ze v— w je kolmy na podprostor W, viz obrazek. Lze
jednoduse ukézat, ze Pv je mezi vektory z W nejlepsi aproximace
vektoru v € V, tedy ||v— x||, x € W nabyvé4 minima pro x = Pv.
Ukol: Najdéte matice zobrazeni, které v € R* prifadi ortogonalni
projekci v na nésledujici zadané podprostory (matice urcete vzhle-
dem ke kanonické bézi):
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a) W1 =L((1,-2,0,2)),
b) Wy =L({(1,1,-1,-1), (1,0,-1,0)}),
C) Ws3 = E({(l, -1,1, 71)7 (17 1,1, 1)} )

d) Ovérte, ze vsechny tyto matice jsou Obrdzek 10: Ortogo-
symetrické a idempotentni (A> = A), a ndlni projekce vekto-
vysvétlete, pro¢ tomu tak musi byt u vsech ruz R? do R?.
ortogondlnich projektori.

Za skalarni soucin berte slozkovy soucin x-y =, x;y;.

Reseni:

a) Je tieba si uvédomit, ze skaldrni{ soucin libovolného vektoru v
s libovolnym jednotkovym vektorem j je velikost (ortogondlnfho)
prumétu vektoru v do sméru daného vektorem j (do podprostoru

L(j)). Navic vime, ze promitnuty vektor lezi ve zvoleném podpros-
toru, takze vektor p vznikly projekci je

p=(v-j)j

Z libovolného vektoru vytvoiime jednotkovy vektor tim, ze jej
vydélime jeho velikost{ (normou). Zobrazeni f, které vektoru v
pritadi jeho projekci do sméru daného obecnym vektorem s, ma proto
predpis

1
F) = — (v9)'s
]2
Nyni muzeme s vyuzitim vzorecku pro skalarni sou¢in vyjadfit i-tou

slozku f(v):
4

[f(V)]: = @ Si Z 85Vj

j=1
To lehce upravime do tvaru
1
FWi=)] TSl %% ) v
j=1

Linedrn{ zobrazen{ lze napsat ve tvaru souc¢inu matice (které rikdme
matice zobrazend) a vektoru, na ktery toto zobrazeni pusobi. Tvar,
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do kterého jsme pievedli nase zobrazeni, pfesné odpovidd mati-
covému nasobeni. Kdyz si rozmyslime, co kterd ¢ast vyrazu znamena,
zjistime, Ze matice zobrazeni A je

1 =20 2

P 12404
Aij:(f)l]*Ws’LS]? A*9 0 00 0
2 —40 4

b) Vyuzijeme tvrzeni (viz piiklad 4.8), ze pokud je vy, ..., u, orto-
gonalni béaze, pak lze slozky libovolného vektoru w vaéi této bazi
psat jako w; = u; - w/|u;||%. Je proto nejprve potieba najit ve
Wy = L({u1, u2}) néjakou ortogondlni bézi {01, 02 }. Projekce na pro-
stor L({01, 02}) je potom ddna souctem projekei na L(o1) a L(0z).
To samé pak plat{ i pro jejich matice.

Ortogonalni bazi najdeme napiiklad Gramm-Schmidtovou orto-
gonalizaci:

oo=u=(1,1, =1, =1), w=(, 0, -1, 0)
Vektor oy, pak hleddme ve tvaru
09 =01 + «uy,

pficemz 07 a 02 na sebe musi byt kolmé, tedy jejich skalarni soucin
musi byt nulovy. Z 0 = uy - uy + au; - us lehce spocitdme o = —2,
neboli

0o =(-1,1, 1, -1).

Matice projekce na prvky baze jsou

1 1 -1 -1 1 -1 -1 1
11 1 -1-1 1[-11 1 -1
P"l_Z -1-11 1|’ P"?_Z -1 1 1 -1

-1-11 1 1 -1 -11
Matice B je souctem Pp, a Po,:

1 0 -1 0
1o 1 0 -1
20-10 1 o0

0 -1 0 1

B =By, + Bo, =
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¢) Tady odpadd préice s hleddnim ortogondlni béze, protoze za-
dané vektory (us a uy) uz jsou na sebe kolmé. Najdeme tedy matice
projekci na tyto vektory:

1 -1 1 -1 1111
1(-11 -1 1 11111
P“3_Z 1 -1 1 -1} P“4_Z 1111
11 -1 1 1111

Vyslednd matice projekce na cely podprostor je opét souctem téchto
matic:

101
1{o10
P=Pu + Pu=35110;

010

= O = O

Tuto tlohu slo Fesit jesté jinak; ale jen pokud si vSimneme, ze
WoUWs = R* a Wy L W3 (viechny zadané vektory jsou linedrné
nezdvislé). Ortogondlni projekci vektoru na cely prostor ziskdme
puvodni vektor. Pujde tedy o identické zobrazeni. Diky tomu
muzeme projekci na prostor L£(uy, us, us, ug) napsat jako soucet pro-
jekel na prostory Wy = L(uy, us) a W3 = L(us, uy). Maticové feceno

B+ C=

a to nam skutecné vyslo. Takze matici C' jsme mohli dopocitat podle
C= - B.

d) Symetrii matic A, B, C vidime pfimo a ovéfeni{ idempotence po-
nechdme ¢tenditim, ktef{ radi ndsobi matice (tfeba na pocitaci). Je-
likoz f(v) € W, v € V, pro obecny projektor musi platit f[f(v)] =
f(v), neboli f?2 = f — ve smyslu tvrzeni za definici v tivodu piikladu
(o f(v) € W) uz neni co aproximovat.

V obecném pifpadé dokdzeme také symetrii (f7 = f): necht

v, u jsou libovolné vektory z V', které rozlozime na jejich ortogonalni
projekci do W a zbytek: v = f(v) + v, a u = f(u) + uy. Vime,
7e zcela obecné plati v- f(u) = fT(v) - u, a chceme tedy dokazat
v- f(u) = f(v) - u. To ndm nedd mnoho préce, pokud budeme mit na
paméti, ze f(v)-up =0, f(u)- v, =0:

v flu) = [f(v) +vi]- flu) = F(v) - f(u),
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fW)u=f(v) - [f(u) +ui] = f(v)- fu).

Jiny zpiusob: Zustaneme u projekce na jednorozmérné prostory,
rozsiteni na vétsi prostory je ale ptimocaré. Pouzijeme vyjadreni pro-
jekee, které jsme odvodili v bodé a) a polozime pro jednoduchost
[[sl = 1.

fv)=(v-s)s
Nejprve dokadzeme idempotenci zobrazeni f. SpocCtéme si, Cemu se
rovna

I = fl(v-s) s ={[(v- 5)s] - s}s,
coZ je po upraveé

(s-5) (v-9)s = (v-s)s= J(v),

¢imz byla dokazana idempotence. Dale mame dokdazat, ze zobrazeni
f je symetrické, tzn. ze plati f = f7. Transponované zobrazenf k zob-
razeni f je takové zobrazeni, které pro kazdé u a v spliiuje rovnost:

flw)-v=u-fT(v)

Zacneme tedy upravovat levou stranu tak, abychom dostali skaldrni
souc¢in u s néjakym vektorem. Jest

flu)-v=((u-s)s)-v=(u-s)(s-v)=u-((v-5)s) =u-[(v),

nelze proto jinak, nez ze f = f7. *JK,KV

6.4 Matice vektorového souc¢inu

Umluva: Zépisem (z1,22,23)p myslime slozky urcitého vektoru
vzhledem k béazi B.

Ukol: Méjme pevné zadany vektor v € R3 a uvazujme zobrazeni
QiX— VXX

1. Ukazte, ze se jedna o linedrni zobrazeni, pokud vektorovy
soucin definujeme predpisem

(w1, 22, 23) X (Y1, Y2, y3) = (T2y3—T3Y2, T3Y1 —T1Y3, T1Y2—T2Y1)
(34)
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2. Najdéte jeho matici vzhledem ke kanonické bazi (K = {ey,
€2, €3}) a pomoci této matice spocitejte p(y) pro vektor zadany
ve slozkdch v kanonické bdzi y = (1,1,0) k.

3. Naleznéte matici zobrazeni ¢ vzhledem k béazi B = {by, b,
b3} ={(1,1,0),(1,-1,0),(0,0,1)} a spocitejte pomoci ni opét
e(y).

Resent:

1. Plati o(Ax) = (A\vaxs — Avsze, Avsx — Av1x3, A2 — Avex1) =
Ap(x) a podobné se ukdze o(x+ y) = ¢(x) + @ (y).

2. Chceme aby platilo

ai1 a12 a13 A VT3 — V3x2
ag1 422 a23 ) == V3T, — UV1T3 . (35)
azy az2 ass L3 /) V1d2 — V221 / f

To je rovnost dvou sloupcovych vektoru; aby byl splnén jeji prvni
fadek (pro kazdé x1,x9,x3), musi byt a1y = 0, a12 = —v3, a13 = ve.
Ze druhého a tretiho fadku pak uréime zbylé elementy matice:

0 —V3 U2
AK = U3 0 —U1 . (36)

—Vy V1 0

Dosazenim do vztahu (35) 1 = 1, 22 = 1, x3 = 0 dostaneme ¢(x) =
(—v3,v3, —v2 + V1) K-

3. Prvni zpusob: napiSeme rovnici odpovidajici vztahu (35), ten-
tokrat ale v bazi B. Sloupcovy vektor vlevo i vpravo potiebujeme
vyjadiit v této bézi. Budiz tedy x = (b1, b2, b3)p. Na pravou stranu
potiebujeme vypodcitat ¢(x) a hodnotu ¢(x) umime poéitat jen v ka-
nonické bazi. Vidime ale piimo, ze x = bib; + boby + b3bs =
(bl + bQ, b1 — bQ, bg)K, tedy (ViZ definiéni vztah 34)

(p(X) = (Ugbg—’vg(bl—bg),’U3<b1+b2)—vlbg,’U1<b1—b2)—U2(b1+b2))K .

Tento vysledek je nutné jesté prevést do baze B. Plati (y1, yo, y3)x =
(%(yl +y2), %(yl —Y2), yg)B (to je vidét diky jednoduchosti baze B,
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bychom museli fesit soustavu rovnic), a tudiz
@(x) = (5 (v2—v1)bs+vsbg, —v3b1+3 (v1+v2)bs, by (V1 —v2) —ba(v1+02))

Analogie vztahu (35) je tedy

0 V3 %(Ug — ’Ul) bl
—v3 0 5 (Ul + ’Ug) by =
V1 — V2 —U1 — V2 0 b3 B

%(Uz — v1)b3 + v3by
—v3by + 3 (v1 + v2)bs ,
bl(’Ul — ’UQ) — bg(Ul + 'UQ) B

matice vlevo je hledand matice ¢ vzhledem k bazi B. Tato matice
ma podobny tvar, jako matice v bodé 2. Odchylka (matice nyni nen{
antisymetrickd) je zpusobena tim, ze jsme provedli neortonormding
transformaci béze. Cisla vy, v2, v3 v matici jsou slozky v samoziejmé
stale v kanonické bazi.

Pro vektor x = (1,0,0)p dostaneme ¢(x) = (0, —vs,v1 — v2)B,
coz je totéz jako (—vs,vs,v1 — v2) K, jak ndm také meélo vyjit.

Druhy zpusob: Pouzijeme vztahy pro transformaci matice
linearniho zobrazeni pii zméné baze. Matice prechodu S od baze K
k bazi B je

110
(bl,b27b3) = (61,62,63) 1 -10 ,
001
S

¢ili jsme psali (kanonické) slozky vektoru b; do i—tého sloupce matice
S (skutecné, napiiklad by = (1,1,0) =1-e; +1-e3+0- e3). Matice
S také transformuje slozky obecného vektoru x vzhledem k bazi B
zapsané do sloupcového vektoru na slozky vzhledem ke kanonické
bdzi (to se opét jednoduse zkontroluje: je-li x = (1,0,0)5 = by, pak
S(1,0,0)T = (1,1,0)7, coz je skuteéné b; v kanonické bazi).

Matice zobrazeni ¢ v bazi B pak bude Agp = S~'AgS: pokud
nésobime zleva matici Ap sloupcovy vektor slozek zobrazovaného
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vektoru vzhledem k bazi B, matice S nejprve tyto slozky ,,ptelozi”
do kanonickych slozek. Matice A provede zobrazen{ (v kanonickych
slozkdch) a na zévér S—! | prelozi” vysledek zpét do slozek v bézi
B. *KV

6.5 Vypocet inverzni matice

Ukol: Je ddna matice

3 -4 5
A=12-3 1
3 -5 —1

Uréete matici A~ inverzni k A.
Reseni:

1. Muzeme provést naptiklad ponékud rozsifenou Gaussovu elimi-
naci (viz také priklad 4.9). Vedle A napiSseme jednotkovou matici a
upravujeme vzniklou matici 3 x 6 fadkovymi dpravami na tvar, kdy
je vlevo jednotkové matice 3 x 3. Zbytek matice je potom A~!.

Metoda vychdzi z toho, ze pokud z (A| ) vytvoiime Fadkovymi
upravami matici (B|C), pak plati CA = B. Vyzkous3ejte si to nejprve
na matici v druhém fadku a uvédomite si, ze fadkové upravy matice
A lze simulovat ndsobenim A zleva vhodnou matici. Kdyz potom
v matici (B|C), kterd spliuje C A = B, provedeme fddkovou dpravu
popsanou matici M, dostaneme (M B|MC'), a tudiz (MC)A = MB
zustane v platnosti.

=3:(2)+2:(1)—(2)
3 —4 100 (1)— (3)~ 3)
2 -3 010
3 -5 1 001
3 —4
0
0

0 0 (2)-3)—=@®)
0

S Ot

1
1

3—-45|1 0 0\ (1)-503)—(1)
01 7(2-30 —
00 1(1-31




3—-40]—-4—-15 =5\ 1 (1)+4@2)—1)
010|-5 18 —7 —
0011 -3 1
100{-8 29 —11 -8 29 —11
010/-5 18 -7 |, tedyA'=| -5 18 -7
001} 1-3 1 1 -3 1
2. Jind moznost je vyuzit vzorce
. .det A, ;
A7), = (—1) —2 37
(A7) = (-1 (37)

kde A; ; je determinant matice vzniklé z A vypusténim i-tého fadku
a j-tého sloupce (tzv. minoru). Pro (—1)"7 det A, ; se také pouziva
termin algebraicky doplnék. Ve vzorci 37 si vS§imnéte, ze vlevo jsou
indexy ¢, j a vpravo j,i.

Pro matice 2 x 2 na néas z tohoto vzorce vykukuje Cihdkovo
pravidlo ,,prohodit prvky na diagondle, mimo diagonalu obratit
znaménka a celé délit determinantem”

(i Z>_1:ad1bc(—dc _ab> ' (38)

Vypocitame tedy nejprve det A = —1 a pak determinanty minoru
Al,l = 8, A271 = 29, A371 = 11, A172 = 75, A272 = 718, Ag,g = 77,
A173 = —]., A2?3 = —3, A3’3 = —1, odkud uz je JIZ zfejmé vidét
vysledek. Pro piehled to shrime

-3 1| |—-45 —45
-5 —1 -5 —1 -31
A1 1 121 35| | 35
-1 3 -1 3 -1 2 1
2 -3 | 34 3 -4
3 =5 3 =5 2 -3
*PK

6.6 Modularni grupa

Ukol: Uvazujte mnozinu SL(2,Z) vsech matic 2 x 2 s celoéiselnymi
elementy a jednotkovym determinantem.
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a)

b)

d)

Ukazte, Ze je to grupa vii¢i ndsobeni: najdéte inverzni matici
k danému prvku SL(2,Z). Ukazte, Ze libovolné dvé sousedni
polozky v matici jsou nesoudélna ¢isla.

Ukazte, ze matice

o —1 11
S:(l ) A:(ol) (39)
jsou generatory této grupy. Musite tedy dokazat, Ze Ize libo-

volny prvek grupy psdt jako soucin (konecné mnoha) matic A
as.

Uvazujte miizku v komplexni roviné, neboli mnozinu bodii
G(v1,v2) = {muv1 + nva, m,n € Z} pro dvé zadand nenulovd
komplexnf ¢isla vy, va, v1/va ¢ R (viz obrdzek 11). Ukazte, Ze
mitzky G(vi,va) a G(vi,vh), kde

/
(”}) - M(”1> , M eSL(2,7)
Uy (%)

jsou totozné.

Prozkoumejte mrizky G(vi,1) a zjistéte, z jaké podmnoziny
F komplexni roviny je tfeba brat vy, abychom zadnou miizku
nedostali dvakrat a zaroven zadnou z mrizek nevynechali.

Im
° . v e .
U1 !

/

° vl e °
2

0 Re
——4
)
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]

Obrézek 11: Miizka v komplexn{ roviné. v{, v5 odpovidaji repa-

rametrizaci této miizky popsané matici M = (

21
11)'
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Reseni: a) Nésobeni matic je asociativni, jednotkova matice tvorf
neutrdlni prvek. Pro matici libovolného rozméru s jednotkovym de-
terminantem a celo¢iselnymi polozkami bude nutné i inverzni matice
celociselnd podle vzorce pro inverzni matici ,,subdeterminant lomeno
determinant” (vztah 37 v pifkladu 6.5). Konkrétné z Cihdkova vzorce

(38) »
(i Z) B adibc (((i: _Z>

vidime, ze inverzni matice ma pro a,b,c,d € Z a ad —bc = 1
také celociselné polozky. Jelikoz je ad — bc nasobkem libovolného
spoleéného délitele ¢isel a,b a zaroven ma byt ad — bc rovno jedné,
musi byt a, b nesoudélnd ¢isla (ale stejné tak a,c nebo d,b & d, ¢).

b) Nyni chceme ukédzat, ze je grupa generovdna maticemi A,S.
Uvédomme si nékolik véci. Napiiklad S? = — tj. S* = neboli
S~ = §3. Stejné tak je uziteéné védst, ze

as=(171) asr= (3 2) asr= (71 7).

a tedy ASASAS = — | nasobenim A~! zleva SASAS = —A~1.
Tudiz inverzni matice A~! a S~! lze ziskat jako souciny A, S. Diky
tomu je zapséni M € SL(2,7Z) jako souc¢in A, S ekvivalentni tkol,
jako nasobit M maticemi A, S zleva tak, abychom nakonec dostali
jednotkovou matici diky vzorcim typu (ABC)~' =C~ 1B~ 1A~1

Kazdy sloupec matice M se pii nasobeni maticemi zleva chova
jako vektor. Uzijeme Fuklidova algoritmu pro hleddni nejvétsiho
spolecného délitele ¢isel a,c¢ (v prvnim sloupci M). Ten spocivd
v tom, Ze opakované nahradime vétsi z ¢isel a,c rozdilem |a — ¢,
jelikoz éisla a,c a a — ¢, c maji stejny nejvétsi spolecny délitel. Ite-
raci tohoto kroku, diky némuz oc¢ividné ¢isla klesaji, se po konetném
poctu kroku jedno ¢&islo vynuluje a druhé udava nejvétsi spoleény
délitel.

V jazyce matic vyuzijeme toho, ze

()= s ()= (ut) @
() =() == =



Postupujeme napiiklad tak, ze pusobenim matice S srovname rela-
tivni znaménko a, ¢, pokud bylo opaéné, piisobenim S? ué¢inime toto
spoleéné znaménko kladnym, pokud bylo zdporné. A hlavni krok
spociva v piisobeni jedné z matic A~! nebo S3AS, kterou nahradime
vetsi z ¢isel vy, vy jejich rozdilem, viz (40).

Jelikoz pocatecni matice méla a,c nesoudélnd, jak jsme tekli
vyse, iterovanim kroku z minulého odstavce dostaneme v prvnim
sloupci ¢isla 0, 1. Pfipadnym pusobenim —.S Ize presunout jednotku
do levého horniho rohu. Determinant vSech zminénych matic byl ro-
ven jedné, tudiz i determinant ziskané matice s prvnim sloupcem
(1,0)7 musi byt roven jedné, diky ¢emuz i v pravém dolnfm rohu
musi byt jednotka. Piipadné nenulové ¢islo k v pravém hornim rohu
lehce vynulujeme dalsfim ndsobenim matici A=, ¢imz dostaneme
jednotkovou matici.

¢) Matice M € SL(2,Z) uc¢inkuje takto:

1 ab 1 avy + by v}
— = =
o cd ) \vy cv1 + dvgy vh

Uvazujme nyni néjakou nedegenerovanou (vi/ve ¢ R) miizku
G(v1,v2) v C. Nahrazenim (v1,vs) dvojici (v}, v4) dostaneme pro
M € SIL(2,Z) tutéz miizku, jelikoz je kazdy prvek nové miizky i
celoéiselnou kombinaci vy, v2, nebot M je celo¢iselnd. Totéz plati i
naopak, jelikoz i M ! je celo¢iselna.

Pii prechodu od (vi,v2) k (v],v}) jsme tedy jen zménili ge-
neratory miizky, coz lze chépat také jako reparametrizaci miizky,
neboli zménu soufadnic bodu mi{zky (¢isla m,n v definici). Vsimnéte
si podobnosti se zménou béaze vektorového prostoru.

Podminka det M = 1 mé jesté jeden vedlejsi dusledek, totiz
7e objem elementdrni cely (obsah rovnobézniku vymezeného body
0, v1,v2,v1 + v2) zZustane pii transformaci nezménén.

d) Definujme nejprve ekvivalenci mezi miizkami tak, ze vyse defi-
novand miizka dand ¢isly vy, ve € C je konformné ekvivalentni viem
mi{zkdm generovanym kvy, kve, kde k € C\ {0}, jinak feceno véem
otoCenym a zvétSenym C¢i zmenSenym miizkam. Vsechny miizky
jsou potom konformné ekvivalentni néjaké miizce G(v1,1) nebo ji-
nak feceno vSechny miizky se stejnou hodnotou 7 = wv1/vs jsou
konformné ekvivalentni.
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Nékteré miizky s ruznym 7 jsou ale také konformné ekvivalentni.
Je jeSté totiz tfeba ztotoznit ruzné miizky, pro které

,_ vy avy+bva  ar+b
vl T cevp+dvs er+d

T

pro néjakou matici M z SL(2,Z). Budeme tedy hledat nejvétsi ta-
kovou oblast F' v C (mnozinu vsech 7), pro kterou 7/ (M # Id) lezi
vzdy mimo tuto oblast.

Vezmeéme si néjakou miizku. Nalezneme nejkratsi (podle abso-
lutni hodnoty) nenulovy prvek této miizky, ozna¢me toto komplexni
¢islo vy. Nejkratsi vektor z téch na wvs nezavislych ozna¢me v;.
Znaménko vy volme tak, aby podil 7 = v;/vs mél kladnou ima-
gindrni ¢dst. Diky tomu, Ze ve je nejkratsi, zjevné plati |[7] > 1 a
také |Re 1| < %, jinak by totiz jedno z ¢isel v1 + v mélo mensi abso-
lutni hodnotu nez v;. Pfedstavte si vo = 1, potom vy +v2 ma stejnou
imagindrni ¢ast jako v, ovSem redlnou ¢ast ma jedno z téchto ¢isel
mensi nez vy, pokud bylo [Rer| > 3.

Tyto nerovnosti |7| > 1, 2|Re7| < 1,

Im7 > 0 ohranicuji fundamentdlni doménu Im

F grupy ze zaddni (viz obrézek 12). Toto

tvrzeni znamend, ze je-li vo = 1, pak pro

v8echna v, € F dostaneme ruzné (a také sa-

moziejmé konformné neekvivalentnf) miizky, ] 1<

zatimco pro vy ¢ F dostaneme tutéz miizku i i

pouze definovanou néjakym jinym v, € F. T(Tﬁ{e
Grupa SL(2,Z) se nazyvé casto modu- 2 2

larni grupou, jde tedy o grupu vSech ne-  Qbrizek 12: Funda-
trividlnich reparametrizaci miizky I' € C re-  ment4ln{ doména

spektive reparametrizaci toru®® C/T. Tato  myizky.

grupa se objevuje na mnoha mistech v kvan-

tové teorii pole a v teorii strun: dualitova revoluce v poslednich
péti letech 20. stoleti ve skutecnosti ukazala, ze tyto napohled zcela
odlisné vyskyty jsou casto ekvivalentni. *LM

36Tim myslime mnozinu C ,,modulo” v1,v2, to znamend rovnobéznik {mwvy +
nva|m,n € (0;1)}, v némz ztotoznime rovnobézné strany. Pokud bychom
ztotoZnéné strany slepili k sobé, vznikl by p¥i prvnim lepeni pldst vélce a pii
druhém torus. To odpovidé fyzikdlné dvourozmérnému systému s periodickymi
okrajovymi podminkami.
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6.7 Fisherova nerovnost

Ukol: Necht B je systém k-prvkovych podmnozin n-prvkové mno-
ziny A (2 < k < n). Necht kazdd dvouprvkovd podmnozina A je
obsazena v pravé A > 1 mnozindch systému B. Oznac¢me b = |B| a
E matici typu n x b takovou, ze E;; = 1 pravé tehdy kdyz i-ty prvek
mnoziny A je obsaZen v j-té mnoZiné systému B, jinak E;; = 0
(tedy sloupce E popisuji jednotlivé mnoziny systému). Ukazte, Ze
EET = (% — )\) + A\J, kde J je matice samych jednicek. Odtud
dokazte, ze b > n; tato nerovnost se nazyva Fisherova nerovnost.
Navod: uzijte dvoji pocitani.

Reseni: Dle definice matice E je hodnota prvku matice EET
o soutadnicich (i,5) (i # j) pocet mnozin systému B, ve kterych
je i-ty a j-ty prvek mnoziny A zdroven. Jeho hodnota je tedy .
Soucet kvadratu prvka v i—tém faddku matice E (oznacme jej n;)
je -ty prvek na diagonale EET a udavéa pocet mnozin systému B,
které obsahuji i—ty prvek mnoziny A.

Kazdy prvek mnoziny A je obsazen v n — 1 ruznych dvojicich
prvki (mnoziny A). Kazdd mnozina systému B, kterd tento prvek
obsahuje, obsahuje k— 1 ruznych dvojic s timto prvkem. Zafixujme si
jeden prvek a; € A. Spocitejme, kolikrat se v mnozindch B vyskytuje
néjaka dvojice s a;. Na jednu stranu vime, ze kazdd dvojice z A se
v systému B vyskytuje pravé A-krat. Dvojic v A obsahujicich a; je
n — 1, tedy v B napocitdme takovych dvojic A(n — 1). Na druhou
stranu je v kazdé mnoziné B, ktera obsahuje a;, celkem k& — 1 dvojic
s a;. Tedy je v mnozindch B celkem n;(k — 1) dvojic s a;. Uréili jsme
takto n; = A(n —1)/(k — 1) pomoci postupu zvaného dvoji poéitdn.

Matici EET lze tedy zapsat ve tvaru (AZ=1 — A). + AJ. Podle

prikladu 9.3 mé takova matice jednondsobné vlastni ¢islo /\% -+

nA = A(n—1)z% # 0 a (n — 1)-ndsobné vlastni éfslo AZ=L — X # 0
(nenulovost plyne z n > k). Matice EET je tedy reguldrni, a tedy
hodnost matice E musi byt alesponi n (h(AB) < min{h(A), h(B)}).
Potom ale nutné musi platit b > n.

Jinym dvojim pocitdnim zjistime, ze kazdy prvek A je obsazen
\ % mnozinach systému B. OznaCme tento nezndmy pocet opét n;
(vime ale jiz, ze n; je pro vSechny prvky, tedy i, stejné) a vytvoime
mnozinu BB sjednocenim vSech mnozin systému B, pficemz prvky
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BB se opakuji, podle poctu vyskytu v mnozindch z B. Pocet prvku
BB je roven jednak n;n (kazdy prvek se n;-krat opakuje), ale taky kb
(B obsahuje b mnozin po k prvcich). Srovndnim téchto vyrazi méme
n; = kb/n. Tedy vskutku plati také vyjadienf EET = (X — \) +
AJ. *DK

6.8 Cykli¢nost stopy

Ukol: Vime, Ze stopa ma vlastnost cykli¢nosti, tj. plati, ze Tr AB =
Tr BA. Jak je to pro soucin vice nez dvou matic (tieba Tr ABC)?
Lze z cyklicnosti odvodit, Ze miizeme matice v soucinu libovolné
permutovat?

Reseni: 7 cyklicnosti plyne, ze pokud prvnich nékolik matic
v sou¢inu oznacime jako A a zbylé jako B, plati:

Tr(JJK LMNO) = Tr AB = Tr BA = Te(LMNOIJK)
A B

a obdobné lze pokracovat dale. Permutaci tohoto typu nazvéme ,,blo-
kovou transpozic” (prohozeni dvou bloka) a zajimd nés tedy, jaké
permutace 1ze ziskat skladanim blokovych transpozic n-prvkové po-
sloupnosti (ptjde o néjakou podgrupu S,, — grupy vsech permutaci
na n prveich), pifpadné zda lze takto ziskat vSechny permutace.

Pohledme na blokovou transpozici na n-prvkové posloupnosti,
kde prvni blok ma m prvku a druhy pak n — m. Prohozenim se
druhy blok posune doleva o m a prvni posune doprava o n — m,
coz, chapeme-li posun cyklicky, je také posun doleva o m. Tato blo-
kova transpozice je tedy vlastné cyklickd permutace o m, stejné tak
jakékoli slozeni blokovych transpozic je néjaka cyklickd permutace,
nebot tyto permutace tvoii grupu. Grupa cyklickych permutaci je
izomorfn{ Z,, — mnoziné {0, ...,n — 1} se s¢itdnim modulo n. Tato
grupa je ovSsem obvykle mensi nez grupa S,,, protoze ma n prvku
oproti n! prvkum grupy S,. Pro souc¢in vice nez dvou matic tedy
z cykli¢nosti stopy neplyne, ze by matice v sou¢inu bylo mozno li-
bovolné permutovat. (Najdéte konkrétni pifklad, kdy to skuteéné
nelze.)

Zjistili jsme tedy, ze cykli¢nost stopy znamena jeji invarianci vuci
cyklickym permutacim, odtud zfejmé nézev. Tuto invarianci muzeme
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téz uvidét, kdyz si napiSeme vzorec pro stopu soucinu vice matic,
tteba o
TrABCD = Y a';b/pchid's .

i3,k
Obecngji pro sou¢in n matic Ay,...,A,, A; = (ai)fc, k1 =
1,...,m muzeme psat
n n
Tr[JAi= > 1@V ree
i=1 P =1

kde P jsou ,,uzaviené prochazky po indexech”, tj. posloupnosti in-
dext®” z mnoziny {1,...,m} délky n+ 1, jejichz prvn{ a posledn{ pr-
vek je stejny (proto jsou uzaviené), a suma je pres vsechny prochdzky
tohoto typu.

Tento vzorec neni invariantni vuci libovolné permutaci matic.
Sousedni matice jsou v ném totiz ,,svazany” tim, ze se s¢itd pres
jejich spole¢né indexy, coz by se obecnou permutaci porusilo. Protoze
matice jsou takto ,,svdzdny” do kruhu (nebot prvni je ,svdzdna”
s posledn{), neporusf se vzorec cyklickou permutaci. Viz téz kapitolu
20, dlohu ,,jak rozsadit hosty u kulatého stolu”. *PC

37Indexy se mohou i opakovat.
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7 Linearni algebra pro grafiky

Pro tspésné zdolani této kapitoly je vhodné mit alespon zakladni
znalosti z teorie grafu. Vétsinu potiebnych pojmu z tohoto oboru
sice v nasledujicim textu vysvétlujeme, pokud by to vSak ¢tenaii
nepostacovalo, doporucujeme prolistovat libovolnou uéebnici teorie
grafu, napt. [MatNeg].

Graf G je mnozina vrcholi V(G) spolu s mnozinou hran E(G),
tedy dvojic rizngch prvka z V(G), o kterych si predstavujeme, ze je
hrana spojuje. Graf muze byt také orientovany, pak jsou prvky E(G)
usporddané dvojice, a dva vrcholy tedy mohou byt spojeny ve sméru
i — j,j — iC¢ii < j,nebo nemusi byt spojeny vubec. Stupern vrcholu
je pocet vech hran, které z ného vychazejl (plus téch, které vchazeji,
u orientovanych graf). Graf je souvisly, pokud lze mezi libovolnymi
dvéma vrcholy prejit po hranach. Pokud graf neni souvisly, rozpada
se prirozené na komponenty souvislosti (presnd definice komponenty
souvislosti je ,,kazdy maximélni souvisly podgraf”). Graf se nazyvd
bipartitni, pokud lze jeho vrcholy rozdélit do dvou mnozin (partit)
tak, ze zadné dva vrcholy z jedné mnoziny nejsou spojeny hranou.
Podobné definujeme n-partitni grafy (délime vrcholy do n skupin).
Strom je souvisly graf, ktery neobsahuje cyklus.

7.1 Je to strom nebo neni to strom?

Ukol: Necht G je orientovany graf na m > 2 vrcholech s n — 1
hranami. Oznac¢me A matici typu n x (n — 1) takovou, Zze A;j = —1,
pokud hrana j vychdzi z vrcholu i, A;; = 1, pokud hrana j vchézi
do vrcholu i a A;; = 0 jinak. Necht A’ je matice, kterd vznikne z A
vynechdnim prvniho réddku. Dokazte, ze A’ je singularni pravé tehdy,
pokud G obsahuje cyklus; to je v nasem pripadé ekvivalentni tomu,
Ze G nenf strom, a také tomu, Ze G neni souvisly. Navic, pokud A’
nenf singuldrni, potom plati |det A’| = 1.

Reseni: Nech! G obsahuje kruznici; mizeme zvolit takovou, ktera
sama sebe nekiizi. Ozna¢me w vektor fadu n — 1, jehoz nenulové
slozky jsou pouze na pozicich hran lezicich na této kruznici. Zvolme
si smér obihdni po této kruznici a za kazdou hranu na této kruznici,
kterd jde po sméru (resp. proti sméru) obihdni, napiseme do w do
prislusné slozky 1 (resp. —1). Potom A’'w je nulovy vektor: aby mohla
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byt j-t4 slozka vektoru w a zarover i i-tého ifadku A’ nenulova, musi
i-ty vrchol lezet na zvolené kruznici a musi jim prochdzet j-t4 hrana.
Pro dany bod to bud'to neni Zaddna hrana, nebo jsou to pravé dveé
hrany. V kazdém piipadé (obé dovnitf; obé ven; jedna ven a jedna
dovnitt) je slozkovy soucin w s i-tym fadkem A’ roven nule. Je tedy
A'w = 0, a tudiz musi byt matice A’ singuldrni.
Necht naopak G neobsahuje kruznici, a je tedy strom (vzhledem
k po¢tu hran nelze v takovém piipadé sestrojit nesouvisly graf). Je-
li n = 2, je tvrzeni ziejmé, nechf tedy n > 2. Protoze G je strom,
obsahuje alespon dva vrcholy stupné jedna. Alespon jeden z téchto
vrcholl, ozna¢me ho v, odpovid4 nékterému z fddki matice A’. Po-
dle tohoto tadku, ktery obsahuje pouze jediny nenulovy prvek, lze
determinant matice A’ rozvinout — vznikld matice A” odpovida
grafu G’, ktery vznikne z G vynechdnim vrcholu v. Tento graf je
také strom: cyklus jsme nepfidali, ani jsme graf neroztrhli na dveé
nesouvislé ¢dsti. Nyni fekneme, ze dukaz vedeme indukci dle poctu
vrcholu grafu G; dle indukéntho piedpokladu plati |[det A”| = 1 a
tedy |det A'| = | £ 1||det A”| = 1, éfmZ je tvrzeni piikladu dokézéno.
xDK

7.2 Laplaceova matice

Ukol: Necht G je orientovany graf s n vrcholy a m hranami. Necht
B oznacuje matici typu n x m takovou, Ze B;; = —1, pokud hrana
j vychdzi z vrcholu i, B;; = 1, pokud hrana j vchazi do vrcholu i,
Bij =0 Jmak

Oznac¢me dale @ matici typu n x n takovou, Ze Q;; je rovno stupni
vrcholu i, Q);; = —1 pokud je vrchol i spojeny hranou s vrcholem j
a @Q;; = 0 jinak. Tato matice se nazyva Laplaceova.

Dokazte, ze @ je singuldrni a Q = BB”T. Ozna¢me Q' matici,
ktera vznikne vynechdnim prvniho fddku a sloupce z matice QQ a B’
matici, kterd vznikne vynechanim prvniho radku z matice B. Potom
plati Q' = B'B'".

Reseni: Vztah Q = BBT je ziejmy, pokud si uvédomime, ze Qij =
b; - bj, kde b; je i-ty fddek matice B. Uvazme vektor wl =(1,...,1).
Potom @Qw je nulovy vektor, a matice @ je tedy singularni. Vztah
Q' = B'B'T je téz ziejmy. *DK

123



7.3 Pocet koster

Ukol: Dokazte, Ze v orientovaném grafu G sn > 2 vrcholy se skryva
pravé det Q' ruznych koster. Q' je Laplaceova matice bez prvniho
fddku a prvniho sloupce (viz priklad 7.2). Kostra grafu je jeho li-
bovolny podgraf, ktery je strom. Névod: pouzijte piiklady 7.1, 7.2,
8.8.

Pomoci tohoto vzorce pak urcete pocet koster uplného grafu, tedy
grafu, kde kazdé dva vrcholy jsou spojeny hranami v obou smérech.

Reseni: Nejprve se budeme vénovat grafium, které maji alespon n—1
hran. Podle Cauchyovy—Binetovy véty (piiklad 8.8), je determinant
matice @’ roven souctu kvadratu determinantu vsech podmatic ma-
tice B’ s n — 1 sloupci. Tyto podmatice odpovidaji (bijektivneé) pod-
grafim grafu G s pravé n — 1 hranami a podle piikladu 7.1 maji
determinanty +1 pravé tehdy, pokud je tento podgraf strom, tedy
je kostrou grafu G; jinak je jejich hodnota nula. Tedy determinant
matice @)’ je roven poc¢tu podgrafu grafu G, které jsou stromy, neboli
je roven poctu koster grafu G.

Nyni obratime pozornost ke grafim s méné jak n — 1 hranami.
Takovy graf G nemé Zddnou kostru (nebot neni souvisly), a tedy
staci ukdzat singularitu matice @)’. Hodnost matice B’ je nejvyse
n — 2 (tolik ma nejvyse sloupct). Tedy hodnost matice Q' je nejvyse
n—2 dle véty o hodnosti soucinu matic a tedy matice Q' je singuldrni.
Jeji determinant je tedy nula, coz je i pocet podgrafu grafu G, které
jsou stromy.

Je-li G uplny graf, potom Q" = n. — J, kde = je jednotkova
matice a J matice ze samych jednicek, obé jsou fadu n — 1. Podle
vysledku pitkladu 9.3 ma matice Q' dvé vlastni ¢isla: (n—2)-ndsobné
n a jednondsobné n — (n — 1) = 1. Determinant matice je souc¢inem
jejich vlastnich éisel (branych v jejich algebraické ndsobnosti) a tedy
plati det Q' = n™ 2. Pocet koster tplného grafu na n vrcholech je
tedy n™ 2. *DK

7.4 Prostor cykla grafu

Ukol: Ozna¢me Gg mnozinu eulerovskych podgrafu souvislého grafu
G, ¢ili podgrafi, jejichz vSechny vrcholy maji sudé stupné. Uvazme
7%, kde m je pocet hran G, a ztotoznéme piirozenym zpiisobem
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vektory tohoto prostoru s podgrafy grafu G. Ozna¢me E mnozinu
vektoru reprezentujicich podgrafy z Gg. Dokazte, ze E je vektorovy
podprostor a je algebraickym dopliikem®® mnoziny S, obsahujici vek-
tory odpovidajici podgrafim Sv, kde v jsou vrcholy grafu G (vse nad
télesem Zs ). Podgraf SV obsahuje pravé ty hrany grafu G, které jsou
incidentni®® s vrcholem v. Odtud dokazte, Ze dimenze E jem—n-+1,
kde n je pocet vrcholi grafu G.

Reseni: E je vektorovy podprostor (nad Zs, tedy 1+ 1 = 0), nebot
obsahuje nulovy vektor (prazdny podgraf je eulerovsky) a soucet
dvou jeho libovolny vektoru mu také nalezi (symetricka diference
dvou eulerovskych grafi je eulerovsky graf). Necht w € E a sV je
vektor odpovidajici libovolnému podgrafu S”. Potom pocet nenu-
lovych slozek v souctu Y i, w;(s”), je roven stupni vrcholu v v pod-
grafu odpovidajicim vektoru w, a je tedy sudy, neboli nulovy (mo-
dulo dvé). Navic, kazdy vektor w, ktery spliuje vyse uvedenou rov-
nost pro vSechny sV, nutné odpovida néjakému eulerovskému podg-
rafu. Tedy E je pravé algebraickym dopliikem S. Pokud ukazeme, ze
dim £(S) = n—1, obdrzime okamzité dim £ = m—(n—1) = m—n—+1.
Dimenze S je nejvyse n — 1, nebot ) s” je nulovy vektor, a
tedy vektory v S nejsou linedrné nezdvislé. Nechtf W je libovoln4
neprazdnd podmnozina vrcholi, jejiz mohutnost je nejvyse n — 1.
Potom ), .y, 8" (to je obecnd linedrni kombinace nad Z5') mé ne-
nulovou slozku na misté hrany, spojujici néktery z vrcholu z W
s nékterym z vrcholi mimo W. Tedy vskutku libovolnych (nejvyse)
n—1 vektora mnoziny S je linedrné nezdvislych a tedy dim S = n—1.
*DK

7.5 Spektrum matice incidence grafu

Ukol: Necht I je matice incidence grafu G o m vrcholech, tj.
(Ig)ij = 1 pravé tehdy, kdyz vrchol i je spojeny hranou s vrcho-

38 Algebraicky doplnék mnoziny M tvoii vechny ty vektory, které maji s li-
bovolnym vektorem z M nulovy slozkovy soucin. Pokud by byl slozkovy soucin
skaldrnim soucinem (napiiklad v R"™), stal by se z algebraického dopliiku or-
togonalni doplnék. Tvrzeni, Ze soucet dimenze L£(M) a dimenze algebraického
dopliiku je dimenze celého prostoru, je pouze variace na téma dimenze jadra plus
dimenze obrazu.

39Vchézejici & vychazejici.
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lem j; prvky na jeji diagondle jsou nulové. Urcete vlastni ¢isla a
vlastni vektory matice incidence pro nasledujici grafy:

1. Matice tplného grafu (na n vrcholech).

2. Matice uplného bipartitniho grafu s partitami o velikostech m
a k (samoziejmé musi byt m + k = n).

3. Matice cyklu na n vrcholech. Matici I, vyjadrete jako soucet
matic A a B (viz niZe) a povsimnéte si, 7e A"~ = B.

01 0 ...0 00 ...01

00 1 10 00
A: e, B: 01

- 01’ .

00 01 : 00

10... 00 0... 010

Reseni: Piedevsim si povimnéme, ze matice incidence grafu jsou
matice symetrické, a tedy jejich vlastni ¢isla jsou redlnd a z je-
jich vlastnich vektoru lze sestavit ortogondlni bézi. Protoze je stopa
téchto matic nulova, s¢itaji se vlastni ¢isla matic incidence na nulu.
Rozeberme nyni matice incidence ze zadani piikladu:

1. K nalezeni vlastnich ¢isel matice lze pouzit vysledku piikladu
9.3 (o determinantu matice . + yJ; zde = —1, y = 1). Nale-
zeni vlastnich ¢isel a vektoru této matice je vSak snadné i bez tohoto
prikladu: matice mé jednoduché vlastni ¢islo n—1, kterému odpovida
vlastn{ vektor (1,...,1), a (n — 1)-ndsobné vlastn{ ¢islo —1, kterému
odpovida libovolny vektor kolmy na vektor (1,...,1), tj. napf. vek-
tory tvaru (0,...,0,1,-1,0,...,0).

2. Pro vétsi nazornost ocislujeme vrcholy tak, aby bylo za sebou
nejprve vSech m vrcholu z prvni partity a pak nédsledovalo zbyvajicich
k vrcholu z druhé partity. Matice incidence pak ma blokovy tvar

0(mxm)1(mxk)
IG:(l(k::m) 0(k>><<k)>’ (42)

bloky maji velikost uvedenou vzdy v zdvorkach a jsou v nich bud
samé nuly, nebo samé jednicky. Tato matice incidence mé (n — 2)-
nasobné vlastni ¢islo nula, kterému odpovidaji vlastni vektory tvaru
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(0,...,0,1,—1,0,...,0) s dvéma nenulovymi slozkami na mistech
odpovidajicich dvéma vrcholum v téze partité.

Zbyvajici dvé vlastni éfsla jsou potom vmk a —vmk a k nim
pifslugi vlastni vektory (VE,...,Vk,v/m,...,v/m) a (Vk,...,Vk,
—/m, ..., —y/m).

3. Povimnéme si nejprve, ze A" je jednotkovd matice — pokud se
vam nechce nasobit matice, rozmyslete si, co se stane, kdyz za se-
bou n—krat posuneme slozky n-slozkového vektoru o jednu nahoru.
Vlastni ¢isla matice A mohou byt tedy pouze n-té komplexni od-
mocniny jednicky; ukdzeme, ze mezi vlastnimi ¢isly zadnéd nechybi.
Existuji totiz ndsledujici vlastni vektory (a k nim piislusnd vlastn{
¢isla)

ex = exp (2nik/n), k=0,...,n—1, vi = (1, k.. .,e0 1)

Vektor Avy, je totiz vektor, v némz cyklicky posuneme vSechny slozky
o jednu nahoru. Vlastni ¢isla matice B jsou (n — 1)-té mocniny
vlastnich ¢éfsel matice A (jelikoz A"™! = B), vlastni vektory se
shoduji. Vlastni ¢isla matice A + B jsou pak souctem piislusnych
vlastnich ¢isel matic A a B a maji tedy hodnotu Ay = 2cos 27k/n,
k=0,....,n— 1.

Vsimnéte si, ze mezi A, je kromé jednicky (Ag) — a pro n sudé
také kromeé A,/ = —1 — kazdé ¢cislo dvakrdt (A = A\,_g). To
znamend, ze vSechna tato vlastni ¢isla budou dvojndsobna. Za bazi
vlastnitho podprostoru k A; lze zvolit napiiklad vektory vi, vy,_p.
Symetrie (redlné) matice A + B ndm ale zarucuje, ze lze zvolit bézi
z redlnych vektoru. Kdyz si véimneme, ze Ay = A\,,_j, vime automa-
ticky, ze vy = V,,—k a pak uz neni tézké vymyslet

1
i(Vk + V) = (1,cos2mk/n, ..., cos2m(n — 1)k/n),

1
?(vk — V) = (0,sin2nk/n, ... sin2x(n — 1)k/n).
i

*DK

7.6 Vlastnosti matice incidence grafu

Ukol: Oznacéme I; matici incidence grafu G s n vrcholy (definici viz
v prikladu 7.5). Dokazte néasledujici tvrzeni.
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1. Vsechna jeji vlastni ¢isla jsou redlna. Navic pro vSechna vlastni
c¢isla je jejich geometricka a algebraicka nasobnost stejna.

2. Vsechna jeji vlastni ¢isla jsou v absolutni hodnoté mensi nebo
rovna maximalnimu stupni v grafu G.

3. Existuje vlastni vektor s nezapornymi slozkami prislusejici
nejvétsimu viastnimu ¢islu. Pouzijte vysledki prikladu 14.1.

4. Nejveétsi vlastni ¢islo je alespon velikost minimalniho stupné
v grafu G.

5. Pokud je nejvétsi vlastni cislo vicenasobné, potom je graf G
nesouvisly. Dokazte, ze opacna implikace nemusi platit.

6. Urcete nejvétsi viastni ¢islo a k nému prislusny vlastni vektor
pro d-reguldrni graf (kazdy vrchol je spojen praveé s d ostatnimi
vrcholy).

7. Pokud je graf G bipartitni a A\ je jeho vlastni ¢islo, potom i —\
je jeho vlastni ¢islo. Navic ndsobnost vlastnich cisel A a —\ je
stejna.

Reseni:

1. Matice incidence jsou symetrické, a tedy algebraické a geomet-
rické nasobnosti jejich vlastnich ¢isel se shoduji a jejich vlastni ¢isla
jsou realné. Navic z jejich vlastnich vektoru lze sestavit ortogonélni
bazi.

2. Pokud by X bylo vlastni ¢islo matice incidence vétsi nez ma-
ximalni stupen v grafu, potom by byla matice I¢ — A ostfe diago-
ndlné dominantni, tedy reguldrn{ (definici a dukaz viz v prikladu 1.4
¢i 9.2). Pak ale A nemuze byt vlastnim ¢islem matice I¢.

3. Za vektor x z piikladu 14.1 budeme volit postupné prvky
kanonické béaze. Vsechny takto vytvofené posloupnosti obsahuji
nezdporné vektory (nebotf matice I md nezdporné elementy). Mo-
hou nastat dva pifpady. Bud nékterd z posloupnosti konverguje
k vlastnimu vektoru odpovidajicmu nejvétsimu kladnému vlastnimu
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¢islu (Amax) matice incidence a pak jsme hotovi. Nebo mohla mit ma-
tice I také vlastni ¢islo —Aax, ale pak alespon jedna z posloupnosti
mé dva hromadné body, jejichz soucet je vlastni vektor k Apax-

4. Oznacme v; nezdporny vektor prislusejici nejvétsimu vlastnimu
¢islu Aq. Pokud je A nulové (a pfitom nejvétsi), musi byt vsechna jeji
vlastn{ ¢isla nulova (nebot stopa I je nula), a tedy je Ig nulovd a
uvazovany graf je tvofen pouze izolovanymi vrcholy. Tvrzeni piikladu
je v tomto ptipadé trividlni.

Necht naddle A\; > 0. Nechf i je slozka vektoru v; s nejmensi
nenulovou hodnotou a nechtf I je mnozina indexti, které odpovidaji
vrcholum, které lezi ve stejné komponenté souvislosti jako ig. Ziejmé
(vi)i > (v1)i, pro @ € I; zaddnd z téchto slozek totiz nemuze byt
nulové?®, nebot jejich vrcholy lezi ve stejné komponenté souvislosti
jako vrchol odpovidajici ig. Oznaé¢me 6 minimalni stupen v grafu G.
Potom plati

M()ip = Tav)ip = Y (V)i = 6(v1)ig »

€N (ig)

sCité se pres sousedy vrcholu odpovidajiciho ig. Odtud pak jiz piimo
plyne Ay > 6.

5. Oznac¢me v; a vy linedrné nezavislé vlastni vektory piislusejici
vlastnimu ¢&islu Ay > 0 (piipad A; = 0 je trividln{). Bez djmy na
obecnosti lze predpokladat, ze vi je nezaporny, a ze vektor v, ob-
sahuje néjaké kladné slozky. Uvazme nyni vektor v = v; — avs, kde
a je nejvétsi kladné ¢islo takové, ze vektor v je jeSté nezaporny.
Neékteré slozky v jsou nulové (jinak lze zvolit o vétsi), ale ne viechny
jeho slozky (v; a vy jsou linedrné nezévislé). Zadny z vrcholi, jehoz
slozka ve v je nulovd, nemuze byt spojen cestou s kterymkoli vr-
cholem, jehoz slozka je ve v nenulové; jinak by totiz nemohlo platit
A1v = Igv. Potom ale tyto vrcholy lezi v ruznych (ne nutné dvou)
komponentach grafu, a tedy uvazovany graf neni souvisly.

Protiptiklad k opa¢nému tvrzeni (k bodu 5) najdéte sami, staci
uvazovat vhodny graf se tiemi vrcholy.

40T je netrividln{ tvrzeni. Nejprve ukazte, ze nenulové slozky musi mit vichni
sousedé ig, pak sousedé sousedu, atd.; pouzijete pfitom bod 3 tohoto ptikladu.
My budeme toto tvrzeni potiebovat ve skutecnosti jen pro sousedy.
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6. Nejvetsi vlastni ¢islo je d (diky bodum 2 a 4 nemuze byt ani
véts ani mensi) a odpovidajici vlastni vektor je (1,...,1).

7. Necht v je vlastni vektor piislusny k vlastnimu éislu A\. Zméiime
znaménko u vsSech slozek vektoru v, které odpovidaji vrcholum
v jedné z partit; takto ziskdme vektor v’. Potom Igv’ = —Av' (viz
téz piiklad 7.5, bod 2), a tedy i —\ je vlastnim ¢islem matice inci-
dence. Z postupu dikazu je téz vidét, ze se ndsobnosti vlastnich ¢isel
A a —\ shoduji. Existuje totiz izomorfismus pfislusnych vlastnich
podprostoru (toto zobrazeni spo¢ivd v zdméné znamének u slozek
odpovidajich vrcholim v jedné z partit). *DK

7.7 Spektrum matice incidence Petersenova grafu

Ukol: Najdéte vlastni ¢isla matice incidence Petersenova grafu. Pe-
tersenuv graf je graf na deseti vrcholech, které ztotoziiujeme s dvou-
prvkovymi podmnozZinami mnoziny {1,2,3,4,5}. Dva vrcholy jsou
v tomto grafu spojeny hranou pravé tehdy, kdy7Z jim prirazené
mnoziny jsou disjunktni. (Ndvod: Zkoumejte druhou mocninu matice
incidence tohoto grafu.)

Reseni: Ozna¢me matici incidence Petersenova grafu Ip. Petersentiv
graf je 3-reguldrni (kazdy vrchol mé stupen 3). Tedy podle pitkladu
7.6 je nejvétsi vlastni ¢islo Ip tii a je jednonasobné, protoze Pe-
tersenuv graf je souvisly. Dva sousedni vrcholy v Petersenové grafu
nemaji zadného spoleéného souseda a dva nesousedni vrcholy maji
pravé jednoho. Odtud plyne (staéi si rozmyslet, jak se matice ndsobi),
zeplati I3 = J+2 —Ip, kde .J je matice tvofend samymi jednickami.
PtepiSme vyse uvedenou rovnost do tvaru

IZ4+Ip—2 =J.

Matice J mé vlastni vektor ze samych jednicek (k jednondsobnému
vlastnimu ¢éislu 10), ten je vlastnim vektorem i Ip a. . Tento vektor
mé u Ip vlastni ¢islo 3. VSimnéte si, ze posledni rovnice odpovida
po nasobeni timto vlastnim vektorem zprava rovnici 9+ 3 — 2 = 10.

Ostatni vlastni vektory vsech zkoumanych matic jsou na néj
kolmé (vSechny tyto matice jsou symetrické) a tedy lez{ ve vlastnim
podprostoru matice J (viz pitklad 9.3) odpovidajicimu vlastnimu
¢islu 0 (v ném lezi prave vektory, které jsou kolmé na vektor tvoreny
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samymi jednickami). Tedy pro vlastni ¢islo A matice Ip musi platit:
A2+ XA—2=0atedy X € {1,-2}.

Nyni si uvédomime, ze stopa matice Ip je nulova, a tedy soucet
vsech jejich vlastnich éfsel (branych v ndsobnostech) je nula. Zaroven
musi byt soucet nasobnosti deset. Témto dvéma podminkdm vy-
hovime jen tehdy, pokud méa matice Ip jednoduché vlastni ¢islo 3,
pétindsobné 1 a ¢tyinasobné —2. *DK

7.8 Rozklad tuplného grafu na tri Petersenovy
grafy

Ukol: S vyuzitim vysledku prikladu 7.7 dokazte, ze uplny graf na
deseti vrcholech nelze zapsat jako sjednoceni tif (disjunktnich) Pe-
tersenovych grafi.

Reseni: Dokazujme sporem. Predpoklddejme, 7e I, I» a I3 jsou
matice incidence Petersenova grafu takové, ze Iy + Io + I3 = J — .,
kde J je matice tvofend samymi jednickami a . je jednotkova ma-
tice. Uvazme matici J — — I; — I5. Spektrum této matice je dle
vysledku piikladu 7.7 {3, 1, —2}. Uvazme nyni vlastni podprostor
matice J odpovidajici vlastnimu ¢islu 0. Ten obsahuje vlastni pod-
prostory (dimenze pét) pro vlastni éfslo 1 jak matice Iy tak i Is.
Protoze je vsak jeho dimenze (pouze) devét, musi mit vyse zminované
vlastni podprostory matic I; a I neprazdny prunik — tedy exis-
tuje jejich spolecny vlastni vektor, ktery oznac¢ime v. Nyni jiz staci

provést nékolik jednoduchych dprav: Isv = (J — — 11 — Lh)v =
Jv— v—Iv—Ihv= —v—v—v= —3v. To je ale spor, nebot matice
I3 nem4 vlastni éislo —3. *DK

7.9 Spektrum matice incidence soucinu grafi

Ukol: Zndte-li spektrum matice incidence grafu G a H, urcete,
jak vypada spektrum matice incidence jejich souc¢inu. Prozkoumejte
ruzné typy soucinu grafii (viz obrdzek 13):

e V(GxH)=V(G)xV(H) a
E(G x H) = {[[a,u], [b,v]]|[a,b] € E(G),[u,v] € E(H)}

o V(GOH)=V(G) x V(H) a
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E(GOH) = { [[a,u], [a,0] [, 1] € E<H>]}u

{[ 1]|la,b] € E(G)}
e V(G H)=V(G)xV(H) a
E(G® H)=E(Gx H)UE(GOH)

LA H®

Gx H GOH G H

Obrézek 13: Ruzné typy soudinu grafu.

Reseni: Oznaéme v a A vlastni vektory a vlastni ¢isla matice
incidence grafu G a w/ a o7 vlastni vektory a vlastni ¢isla ma-
tice incidence grafu H. Uvazme nyni vektory u®/ definované jako
(") ey = (V)k(W)y, [k, 1] jsou vrcholy soucinu grafii, tedy indexy
slozek u. Vsimnéme si podobnosti s tenzorovgm soucinem dvou vek-
toru.

Nejprve nahlédneme, ze vektory u*7 jsou linedrné nezavislé. Ne-
cht jsou linedrné zavislé, tedy necht existuji nenulové koeficienty a*
takové, ze S abIutd = 0. Pro kazdé k a [ pak plati:

i.J

ot Z(Za ) V) =0.

Protoze v jsou linearné nezavislé vektory, musi byt >~ a*/(w/); = 0
pro v8echna i. Avsak alespon jedna z téchto linedrnich kombinaci je
netrividln{ (alesponi jedno z a®7 je nenulové), tedy jsou vektory w/
linedrné zavislé. Obdrzeli jsme spor, a proto jsou vektory u® linedrné
nezavislé.

Nyni pfistupme k urceni spektra ptislusnych matic incidence:
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e Ziejmeé plati (IGXH)[k,,mHlm} = (Ig)ki(Ig)mn. Spoctéme nyni,
jak Igw g pusobi na u™7:

oxuu™)y, .\ = ;(Ic)kl(IH)mn(Vi)l(Wj)n =
In
= Aol (V)W) = /\iaj(ui’j)[kym] .
Vlastn{ ¢isla matice incidence grafu G x H jsou tedy tvaru Aig’

a odpovidajici vlastni vektory jsou u®7.

e Zrejmé (IGDH)[k,m][l,n] = 5mn(IG)kl + 5kl([H>mn- SpOétéme
nyni Ioqpu*’:

(IGIZIHUi’j)[km] = Z (Smn(Ia)k1 + Okt (Te ) mm ) (V)1 (W ) =
[t,n]

= N (V)W + 07 (V)e (W ) = (N +07) (7)o m)
Vlastni ¢isla matice incidence grafu GOH jsou tedy tvaru A* 4

o7 a odpovidajici vlastni vektory jsou u*7.

o Ziejmé Igwm = laxm + Igoy, tedy vlastni éisla matice inci-
dence grafu G® H jsou tvaru Ao’ + \' + 07 a piislugné vlastni
vektory jsou stéle u®7.

*DK

7.10 Jak poznat stupen souvislosti v grafu?

Ukol: Necht G je d-reguldrni graf s n vrcholy a E(A, B) je mnozina
hran, které spojuji néjaky vrchol z A C V(G) s néjakym vrcholem
z B C V(Q). Urcete, jak souvisf

i [EWV V(@) \ W)
pcwevG) [WIIV(G)\ W]

(43)

s rozdilem prvniho (A1) a druhého (A\2) nejvétsiho vlastniho cisla
matice incidence grafu G.

Tento vyraz vyjadiuje ,,stupen souvislosti grafu”. Pokud se graf
napriklad sklada ze dvou uvniti dobre propojenych casti, které jsou
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spojeny jen nékolika malo hranami, bude vyraz 43 maly. U nesou-
vislych grafi je tento vyraz nulovy.

Poznamka k oznaceni: V feseni budeme pouzivat slozkovy skalarni
soucin (alb) = ", a;b;. Tento zdpis Ize chapat také jako ndsobeni
radkového vektoru sloupcovym vektorem. Pro vektor a tedy znamena

|a) sloupcovy vektor jeho slozek a (a| = |a)T.

Reseni: Ozna¢me n pocet vrcholi grafu G, j= (1,...,1),e=j/y/na
w charakteristicky vektor mnoZiny vrcholu W, tedy vektor, ktery ob-
sahuje jednicky pouze na mistech odpovidajicich vrcholim z mnoziny
W a jinde nuly. Budeme vySettovat vyraz |[E(W,V(G) \ W)| =
(j — wlIgw). Diky d-regularité vime, ze Ig|j) = d|j) (tedy také
(lIe = d{j]) a podobné I;|e) = d|e). Podle prikladu 7.6 je A\ = d.

= wlglw) = (jllg|w) — (Wlig|w) =

A (iw) — ((elw)e| I |(elw)e) — (w — (e|w)e|I|w — (elw)e) .

Pouzili jsme (w — e(e|lw)|Igle) = d{w — e(elw)|e) = 0. Tato kol-
most také ukazuje, ze pokud rozvineme vektor x = w — e(e|w) do
béze vlastnich vektoru Ig, bude slozka u e nulovd. Potom ovSem
(X Ig]x) < Az2(x|x).

(= wlgw) = X (Iw) = A (jw)?/n — Aol |w — (elw)el|> =

M[W[ =MW /n = X ((Ww) — (ew)?) =
M (W] = W2 /n) = (W] = [W[?/n) = (A = X2)(IW] — [W|?/n).
Tyto vypocty lze shrnout (pro libovolné W C V(G), 0 < |W| < n)

EWVGAW)| _ (=)W - [W]) _ A=A
WIVGA\W] = W[ —[W]) no

To je spodni odhad pro minimum vyrazu 43. Jako dodatek k bodu

5 prikladu 7.6 tedy vidime, Ze u nesouvislych d-reguldrnich grafu je

uz maximdln{ vlastni ¢islo automaticky vicendsobné (Ao = A1).
*DK
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7.11 Expandéry

Ukol: Dejte prvnf a druhé nejvétsi viastni éislo (A1, A2) matice inci-
dence d-regularniho grafu s n vrcholy do souvislosti s ndsledujicim
vyrazem:

E— mm W U {v|3w € W, (vw) € E(G)}| '

Wcv(a) |W|
0<|W|<in

(44)

Pouzijte vysledek prikladu 7.10.

Vyraz za znakem minima je pomér poc¢tu vrcholti ve W plus jejich
primych sousedi ku |W/|. Je tedy nasnadé, pro¢ se grafy, pro néz je
vyraz 44 ,,velky”, nazyvaji expandéry.

Reseni: Provedme nejprve piimoéarou tpravu

Peth o HOEWIEE W) € B

WCV(Q) |[W|
0<|W|<n

Oznatme ny pocet vrcholu lezicich mimo W, které jsou ale spojeny
hranou s néjakym vrcholem z W. Toto ¢&islo lze odhadnout pomoci
poctu hran hy mezi W a ostatnimi vrcholy. Pokud u néjakého vr-
cholu z W néjakd hrana ,neutece” jinam, nez do V(G) \ W (tedy
pokud jsou W, V(G) \ W partity grafu), bude hyy = nwd. Jinak
bude samoziejmeé hy < nyd, tedy

[E(W,V(G) \ W)

EF>1+ min

WcV(G) d|W| -
0<|W|<in
>14+ min (A= A)[V(G)\ W] .
WCV(G) dn
0<|W|<n

Nalezli jsme tedy odhad

A2

A1 — A
E>14 2172 o
1

- 2d

_3_
2

*DK
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8 Determinatori

Jak se pocitaji determinanty? [Prosk]

Determinanty matic 2 x 2 a 3 x 3 se vétsSinou vyplati pocitat ptimo
pomoci zndmych vzorecku (v piipadé matic 3 x 3 se pouzivd ndzev
Sarrusovo pravidlo)

a1l a2
a1 @22

11022 — A12021

a1l ai12 ai3
Q21 Qg2 G23| = 1102233 + A21G32013 + A310A12G23—
a31 a3z 33 —@21012033 — (31022013 — (21032023 .

Pokud méme zpracovat vétsi matici, muzeme vzdy pouzit rozvoj
podle sloupce ¢i tddku (viz pitklad 8.1), ¢fmz determinant n x n
vyjadifme pomoci n determinantit (n — 1) X (n — 1). Nez provedeme
tento rozvoj, rozhodné se vyplati vynulovat*! viechny prvky kromé
jednoho ve sloupci (fddku), podle kterého budeme rozvijet: tim ndm
zbude v rozvoji jediny ¢len. Determinant se totiz nezméni, pokud
k libovolnému radku pricteme linearni kombinaci ostatnich tadka.
U determinantu (n—1) X (n—1) pouzijeme stejnou techniku a postup
opakujeme, az se dostaneme k determinantu 3 x 3.

Cesta postupného rozvijeni ale vede obecné k vyrazum, které
ziskdame piimym vypoctem z definice determinantu. To je tézkopadné
v piipadé determinantu s nezndmymi prvky, nebo determinantu se
sice ¢iselnymi prvky, ale s predem neuréenym fddem. Obecnd metoda
vypocCtu takovych determinanti neexistuje, neuvazujeme-li piimé
vyjadieni z definice. V mnoha pfipadech lze ale pouzit néjaky trik,
ktery vypocet velmi zjednodusi, a my v tomto tivodu nékolik ta-
kovych postupt predstavime.

Metoda pirevodu na trojihelnikovy tvar

Nékdy se lze i u matic n x n dopracovat pomoci fadkovych tprav
k hornimu (dolnfmu) trojihelnikovému tvaru. Determinant horn{

4174kladni moznosti, jak upravovat determinant, jsou uvedeny v piikladu 8.1.
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(dolni) trojuhelnikové matice je pak roven soucinu elementi na
diagonadle, jak se lze piesvédéit piimo v definici. Povolend uprava
je v tomto piipadé pouze pricist k libovolnému fadku linedrni kom-
binaci ostatnich tadku. Pokud néjaky radek ndsobime ¢islem A, zvétsi
se i determinant A—krat.

Priklad 1. Vypoctéte determinant matice n x n

111...1
101 1
p_|110 1
111...0

Reseni: Odecteme prvnf fadek od vsech ostatnich

11 1

0-10

pD=10 -1 _ (_1)n—1
00 0 ...-1

Priklad 2. Vypoctéte determinant

a r r ...
r az T T
D=|2 T a3 X
r T T ... Gp

Reseni: Odecteme prvni fadek od vech ostatnich:

ay T r ... T
r—ay ax—x 0 0

D= |T—m 0 a3—=x 0
T —aq 0 0 e Qp — T
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7 prvniho sloupce vytkneme a; —z, z druhého as —x, atd. az z n-tého
an — x. Diky multilinearité mame tedy

alaiw azm—a: agm—x U anz—l'

-1 1 0 0
D=(ay—x)-(an—a)| ~1 0 1 0

-1 0 0o ... 1

Pro lepsi esteticky dojem napiSeme al‘“ jako 1 + —*— vsechny

—x ay—x’

sloupce pfic¢teme k prvnimu a ozna¢ime A =1+ ). z/(a; — x)

A = £ .. =
as—x az—x Ap—T
0 1
D=(ay—a)...(ap—x)|0 O 1 0
0 0 0o ... 1

:x(al—x)...(an—x)(1+ L, ! )

T a1 —T G3—T Ay — X

Vytykani linearnich vyrazi

Pokud se v matici A vyskytuje proménna x, muzeme na determinant
D(x) = |A| hledét jako na mnohoclen v z. Po uré¢ité dumyslné tpravé
matice muzeme zjistit, ze D musi byt délitelny néjakym linedrnim
vyrazem: napiiklad pokud je jeden sloupec nasobkem z — 1 a zadny
prvek v matici neobsahuje (x — 1)~!. Pokud najdeme takovych (po
dvou nesoudélnych) déliteli vice, musi byt D(x) délitelny i jejich
soucinem. Pokud je stupet tohoto sou¢inu S(z) stejny jako stupen
D(z), musi nutné platit D(z) = aS(z) pro n&jaké o € C. Toto
¢islo zjistime napiiklad tak, Ze srovname Cleny s nejvyssi mocninou
zu D(z) a S(x).

Tento postup 1ze zobecnit i pro determinanty s vice proménnymi.
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Priklad 3. Vypoctéte determinant

Oz vy =z
z0zy
yz0x
zyzxz0

Reseni: Jestlize k prvnimu sloupci pFi¢teme viechny ostatni sloupce,
vidime, ze D je délitelny z+y-+z. Jestlize k prvnimu sloupci pficteme
druhy a odecteme od néj treti a ¢tvrty sloupec, muzeme vytknout
—x + y + z. Podobnég, jak tusime ze symetrie matice vuéi zaméndam
x,y, 2, lze vytknout i z—y+z (po (1)+(3)—(2)—(4) — (1)), az+y—=z
(po (1)+(4)—(2)—(3) — (1)). Jelikoz jsou z, y, z nezévislé proménné,
jsou tyto ¢tyfi vytknuté cleny po dvojicich vzijemné nesoudélné a
determinant je délitelny S = (x+y+2)(y+z—x)(r—y+2)(x+y—=2).

Vidime, ze D jako funkce proménné z je polynom c¢étvrtého
stupné, (stejné jako v y a z), coz se shoduje se S. Musi proto platit
D = aS. Vidime, ze v D je ¢len z? s koeficientem 1 (ai4a23a320a41,
pifslugnd permutace je sudd). Naproti tomu v S je —z%, tedy musf
byt a = —1 a

D=—-(@+y+2)ytz-a)lz+z-y)lzt+y—2).

Piiklad 4. Vypoctéte Vandermonduv determinant n-tého radu
pomoci vytykéani linearnich vyrazu.

12y 2% ... x?fl

1 2y 23 xh !
Dn = .

1z, x? n—l

n -

ResSeni: Na determinant nahlizime jako na polynom neznamé x,

s koeficienty, které zavisi na x1,...,x,_1. Vidime, ze D,, je nula, po-

kud x,, = =1, ©, = x2, ..., nebo x, = x,_1. Determinant proto musi
) ) )

byt délitelny x,, — x1, ©, — x2,..., Tp — Tn—1. VSechny tyto vyrazy

jsou po dvou nesoudélné (ponévadz xy, s, ..., T, jsou nezavislé*?).

42Nezévislost znamend, ze x1,...,T,_1 mohou nabyvat libovolnych hodnot.
Nikdo jisté nepochybuje, ze pro x1 =1, ..., Tn—1 = n — 1 jsou vyrazy z, — 1,
.+, Tn, — (n — 1) nesoudélné.
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To znamend, ze D,, je délitelny jejich soucinem
D, =q(x1,29,. .., xn)(xn — 1) (X0 — 22) ... (T — Tp—1), (45)

kde ¢ je polynom v uvedenych proménnych.

Rozlozime-li D,, podle posledniho Fadku, vidime, ze je to poly-
nom stupné n — 1 vzhledem k z,,, pficemz koeficient ¢lenu z7~*
je roven Vandermondovu determinantu D,,_; v proménnych x1, xs,

.+, Tp_1. Soudin linedrnich vyraza v pravé ¢dsti rovnice 45 obsahuje

2"~ 1 s koeficientem 1, tudfz mnohoélen ¢(z1, ..., x,) nesmi obsaho-
vat x,. Srovndme-li koeficienty u 2~ na obou stranich rovnice,
dostaneme D,,_1 = q(x1,%2,...,%Zn_1), neboli

Dp,=Dp_1(xp —21)(@p —22) ... (Tfy — Tp1) -

Pouzijeme-li tuto rovnost, jen zaménime n za n — 1, pak méame
D,—1 =Dy o(xp-1—21)...(Tn-1 — Tp—2). Tento vyraz pro D, _1
dosadime do vztahu pro D, a opakujeme tuto tivahu, az se dosta-
neme k Dy = Dy(x2 — 1), D1 = 1. Zavér je tedy

D,_1 = (2 —z1)(z3 —x1)(x3 —22) ... (T — 1) ... (T — Tpp1) =

=[x — ).

i>]

Rekurentni vztahy

Determinant D,, stupné n se nam muze podafit vyjadrit pomoci de-
terminantu D;, ¢ < n (obvykle po rozvinut{ podle fadku ¢i sloupce).
Ziskanou rovnost (viz napiiklad 46 ¢i 45) nazyvdme rekurentnim
vztahem pro posloupnost D,,.

Z rekurentniho vztahu se muzeme pokusit ,,uhodnout” piimo
,,vzorec pro n—ty c¢len”, tedy vyjadreni D, pouze pomoci n a ni-
koliv D,,_1. Uhodnuty vzorec pak dokdzeme obvykle nejsnaze mate-
matickou indukei. P#i hddéni ndm muze pomoci, pokud si vypiSeme
prvnich nékolik ¢lent posloupnosti D,,, nebo naopak, kdyz napiiklad
do vztahu D,, = f(D,,—1) dosadime za D,,_1 = f(Dn—2).

Casto se setkdvame s linedrnimi rekurentnimi vztahy. Ukazeme,
jak u nich lze nalézt explicitni vzorec pro D,,. Necht m4 rekurentni
vztah tvar

D,=pD,_1+¢qDyp_o, n>2, (46)
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kde p, q jsou konstanty nezavislé na n.

Pii ¢ = 0 se vypocte D, jako ¢len geometrické posloupnosti
D, = p" Dy, kde D; je determinant prvniho fadu (¢asto je to
prvek determinantu D,, lezici v levém hornim rohu). Nechtf ¢ # 0
a a,f3 jsou koieny charakteristické rovnice x? — pxr — q¢ = 0. Pak

p=a+ (3, ¢ = —af arovnici 46 muzeme vyjadiit jako:
Dn — ﬂDn,1 = (Dn,1 — ﬁDn,Q) (47)
Dn - 06an1 = 6 (anl - aan2) (48)

Prvni pripad: Nejprve budeme predpokladat, ze o # §. Podle
formule pro (n—1)-nf ¢len geometrické posloupnosti najdeme z rovnic
47 a 48

Dn - 6Dn—1 = an72 (DQ - 5D1)
D, —aD,_; = "% (Dy — aDy)

a odtud fesenim soustavy dvou linearnich rovnic

Dy =~ i 5 (@™ (Dy — BDy) — 3" (Dy — aDy) )
neboli
_ n n _D2_ﬁD1 _D2_aD1
D, = Cia"™ 4+ Cy ,01—70[(0[_6) 702_—ﬂ(01—/8) . (49)

Posledni vyraz pro D,, se snadno pamatuje: v§imnéte si, jak se po-
doba obecnému teSeni linedrni diferencidlni rovnice druhého fadu
s konstantnimi koeficienty y(n) = Cy eM™ +Cy e*2™. Vztah 49 je sice
odvozen pro n > 2 ale plati i pro n = 1,2. Konstanty Cp,Cs lze
proto nalézt jednodusSe fesenim soustavy

Dy =Cia+ Caoff, Dy=Cra® +Caf?.

Druhy pi#ipad: Necht nyni je o« = 3 # 0. Rovnosti 47 a 48
prejdou v jednu

Dy —aDyp_1 =« (Dn—l - aDn—Q) s
a odtud
D, —aD,_; = Aa""?, (50)
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kde A = D2 — OéDl.

Zaménime n za n—1, dostaneme D,,_; —aD,,_s = Aa™ "3 a odtud
D,,_1 = aD,_s + Aa"3. Kdyz dosadime toto do 50, dostaneme
D,, = o?D,,_y + 2Aa" 2. Opakujeme tento postup jesté nékolikrat
((n — 3)-krdt) a dostaneme D,, = "1 D; + (n — 1)Aa™2 nebo

A D
—2702:—1.
« «

D, :a”((n—l)Cl +02), C, =
Konstanty C7, Cy Ize opét uréit z rovnic Dy = aCy, Dy = o?(Cy +
C5). Vsimnéte si opét podobnosti s fesenim linedrnich diferencidlnich
rovnic, naptiklad vy — 2y’ +y = 0.

Priklad 5. Vypocteme rekuretni metodou determinant

z piikladu 2.

Reseni: Predstavime si prvek v pravém dolnim rohu determinatu
ve tvaru a,, = = + (a, — x) a pak muzeme determinat napsat jako
jako soucet dvou determinanti:

ar T ... T a r T ... 0

T ay T T T ay T 0
D, = +

T x Ap_1 T T x Ap_1 0

r xr ... T T x ... T Gp—x

V prvnim determinantu odecteme posledni sloupec od ostatnich,
¢imz dostaneme matici v hornim trojihelnikovém tvaru. Druhy de-
terminant rozlozime podle posledniho sloupce

D,=x(a; —x)(ag —x)...(an-1 — ) + (an, — ) Dp_1
To je rekurentni vztah. Po dosazeni analogického vyrazu pro D, _1
D, =xz(a1 —x)(ag—x)...(ap_1 —x) +
+z(ag —x)(ag —x)...(ap—2 —z) (@, — )+

+Dpo(an-1—2)(an, —x) .

Opakujme toto (n — 2)-krat, a jelikoz D1 = a1 = = + (a1 — ),
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dostaneme:
D, = z(a; —x)(az —x)...(ap_1 —x) +
+x(ar—x)...(ap—2 —x) (@, —x) +
+ ... +z(ag—2a)...(a, — )+

+ (a1 —x)(ag —x)...(an — x),

coz odpovida vysledku ptikladu 2.
Piiklad 6. Mame spocitat determinant n-tého fadu

530...0
253 0
p_l025 0

000...5
Reseni: Rozlozime D podle prvni fadky a druhy séitanec rozlozime
dle prvniho sloupce. Najdeme tak rekurentni vztah
D, =5D,,_1 —6D,_5.

Rovnice 22 — 5z + 6 = 0 m4 kofeny a = 2, 3 = 3, tedy oéekdvame
D,, = C12™ + (33" (rovnice 49). Konstanty Cy, Cy urc¢ime z rovnic
Dy =5, Dy =19 a dostaneme (srovnejte s piikladem 8.2)

Dn = C’loz" + Ogﬂn = 3n+1 - 2n+1 .

Vyjadieni determinantu jako sumy determinantt
s vyuzitim linearity

Nékteré determinanty lze lehce spocitat tak, ze je rozlozime na soucet
determinantu téhoz fadu podle véty

a1 + b11 aig ... ai; aig ... b11 aig ...
as1 +bay asz ... as1 asy ... bo1 ass ...
an1 +bn1 Gno ... apl Ap2 - .. b1 Gno ...
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Ptiklad 7.
a1+b1 a1+b2 a1+bn

as + by as + by as + by,

an +by a, +ba ... a, +0b,

Reseni: Tento determinant lze vzhledem k prvnimu fadku rozlozit
na dva determinanty, kazdy z nich vzhledem k druhé fadce lze opét
rozlozit na dva atd. Kdyz dojdeme k posledni fadce, dostaneme cel-

kem 2™ determinantti. Kazdy z nich lze popsat n-tici (z1,...,z,),
kde kazdé éislo je bud nula nebo jednicka, z; = 0, resp. z; = 1
znamend, ze i—ty radek je a;,...,a;, resp. by, ..., b,.

Dva tadky prvniho typu jsou ale imérné a fadky druhého typu
jsou si piimo rovny. Pii n > 2 kazdy ziskany determinant obsahuje
alespon dva fadky alespon jednoho typu, a je tedy nulovy. Tedy

b1 be
az Qg

ay aj

Di=a1+b1, Dy = by by

, Dp=0,n>2.

Pricteni konstanty ke vSem prvkiim matice

Tento postup se pouziva v téch ptipadech, kdy po pri¢teni stejného
¢isla ke vSem prvkum matice dostaneme determinant, ktery lze
spo¢itat a u néhoz lze pohodlné urcit algebraické doplriky vSech
prvku. Metoda je zalozena na vlastnosti, ze pokud ke vSem prvkum
A pricteme stejné ¢islo x, pak se det A zvétsi o z—krat soucet algeb-
raickych doplitkt v8ech prvka matice A.

Podivejme se na

aiq ... Ain a1 +x ... ap+
D=| i 1| D=| .
Apl «-- Gpn ap1+x ... Gppn +
Rozlozime D’ na dva determinanty vzhledem k prvni fadce, kazdy
z nich na dva determinanty vzhledem k druhé fadce a pokracujeme,

az dostaneme D pomoci souctu 2" determinantu (podobné jako
u pitkladu 7). Ty z nich, které obsahuji vice nez jednu fddku prvka
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rovnych z, jsou rovny nule. Slozky obsahujici jednu taddku prvku
rovnych x rozlozime podle této fadky. Dostaneme

D'=D+zx Z Aij,
ii=1

kde A;; je determinant matice A bez i~tého fddku a j—tého sloupce
ndsobeny znaménkem (—1)*7, coZ jsme chtéli dokdzat. Vypocet D’
tedy vede k vypoctu D a sumy jeho algebraickych dopliiku.

Priklad 8. Vypoctéte determinant D,, z piikladu 2.

Reseni: Odec¢teme od vSech prvku &islo z a dostaneme determinant
diagonélni matice

a; — & 0 0
0 ay—=x

o

D =
0 0O ...ap—=x
Algebraické dopliiky prvku D’, které nelezi na hlavni diagonéle jsou

rovny nule. Pro prvek na diagonale je algebraicky doplnék roven
soucinu vsech zbylych prvku na diagondle. Proto

D, = (ay f:z:)...(anfas)JrzZH(aj — 1),
i=1 j#i
coz je stejny vysledek jako v piikladu 2.

8.1 Obycejné determinanty s cisly
Ukol: Spocitejte determinant

= Ot W N
|

© © 3w

— DN =

DN~ = N

Zjistéte, jaka metoda je pro vas nejpohodInéjsi.

ResSeni:
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1. Zkusime nejprve rozvoj podle prvniho fadku.

7 -1 4 -3 —14
D=2-(-D)"'-9 27|+ (=5 (- 5 27|+
-9 12 4 12
-3 74 -3 7 -1
F1- (=) 5 —9 7| +2- (-] 5 -9 2|=
4 -9 2 4 -9 1
=2-60—5-21+1-(—45) + (-2)-3 = —36.

Museli jsme tedy vypocitat ¢tyii determinanty 3 x 3.

2. Vétsinou si muzeme uSetiit dost prace, pokud nejprve po-
moci fadkovych tiprav vynulujeme jeden sloupec ¢i fadek. Radkovou
tUpravou nyni myslime to, ze k libovolnému rfadku muzeme pricist
linedrni kombinaci ostatnich radku. Pii takové tpravé se determi-
nant nezméni. Muzeme také libovolny fadek vynésobit ¢islem A, ale
pak se determinant zméni A-krat (je tudiz vhodné zadat X # 0).

V nasSem piipadé ndm da nejméné prace vynulovat tieti sloupec.
Provedeme tdpravy (2)+(1) — (2), (3)—2-(1) — (3), (4)— (1) — (4)
a rozvineme D podle tfetiho sloupce

D= =(-D*.101 13
1 103 5 40
2 -400

Jelikoz jsme ted’ uz zpohodlnéli a ob4avame se, Ze i pii vypoétu deter-
minantu 3 x 3 udéldme chybu, provedeme jesté ipravu (1) —2-(2) —
(1). Tim dosdhla ndmaha potiebnd pro vypocet naprostého minima

D =

N = W
>~ = O
S w o

o W

_i ’:—3-(04—12):—36.

3. Pro milovniky Gaussovy eliminace existuje jesté dalsi moznost.
Pomoci fadkovych dprav uvedenych v bodé 2 mizeme matici za zna-
kem determinantu pievést na horni trojihelnikovy tvar. Determinant
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je pak roven soucinu ¢isel na diagonéle.

2-(2)+3-(1)—(2)

2:(3)=-5:(1)—(3) (3)+7-(2)—(3)

2 -5 12 2 -5 1 2 .
5 -9 27 B 2 210 7-1 4 h
4 -9 12 0 1-1-2
2-51 2
110 -11 14
“4l0 06 102|= 70
0 00 12
*KV

8.2 Determinant s feckymi pismeny

Ukol: Pro a, B € C, a # B spoctéte determinant fadu n

a+p83 af 0o ... O

1 a+06 af ... 0

D, = 0 1 a+p... 0
0 0 0 ... a+p

Reseni: Z rozvoje determinantu podle prvniho sloupce plyne re-
kurentni relace

Dn = (Oé + ﬁ)anl - a/@Dn72 .
Napiseme-li si vysledek pro nékolik prvnich n,

Dy =a+p
Dy = o®> +aB+ 3?
Dy = o’ +a’f+af + 57,
snadno uhodneme vysledek
Dn _ an—i—l _ ﬂn—i—l 7
a—p
ktery dokazeme indukeci. *TB
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8.3 Vandermonduv determinant

Ukol: Spoctéte Vandermondiiv determinant

1 11 .---1
To 1 X2 -+ Tp
2,2 .2 2
Lo X1 Ty = Ty
n n n n
xy b xy - ]

Vystraha: x* zde znaci exponent, nikoliv horni index.

Reseni: Tento determinant jsme jiz velmi rychle spocitali ve 4.
piikladu v dvodu této kapitoly. Nyni jej spocitdme znovu ,,stan-
dardni” metodou.

K vypoctu je bezpodmineéné nutna znalost vzorce pro rozdil n-
tych mocnin.

a" —b"=(a—0b)(a" ' +a" b+ a" b+ ab" 2 b Y)
Komentare k pouzitym tpravam:
1. prvni sloupec ode¢teme od vSech ostatnich
2. vyskrtneme prvnf sloupec a fddek (rozvoj determinantu)
3. pouzijeme vzorec pro rozdil n-tych mocnin

4. z prvniho sloupce vytkneme z; — xg, z druhého x5 — xg, atd.,
az z posledniho z,, — xg

5. od druhého fadku odecteme xzg-nasobek prvniho Fadku, od
tiettho faddku odecteme 22-ndsobek prvniho fadku, atd.

6. od tfetiho fadku odetteme xg-nasobek druhého radku, od
¢tvrtého Fadku odecteme z3-ndsobek druhého Fadku, atd.

7. postupné vySe uvedenym zpusobem ,,vy¢istime” cely determi-
nant

8. dostali jsme opét Vandermonduv determinant, ale o stuper
mensi, cely postup znouvu zopakujeme
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(z1 — 20) (22 + 2120 + 23)

(z1

@)

1 1 1 1 0

To T1 T To T1 — To

2 .2 2| (1 2 .2 2

Ty X1 -0 Ty @ Ty T — Ty

n n n n n

Lo T Ly Lo 1 — Xg
r1 — o

(5131 — l‘o)(l’l + $0)

— o) (zy

*1+...+3370L*1)
1
x1 + Zo

n
ZC% + 120 + x%

[Tz —0)

i=1 : -
x?_l_l’_._i'_xg’_l .
1
T
2
X xr1x
(z; — xo) 1+ T1%o
—1 —2
1-;7‘ +...+x1x8‘ “e
1
T
2
X
(zi — o) 1
n—1 2,.n—3
o S n R oS
1 1
n T T2
(7) 2 2
= H(l‘l — xo) ‘rl 1:2
i=1 : .
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0

Tp — X0
2 2 2),(3
22 — a3 | (2u®)
n n
Ly — Lo
Ty — X

(xn, — x0) (T + 20)

1
Tn + Zo
:E%L + Tpxo + Jc%

n—1 n—1
:I;n +...+x0

1

Tn
x2+x X
n n40

2
1
Ln
zy
n—1 2, .n—3
Ty + +xn‘r0
1
T
a; | ®
xﬁ_l

(T — 20) (22 + zpw0 + 23)

(#n — xo)(2p 4 2
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8.4 Vypocet cirkulantu vyuzitim znalosti spektra

Ukol: Vypoctéte determinant cyklické matice (cirkulantu)

Cop C1 C2 - Ch—1 Cp
Cp Co C1 " Cp—2 Cp—1
Cpn—1 Cp Co *** Cpn—3 Cp—2
det C' = det
C2 C3 C4 -+ Cp C1
Ci C2C3 - Cp €o

Reseni: Budeme se zajimat o determinant sou¢inu matice C's Van-
dermondovou matici V' (viz piiklad 8.3). Prvky z,, (m = 0,...,n)
v matici V zvolime tak, ze m-ty prvek bude m-tym feSenim rovnice

2"t = 1. Bude tedy z,, = €, = exp 3:11 m, kde i je imaginarni
jednotka a m =0,...,n.
1 1 1 - 1 1
€0 €1 €2 -t En—-1 En
2 2 2 2 2
€ €1 & & &y
V=
n—1 _n—1 _n—1 n—1 _n—1
€o &1 &2 1t Epn Ep
n n n n n
€0 &1 &2 "t Ep_1 Ep

Zakladnim pozorovanim, které povede k vyreseni ulohy je prekvapiva

rovnost
n+1 __ 1

8:7;1877L =&n =1, (51)
coz plati pro kazdé m. Déale budeme chtit pouzit

detCV =detCdet V.
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Soucin matic na levé strané muzeme vypocitat piimo (vypisujeme
pouze prvni sloupec)

1
co+ 160 + 288 + -+ Cpo1y "+ Cnel
21
Cn + CoE0 + C1E5 4+ + Cr_2ey T+ 1€l
—1
Cn—1+ Cngo +Cogd + -+ el +cn1El -

—1
c1 + c2e0 + 6363 —+ -+ CnEg + 0058

Uzijeme vztah 51, oznacime f(x) = co+cix+coz?+- - +cp 12" 1+
cpx™ a dostaneme

fleo)l f(e)l --- flen)l
fleo)eo fler)er -+ flen)en
detCV = f(50)5(2) f(gl)[f% f(gn)gg

Fleo)eh FEeD)et - Flen)el

To nenf nic jiného nez det V [[ _, f(em), z kazdého sloupce vy-
tykdme f(g;). Préve ziskany vysledek ma byt ovSem také roven
det C' det V, takze

det C'det V = ] f(em)detV

m=0
Determinant Vandermondovy matice, kterd mé rtzné prvky, je ne-

nulovy, a proto jim muze celou rovnost zkratit

n

detC’:ﬁf(Em), f(x):chxk, Em = €xp

,=0 k=0

*VP

8.5 Zobecnéna Hilbertova matice

Ukol: Spoctéte determinant a inverzni matici k

! Bl=1

By —
Ck—’—dl’ ) ) )
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Volba ¢,, = n, d,, = n — 1 vede k Hilbertové matici.

Reseni: Nejprve budeme hledat inverzni matici. Vypocitame minor
BY. Vynulujme j-ty sloupec véech fadkt matice B tim, Ze odedteme
prislusny nésobek i-tého Ffadku, ktery jediny zustava nezménén. Tuto
operaci muzeme napsat pro element By, k # i jako

1 1 Ci+dj 1 . 1 (Ckcidldj)

R _ -
cp+dp cp+dp cpt+djci+d cp+dp \ep+djc+d

Spoc¢téme determinant By, rozvinutim pravé odvozené ekvivalentni
matice podle j-tého sloupce. Z linearity determinantu plyne, ze

z kazdého Ffddku mizeme vytknout & +§L a z kazdého sloupce ‘jl _;CIJ :

zbude matice B, kterd je totoznd s B s vyskrtnutym i-tym fadkem
a j-tym sloupcem. Dostaneme tak

(—1)i+j Cr — C; dl —dj ..
det B = ——— det BY. 52
¢ ci-‘rdj Igck+dj Hdl—kci ¢ ( )

B vystupuje také v definici inverznf matice (viz také pifklad 6.5)

det B¥

B = (—1)" .
( )]71 ( ) detB

Uzitim (52) tedy dostaneme pro inverzn{ matici pfedpis

_ cr +d; dH-Cz
(B™)ji = (ci + dy) H k—cH
ki v

Vsimnéme si, ze det B je roven determinantu matice B, z niz jsme
vynechali i—ty ddek a i—ty sloupec. Vzorec (52) je pak rekurentnim
vztahem pro det B. Jeho n-nasobnou aplikaci dostaneme

[T(ei = e di - di)

—cidy—d; i<k
det B = Ck (& i
e l;Icz—f—d Hck+d di + ¢ H(Ci+dk)
ik

*BK
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8.6 Rezultant

Ukol: Rezultantem dvou polynomi f(z) = Y0 aiz’, g(x) =
>-objal, jejichz kofeny oznac¢me «, resp. [3;, se nazyvé vyraz

R(£.9) = azb [ TT (i = 8) = a3 [ [ o(e) =

i=1j=1

S
= (=" us [ £(3) = ()™ R(g. ).
j=1
Tedy rezultant je nulovy, pravé kdyz maji polynomy f a g spolecny
koren. Dokazte, ze rezultant Ize vyjadrit ve formé determinantu ma-
tice radu n + s, ktera ma tvar

ap Gp—1 -+ 41 agp ©

le) Apn QAp_1 " a1 ag ---

O e (o] a a _ e a a
D= n Un—1 1 0 ,

bs b571 ce bl bO O -+ O

o bs b871 A bl bO ... 0

o .- Ie) bs b571 A bl bO

kde ,,a-série” radku ¢itd s ¢lenu a ,,b-série” n ¢lenu. Pri ditkazu vam
moznd pomiize souc¢in matic DM, kde M je Vandermondova matice
ze vSech korentl obou polynomi

A et e
1 ﬁg - ﬁgH-S a71’b+8 . Oéz+s 2
M = : : . : : . :
R ¢ < S
B B2 o Bs ap e ag
1 1 . 1 1 . 1

Reseni: Determinant matice M je, jak zndmo (viz pitklad 8.3), ro-
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ven

det M = H(ﬂi - B5) H H(ﬂj - ;) H(ai - o) =
i<j Jj=li=1 1<y

=a,*b;"R(g, )V(f)V(9).

Zde jsme oznacili V(f) a V(g) Vandermondovy determinanty slozené
z kofentu pouze polynomu f resp. g. Chceme vyuzit toho, ze deter-
minant soucinu je sou¢inem determinanti, potiebujeme tedy védét,
ze DM je

STUFB) e BETUF(Bs) o °
FE2f(B) - BT2(Bs) o °
Bf(B) - BB o o
f@B) - F(B) ° ©
° . o a?_lg(al) : Olzilg(an)
1o . o Og’il_2g(011) s (XZ_QQ(Oén)
c.> alg.(Oq) ang.(an)
o glaq) T g(an)

Determinant blokové diagonalni matice je roven soucinu determi-
nantu bloku a navic lze z kazdého sloupce vytknout f(5;) ¢i f(«;),
takze

n

[T o()

i=1

den(oM) = [T 73 | Vo) V(f) =

=b;"R(g, )V (9)a,*R(f, )V (f).

Kdyz toto srovname s vyjadienim determinantu M, vidime, ze
opravdu det D = R(f, g).

Poznamenejme, ze rezultantu je mozné uzit k detekci vice-
nédsobnych kofenu, a to v podobé R(f, f'). *DS
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8.7 Poloha bodu vuéi nadroviné

Ukol: Necht x',...,x",y € R", X = (zi,...,21) jsou (navzdjem
ruzné) body v obecné poloze. Urcete, jak souvisi znaménko deter-
minantu nasledujici matice s polohou bodu y vzhledem k nadroviné

uréené body x',..., x" (obrdzek 14)
Y1 Yn 1

Reseni: Nejprve si povsimneé-
me, ze determinant ze zadani
ptikladu je pravé tehdy nu-
lovy, kdyz dany bod y lezi
v nadroviné definované body
xt, ... X" (oznaéme ji ). r

Tento determinant vymiz{ 0
??tlz prave teh.dy,,povkuc/l JSOU " Obrdzek 14: Nadrovina v R3 (tedy
tfadky matice linedrné zavislé, . P 1

oY o N rovina) definovana body x', x?,
coz je pravé tehdy, kdyz lze . . ..

L o B ~ x>. Algebraicky je tato mnozina

posledni fadek vyjadiit jako li- . AP . .

o AN popsana linearnimi kombinacemi
nearni kombinaci fadki ostat- 53
nich (prvnich n fadka je li- '
nedrné nezavislych, nebot body x!,...,x" jsou dle zadani piikladu
v obecné poloze). Determinant je nulovy tedy pravé tehdy, pokud
existuji koeficienty a; (1 < i < n) takové, ze plati y = > 1" | a;x" a
zdroven 1 = """ | a;, coz je pravé tehdy, kdyz y je afinni kombinact
bodi x!, ..., x", neboli pravé tehdy, kdyz y lezi v nadroviné p. Toto
tvrzeni se opira o skutecnost, ze libovolny bod nadroviny lze zapsat
jako

X+ b =X, by, by €R. (53)

V této linedrni kombinaci je soucet vsech koeficientu pravée 1 +
> bi — >, bi = 1. Mnozina definovana vztahem 53 se nazyvé afinni
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prostor (dimenze n — 1). Pokud tato mnozina neobsahuje nulovy
vektor, meni to vektorovy prostor (to je napifklad kdyz x' /0 a
xt ¢ L({:3,...,x"})).

Nyni si rozmyslime, ze pro vSechny body ve stejném otevieném
poloprostoru urc¢eném nadrovinou p je determinant ze zadéni pfi-
kladu nenulovy a mé stejné znaménko. Zvolme libovolny bod y°
nelezici v p a necht v je libovolny vektor z R™. Nechf je funkce
f () definovéna nésledovné:

f(A) = det : : :
7 . z, 1

)+ Avr s yd 4+ Ay, 1

Ztejmé f(0) je hodnota diskutovaného determinantu v bodé y°; roz-
vojem determinantu dle posledniho fadku snadno nahlédneme, Ze
funkce f je linedrni funkef v proménné A. Necht je nyni y libovolny
bod v R™ nelezici v pu a necht v = y—)°. Pokud y a y, lezf ve stejném
otevieném poloprostoru uréeném nadrovinou p, potom f(0) a f(1)
maji stejné znaménko, jinak by totiz funkce f musela byt nulova pro
néjaké A € (0, 1), potom by ale bod y° + Av byl bodem nadroviny u,
a tedy by body y° a y = y° + v by lezely v rtiznych otevienych po-
loprostorech uréenych nadrovinou . Pokud naopak body y a y° lezi
v ruznych otevienych poloprostorech uréenych nadrovinou y, potom
existuje A € (0, 1) takové, ze bod y° + Av lezi v nadroviné p, a tedy
f(A) = 0. Potom ale z linearity funkce f plyne, ze hodnoty f(0) a
(1) maji ruzné znaménko.

Nase tvahy lze tedy shrnout nasledovné: Determinant ze zadani
prikladu je nulovy praveé tehdy, kdyz y lezi v nadroviné uréené body
x', ..., x". Navic pro viechny body lezici ve stejném otevieném po-
loprostoru uréeném touto nadrovinou ma stejné znaménko. *DK

8.8 Cauchy—Binetova véta

Ukol: Nechf A a B jsou matice typu n X m prom > n a Ay, resp.
By, pro I C {1,...,m} je matice vznikld z A, resp. B, pokud v ni
ponechame pouze sloupce s indexy z mnoziny I. Dokazte, ze potom
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plati
det(AB") = > det(ABf). (54)

ResSeni: Rozepsanim definice determinantu a sou¢inu matic okam-
zité zjistime, ze leva strana dokazované rovnosti je rovna:

det ABT ngnﬂH AB )i,x(4)

n m

_nganZAmB Zbgnw Z HAszw(z

i=1k;=1 ki,....,kn=11=1

Zjednodusme si zépis tim, ze v prostfedni sumé budeme séitat pres
viechny funkce f : {1,...,n} — {1,...,m} (rozmyslete si tento
krok)

det( ABT ngnﬂZHAl 7@ Br),r) =

f =1

= > senm [ [ Ai sy Briy.sii -
f T =1

Ukézeme, ze pokud funkce f neni prostd, pak je pfislusny scéitanec
ve vySe uvedené sumé nulovy. Necht tedy f(i1) = f(i2) pro iy #
ip a nechf permutace 7' je 7 pozménéna pouze pro i; a ig tak,
ze 7 (i1) d m(iz) a 7' (ia) d m(i1). Protoze s¢itdme pies vSechny
permutace, muzeme kazdou permutaci 7 nahradit ji odpovidajici 7/,
na vsechny se dostane®3.

> senw [ [ AvsoyBrayry = 2 senw [ [ Aisy Briirriy =
T =1 e =1
= —senn [[ Ai s Brriiy.riy = — _senm [ [ Ai s Briiy.riiy
T =1 s =1

43Toto je typicky piiklad s&itédni pres koneénou grupu. Plati totiz G =
{a1,...,an} = {ba,...,ban}, kde b je libovolny prvek grupy G.
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V poslednim kroku jsme pouzili zaménitelnost {[7(i1), f(i1)], [7(i2),

fG)]} = {[7'(i2), f(i2)], [7'(i1), f(i1)]}, kterd se opird o f(i1) =

f(i2). Porovnédnim levé a pravé strany ihned zjistime, ze musi platit

> senw [ [ A s By = 0,
T =1

samoziejmé pouze pokud f neni prosta.

Muzeme tedy predpokladat, ze vsechny funkce f : {1,...,n} —
{1,...,m}, pres které se s¢itd, jsou prosté, a tedy rozepsat pravou
stranu nasledovné:

det(ABT) = Y S D senw [[Aisy Bronsin -
T =1

Hi=n f({l,-~{n}):1

Nyni jiz zbyva jen zaménit sumy a znovu si pfipomenout definici
souc¢inu matic

det(ABT) = > Nosenr > [[AuroBrayso) =
, T =1

I1C{1,...,m} f =
Hi=n f{1,nh)=1
n
= Z Z sgn H(AIBIT)Z-,W(Z-) = Z det(A;BY).
et my i=1 et T

Vztah 54, ktery jsme pravé dokézali, ma péknou geometrickou inter-
pretaci. Pokud polozime B = A a fadky matice A chiapeme jako n
vektorti z R™, m > n, pak det(AAT) je kvadrat n-rozmérného ob-
jemu rovnobéznosténu P definovaného témito vektory. Toto tvrzeni
je trividlni pro n = m (pak je det(AAT) = (det A)?), pro n < m na
néj lze narazit pii integraci pies n—dimenzionalni plochu v R™ (AAT
je Grammova matice).

Determinanty na pravé strané (54) souvisi podobné s orto-
gondlnimi pruméty P do Vi = L({e;, i € I}), kde ¢; je vektor ze
samych nul a s jednickou na i—tém misté (to jsou pak m-rozmérné
rovnobéznostény v m-rozmérném prostoru). Takové promitdni se
déla jednoduse tak, ze z promitaného vektoru vynechame vSechny
soutadnice, jejichz index neni v I.
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Napiiklad pro m = 3 a n = 2 ikd (54), ze kvadrat plochy
kosoctverce K definovaného vektory vi,vo € R? je roven souétu
kvadrati ploch kosoctvercu, které vzniknou prumétem K do rovin
129 (Vig v terminologii predchoziho odstavee), zoxs (Vasz) a x123
(Vlg).

Rovnici (54) muzeme také chdpat jako jisté zobecnéni Py-
thagorovy véty, nebot pro m = 2 a n = 1 davd tato rovnice zndmé
tvrzeni |v|? = v} + v3. *DK
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9 NasSe prvni vlastni cisla

9.1 Fibonacciho posloupnost

Ukol: Naleznéte explicitni vzorec pro n-ty ¢len Fibonacciho posloup-
nosti, ktera je definovand pocateénimi podminkami a1 = as = 1 a
rekurzivnim predpisem an11 = ap+a,—1 (tedy 1,1,2,3,5,8,13,...).
Spoctéte limitu podilu a,/a,—1 pro n — oo. Ndvod: najdéte zobra-
zeni f:R? — R?, f(an_1,an) = (an,ans1) a diagonalizujte jej.

Poznémka: Ulohu také lze vyfesit, aniz bychom zminili pojem
,,diagonalizace zobrazeni”. V uvodu ke kapitole 8 jsme odvodili
vztah 49, ktery lze pouzit pro libovolnou posloupnost definovanou
linedrnim rekurentnim vztahem D,, = pD,,_1 +¢D,,_s. Metoda, kte-
rou pouzijeme nyni, je pocetné stejné pracnd jako odvozeni v kapi-
tole 8. Jeji vyhodou je ale systemati¢nost a to, ze pouziva standardni
nastroj linearni algebry, vlastni ¢isla.

ResSeni: Diky linearité predpisu a,4+1 = ay, + an—1 lze posloupnost
popsat pomoci linedrniho zobrazeni

. Ap—1 Gnp _ Gp—1 _ ol
()= () =) =)
Matici A nyni zdiagonalizujeme; ze to pujde, zaruCuje jeji symetrie.

Charakteristickou rovnici 0 = det(A—X ) = A2 —X—1 fes{ vlastni

¢isla
_1+45
==
Vlastn{ vektory vy, které spliuji rovnici (A — A )ve = 0, maji (az
na libovolny nasobek) tvar

e <A1+> S <A1_> '

a tyto vektory je tfeba zapsat jako sloupce matice C' do formule
diagonalizace A = CDC~1.

()-Go) ) () @
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Inverzni matici C~! rozméru 2 x 2 jsme spocetli jako ostiflen{ pionyii
z hlavy podle Cihdkova vzorce:

ab\ 1 d —b
cd Cad—bc\ —c¢ a

Matici A", prifazujici (ag,a;)? vektor (an,ans1)?, ziskdme z (55)

lehce:
o1\" (1 1 A" o —A- 1\ 1
11) “\ A A J o A AN —1) 5

Jedno maticové nasobeni ndm dava

Ay AT AL AT 1) 5

a jelikoz ag = as —a; = 0 a a; = 1, vysledek a,, Ize odecist na pozici
12 — zajimé nds horni slozka vektoru (a,,a,41)?7 = A™(ag,a;)” =
A"(0,1)T a vidime a,, = (A")12a;.
Prvek matice (56) v pravém hornim rohu je
1
V5

Vsimnéte si, ze pro velkd n 1ze zanedbat druhy ¢len, a tudiz pomér
an/an—1 se asymptoticky blizi pravé k vlastnimu ¢islu Ay = 1,618,
jak jsme mohli ocekdvat od chvile, kdy jsme spocitali vlastni ¢isla.
Ptéate se proc¢? Nasobit néjaky vektor v matici A znamena zapsat jej

jako avy + Bv_ a prvni slozku nésobit Ay a druhou A_

Qn

(AT —A™). (57)

Alavy + Bvo) = Apavy + A_Ov_.

Takto tedy vypadé diagonalizované zobrazeni** A. P¥i ndsobeni vek-
toru maticf A™ zaménime Ay za A%} a vidime, ze ve vysledku bude
dominovat slozka piislusnd nejvétsimu vlastnimu éislu (srovnejte
s prikladem 14.1). Exaktné zapséno A"(a1,a0)” = N} (a1,a0)” +
o(\?) - (1,1)T, a tudiz any1/a, = NTH /AT +0(1) = Ay + o(1).
Uvedenému poméru se iika zlaty rez, je to zaroven pomér stran
obdélnika, z néhoz po odfiznuti ¢tverce zbude obdélnik pivodnimu
podobny, coz Fibonacciho posloupnost napodobuje. *LM

4Veta o spektrdlnim rozkladu nam zaruéuje, ze takovou diagonalizaci lze
provést pro libovolny hermitovsky operator (A1L = A; staci dokonce pouze, aby
byl operator norméalni, AAT = AT A).
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9.2 Gershgorinova véta

Ukol: Necht A je matice typu n x n. Necht K; je kruh v komplexni
roviné se stfedem v bodé A;; a polomeérur; =37, [Aij|. Necht K =
\U; K. Dokazte, ze vSechna vlastni ¢isla matice A lezi v mnoziné K
(Gershgorinova véta). Mnozina K se nazyva Gershgorinova mnozina
a K; se nazyvaji Gershgorinovy kruhy.

Pomoci této véty dokazte nasledujici dvé tvrzeni

1. Necht A je ostie diagondlné dominantni matice, tedy

J#i

Potom je A regularni.

2. Hermitovskd (AT = A) diagondlné dominantni (neostrs ne-
rovnost v definici 58) matice s kladnymi prvky na diagondle
je pozitivné semidefinitni. Pokud je matice dokonce ostie dia-
gonalné dominantni, potom je pozitivné definitni.

Reseni: Nechf v je libovolny vlastni vektor matice A piislusny
k vlastnfmu &fslu A. Necht je jeho k-t4 slozka nejvétsi (v absolutni
hodnoté). Z definice nasobeni matic ihned plyne: Ary = >, Apir;.
Tedy plati:
(A= Apr)or = D Agiv;
ik

> Awivi
ik

A= Aggllve] < 3 [Agil|vil

i£k
IA = Agkllve| < > [Agillvkl
A — Akl

A — Aggl|ve| =

A

IN

i#k

> | Akl

i#k

Tedy X € K, a tedy vSechna vlastni ¢isla matice A lezi v Gershgori-
nové mnozineé.

IN

1. Pokud je matice A ostfe diagonalné dominantni, potom zadny

jeji Gershgorinuv kruh neobsahuje nulu. Vlastni &isla jsou tedy
nenulova a matice A je regularni.

162



2. Hermitovské matice maji pouze realnd vlastni ¢isla. Pokud je
takovd matice diagondlné dominantni (resp. ostie diagonalné
dominantn{) a na diagonédle ma kladn4 éisla, potom jeji Ger-
shgorinova mnozina obsahuje pouze nezéporna (resp. kladnd)
realnd cisla. Takova matice je tedy pozitivné semidefinitni
(resp. definitni).

*DK

9.3 Vlastni ¢isla jedné obycejné matice

Ukol: J je matice typu n xn se samymi jednickami (Jij = 1). Urcete
vlastni ¢isla a vlastni vektory matice x. + yJ, kde x,y € R. Urcete
determinant této matice.

Reseni: Libovolny nenulovy vektor je vlastnim vektorem matice

a piislusnym vlastnim ¢islem je jednicka. Matice . ma& tedy jediny
vlastni podprostor a tim je cely prostor. Matice J méa jednonasobné
vlastni ¢islo n (pfislusné vlastnf vektory jsou tvaru (o, ..., a), a # 0)
a (n — 1)-ndsobné vlastni ¢islo 0 (pfislusné vlastni vektory jsou
v8echny vektory, jejichz slozky se séitaji na nulu). Protoze, vlastni
podprostory matice J jsou podprostory (jediného) vlastniho pod-
prostoru matice . , muzeme shrnout:

e Pro y = 0 ma matice n-nasobné vlastni ¢islo x a piislusné
vlastni vektory jsou v8echny nenulové vektory.

e Pro y # 0 méd matice jednondsobné vlastni &islo = + ny,
prislusné vlastni vektory jsou vSechny nenulové vektory tvaru

(a,...,a), a dile (n — 1)-ndsobné vlastni ¢islo =, piislusné
vlastni vektory jsou vSechny vektory, jejichz slozky se scitaji
na nulu.

Determinant matice je sou¢in vlastnich éfsel, tedy "~ *(z + ny).
Srovnejte s piikladem 2 v dvodu kapitoly 8. Vsimnéte si také, ze
soucet vlastnich ¢isel je n(xz + y), tedy roven stopé matice, jak m4
byt. «DK
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9.4 Vlastni ¢isla pro zacatecniky
Ukol: Je ddna matice A:

A:

= Oy Ot

s W
Tt N

a) Urcete spektrum A (naleznéte vlastni ¢isla A).
b) Naleznéte vlastni vektory A.

¢) Urcete Jordanuv kanonicky tvar J4 matice A a matici Q tak,
aby platilo A = QJAQ™'.

Reseni:
a) Spektrum matice A, znaceno o(A), je mnozina kofenu charakte-

ristického polynomu y(A) = det(A—\ ). Tento polynom lze spocitat
bud’ pf¥imo, nebo pomoci lemmatu (srovnejte s piikladem 9.10)

X(\) = =A%+ TrA- A% — (A + Ay + A3) - A+ det A,

A; je determinant matice vzniklé z A vypusténim i-tého Fadku a
i-tého sloupce. Takto dostavame

XA) ==X+ 6\ 1IN+ 6=—-(A—1)(A—-2)(A—3),

tedy o(A) = {1,2,3}. Pti hleddni kofenu x()\) jsme nejprve zkusmo
nalezli A = 1 a pak jsme vydélili x(\)/(A — 1) = =A% + 5\ — 6.

b,c) Protoze jsou vSechna vlastni ¢isla jednondsobnd, je matice A
diagonalizovatelnd. Matice @ pak bude mit jako sloupce vlastni vek-
tory prislusné jednotlivym vlastnim éislum.

Pokud je v vlastnim vektorem A piisluejicim vlastnimu ¢islu A,
znamend to (A — A )v = 0. Pro nase tfi vlastni ¢isla to pfedstavuje
tfi soustavy dvou rovnic pro tii nezndmé (jednu slozku vzdy volime,
vlastni vektor 1ze vzdy nésobit libovolnym ¢islem). Resenfm postup-
né dostaneme vlastni vektory A, naptiklad

1 1 3
A=1:vi=12],2A=2: vuw=|1],A=3: v3=11
1 0 1
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Nalezli jsme tedy

9.5

100 111

Ja=[1020]|, Q=212

003 102

*PK
Vlastni ¢isla matice 4 x 4
Ukol: Je déna matice A:

-2 5 —10 15
06 0 2
A= 0 2 8 -2
0 2 0 6

Urcete charakteristicky polynom x(\) a spektrum (mnozinu vlast-
nich ¢isel) o(A) matice A.

a) Vyjdéte piimo z definice x(\).

b)

Vyuzijte vzorce (pro matice 4 x 4)

X(A) = A =23 Tr A+

+A2 (Ao + A1z +Ara+ Ao+ Asa + Aga)—

A (A1 + As+ A+ Ay) + det A
(59)
A; ; je determinant matice typu 2 x 2 vzniklé z A vypusténim
dvou sloupcti a stejnych dvou radkii (i-ty a j-ty sloupec, i-ty a
j-ty rddek). Ay je determinant matice typu (3 X 3) vytvorené
z A vypusténim sloupce a stejného radku (i-ty sloupec a i-ty

fadek). Srovnejte s prikladem 9.10.

Prohazovanim f4dkii a sloupcii v determinantu preved'te ma-
tici A— X na blokové horni trojihelnikovou matici a pouZijte
lemmatu

XY

det(A—/\.)—det<0 7

) =det X det 7,

v némz X, Z jsou obecné libovolné ctvercové matice, jejichz
dimenze davaji dohromady dimenzi A. V nasem pripadé to
budou matice 2 x 2 a 2 X 2.
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Reseni:
a) x(A\) =det(A—X ), determinant snadno spocteme rozvojem po-

dle prvniho sloupce (pouze jeden nenulovy ¢len) a pomoci Sarrusova
pravidla:

-2—-X 5 =10 15
0 6-X 0 2
0 2 8-\ -2
0 2 0 6-—2X

6-1 0 2
=—(A+2)| 2 8-x -2 |=
2 0 6-\

=—24+N[6-X) (8=X)-(6—X)—32+4)] =
=—(2+A)[-A*+20- A% — 128 - \ + 256]

Pii rozkladu polynomu v hranatych zévorkach® (ozn. Q(\)) mizeme
vyuzit véty o raciondlnich korenech polynomu s celociselnymi koefi-
cienty:

Necht P(\) = >0 a; M. Je-li A = L, p.q € Z kofenem P(x), pak p
deéli ag a q déli a,,.

V naSem piipadé to znamend, ze pokud existuje A néjaky raciondlni
kofen Q(\), pak A € {£2,+4,...,£256}. Postupnym dosazovanim
zjistime, 7e A = 4 je kofenem Q()). Pak Q(\)/(A—4) = —A\2+16\ —
64 = —(\ — 8)2, a tedy

XA) = (A =8)2(A —4)(A+2), odkud ¢(A) = {-2,4,8}

b) Hodnoty A; ; (hlavnich minoru 2 x 2) jsou Aq 2 = 48, A; 3 = 32,
Arqa =48, Agzs = —12, Ay 4 = —16, A3 4 = —12. Hlavni minory
3 x 3 jsou Ay = 256, Ay = —96, A3 = —64, A4 = —96 a konecné
det A = —512. Dosadime do vzorce 59 a dostaneme charakteristicky
polynom

x(\) = A — 1803 4- 887 — 512,

o némz diky vété z bodu b) vime, zZe jeho raciondlni kofeny lezi
v {£2,+4,48,...,£256}. S jistou ddvkou vytrvalosti se dopracu-
jeme i tentokrat k o(A) = {—2,4,8}.

45Pokud jsme si ndhodou nevsimli, Ze lze z hranaté zavorky vytknout \ — 8.
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¢) Pokud prohodime druhy a tiet{ fddek a potom druhy a tfeti
sloupec v matici A — X , dostaneme pro x(X)

—2-X 5 -10 15 —2-X =10 5 15
0 2 8-X 2| | 0 8-X 2 2
10 6-X 0 2 | 0 0 6—X\ 2
0 2 0 6-—2\ 0 0 26—\

Nezapomnéli jsme pritom ménit znaménko za kazdé prohozeni. Toto
je blokové horni trojihelnikovy tvar, takze lze pouzit nase lemma:

—2—-)X —10 HG)\ 2

x(A)‘ 08—l 2 6_)\‘(2)\)(8>\)(}\212)\+32)

Kdyz rozlozime kvadraticky trojc¢len, dostaneme opét spravny vy-
sledek. Vsimnéte si, ze jsme maximalné zuzitkovali nuly v matici a
celé pocitani se ztencilo na determinant 2 x 2. *PK KV

9.6 Sinus matice

Ukol: Spocitejte
sin ( ) .

Reseni: Tento pifklad ilustruje, jak lze obecné poéitat funkci z ma-
tice. Jiny mozny postup je predveden v piikladu 9.8. Jedind znama
operace s maticemi je ndsoben{ (a s¢itani), proto se snazime funkei
rozvinout v mocninnou tadu, kde se vyskytuje pravé jen séitani a
nésobeni matic. Aby se ndm obecné mocniny dobie pocitaly, matici
diagonalizujeme.

Matici oznacime 3 A a budeme ji pomoci podobnostni trans-
formace diagonalizovat. Hleddme tedy matici C' takovou, aby bylo
C~'AC = D a D byla diagonalni matice. Vime totiz, ze plati A" =
(CDC—1H)" = CD"C~1, a tedy pokud sinus matice definujeme jako
mocninnou fadu, bude platit i sin A = sin(CDC~1) = C(sin D)C1,
kde sinus diagonalni matice znamend pouzit sinus na jednotlivé e-
lementy na diagondle (pfedstavte si sin D opét jako fadu; umocnit
diagondln{ matici znamend umocnit prvky na diagondle).

Nejprve urcéime vlastni ¢isla matice A pomoci rovnice det(A
A ) = 0. Resenfm kvadratické rovnice zjistime A; = 3, Ay =

INEINTE]
INIEFNE]

1.
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Protoze jsou tato ¢isla ruznd, vime, ze je diagonalizace mozna (neni
tieba hledat kapitolu o Jordanové tvaru matic). Cisla musela vyjit
realn4, nebotf matice A je symetrickd a redlna.

Déle uréime transformaéni matici C. Vztah A = CDC! #ik4,
7e matice C~! mus{ pfevddét z kanonické baze — {(1,0), (0,1)} —
do béze vlastnich vektoru vy, vo matice A. Nésobeni matici D pak
k4, ze pokud matici A ndsobime vektor v, nestane se nic jiného, nez
ze slozka v ve sméru v; se ndsobi A1 a slozka ve sméru v, se nésobi
Ao (spektrdlnd rozklad zobrazend). Jelikoz méame ale nyni vysledek
vyjadien v bézi {vq, va}, je tfeba se jesté vratit do bdze kanonické,
coz zai{dime ndsobenim matici C'.

Vlastni vektory matice A najdeme jako feSeni rovnic (A —
Ai )v; = 0. Ziskdme v; = (1,1) a vp = (1,—1) a podle pfedchoziho
odstavce je tfeba tyto vektory zapsat do sloupci matice C (srov-
nejte s pifklady 6.2,4.9). Jezto byla matice A symetrickd a redlnd a
jeji vlastni ¢isla ruznd, musely tyto vektory vyjit kolmé. Pokud vek-
tory navic normujeme na jednicku, dostaneme ortogondini matici M
a inverzni matice se k ni hledd obzvldst jednoduse®: M—1 = MT.
Plati |vi| = |va| = V2, tedy matice M = (1/y/2)C je ortogonalni a
matice (1/v/2)C7 je k nf inverzni.

Pro obecnou matici 2 x 2 lze ale inverzni matici najit snadno také
podle Cihdkova pravidla (pifklad 6.5): zaménit cleny na diagonale,
zménit znaménka u ¢lent mimo diagondlu a celé délit determinan-
tem. Obéma postupy dojdeme k podobnostni transformaci:

(12)=2( ) G1) (o)

Sinus puvodni matice pak uz neni zadny problém

i (1) =3 () o (V1 ()

S0 D-E6)
*KV

460bvykle se pripomind, ze Ut = U~! pro matice unitérni, tedy matice je-
jichz tadky tvori ortonormalni systém ve smyslu skaldrniho sou¢inu komplexnich
vektoru. Pro redlné matice jsou pojmy “unitdrni” ¢i “ortogondlni” ekvivalentni.

168



9.7 Odmocnina z matice

- (53)

Urcete \/A (tj. viechny takové matice \/A pro které plati (v/A)? =
A).

Reseni: Matici A prevedeme na diagonélni tvar, ktery uz lze jed-
noduse odmocnit (srovnejte s piikladem 9.6). Pokud totiz najdeme
matice D (diagondlni) a C, které spliiuji A = CDC~!, pak plati
VA = Cv/DC™!. Pro dikaz staéi pravou stranu rovnosti umocnit
na druhou:

Ukol: Je zaddna matice

(CvVDC™? = VDO 'eVDC™t = C(VD)*C' =CcDC Tt = A

coz dokazuje vyse uvedené tvrzeni. Odmocninu z diagonalni matice
provedeme prosté tak, ze odmocnime jednotlivé elementy (nebot D?
znamend umocnit diagondlni elementy na druhou).

Nejdiive uréime vlastni ¢isla matice A jako kofeny charakteri-
stického polynomu P(X) = det(A— X ). V nasem piipadé je to (srov-
nejte s piikladem 9.10)

PA) =X -~ ATrA+det A=\ — 13\ + 36 (60)

a jeho kofeny jsou A\; = 4, Ay = 9. Matice D ma tedy tvar

40
o=(0s)
Nyni uré¢ime vlastni vektory matice A z rovnice (A — A )v = 0.
Pro A\; = 4 dostaneme napiiklad v; = (1,—1)T, pro Ay = 9 tieba
vo = (2,3)T. Pomoci vlastnich vektorti vytvoifme matici C a to tak,

ze do sloupcii*” matice C zapisujeme vlastni vektory A ve stejném
poradi, v jakém jsme psali vlastni ¢isla A do diagonalni matice D.

47"Matice C mé z vektoru zapsaného ve slozkach v bézi {vi, va} udélat slozky
v bazi kanonické. Srovnejte s piikladem 4.9.
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K matici C hned také spocitame inverzni matici, budeme ji za chvilku

potfebovat
(1 2 1 1/3 =2
e=(43) =5 (07)

Nyni tedy plati

A 62 (1 2 40\ 173 -2
S \37) \-13 09) 5\1 1
a staci odmocnit diagondlni matici D. To lze provést celkem ¢tyrmi

zpusoby
+2 0
VD = ( 0 :t3>

a dostaneme tedy ¢tyfi rizng feseni pro vA
1/1 2 20 3 -2 1 /12 2
\/Zl’z_iz)(l 3> (0 3> (1 1 )_i5<3 13)
1 1 2 -20 3 -2 02
ﬂ3’4_i5<—1 3) ( 0 3) (1 1 >_i<3 1)

Na z4vér poznamenejme, Ze je timto zpusobem ziejmé mozné odmoc-
nit libovolnou diagonalizovatelnou matici (pokud nejsou vlastni ¢isla
nezdpornd, musime prejit do komplexnich ¢isel). Autorovi piikladu
vSak neni znamo, jestli existuje odmocnina libovolné matice.

*KK

9.8 Sinus ¢i odmocnina matice jinak

Ukol: V prikladu 9.6 jsme méli za tikol najit sinus matice, v prikladu
9.7 jsme hledali odmocninu z matice. Metody pouzité v citovanych
prikladech vyuzivaly teorie Jordanova tvaru. Zde si ukdazeme, jak
muzeme pocitat funkce matic (ale jenom nékterych, viz déle) bez
pouziti Jordanova tvaru. Vasim itikolem bude nejprve dokazat slabsi
variantu nasledujiciho pozorovani

Budiz A matice, jejiz Jordanuv tvar je ¢isté diagondlni (coZ nastane
napt. pokud je A normalni tzn. AAY = AYA). Daéle necht jsou f a
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g funkce spojité v bodech spektra o (A) a plati f(z) = g(z), Vx €
o (A). Pak je také f (A) = g (A).

Staci pokud dokazete toto pozorovani pro analytické funkce. Toto
pozorovani pouzijte k reseni prikladu 9.6, 9.7, tzn. spoctéte

)

e sinA, kde A = (

INEINTE
IMEFSNE!

o VA, kde A= (6 2)
37
Reseni: Podle piedpokladi je Jordantiv tvar matice A ¢isté diago-
nalni, tudiz existuje diagondlni matice D (na diagondle jsou vlastn{
¢fsla A ) a matice C, pro néz A = CDC~L. Funkce f a g jsou podle
predpokladu analytické, 1ze je tedy rozvinout do mocninné fady:

flx) =) apa™,  g(x)=) bua"
n=0 n=0

Pro vypocet funkce matice A samoziejmé pouzijeme vyjadieni po-
moci fady, aneb f(A) = Y07 a, A", obdobné pro g(A). Za A do-
sadime CDC~! a dostaneme

f(A) = f(CDC™) = ian(cpc—l)n _

n=0
=Y a,CD"C™' =Cf(D)C.
n=0

Obdobné pro funkei g(x). Prozkoumejme jak vypadd f(D). Samo-
zfejme je

S a0 FO) 0 ... 0

n=0 0 f(ha) ... 0

HD) = : : - : (:2) : :
0 . Ta 0 0 ... fOw)

pro g(D) dospéjeme k obdobnému vysledku, pouze na diagonéle
bude misto funkce f ();) funkce g (\;). OvSem podle predpoklada
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je f (M) = g(\i) (pfipomenme, ze na diagondle matice D jsou
vlastni ¢isla A) a matice f(D) a g(D) jsou proto stejné. Je tedy
Cf(D)C~! = Cg(D)C™1, odkud f(A) = g(A).

Piedvedme si nyni vyuZiti tohoto pozorovdni. Chceme spoéist

VA, kde
6 2
A_(37).

Vlastni ¢isla této matice jsou A1 = 4, Ay = 9 a Jordanuv tvar je
proto nutné diagondlni. Funkce odmocnina (oznaéme si ji f) md na
spektru hodnoty f(A\1) = V4 = 2 a f(X2) = V9 = 3. Funkci g
nadefinujeme tak, aby v ni vystupovalo pouze nésobeni a s¢itani,
¢ili operace, které jsou na maticich prirozené. Obecné se snazime,

tfeba prolozit pifmku body (A1, f(A1)) a (A2, f(A2)), odkud
1
o) = 1 (2 +6).
Potom skutecné f(A1) = g(A1) a f(A2) = g(A2). Podle predchoziho

pak musi byt
1 1/12 2
” _3M+6)_5<3m>’

coz je jeden z vysledku v piikladu 9.7. Ostatni vysledky bychom
dostali, pokud bychom polozili napiiklad f(9) = —3, f(4) = 2, atd.

Spoctéme si jesté sin A, kde

A:<§%>.
13

Opét oznacime sin x jako f(z). Vlastnf ¢isla matice A jsou Ay = %71',

A2 = 7 a hodnota funkce f na spektru je f(A\1) =sin37 = 1v2a

f(A2) =sin§ = %\/5 Fukce g, ktera se rovna funkci f na spektru
je v tomto ptipadé obzvlast jednoduchd g(z) = %, tudiz

20
sin A = (2) NAE
2

a to je naSe feSeni piikladu 9.6 na pét fadku. *VP
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9.9 Napil normalni, naptil nilpotentni zobrazeni

Ukol: Najdéte vlastni vektory a vlastni éisla zobrazeni d : y — y'
na prostoru V= L({sinz, cos z, zsin x, x cos x}). Najdéte Jordanovu
bazi prostoru V vzhledem k zobrazeni d. M4 zobrazeni d néjaké inva-
riantni podprostory? Je V rozlozitelny na invariantni podprostory?

Reseni: Nemusime byt asi piflis zbéhli v linedrni algebfe, abychom
uhodli, ze vlastn{ funkce d (s prislusnymi vlastnimi ¢isly) budou
M=i: e%=cosz+isinz, M =—i: €%=cosz—isinz.
Af se ale budeme namahat sebevic, dalsi vlastni &fsla ani vlastnf
funkce (az na ndsobek téch jiz nalezenych) se ndm nepodaii najit.
Zkusme tedy k tloze pFistoupit systematicky linedrné (algebraicky).

V prostoru V si zvolime bdzi B ze zadani (linedrni nezédvislost
si zdjemci overf sami). Zjistime, jak zobrazeni d pusobi na vektory
béaze, a uréime matici d

sinz % (0,1,0,0)
cosz 5 (-1,0,0,0)
zsinz (1,0,0,1)
rcosz % (0,1,-1,0)

— O

dp =

SO = O
o O O
_ o O =

s

Bystii tusi, ze budeme dale hledat vlastni ¢isla a vlastni vektory této
matice. Charakteristicky polynom matice dp najdeme nejsnaze jako

- -1 -\ -1
det(dB—)\):det( | _)\)det< 1 _)\>=(>\2+1)2,

srovnejte s ptikladem 9.5c. Vlastni ¢isla jsou tedy skute¢né pouze +:.
Budeme se vénovat nejprve vlastnimu ¢islu A = 7. Zjistime, jaka je
dimenze kernelu matice dg —i : z Gaussovy eliminace provedené nize
(bez pravé strany) vidime, ze hodnost matice je tfi, a tedy dimenze
jddra pouze jedna. K ¢islu A = i tedy existuje jediny vlastni vektor
vi. Ten muzeme také nalézt pomoci nize uvedené Gaussovy elimi-
nace, tentokrat se samymi nulami vpravo. Z poslednich tii Fadku
matice na konci uprav plyne, ze posledni dvé slozky v; jsou nu-
lové. Prvni fadka k4, ze si muzeme napiiklad druhou slozku zvolit,
a zvolime-li si ji rovnu jedné, vyjde vektor v; = (i,1,0,0). Neboli
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pravé vlastni funkce cosx + isinz = €. Vsimnéte si, ze zatimco
slozky vektoru vy zdlezi na volbé baze, viastni funkce zobrazeni d (a
samoziejmé i vlastnf ¢islo) zustdvaji nezménény.

Déle vime, Ze neni-li dimKer(dg — A ) rovno (aritmetické)
ndsobnosti A, musi posloupnost dimKer (dg — A ), dimKer (dg —
A )2, ... (ostie) rist, dokud této ndsobnosti nedosdhne. Odpovidajict
podprostor (kdy se rust zastavi) se nazyvd korfenovy podprostor,
a (linedrni obal) sjednoceni téchto kofenovych podprostori pro
vsechna vlastni ¢isla je cely prostor.

V nasem pifpadé tedy musf byt dim Ker (dg — X )? = 2 a stejné
tak i dim Ker (dg—\ )* s k > 2 (z4jemci mohou opét ovéiit). Zajima
nas baze téchto (totoznych?®) prostorii.

Jelikoz jsme jiz nasli vy € Ker (dp — A ) a hleddme dalsi vek-
tor z Ker (dp — A )2, stacf®® najit fesenf rovnice (dp — i )vo = v1.
Potlacime mirné nechutenstvi a s gustem se pustime do Gaussovy
eliminace (na zpusob ptikladu 1.1)

i1 1 0 i\

1 77] 0 1 1 1'(2)4’(1)‘}(2)
0 0 —i—110 7

0 0 1 —i10

0 0 1 i |2 @W-@-@

0 0 —i —110 —

00 1 —ilo
—i-11 0 | i
0 0 1 i | 2
0 00 —2|-2
0 0 0 —2i|—2

Resen{ této rovnice je opét nekoneéné mnoho, vidime, ze maji tvar
vo = (0,0,4,1) + avy, a € C.

Dospivame k zajimavému zavéru. Jordanovu béazi prislusnou
k vlastnimu &fslu i tvoif tedy funkce x e a e (misto z e lze brat

48Pozor, neffkdme, ze (dg — X )2 = (dp — A )3. Pouze jidra téchto matic se
shoduji.

49Jina moznost by byla spoéitat matici (dg — A )> — bud’ umocnénim jiz
znamé matice dp — A , anebo jednoduse uréenim pusobeni této matice na bazové
funkce B — najit feseni (dg — A )2V2 = 0 a dopocitat Vi = (dp — A )Va.
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i ze +ae'® s libovolnym a € C). Ted uréité uhodneme, jaké bude
situace u druhého vlastniho ¢isla, a muzeme pusobeni operdtoru d
na V popsat tabulkou

T efiz dil; efia:

{:176“E A=t giw 974
d:

kterd je zobecnénim spektrdlniho rozkladu; o ném se mluvi u dia-
gonalizovatelnych operdtoru: tam obsahuje kazdy Fadek (Fetizek)
tohoto schématu jediny vektor. Jinak feceno, v Jordanové bézi
J = {e® xel® e~ re~i®} m4 zobrazeni d matici

110
047 0
00 —1
00 0 —1

0
0
dy = !

Tato matice je blokové diagondlni, a tedy vektory piislusné jednot-
livym bloktim odpovidaji invariantnim podprostorum, na které lze
rozlozit V. Zaveér je: Vi = L({z e e}) a V. = L({ze ™ e7ir})
jsou invariantni podprostory a V. @& V_ = V. VSimnéte si, Ze i u ma-
tice dp byl diky nulovému bloku vlevo dole vidét jeden invariantni
podprostor, a to Vo = L({sinz,cosz}), neboli f € Vy = df € V.
Na zdvér si jen pro ujasnéni pojmu uvédomte, ze zobrazeni d —i.

je na prostoru V, nilpotentni, a to stupné dva (tedy (d —i )? je na
V. identicky nulové zobrazeni). prostoru funkcitypu P(x)cosnx +
Q(z) sinnz. *KV

9.10 Jak pocitat charakteristicky polynom matice
3 x 3 pomoci jejich invarianta

Ukol: Budiz ddna matice 3 x 3

a1l a2 ais
A= a21 A22 a23 y
a31 as2 ass

presvédcete se piimym vypoctem, ze koeficienty charakteristického
polynomu (det (A — X\ ) jako polynomu v proménné \) Ize vyjadrit
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pomoci vyrazi Tr A, det A a Tr A? a Ze jsou tedy nez&vislé na volbé
soufadné soustavy. Najdéte vztah mezi Tr A, det A, Tr A? a vlastnimi
¢isly matice A.

Reseni: Pouzijeme multilinearitu determinantu jako zobrazeni, kte-
ré ttem vektortim z R? pfifadi determinant matice, do jejichz sloupcii
zapiSeme tyto vektory.

ail — A a a13
det (A - A ) = asy aoo — A a9s =
asy agz a3z — A
ailr a2 a13 -\ a2 a13
=lagr a2 — A a3 |+| 0 ax—X a3
as; azy azz — A 0 azx2 azsz—A

Stejnym zpusobem pokracujeme, dokud to jde, a nakonec dostaneme

ail a2 ais —X a2 a3
det (A— X ) = a2 az ass |+ | 0 age a3 |+
as1 azz 433 0 a3z ass
a1 0 a3 ai; a2 0 -A 0 a3
+lan —Aaxs|+|an ax 0 [+| 0 —Xas|+
az1 0 ass asy azz —A 0 0 as3
-2 ai12 0 a1 0 0 -2 0 0
+1{ 0 a9 0 + | a2 -2 0 + 0 =X 0 =
0 as2 —A asi 0 —A 0 0 —X

=X+ X% (ay; +ag +aszs) —

a1l a12
a21 a22

a11 ai3
a31 ass

22 423
a32 @33

+ | a21 ag2 ags

> a1l ai12 ais
asi as2 ass

d
Viimnéte si, ze koeficient u \* je soucet hlavnich minori typu
(3 — k) x (3 — k) opatieny znaménkem (—1)*. Takovy hlavni mi-
nor je determinant matice, kterd vznikne z A vynechdanim libovolné

k-tice fadku a stejné k-tice sloupci. Toto pravidlo lze dokédzat pro
charakteristické polynomy libovolné matice n x n.
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Abychom dostali jasnou interpretaci (rozuméj vhodné oznaceni,
které nezabird tolik mista) vSech ¢lenu v odvozeném vztahu, spo-
¢itdme si Tr A2 a sestavime vyraz 3 ((Tr AP — Tr(A?)). Vysledkem
navrzenych vypoctu by mélo byt zjiSténi, ze uvazovany vyraz se sto-
pami je (aZ na znaménko) koeficientem u prvn{ mocniny A. Mdme
proto

det (A=A ) ==+ A2Tr A —A((TrA)* — Tr(A%)) +det A.

Tento vzorec je obzvlasté vyhodny pro symetrické matice, u kterych
je Tr(A%) rovno souctu kvadrati viech elementii matice A.
U obecnych matic je Tr(A?) = 3, aijaji.

Invariance koeficient charakteristického polynomu (pouzivé se
pro né také ndzev invarianty matice) je jednoduchym dusledkem
pravé odvozeného vzorce. Koeficienty jsou tvoreny vyrazy Tr A,
Tr A? a det A, které jsou stejné pro podobné matice (pfipomeiite
si cykliénost stopy, vétu o determinantu soucinu a rozmyslete si, ze
je-li A ~ B pak také A% ~ B?).

Jesté nam zbyva zjistit jaky je vztah mezi koeficienty charakteris-
tického polynomu a vlastnimi ¢isly matice A. Vlastni ¢isla matice A
jsou koteny charakteristického polynomu. Pro algebraické rovnice
plati tzv. Viétovy vzorce, které popisuji vztahy mezi koeficienty a
kofeny rovnice. Pro kofeny x1, ..., x, rovnice

-1
" +ap_12" - +ax+ag=0

plati
n
E Ti=T1+ T2+ -+ Ty = —Qp_1
i=1
n
E TiTj; = X1T2 + X1T3 + - + Tp_1Tn = Gp—2
i=1
i<j
n
E TiTjT = T1T2T3 + T1T2%4 + *** + Tp—2Tp—1Tn = —0p-—3
i,5,k=1
i<j<k
n
n
E iy Ty - Tj, = T1X2T3 ... T, = (—1)"ag

i1,ein=1
i1 <ig < <ip
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V nasem piipadé je proto
AM+XA+ A3 =TrA
A2+ Az + A = 2 ((Tr A)® — Tr(4?))
)\1)\2)\3 = detA,

kde A; jsou kofeny charakteristického polynomu (vlastni ¢isla ma-
tice A). Nalezli jsme tedy vztah mezi vlastnimi ¢isly, stopou, stopou
druhé mocniny a determinantem. *VP

9.11 Jednorozmérny model krystalu

Ukol: Meéjme soustavu N stejnych kulicek, kazda o hmotnosti m,
navzajem pospojovanych pruzinkami o stejné tuhosti k tak, ze tvori
jakysi retizek. Krajni kulicky jsou stejnymi pruzinkami pripoutany
k pevnym sténdm. Pri vychyleni nékteré kulicky z rovnovahy (ve
sméru podél retizku, vSe bereme jednorozmérné) na ni budou sou-
sedni dvé pusobit silami, které se ji budou snazit vratit zpét do
rovnovahy. Je-li x, vychylka n-té kulicky, bude se cely systém
Fidit soustavou pohybovych rovnic®® (nefyzici necht si piedstavuji
m=k=1)

.'151 = 92(372 — 21‘1)
iz = 92(1‘3 —2$2+1‘1)

ino1 = Q* (N —2oN_1 +TN_2)
IN = QQ(—QxN +.’L‘N71)

kde Q2 = k/m. Z prvni a posledni rovnice miizeme vy¢ist okrajové
podminky: prvni a N—ta kulicka jsou pruzinkou spojeny s pevnymi
body (jako by bylo xy = zny4+1 =0).

Pokud si vzpomenete, jak lze druhou derivaci piiblizné vypocitat
pomoci diferenci, jisté vds neprekvapi, ze vinovd rovnice (pro podélné
viny) v elastickém prostiedi md tvar

0%x B 5 0%

o = ¢ 92

50Jiste vidite, jak jsme tyto rovnice zfskali: na i—tou kulicku (kterd neni na
kraji) pusobi sousedn{ kuli¢ky celkovou silou imérnou délce pruziny, tedy ma; =
F=—k(xi —zi—1) — k(x; — Titr1)-

178



(x je vychylka a z je souradnice). Interpretujeme-li vhodné ¢éleny
v nasi soustaveé rovnic, muzeme dokonce ziskat vyjadieni pro rychlost
viny ¢ pomoci materidlovych konstant (proved'te).

Vasim tkolem bude najit takova reseni nasi soustavy rovnic, pri
nichz vsechny kulicky kmitaji se stejnou frekvenci, a urcit tyto vlastni
frekvence.

Reseni: Soustavu zapiSseme do maticového tvaru

x=—Mx, (61)
kde
2 =10 ...0
-1 2 —-1...0
M=02| 0 -12 ...0
0 0 0 ...2
Kdy?z si vzpomeneme na rovnici pro jednoduché kmity & = —w?x,

budeme hledat vlastni ¢isla této matice ve tvaru A = w?, kde w
jsou pravé vlastni frekvence kmitu soustavy. Pfesnéji feceno: feSeni
(61) lze formélné napsat jako x(t) = exp(iv/Mt)xp, a tedy budou
vlastni kmity miizky odpovidat vlastnim vektorum M a frekvence
téchto kmitu budou odmocniny z piislusnych vlastnich ¢éisel. Pokud
je pocatetni podminka rovna vy, coz je vlastni vektor s vlastnim
¢islem A, bude pohyb mifzky popsan x(t) = eVt v coz je stojaté
vlnéni (vektor v; je v ¢ase konstantni) s frekvenci v/A;. Komplexn{
¢isla z x(t) odstranime podobné jako v ptikladu 7.5.
Charakteristicka rovnice pro nas systém je

202 —w? -2 ... 0
—02 202 —w? ... 0
det M, =0, kde M, =
0 0 202 — w2

Budeme-li ted hledat vlastni frekvence ve tvaru w = 2Qsin ¢,
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prejde charakteristickd rovnice (az na konstantu) na tvar

2cos2¢ -1 0 0
-1  2cos2¢p -1 ... 0
Dy = 0 —1  2cos2p ... 0 —0.
0 0 0 ... 2c082¢p

Zde si bud vzpomeneme na pifklad 8.2, kde staci polozit o =
—e?% 3 = —e~2% (zvladli bychom to ale i bez tohoto pifkladu, viz
priklad 6 z tvodu kapitoly 8), nebo jesté jednou dokdzeme indukci,
ze

sin2(N + 1
Dy = 2N £ 1¢ (62)
sin 2¢
Pro N =1 je to ziejmé, pro N = 2 to d4 jenom trochu pocitani,
a dale pouzijeme rekurentni formuli, kterou ziskdme rozvojem Dy
podle prvniho sloupce:

DN = 2DN—1 COS @ — DN—2-

Z (62) konecéné dostaneme vlastn{ frekvence jako

w; = 20 sin ., V. (63)

LI
oN+1) T T
Pokud si fikate, ze na tohle se prece dé prijit, jenom kdyz vite
doptedu, jak to vyjde, snad véas napadne, Ze by vysledek (63) mél
jit také spocitat néjak jinak. Mate samoziejmé pravdu. Fyzikalni in-
tuice a analogie s vlnou ve spojitém prostiedi (nefyzikum asi tohle
Feseni bude piipadat jesté vic ,,spadlé z nebe”) ndm napovi, ze by
vychylky xj mohly byt také tvaru ,,viny”

2y = eilah—wt) (64)

kde ¢ je zatim nespecifikovany parametr (vlnovy vektor; pozor, k je
tady index od zy, tedy prostorovd souradnice). Dosazenim tohoto
vyjadieni do nasi puvodni soustavy rovnic dd (pro k =2,...,N —1)

—w? = 0Q*(2cos(gk) — 2) = w = 2Qsin % (65)
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budou vypadat naprosto stejné, kdyz forméalné polozime zy =
0,2n4+1 = 0 (fyzikdlné: prvni a posledn{ kulicka je pruzinkou spojena
se zd{). Aby toto mohlo byt splnéno pro vSechny ¢asy, musi v (64)
byt
(N +1) =mm,

kde m je celé. Ale dosazeni tohoto do (65) da vysledek ekvivalentni
vysledku predchozimu, a navic jsme jesté nasli ptimo vlastni vektory
matice M (dopocitejte). *TB
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10 Grupy matic a otct

10.1 Jak zatoéit s maticemi v 2

Ukol:

1. Uréete matici otoéeni okolo poéatku o iihel ¢ v R2. Najdéte
jeji vlastni ¢isla a vlastni vektory. Vynasobenim dvou takovych
matic ovérte, Ze tyto matice tvori grupu. Ukazte, ze je to pravé
SO(2), grupa vsech ortogondlnich matic 2 x 2 s jednotkovym
determinantem.

2. Napiste matice otoceni v R® okolo souradnych os.

3. Vysvétlete, pro¢ je mnozina ortogonalnich unimoduldrnich ma-
tic 3 x 3 totéz, co mnozina viech matic otoéeni v R3.

4. Pro zadanou matici A € SO(3) urcete osu rotace a iihel otoceni.

ResSeni: 1. Nejprve se musime presvedéit, ze otocent R, okolo
pocatku v R? je linearni zobrazeni R? — R? (a tedy Ze je viibec
mozné jej popsat pomoci matice). Je ale ziejmé, ze (1) vyjde nastejno
vektor nejprve otocit a pak nasobit ¢islem A € R nebo nejprve jej
nésobit a pak teprve otocit; stejné tak (2) je Ry, (v+u) = Ryov+ Ry, u.

Obecné linedrni zobrazeni f z R™ kamkoliv je plné popsédno n hod-
notami f(v1), ..., f(vy), kde v1,. .., v, mohou byt libovolné linedrné
nezdvislé vektory (bdze R™). V naSem piipadé si zvolime vektory
vi = (1,007 a vo = (0,1)7.

Pti rotaci o ihel o proti sméru hodinovych rucicek se tyto vektory
zobrazi nasledovné

1 [ cose 0 N sin
0 sinp '’ 1 cosp |
Chceme-li, aby ndsobenim (1,0)” matici A, vznikl vektor (cosp,

sin )7, musfme napsat do prvnfho sloupce A, pravé (cos g, sin¢)”.
Podobné to udélame s (0,1)7 a dostaneme vysledek

A, = (cosap —Slngp) . (66)

sing cosgp
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Uvazujme nyn{ matici A, jako zobrazeni C? — C2. Vlastn{ &isla
této matice spocitame jako kofeny charakteristického polynomu
det(A, — A ). Uvedme jen vysledek spolu s vlastnimi vektory

— P . _ %,
)\1—6 : < Z>7 )\Q—e : <Z)

Jelikoz je matice A, nesymetrickd, mohla skuteéné vyjit néktera
vlastni ¢isla komplexni. Protoze je ale matice A, redlnd, je mozné
vSechna komplexni vlastni ¢isla sdruzit do komplexné sdruzenych
paru a jim odpovidajici vlastni vektory jsou pak také komplexné
sdruzené: presné, jak nam to vyslo.

Ze nebude existovat redlné vlastni éislo (pro o # km, k € Z), jsme
mohli také uhodnout predem. V roviné R2 totiz neexistuje vektor,
ktery by pfi rotaci o jiny tihel nez celo¢iselny nésobek 7 zachovaval
Smer.

Nyni ukdzeme, ze ndsobenim matic A, a A, vznikne matice A4,
(neboli ze pfifazeni matice A, rotaci o ¢ je homomorfizmus). Ma-
tice lze pfimo vyndsobit a pouzit vzorce pro sinus a kosinus souctu
dvou 1hla. My to ale provedeme pomoci diagondlniho tvaru matic
(uvazujeme rotace o @ a )

cosp —sing cosp —sing\
sinp cosp sinpg coso J
(&% 0 i (e 0N
o e e

el? ete 1 etlp+o) 0 1
:C(o e‘“")(o e—“—’>c :C< 0 eilera JOT =

:(cos(aerg) —sin(w+@)>7 kdeC’:(l 1>.

sin(p + 0) cos(¢ + o) —i i
Dopliime, Ze mezi maticemi A, ¢ € (0;27) tvaru (66) je i jednotkova
matice a zdroven, ze ke kazdé matici A, existuje i jeji inverze A_,
ktera je téz tvaru (66). Tyto matice tedy tvori grupu.
Snadno se také muzeme presvedéit, ze vSechny (redlné) orto-
gondlni matice®® 2 x 2 s determinantem jedna maji tvar Ay, Jedna

51Matice spliujici ATA = .
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moznost je prosté resit soustavu

(L) (ha)= - a(th)=

vevs

znamend: sloupce A jsou navzdjem kolmé vektory délky jedna. Za

prvni sloupec tedy zvolime obecny vektor délky jedna (cos ¢, sin )T

a druhy sloupec pak mize byt uz pouze =+(—sing,cosp)?.

7 podminky det A = 1 plyne, Ze musime zvolit znaménko plus.
Muzeme tedy shrnout

SO(2) = {A,, ¢ € (0;27)}.

2. Rotace RZ' kolem osy z1 v R3 neni nic jiného nez rotace
v roviné zoxs kolem pocatku. PFi takové rotaci se R® rozpada
na direktni soucet dvou podprostoru V; = L((I,0,0)) a Voz =
£({(0,1,0),(0,0,1)}), na nichz pisobi rotace oddélené (coz zapi-
sujeme jako R3 = V; @ Vas). Jinak feceno plati

vi €V, vp € Vo = Rilvlevl, RZIVQE‘/Q:S.

Rikéme, 7e R3 je viéi linedrnimu zobrazeni RZ' rozlozitelny na in-
variantni podprostory Rg'. Matice rotace A7! bude mit tedy blokové
diagondlni tvar a bloky budou odpovidat pusobeni B! na Vi a Vas.
Pusobeni na Va3 jiz zndme (vztah 66) a pusobeni na Vi je jedno-
duché: pfi rotaci B! zustavaji vektory z Vi nezménény. Proto je

1 0 0
A7 =10 cosp —sing | . (67)
0 siny cosy

Matice rotaci okolo os xo a x3 dostaneme pii cyklické zaméné
soutadnic x1,Ta, T3

cosp 0 —sing cosp —sing 0
A = 0 1 0 , A= sing cosp 0] . (68)
sinp 0 cose 0 0 1
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3. Klicové je védét, ze ortogondalni matice 3 x 3 s jednotkovym
determinantem, tedy matice z SO(3), zachovavaji (slozkovy) skaldrni
soucin

Ax-Ay=ATAx-y=x-y.
Dusledkem pak je, ze se zachovdvaji i délky vektoru: |Ax| =

VAx- Ax = y/x-x = |x]. Potom ovSem mus{ byt vSechna vlastn{
¢isla A v absolutni hodnoté rovna jedné.

Jelikoz je stupen charakteristického polynomu matice A tii a
souc¢in jeho kofenu je roven det A = 1, zbyva pouze moznost, Ze
jsou jeho vlastni ¢&isla 1,e??, e~ . Matice A je tedy podobna matici
diag(1,e%, e~%) a tato matice je zase podobnd matici (67), neboli
matici rotace kolem osy x. Podobnost téchto matic pak znamena, ze
existuje baze, v niz je zobrazeni Ax+— x rotaci kolem osy =x.

4. Nasobky vlastniho vektoru ptislusného vlastnimu ¢islu jedna jsou
jediné vektory, které zuistanou pusobenim matice nezménény: definuji
proto osu rotace. Matice A je kromé toho podobnd matici (67), jeji
vlastni ¢isla jsou tedy 1,e™, e~ . Stopa A je tedy

TrA=XA+X+A3=14+2cosp.

Pro libovolnou matici A € SO(3) urc¢ime tudiz dhel rotace ze vztahu

TrA-1

5 =cosp.
*KV

10.2 Matice otoceni v 3

Ukol: Budeme se zabyvat vlastnimi otocenimi v R3 (témi, jejichz
determinant je jedna®?).

a) V kanonické bdzi R® najdéte matici otoceni o tihel T kolem osy
dané jednotkovym vektorem u = (uy,usz,uz)’.

b) Ukazte, ze kazdé vlastni otoceni Ize slozit ze tri ,ele-
mentédrnich” otoceni, napiiklad (v tomto poradi) kolem osy z,
T a opét z.

52Nevlastni otoceni jsou otoceni spojend se zrcadlenim.
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¢) Najdéte vztah mezi tihlem T a iihly elementdrnich otoceni, ze
kterych bylo dané otoceni sloZeno.

Reéem’/z\ Na zacdtek tmluva: rotaci o thel ¢ kolem osy o budeme
znacit Ro(p), a jeji matici vaci kanonické bazi Ro(p).

a) Chceme-li otocit vektor x, vimneme si nejprve, ze se méni jen
jeho slozka kolma k ose rotace, tj.

x; =x—u(x-u).

Vsimnéte si, ze rozklad x = x1 + x|, x| = u(x-v) € L(u), xL € V.
lze provést pro kazdy vektor x a je vzdy jednoznacny. To je presné
situace, kterou mame na mysli, pokud piseme R? = L(u)® V| . Jelikoz
jsou navic pii zadaném skaldrnim soucinu prostory £(u) a V, na sebe
kolmé (kazdy vektor £(u) je kolmy na kazdy vektor V), nazyvame
V1 ortogondlnim doplitkem L(u).

Vratme se ale k otoéenim v R3. Zavedeme jesté vektor v = ux x|,
ktery je kolmy na x i u a mé stejnou velikost jako x; (nemdte-li radi
symbol x, pak prosté ve slozkdch v; = &;;,u;(x1)k; symbol e;;5 je
vysvétlen v piikladu 6.1b). Rotaci v roviné definované vektory x, a
v pak vyjadiime

Ry(T)x) = x1 cosT + vsinT,

viz pitklad 10.1. Znovu si vzpomeneme, ze Ry neméni x. Po mirné
upravé (u x x = u X x ) dostaneme vysledek

éu(T)XZ Ry(7)(x +x1) = u(x-u) + [x—u(x-u)] cos T+ (ux x) sin 7.

Vidime, ze toto zobrazeni je linedrni. Samoziejmé to lze odpozoro-
vat i z geometrické definice otaceni: napiiklad je jedno, zda dva vek-
tory napifklad (stejné) otoéime a pak secteme, nebo zda je nejprve
secteme a pak otocime.

Matice zobrazeni Ry, pak bude (alespon zkontrolujte, pro zkrdcen{
piSeme sinT = s, cosT = ¢)

u(l—c)+c  wuuz(l —c) —uzs uyuz(l —c) + ugs

Ry(t)=| wiua(1 —¢) +uzs u3(l—c)+c wuguz(l—c)—us
uruz(l —¢) —ugs uguz(l —c) +urs  ui(l—c)+c
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Matice vektorového soucinu se pocita v piikladu 6.4, projektory na
podprostory (x) najdete v piitkladu 6.3.

b) Oznacme z’, y', 2’ piimky, na které se pii rotaci R zobrazi
soufadnicové osy a p prusecnici rovin zy a z’y’ (pfipad, kdy tyto
roviny splyvaji, je trividln{), viz obrézek 15. V prvni fizi provedeme
otoceni kolem osy z o takovy thel ¢, Ze osa x se zobrazi na ptimku p
(chceme-li, aby byly tyto dhly uréeny jednoznaéné, musime se ome-
zit na vhodny interval; oto¢eni potom musime provést tak, aby pii
ném kladné poloosa = presla na prislusnou polopfimku na piimce p;
chcete-li, promyslete). Potom oto¢ime kolem nové osy z, tj. piimky
p o takovy thel ¢, aby osa z presla do pozadované polohy 2’ (to lze,
nebot osa 2’ je kolmd k roviné x'y’, tedy i k pifmce p). Nakonec
priddme otoceni kolem nové osy z’ o takovy thel ¢o, aby piimka p
presla na osu z’. Existuji tedy Fulerovy whly @1, 9 a @o takové, ze

Ru(r) = Ror(2) Ry (9) R. (i01). (69)

Ale otoceni kolem os p i z/ muZeme dostat pomoci otoc¢eni kolem os
x a z (je to celkem ndzorné — snad) jako

~ ~ ~ ~

R0 = ReOROR ),
R.(p2) = (Rpw)RZ(SOI))Rz(QOZ)(Rpw)Rz(SOl))i

V prvém piipadé nejdiiv pfetoc¢ime piimku p do osy z, kolem které
provedeme piislusnou rotaci, nacez ji zase vratime zpatky na p, ve
druhém piipadé je to podobné, jen o krok delsi.

Kdyz toto dosadime do (69), dostaneme

tedy stejnou rotaci dostaneme také tak, ze slozime otoceni o stejné
thly, ale kolem puvodnich os a v opa¢ném potadi!

¢) Podobné jako v bodé a) znac¢me pro zkriceni goniometrické

funkce od thlu @1, @2 a ¥ po fadé ¢1, s1, ca, s2, C, S. Podle (70) staci
mezi sebou prondsobit tii matice odpovidajici elementarnim rotacim
(viz piiklad 10.1). Matice vysledného otoceni bude

C1C2 — 51320 —C1892 — 82810 815
Ru(T) = s1C9 + 89¢1C —58189 + c1c2C —c1S (71)
SQS CQS C
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Obrazek 15: Eulerovy thly, pomoci nichz je definovano libovolné
otoceni v R3. Piedstavme si, Ze je na osy z, y polozen disk (je vy-
znacen ¢drkované). Nejprve otdcime o ¢q kolem osy z tak, aby osa
x presla do p (prusecnice rovin zy a x'y’). Pak skldpime rovinu xy
(disk) kolem p (v té chvili to je osa z) o thel 9, takze osa z prejde
do konecné polohy z’. Nakonec otd¢ime podle této nové osy 2’ o g,
¢imz dostaneme osy x a y do spravné polohy.

Chceme-li zjistit thel otoceni, které popisuje tato matice, nemusime
ji srovnavat s matici Ry(7), kterou jsme spocitali v bodé a. Staéi si
vzpomenout, Ze stopa matice otocen{ o thel 7 ale je 1 + 2cosT (viz
piiklad 10.1). Srovndnim se stopou matice (71) dostaneme

U 0
cos T = cos® 5 cos(ip1 + 2) — sin 3

nebo také po upraveé

9
cosz:cosfcosw.
2 2 2

*TB
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10.3 Grupa Lorentzovych transformaci

Ukol: Charakterizujte linedrni transformace na prostoru R* (pro
Jjednoduchost hovorme o jejich maticich), které zachovédvaji formu
o(x) = 23 — 2% — 2% — 23, tedy transformace A, pro které ¢(Az) =
v(A). Uvazujeme pouze kartézské souradnice; s oznacenim x4 = ct se
jedna o normu c¢tyrvektoru x, pouzivanou ve specialni teorii relativity.
Specialné dokazte, ze

a) vSechny transformace s touto vlastnosti tvori grupu — znacime
Ji GrLor a nazyvd se Lorentzova grupa (a jeji prvky jsou Loren-
tzovy transformace, o nichz jesté dost uslysite).

b) matice Lorentzovych transformaci A € Gr,o, spliiuji podminky
|det A| =1, |Agq| > 1.

¢) specialni Lorentzovy transformace, tj. ty A € Giop, pro néz
det A =1, Ay > 1, tvoif podgrupu Gr,; znacime ji G{or‘

ResSeni: Zavedeme-li v R* standardni skaldrni soucin (x -y) =
4 e
> k—1 TkYk & oznacime-li

-1 0 00

0 -1 00
I = 0 0 -10|”

0 0 01

muzeme normu Ctyirvektoru zapsat jako

p(x) = (Ix- ).

Pozadavek invariance formy ¢ vzhledem k transformacim A, t;j.
»(x) = ¢(Ax), upravime nasledujicim zpusobem:

o(x) = (I_x-x) = p(Ax) = (I_Ax- Ax) = (ATT_Ax-x).
Odtud dostaneme nutnou a postacujici podminku na matici A, aby

patiila do Gro,:
A€Gry e ATT_A=1T_. (72)
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a) To, ze vSechny Lorentzovy transformace tvoii grupu, plyne
okamzité z podminky (72); pfedvedeme zde napt. dukaz uzavienosti
vuci nasobeni:

A,B€Groy = (AB)'T_AB=B"ATI AB=B"I_ B=1_.
Jednotkovd matice . patii do Gy, evidentné a ke kazdé A € Gy,
je v Gror také matice A™1 (jejiz existence je zarucena bodem b).

b) Z (72) plyne okamzité |det A| = 1. Nechdme nyni matici A
piisobit na vektor x = (0,0,0,1)7, pro ktery je ¢(x) = 1. Vyjde
Ax = (A14,A24, A34,A44)T, az (p(AX) =1 pak plyne

3
A4214:1+ZAﬁ421,
k=1

jak jsme chtéli.

Dokéazeme jesté dalsi fakt, ktery budeme potiebovat, a to uzavie-
nost G, viéi transpozici matice. Necht tedy A € Gro,. Provedeme
sekvenci jednoduchych tprav (12 = )

ATT A=1 =T AT AA'=1?A"1=4A""1>
ST ATT  =A"'=s AT ATT_ = = AT AT =1_,
tedy také AT € Grop.

c¢) Ziejmé je. € Gi . Necht A, B € G . Plati

Lor*
3
(BA)4a = BaaAua + Z By Aga. (73)
k=1
Z bodu b) a faktu BT € Gy, ale plyne
3 3
A4214 =1 "‘ZAizp Bizx =1 +ZBik
k=1 k=1

a Cauchy-Schwarzova nerovnost (dikaz viz v piikladu 5.4) ndm #{kd
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3
> BurApa
k=1

() (3508

VA% —1\/B%, — 1< AuBus.

Porovnanim s (73) dostaneme (BA)44 > 0, ale protoze uz vime,
7e obecné je |(BA)s| > 1, je uzavienost G viiéi ndsobeni matic
dokdzéna (to, ze determinant zustdva 1, je ovem trividlni). Jed-
noduchou modifikaci tohoto postupu rovnéz dokazeme, ze ke kazdé
A€ Gf je také A1 € G .. Viimnéme si, ze Gro, je tedy nesou-
visla. *TB

10.4 Reprezentace

Ukol: Naleznéte alespori dvé jednorozmérné a jednu dvourozmérnou
reprezentaci grupy Ss, tedy grupy permutaci tfiprvkové mnoziny.

Reseni: Piipomeinme definici reprezentace.

Reprezentace grupy G je morfizmus @, ktery prvkum G pfifazuje
linearni zobrazeni na néjakém vektorovém prostoru V. Dimenzi re-
prezentace rozumime dimenzi V. Morfizmus je zobrazeni, které za-
chovéva grupovou operaci, tedy ¢(ab) = ¢(a)@(b) pro Va,b € G a
déle (1) = . Jinak feceno: n—dimenziondlni reprezentace grupy je
takové prifazeni matice n x n ke kazdému prvku grupy, pii kterém
nésobeni prvku grupy odpovidd nasobeni matic.

Dvé snadno odhalitelné jednorozmérné reprezentace obecné gru-
py S, jsou identita (kazdému prvku se pfifadi jednicka) a znaménko
permutace (7 € S, se pfifadi zn(7)).

Dvourozmérné reprezentace se také primo nabizi: S3 1ze chapat
jako symetrie rovnostranného trojihelnika v R2. Trojihelnik umis-
téme podle obrazku 16 a prvkum S3 pak pritadime matice zobrazent,
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které odpovidaji témto symetriim

. . 10
identita: (O 1)

w
-l
N W

~10 1 _V3 1

. 2 2 2
zrcadlen : ( 0 ), - R O .

2 2 2

Matice rotaci v R? jsme spocitali v piikladu 10.1. Matice zrcadleni
lze ziskat pohodlné ze zrcadleni podle osy y (prvni matice v fadku
,,zrcadleni”, oznacme ji Z,) jako Ay ZyA_q, kde A, je matice rotace
o a, a dosazujeme bud o = %77, nebo a = —%7‘(‘ (tedy matice z fadku

9
,,rotace”).

Lze si samoziejmé polozit otazku, jaké existuji jesté dalsi repre-
zentace grupy S3. Abychom mohli tuto otdzku zodpovédét, musime
se zminit o ekvivalentnich a reducibilnich reprezentacich.

Pokud jsou 71,7y dvé reprezentace G na V', které jsou svaziny
podobnostni transformaci

ri(g) = ¢r2(9)¢™", VY9eG
pro néjaké pevné (bijektivn{) zobrazeni ¢ : V' — V, mluvime o ekvi-
valentnich reprezentacich. Takové reprezentace se tedy lisi jen tim,
ze ve V volime ruzné baze.

Je-li r reprezentace na V, a existuje-li @ # Vy C V, Vi1 # V, pro
néjz plati (r(g)) vi € V1 pro kazdy prvek grupy g a kazdy vektor v; €
V1, potom reprezentaci r nazveme reducibilni. Ostatni reprezentace
nazyvame ireducibilng.

Lze ukézat, ze pokud u reprezentace kone¢né (pozor pro takovou
grupu {exp(tN)}, N nilpotentnito jiz neplati!) grupy existuje vyse
definovany invariantni podprostor Vi, pak lze rozlozit V na V; & Vs,
kde také (r(g))vQ € V5 pro kazdy prvek grupy ¢ a kazdy vektor
vo € V5. To znamenad, ze lze r ,slozit” ze dvou reprezentaci nizsi
dimenze, které pusobi na V; a V,: to znamen4, ze lze zvolit bdzi ve V
tak, ze vsechny matice r(g), g € G budou blokové diagonalni (a bloky
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0,1]

Obrézek 16: Symetrie rovnostranného trojuhelnika jako zobrazeni
R? — R? tvoif reprezentaci Sz, grupy permutaci mnoziny {1,2,3}.

budou mit stejnou velikost i polohu; odpovidaji zobrazenim V; — V;
a Vo — Vh, coz jsou také reprezentace). Ireducibilni reprezentace
jsou tedy jakési ,,zakladni kameny” pro vytvareni vSech moznych
reprezentaci dané grupy®3.

Pii zjistovani, zda jsme jiz nalezli vechny ireducibilni reprezen-
tace, ndm pomuze nasledujici véta.
Necht dy,...,d, jsou dimenze (fady) vSech neekvivalentnich iredu-
cibilnich reprezentaci grupy G o #G prvcich. Pak

& +...+d2=#G. (74)

Vidime tedy, ze diky 1+ 1+ 22 = 6 jiné ireducibilni reprezentace
S3 nez ty, co jsme jiz nalezli, neexistuji. Je ale potfeba se presvédcit,
Ze jsou tyto nalezené reprezentace skutecné ireducibilni: dokazete
vysvétlit proc? *KV

53U konecnych grup (a nekoneénych kompaktnich grup) plati, ze kazdou re-
prezentaci lze ,,poskldadat” z ireducibilnich reprezentaci.
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11 Exponenciala se neboji

11.1 Dvouhladinovy systém aneb Hratky s matici
2x2

Ukol: Jsou zadany matice

_ 610 _ 0t o
Ho—<0 62>, V_(t O)’ H=Hy+V.

1. Srovnejte spektra a vlastni vektory matic Hy a H. U vlastnich
vektoru H predpokladejte 1 = 5.

2. Naleznéte reseni rovnic

e o T
Holw) = inld) . 1) = inld) ke ) = (17 (79
s po¢dteéni podminkou v obou piipadech |¢)(0) = (1,0)T. Pro
jednoduchost polozte u druhé rovnice €1 = €9 = 0. Symbol h
oznacuje Planckovu konstantu.

3. Vysvétlete, co znamenayji fyzikalné vysledky piredchozich dvou
bodu. Hamiltonidany Hy a H mohou odpovidat napiiklad
systému na obr. 17.

Poznamka k oznaceni: casovou proménnou budeme oznacovat 7, deri-
vacemi v bodé 2 mdme na mysli |¢) = d|y)/dr.

Reseni: 1. Matice Hy je v diagondlnim tvaru, takze jeji vlastni ¢isla
jsou pifmo e1, €5 a odpovidajici vlastni vektory jsou (1,0)7 a (0,1)7.

H :
€2, e — 1, L
&, ey © o =)
. P I
) = (o

Obrézek 17: Systémy odpovidajici hamiltonidnum v piikladu 11.1.
Ptripominame, ze t < 0.
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Vlastni ¢isla matice H jsou kofeny charakteristického polynomu
det(H — X ) = A2 = ATr H +det H (viz vztah 60 v pifkladu 9.7 a
dalsich piikladech kapitoly 9)

2
M= Aertes)+erea—t =0, Al,g—“*“i\/(& 52) +2.

2 2
(76)
Pro €1 = €2 = € maji vlastni ¢isla obzvlasté jednoduchy tvar A; 2 =
e +t. V tomto piipadé se ndam budou také snadno pocitat vlastni

vektory
A=¢e+t: (1), A=¢e—t: (_11>

2. Redeni rovnice Av = v s pocateéni podminkou v(0) = vy je
V(1) = exp(A7)vy. Formélné je tento vzorec stejny jako u skaldrnich
funkef (je-li oy =y, y(0) = yo, pak y(7) = yo 7).

Spocitame proto exponencidly obou matic. Funkce z diagonalnich
matic se pocitaji prosté tak, ze funkci pouzijeme piimo na diagonalni
elementy, takze

1 _ [(exptre 0 (e T 0
oxp <%THO> o ( 0 exp %752 o 0 eiwer |

kde jsme zavedli oznaceni €1 3 = hwy 2, které se tési mezi fyziky jisté
oblibeé.

U matice H budeme mit trochu vice prace, ale diky vysledkum
bodu 1 ji také nebude mnoho. Vime, ze pro e; = 3 =€ je

n- (GO0

a proto (pii oznaceni{ € = hw, t = hwy, wy = w + wy)

1/1 1 e i+ 0 11
L e — . =
eXp(ihTH) - 2 (1 _1) ( 0 e—ZUJT) (1 _1)

oiwT COSwWT  —iSinwT
—iSINwWyT  COSWiT ’
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Reseni rovnic 75 s pocatecni podminkou |¢) = (1,0)T je potom
(s ohledem na vzorec v(1) = exp(At)vy) vzdy prvni sloupec expo-
nencidly ptislusné matice.

Hos o)n) = (§) o s o e ()

—1SinwyT

3. Ze staciondrni (bezcasové) Schridingerovy rovnice

Hly) = El¢)

plyne, Ze vlastni ¢isla hamiltonidnu udévaji energie (spektrum), které
muzeme v systému popsaném timto hamiltonidnem naméfit. Po-
dobné vlastni vektory udédvaji stavy, které témto energiim odpo-
vidaji.

Hamiltonidnem Hy muzeme tedy popsat napiiklad dvé oddélené
potencidlové jamy, které spolu nekomunikuji a ve kterych je vzdy
jen jedna dostupnd energetickd hladina. Céstice se bud'to nachézi
v jamé vlevo (J¢r) = (1,0)T) a m4 energii 1, nebo v jamé vpravo
(|r) = (0,1)T) a pak m4 energii e.

Pokud nés zajima casovy vyvoj stavu [¢)(7) = (¢1(7), ¥2(7))7,
kdy se castice nachazi v ¢ase 7 = 0 v jamé vlevo, fesime ¢asovou
Schrodingerovu rovnici (75). V bodé 2 jsme to uéinili a vidime, ze pii
této pocatecni podmince je pravdépodobnost vyskytu ¢dstice v jdmeé
vlevo, resp. vpravo rovna |11(7)|2 = 1 a [o(7)|* = 0, tedy v case
konstantni.

Céstice muze byt také ve stavu, ktery je linedrni kombinaci
aW)R> + 6|¢L>a aaﬁ S Cv pf‘léelnZ |a|2 + |/6|2 = 1’ aby byl
tento stav normovéan na jednicku. I v tomto piipadé ale zustane
pravdépodobnost vyskytu éastice v jamé vlevo |11 (7)[?, resp. vpravo
|12(T)]? v case konstantni (totiz |«|?, resp. |3]?).

Systém popsany hamiltonidnem H odpovidd napiiklad dvéma
jamam, u nichz je nenulova pravdépodobnost, ze ¢astice v jedné jameé
preskoci do druhé jamy (tunelovy jev). Vidime, Ze pro e; = €2 snimd
porucha®® V degeneraci, tedy, ze dvojndsobné degenerovand hladina

54Toto oznadeni pochézi z tloh Fesenych tzv. poruchovym poétem, kde zndme
vlastni ¢isla a vlastni vektory pouze u operatoru Hg a hleddme je také pro H =
Hp + V. Vlastni vektory a vlastni ¢isla H zapiSeme ve tvaru fady v mocninach
« a zajimame se vétsinou pouze o linedrni a pripadné kvadraticky clen: to je
piijatelné pouze pokud je a malé, a aV je tedy pouze slabéd porucha k Hy.
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E = ¢ se rozstépi na dvé hladiny®® e + ¢. Pifslusné vlastni stavy
jsou symetrickd vinova funkce (1,1)7 pro ¢ + t a antisymetricka
vlnovéa funkce (1, —1)7 pro e —t. JelikoZ je u redlnych systémi t < 0,
je prvni zminénd vilnova funkce zdkladni stav systému (viz obrézek
17). U dvouatomové molekuly by to byl vazebny orbital (zatimco
(1,—1)T by odpovidala antivazebnému orbitalu).

Co se tycCe casového vyvoje, vidime, ze kdyz Céstici vhodime
do jamy vlevo, [1)(0) = (1,0)T, bude éastice ,,preskakovat” mezi
jamami, nebot [t (7)|? = cos? wyT a |1ha(7)|? = sin? w,T.
Na zavér ucinme jesté dvé poznamky. Rovnice

exp(Hr/ih)[4(0)) = [¢(7))

nds opraviuje nazyvat U(7) = exp(HT/ih) operdtorem ¢asového
vyvoje nebo také evolucnim operdtorem. Diky hermitovskosti H je
tento operdtor automaticky unitarni. Klidné se o tom presvédcte.

Konecéné se mozna ctenai pta, jak souvisi matice se ,,skute¢nou
kvantovou mechanikou”, v niz je stacionarni Schréodingerova rovnice
(pro jednorozmérny systém)

h* d?

 2mda?

V()| ¢(x) = Ep(z).

Inu, ¢ (z) vzdy volime z néjakého Hilbertova prostoru, coz je obvykle
nekoneénédimenziondlni (Uplny) vektorovy prostor se skaldrnim
souc¢inem. Muze se ale také stat, ze je dimenze tohoto prostoru
kone¢na (a nebo ucinime néjakou fyzikalni aproximaci a omezime
se na podprostor koneéné dimenze). Pak si ale lze v tomto prostoru
zvolit vhodnou bézi a vyjadrit operdtor v hranatych zavorkach po-
moci matice. *KV

11.2 Soustava diferencialnich rovnic s rezonanci

Ukol: Naleznéte obecné fesent nasledujici soustavy rovnic pro y; =
yi(x), i=1,2
/
Y1 = 4y1 — Y2 7
Yy = Y1+ 2y (77)

55Formule (76) ukazuje, Ze i pro £1 # &2 porucha zplisobi, ze se hladiny od
sebe vzdall (A1 — A2| > |e1 — e2]).
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s poéatecni podminkou y(0) = (c1, co)T

Reseni: Nejdiive zavedeme nésledujici oznaceni

() ()

V tomto oznacen{ muzeme soustavu zapsat ve tvaru y’ = Ay. Ma-
tice A je matice s konstantnimi koeficienty, a proto je fesSeni soustavy
(bez pocatetni podminky) jakykoliv vektor tvaru exp(Az)v. Pokud
méme jesté zadanou néjakou pocdteéni podminku typu y(0) = c,
pak je fesenim soustavy vektor y = exp (Ax) ¢, neboli vektor, ktery
ziskdme aplikaci matice exp Ax na vektor pocdtecénich podminek c.
Asi ndm tedy nezbude nez najit matici exp(Ax).

Jak na to? Matici A pfevedeme na Jordanuv tvar J 4, a vyuzijeme
toho, ze plati exp(Az) = Cexp (Jaz) C~1, kde C je matice, kterd
transformuje slozky vektoru z Jordanovy do kanonické baze. Expo-
nencidlu matice J4 uz spoc¢teme snadngji (viz vztah 78). Najdéme
tedy nejprve Jordanuv tvar matice A. Vlastni ¢isla matice A ziskdme
jako koreny charakteristické rovnice

det(A — X\ ) = det <4IA 2‘_&) =(A=3)".

Matice A ma dvojnasobné vlastni ¢islo Aj 2 = 3. Protoze

dimKer (A—3) :2—h<1 _1) =1,
existuje jen jeden®® vlastni vektor A. Bézi R? tedy z vlastnich
vektoru A neposkldaddme, a A tudiz neni diagonalizovatelnd. Musi
pak ale nutné existovat fetézec délky dva a — b — 0, neboli
(A—=3)a= b (A-3)b=0a a,b pak tvoif bazi R% Pro kon-
trolu se mizeme presvédéit, ze (A—3 )? je nulova matice. Jordantv

tvar tedy bude
31
= (31).

Jako vektor z Ker (A — 3 )? zvolme napiiklad a = (1,0)7 a z toho
dostaneme b = (A —3 ) a = (1,1)T. Matice C, kterd transformuje

56Tfm myslime, Ze prostor vlastnich vektort je jednorozmérny.
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A na Jordanﬁy tvar mé ve sloupcich vektory b, a (v tomto poradi),
a tedy podle Cihdkova pravidla (38 v pifkladu 6.5)

(11 4 (01
o=(10) er=(1h)

Presvédéte se, ze skuteéné J4 = C~LAC.
Exponencidla potom musi byt

exp(Az) = exp (CJ4zC™ ") = Cexp (Jaz)C~' =

— Cexp [(g ;))x] C' = Cexp KS g)x+ (8 é);«] 1 (78)

Zde muzeme vyuzit pravidla o exponencidle souctu exp(A + B) =
exp Aexp B, protoze obé matice v exponencidle spolu komutuji
(prvni matice je ndsobek . ). To ndm umozni upravit vyseuvedenou
rovnici na

oot = o[ (20) ] x| (01 ] 1

kde snadno vypocteme obé pozadované exponencidly. Je totiz
exn (37 0 _ e3 0
L0 32) T o e )
0 x 1/0zx 1z
e (08) = +a(on)+ro=(o7)

Konecné pro exponencidlu A dostaneme

eSw +xe3w _xe3w
e €3 — ged®

exp(ar) = (8

Resenfm rovnice 78 pak je y = exp (Az) ¢, kde c je vektor po¢dtecnich
podminek.

Zda se, ze timto jsme s TeSsenim skoncili. Nejvice ¢asu nam
pri feseni 1lohy zabral vypocet exponencidly matice A. Polozme si
otazku, zda bychom se nemohli bez exponencidly matice A obejit.
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Nejdiive prozkoumdme, jak matice exp(Ax) pusobi na vektory
Jordanovy béze a a b.

eSm + 1,63:6 _xe3ib 1 e3m + {L‘63$
eXp (A.’E) a= x63z 63:1: _ 13639: 0 = xeSx

63;8 +x63x _1.6396 1 eSz
exp (Ar) b= ( 2e3T e3% _ g3 1) = g2

Na prvni pohled se nestalo nic zajimavého. Pfi podrobnéjsim
zkoumani si vSak uvédomime, ze

exp (Az)a = 3 a+ ze3"b
exp (Az) b = 3%b.

Skutecné, nejde o ndhodu. Vektor b je totiz vlastni vektor matice A
piislusejici vlastnimu &islu A = 3. Jinak: plati Ab = 3b. Proto

exp (Az) b= (Z %) b= <Z xn:'nb> =

n=0 n=0

= z"3"b = (3z)"” 3z
:(Z o >:<Z(n'> )b:e b.

n=0 n=0

Toto neznamend nic jiného, nez ze pokud je u vlastni vektor matice
A piislusejici vlastnimu ¢éislu A, pak je u také vlastni vektor matice
exp A, piislugejici vlastnimu éislu e?.

Nyni se zamyslime nad vektorem a. Pfipomenime si, ze vektor
a byl zvolen z Ker (A — 3 )2, neboli (A—3 )*a = 0. Navic b =
(A—3) a. Proto (u * vyuzivame opét komutativitu)

exp(Az)a=exp [(A—3 )z+3z |a = exp [(A—=3 )z] exp(3z. )a=

= exp [(A—3 )x}eBra:eBm (Z M) a

o n!
3 = 2" (A—3 )"a
= e (3+(A—3)$3+ZQT .
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V posledni sumé jsou ale uz jen nulové matice. Vysledek pusobeni
exponencidly na vektor a je tedy

exp (Az)a=e**a+ ze’b.

Protoze vektory a a b tvoif béazi prostoru R?, muzeme kazdou
pocéatecni podminku zapsat jako ¢ = aa+ b, kde a, 6 € R. Na takto
rozlozenou pocateéni podminku pak ptisobi exp(Az) ndsledovné

exp (Ax) c = exp (Az) (ea+ Bb) = aexp (Azx) a+ Bexp (Ax) b.

Chovéni vektroru a a b pii pusobeni matice exp(Ax) jsme jiz vytesili,
proto muzeme pokracovat a dostaneme feSeni diferencialni rovnice
jako

y(z) = exp (Az) c = a (e’ a+ e b) + B (¢**b) . (79)
Pro zjistovan{ chovani vektorti a a b pfi plisobeni exp Ax jsme viibec
nemuseli znat exponencidlu matice A, sta¢ila nam pouze dukladnd
znalost Jordanova tvaru a Joradnovy baze matice A. Pokud ne-
chceme pocitat exponencidlu A, vystacime si s timto jednodussim
postupem. *VP

11.3 Diferencialni rovnice s pravou stranou

Ukol: Naleznéte obecné fesent soustavy
U1 (t) = 4y — y2 + €¥(t + sint)
U2(t) = y1 + 2y2 + te cost.

Reseni: Pokud oznacime

(41 (3t +sint) ([
A<1 2)7 f(t)< tGStCOSt ’ y= Yo )

Ize rovnici zapsat zkracené
y=Ay+f(t).

Jedn4 se tedy o nehomogenni soustavu linedrnich diferencidlnich rov-
nic. Pti jejim feseni budeme postupovat ndsledovné: nejprve (1) na-
jdeme fesen{ homogenni soustavy a pak (2) metodou variace konstant
najdeme obecné feseni nehomogenni soustavy.
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1. Homogenni soustavu Ay =y jsme jiz vyfesili v piikladu 11.2.
Zopakujme vysledek: v R? jsme nalezli (Jordanovu) bézi

() ()

Protoze kazdy vektor pocatecnich podminek y, je mozné rozlozit
do této baze (o které vime, jak se chovd pii zobrazeni exp(tA)),
muzeme kazdé feseni homogenni soustavy zapsat jako linearni kom-
binaci exp(tA)a a exp(tA)b, neboli

Yo=0aa+pb = yt)=a(e*a+te®b) + Be*b,

kde «, ( jsou realné konstanty.

2. Nyni budeme konstruovat feSeni nehomogenni soustavy metodou
variace konstant. Hledejme tedy feSeni ve tvaru

y(t) = aft)(e¥a + te3'b) + B(t)e®b, (81)

kde a(t) a [(t) jsou funkce. Rozlozme jesté pravou stranu f(t) do
Jordanovy baze b a a. Chceme tedy, aby platilo

1 1 e (t 4+ sint
’73+5b:’y<0>+5<1> :< téStcost >> = 1),

odkud § = te¥ cost, v = €3(t + sint — tcost). Dosadime-li rov-
nici (81) do rovnice ze zadani (80) a uvédomime-li si, ze (81) fesi
homogenni rovnici V¢ € R, dostaneme

a(t)(e3ta+ tedtb) + B(t)e3tb = f(t).
Vyuzijme nyni toho, Ze jsme f{t) rozlozili do Jordanovy béze a pisme
a(t)(e*a+ te®b) + f(t)e® b = ~va+ ob,
neboli ve slozkach

C:E(t)egt
a(t)te3 + p(t)ed = 6.

1
2
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Integrovdnim prvni rovnice uréime «(t)
a(t)edt = e3'(t +sint — tcost)

a(t) /(t—i—sint—tcost)dt
t2
at) = 5 —2cost —tsint + C .

Podobné dojdeme k §(t)
Bt)ed = te¥ cost — au(t)te™
B(t) = tcost —t(t 4 sint — tcost)
B(t) = /(tcost —t2 —tsint 4 t> cost) dt

43
B(t) = —— 4 cost — 3sint + tsint + 3tcost + t2sint + C .
3

Takto spoc¢tené koeficienty dosadime zpét do (81) a dostdvame

v = (0D -

(€3 (CL+ Co4 Cit + 32 + 213 — cost — 3sint + tcost)
= 63t.(02+01t+%t?’+COSt*3$th+tCOSt+tSint) ’

kde Cy, Cy jsou redlné konstanty. Vektor y(t) je obecnym feSenim

nehomogenni soustavy 80. (V [PLA], str. 199 je metoda variace kon-

stant popsana trochu jinym, avsak ekvivalentnim zpusobem.)
*VP,AK

11.4 Komplexné puvabna diferencialni rovnice
Ukol: Naleznéte feseni y; = yi(t), i = 1,2 soustavy rovnic

Y1 = Y1+ 2y2
Yo = —y1 + 12
s poédteéni podminkou y(0) = (c1,c2)T

Reseni: Jako obvykle zavedeme oznaceni

(49
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Zkusme nejdiive najit feseni podle postupu zminéného v piikladu
11.2, tedy nebudeme explicitné hledat exp(At). Protoze nds vsak
pocitani exponencial matic bavi, najdeme posléze reseni i obvyklym
zpusobem.

Vypocteme vlastni ¢isla matice A

1-x 2

Ozdet(A—)\):det< 1 1.2

):)\2—2>\+3.

Charakteristickd rovnice ma komplexni kofeny A\; = 1 — i\/§7 Ay =
1 + iv/2. Pfipomenime si, ze u redlnych matic se komplexni vlastni
¢isla vzdy vyskytuji v komplexné sdruzenych parech. To nadm nako-
nec umozni vyjadrit exp(At) pomoci redlnych vyrazu se siny a kosiny
misto komplexni exponencidly.

Vlastni vektor piislusejici vlastnimu ¢islu Ay je naptiklad vektor
u= (iv/2,1)T, vlastni vektor pifslusejici vlastnimu &islu Ao je vektor
komplexné sdruzeny k vektoru u, neboli v = (—iv/2,1)”. Podle toho,
co vime z piikladu 11.2, bude tc¢inek exponencidly na vlastni vektory
u, v nasledujici

Necht je ddna pocdteéni podminka y(0) = c¢. Tento vektor rozlozime
do Jordanovy baze matice A, tzn. najdeme ¢isla a, 8 € C takova, ze
plati ¢ = au+ Bv. Resenim rovnice je exp (At) ¢, a to muzeme napsat
jako

exp (At) ¢ = exp (At) (au + fv) =
— qelt-1v2) (\{5 ) 1 geliiva) <1\/§ ) L ®

¢imz jsme nagli feSeni zadané diferencialni rovnice.

Leckomu se vSak komplexni ¢isla nelibi, a proto jesté zkusime
zapsat vysledek bez uziti komplexnich ¢isel. Vzhledem k tomu, ze
soustava neobsahovala komplexni ¢isla, mame — pokud si zvolime
redlné poc¢atecni podminky ¢ — na realné feseni také opravdu narok.
Z redlnosti ¢ (tedy ¢* = ¢) plyne § = «*; vSimnéte si také, ze
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takto mame ve volbé c¢ jen dva realné stupné volnosti a ne Ctyii
jako v pripadé komplexniho c. Déle si pfipomeneme dobfe zndmé
vztahy

—ix

2cosx = e +e ', 2isinz = e —e
Pifmocarymi algebraickymi tpravami pak dostaneme z (82)

_ V2 sin(t\/i) ¢ -2 cos(t\/i) ¢
y(t)-2Rea< cos(tv/2) )e +21ma< sin(tv/2) )e .

Pro zadanou pocatecni podminku ¢ ziskdme « feSenim soustavy dvou
rovnic o dvou neznamych ¢ = au+ a*v.

Ulohu jsme jiz vytesili a jako pocetni cviceni jesté muzeme zku-
sit explicitné nalézt exponencidlu matice A. VSe potiebné je uz
pripraveno, a proto budeme postupovat rychleji. Matici prechodu C
najdeme tak, ze do jejich sloupcu napiSeme vlastni vektory matice

A. Matice C a jeji inverze C~! (nalezena pomoci Cihakova pravidla
38 z piikladu 6.5) je

C= (“/5 _i\/i), = (‘

1 1

ol
ST

NI N[

v

Exponencidlu poc¢itame obvyklym zpusobem
exp(tA) = exp (CtJaC™') = Cexp (tJa) C™' =

_ e(l_iﬁ)t 0 C—l _

0 o(1+iv2)t =
1 (o(1+iv2)t +e(1—i\/§)t _iv2 (o(1+iv2)t _ (1-iv2)t
2 2

% (e(1+i\/§)t 7e(lfi\/§)t) % (e(1+i\/§)t +e(17i\/§)t>

a po upravé pouzitim vySe zminénych vzorcu pro sinus a kosinus
dostaneme elegantnéjsi vyjadieni

_ cos(tv2)e’  V2sin(tv2)e!
exp(tA) = (_§Sin(t\/§) et cos(tv/2)el . >
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Reseni diferencialni rovnice je exp(tA) aplikované na vektor poca-
te¢nich podminek ¢, aneb

o -emone (LGRS

Muzeme zkontrolovat, ze jsme dospéli ke stejnému vysledku.
*VP

11.5 Soustava 3 diferencialnich rovnic

Ukol: Vyreste soustavu

42 -5 Y1 Y1
649 1v2) =14
53 =7/ \uys Y3

s proménnou t.

ReSeni: Budeme hledat feseni pomoci exponencidly matice At.
Nejdiive si matici A ptevedeme do Jordanova kanonického tvaru.
Charakteristicky polynom A vychézi p(A\) = —A3 + A2, tomu od-
povidaji vlastni ¢isla Ay = 1, Ao 3 = 0. K vlastnimu ¢islu A =1
vypoéteme vlastni vektor v; = (1,1,1)T.

Nyni se vénujme dvojnasobnému ¢éislu A = 0. Hodnost matice A je
2, hodnost A? je 1, tedy dimKer (A—X ) =1 adimKer (A—\ )% =
2. To znamena®’, 7e pro A = 0 existuje jen jeden vlastni vektor (az
na nésobek), a proto musime zkonstruovat jeden fetizek délky dve.
Jak ur¢ime jeho vektory? Nejdiive muzeme Fesit napi. soustavu

31 -3
A2u=131-3|u=0.
31 -3

Dostévame napifklad u = (0,3,1)”. Jeho obrazem by mél byt vlastn{
vektor vo. Dopocteme vo = Au = (1,3,2)7. Samoziejmé se miize
stat, ze pii feseni rovnice A%v = 0 se trefime vektorem u uz pifmo do

57Védéli jsme to uz v okamziku, kdy jsme spoéitali dim(Ker A — X ) = 1.
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vo. Potom je t¥eba zkusit jiné fesenf rovnice A?u = 0. Tim ziskdvame
Jordaniv kanonicky tvar A = QJ4Q*

1 10 1 00 3 1 -3

1 3 3 0 01 -2 -1 3|=4
1 21 0 00 1 1 -2
Ll Ll

Vi Vo u /\1)\2

Jind mozZnost, kterd je v tomto pripadé snad méné pracné (nemusime
pocitat A?), je najit vo a pak Fesit Au = vo. Tato metoda se ale
v obecném piipadé nemusi vyplatit, konkrétné u matic, které maji
k jednomu vlastnimu ¢éislu vice retizku.

Nasleduje jiz jen vypocet samotné exponenciely: exp(At) =
Qexp(Jat)Q L. Spocitame si tedy exponencidlu jednotlivych Jorda-
novych blokt. Prvni blok je tvofen jen vlastnim ¢islem 1, a jeho expo-
nencisla je tedy e!. Druhy blok je pfimo Jordanova buiika (ndsobens
t) a jeji exponencidla je

t (01 2700 1t
'+ﬁ(00)+5<00>+'“_<0 1)'

Dohromady to dava

110\ /et 00 3 1 -3
exp(At)=[133)lo1¢]|[-2-13 |=
121/ \001 1 1 -2

3et+t—2 et4+t—1 —3et—2t+3
=|3('+t—1) e +3t —3(et+2t—1)
3et 42t —3 et 42t —1 —3el -4t +4

Konkrétn{ rovnice pro y1,ye,ys ziskdme tim, ze matici exp(At) vy-
nasobime pocatetnimi podminkami. Jako zajimavost lze uvést, na-
kolik muzou ruzné pocateéni podminky ovlivnit tvar feSeni. Napf.
zvolime-li y1(0) = 0, y2(0) = 1, y3(0) = 0, pak y; = et +t — 1,
yo = e +3t, y3 = et +2t — 1, tedy vSechny slozky feseni pro t — oo
exponencialné rostou. Zvolime-li ale y1(0) = 1, y2(0) = 0, y3(0) = 1,
potom y; = —t+ 1, yo = =3¢, y3 = —2t + 1 a slozky feseni rostou
(v absolutni hodnoté) pouze linedrné. *PV
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11.6 Linearni nezavislost feSeni soustavy diferen-
cidlnich rovnic

Ukol: Necht vektorové funkce

X1(t), .oy xn(t) (83)

fesi soustavu n linedrnich diferencidlnich rovnic X'(t) = Ax(t).
Ukazte, ze k tomu, aby vektory (83) byly linedrné nezdvislé pro
vSechny casy t, je nutné a staci, aby byly linearné nezavislé prot = 0.
Reseni: Sloupcové vektory (83) naskldddme do ¢tvercové matice

X(t), jejiz determinant oznacime W (t) (tzv. Wronského determi-
nant). Chceme tedy dokdzat

W(0) £ 0 <= (W(t) £0 V) .

Spocteme ¢asovou derivaci W'(t). Determinant zapiSeme jako sumu
(pfes ) soudinu typu A17(1)a27(2) " * Gnr(n)- Lyto souciny se derivuji
podle znamého pravidla

(Q1r(1)02r(2) " Ann(n)) = Qir(1)02n(2) " Anm(n) + - - -

N A17(1)B27(2) " a/n‘n'(n) .

7 kazdého zderivovaného sou¢inu nyni vezmeme ¢len, v némz se deri-
vovalo aj.(1) (7 je samoziejmé v kazdém ¢lenu jiné). Vech téchto
n! vyrazi dd dohromady determinant matice A, v niz jsou vSechny
elementy v prvnim fadku zderivovany. Pokud oznacime k-ty fadek
., znamena to tedy

rn (t) r (t)

. ) | w0 ow o1 (1)
W)= det | n/(t) [ =D det| Axr;(t)
k=1 re+1(t) k=1 j=1 re+1 (%)

rn.(t) rn'(t)
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Determinant v posledni dvojité sumé je ale A;ér; W (t) (proc je de-
terminant s k # j nula?), coz ndm da

W'(t) = Zn:AkkW(t) =TrA -W(t).
k=1

Dostavédme jednoduchou diferencidlni rovnici pro W (t), jejimz fe-
Senim je
W(t) =W (0)exp(tTrA).

Odtud jiz snad je platnost naseho tvrzeni evidentni. *xTB

11.7 Jsou exponenciala a logaritmus opravdu
navzajem inverzni?

Ukol: Ukaste, ze fady pro exponencialu a logaritmus jsou navzajem
inverzni funkce, primym dosazenim jedné rady do druhé. Z toho
potom primo plyne, Ze i pro matice plati Inexp A = A.

ResSeni: Pouzijeme tady

14 Z x? "
y—1 (y—1)?° =D
1 = - .. —1" e —— .
ny 1 B + +( ) " +

Je nutno podotknout, ze druhd fada méa polomér konvergence roven
1. V3echny nase tdvahy se tedy budou tykat pouze intervalu y € (0, 2).

N&s postup bude nésledujici: Nejprve vyjadiime v co nejpie-
hlednéjsim tvaru vyraz (y — 1) = (e —1)" pro vSechna pfirozend
n. Poté tento tvar dosadime do fady pro Iny. Nakonec odvodime, ze
vskutku plati Ine* = z pro y = e* € K, kde K je oblast, na niz fada
pro Iny konverguje; v nasem vypoctu bude K = {y € C, |y—1| < 1}.

Nejprve tedy zjednodusime vyraz (e* —1)". Podle binomické véty
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(e =1)" = ( )e(" Dz .. +(—1)”1< " )ez +(=D" =

I+”}_

= [1++ S+

1l A
(Y[ e D
e () e G D]

Sdruzime nyni ¢leny se stejnou mocninou x. To lze diky jiz vyse
zminované absolutni konvergenci rfady e®.

(€ =1 = 1= () + (3) = (-1

cvvs

v uvedeném rozvoji n. Prvnich n fadku Je tedy nulovych. Tento
fakt, ktery lze dokdzat i pfimym vypoctem, pozdéji jesté jednou
vyuzijeme.
Zkoumejme nyni, jaky je koeficient u clenu 2™ ve vyrazu
(=11 (e =1)* (e —1)]
1 e’ —1 1) = — —_
n((e"=1)+1) 1 > 3

pro m > 1. Podle vy8e uvedeného je tento koeficient stejny jako
koeficient u ™ ve vyrazu

(e —1)!  (er—1)? (e —ym
_ e (=)
1 2 o) m
Dosadime-li nyni z vyse odvozené formule pro (e —1)", zjistime, ze
tento koeficient je roven
m 2\ 1m m 3\ om 3y 1m
1[1_[2 _(1)1]+[3 - ()2 +(5)1m]
m!

am =
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Nasim poslednim ikolem bude dokazat, ze tento vyraz je pro
m > 1 roven nule. Zde vede k cili nasledujici tivaha: Pfeskupime
uvazovany vyraz tak, ze ddme k sobé ¢leny s mocninou £ o stejném
zakladu a tento vyraz zjednodusime. Nakonec ukazeme, Ze soucet
téchto vyrazu pro k = 1,...,m je roven nule.

Prvni ohlaseny krok je

mlay =1"[1+ 32+ 13+ -+ Lm] -
S ERE CO R Gy | B
3 F i o ()] -

Pomoci identity

Lo fi+k\ _G+k)! 1 (k=11 1/ i+k-1
i+k\ kK ) kKN itk KG-1! i '

lze vyrazné zjednodusit -ty fadek

, 11 [i+1 1 [i+2 1, m
— l_l'm_ - —_ =
(=) [i+i+1< 1 )+i+2( 2 >+ +m(m—i)}

ot (1) () s (7))
= (- (M)

i
Posledni krok spocival v opakovaném pouzivani identity (Z) +

(kiﬂ = (ZE) Celkem je tedy

) (5 (7).

coz je (eventuelné az na ,,normalizaci”) koeficient u 2™~ v rozvoji
(e* —1)™ do tady (84). Jiz vySe jsme ale vysvétlili, ze tento vyraz
je roven nule. Zrovei je ziejmé, 7ze u x' je koeficient jedna, tedy
In(e*) = x. *JV

m!-ay, =171 (
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11.8 Generdtory . (2) aneb Vypocet exponen-
cialy trikem pro specialni matici

Ukol: Vypoditejte exp(ipn- o), ¢ € R. Vektor o obsahuje Pauliho
matice (viz priklad 6.1)

~(()-(0)())

an= (ny,ng,n3) € R3 |n| = 1. Pokud se v tomto zdpisu nevyzndte,
pak vézte, ze mate spocitat exponencialu z matice

. . 01 0 —1 1 0
wn.o-:up(nl(lo)—i—ng(i OZ)+n3<O 1))

Z vysledku odvod'te, ze (1) redlné kombinace Pauliho matic o,
o9, o generuji grupu SU(2) a podobné Ze (2) redlné kombinace matic
., 01, 02, o3 generuji U(2)

Reseni: Exponencidlu si rozepiseme do fady
Aol ig'n- o)’

exp(ipn-o)=. +ipn-o — 5 - 3 N

Mocniny matice n- o muzeme upravit pomoci vzorce (30) v piikladu

6.1.

3 3 3
(n-o)(n-o) = anaj anak = Z ning(o;or) =
j=1 k=1

Jik=1

:Z”J’”k lziﬂkﬂz*-% :0+Zn§ = .
gk ] .

Vyraz v; = ij njnkey; je nulovy pro kazdé I: bud'to to chdpeme
jako dzeni{ soucinu symetrického a antisymetrického souc¢inu (¢leny
njnkElk; & NEn;ek se vyrusi, nebot jsou az na znaménko stejné),
nebo vime, ze v; jsou slozky vektoru n x n= 0.

Do rozvoje pro exponencidlu pak muzeme za (n-o)(n- o) dosadit

. ip® ipd
—-~-—|—(n-o-) ’L(p—i—i—i—-”

2 4
. * e
explipno) = =3 +r T
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Prvni ¢ast rozvoje lze po vytknuti jednotkové matice napsat jako
cos ¢ a druhou ¢ést zase (po vytknuti in - o) jako sinp. Vysledek
muzeme tedy zapsat v elegantnim tvaru

exp(ipno) =. cos¢ + (no)isinp. (85)

Nyni se zamysleme nad tim, co jsme vlastné timto vypoctem
dokazali. Pfedné: kazdou matici A z SU(2), resp. z U(2) 1ze napsat
jako

a b rosp, 6o a b kde a €R, a,beC,
—ba)’ p- —ba)’ a2+ b2 =1,

(86)
to lze extrahovat z podminek AAT = a det A =1 (resp. AAT =
pro matice z U(2)). Déle se presvédcte, Ze matice na pravé strané
(85) je pouze jiné vyjadieni obecné matice z SU(2), neboli ze pro
kazdou matici ve tvaru (86) vlevo lze zvolit ¢ a n tak, aby

a by _ cos ¢ + (no)isin
-ba - ¥ ¥

a naopak.

Koneéné si uvédomime, ze libovolnou redlnou kombinaci Pauliho
matic muZzeme napsat jako pno, ¢ € R. Rovnice (85) pak tikd, ze
z téchto linedrnich kombinaci vygenerujeme celou grupu SU(2). Po-
kud k Pauliho maticim pfiddame jednotkovou matici, vygenerujeme
ziejmé U(2), nebot exp(ia. + ipno) = e exp(ipno). Nézorné
tedy vidime, Ze Uy neboli hermitovské matice (tedy redlné linedrni
kombinace Pauliho matic a , viz pifklad 6.1) generuji®® U(2) a Sily
¢ili hermitovské matice s nulovou stopou (tedy linedrni kombinace
pouze Pauliho matic) generuji SU(2).

Zduraznéme, ze libovolnéd Lieova algebra, kterd je linedrnim oba-
lem tii objektu spliujicich stejné komutacni relace jako Pauliho ma-

tice
0,06l =1 _ejmon, (87)
!

58Pokud misto exp(iMt) pouzivime exp(Mt), budou to antihermitovské ma-
tice io1, 102, i03.
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tedy [o1,02] = io3 a dals{ dvé relace ziskané cyklickou zdménou, je
izomorfn{ §Us, a tudiz generuje grupu, kterd je izomorfni SU(2).

Jen pro osvézeni pojmu dodejme, ze Pauliho matice jsou infini-
tesimdlni generdtory SU(2), nebot® exp(ipoy), ¢ € R je podgrupou
SU(2) a podobné to plati pro o, o3. Tyto t¥i podgrupy jsou piiklady
jednorozmeérnych tord v SU(2): méme pfitom na mysli jejich izomorfii
s komutativni grupou {z € C, |z| = 1} s operaci ndsobeni, U(1), tedy
vlastné jednotkovou kruznici; tuto grupu si muzeme predstavit také
jako interval (0,27) se s¢itdnim ,,modulo” 27 (tedy slepime konce
usecky a dostaneme onu kruznici).

Dvourozmeérny torus by byla (opét komutativni) grupa U(1) x
U(1). To samoziejmé neni totéz, co U(2) (coz je nekomutativni
grupa; najdéte néjaky hezky pitklad). Grupa U(1) x U(1) je mnozina
{(z1,22), 7212 € C, |z12] = 1} s ndsobenim po slozkich (viz
pifmé souciny v pifkladu 2.1) a lze si ji také predstavit jako ¢tverec
(0,27) x (0,27), jemuz slepime dvé a dvé protilehlé strany. Takto
dostaneme zdchranny kruh, torus, neboli anuloid. Skutecnost, ze
v SU(2) existuji pouze tory dimenze jedna®’, vyjadiujeme tslovim
,,rank SU(2) je jedna”. *MV, KV

11.9 Jedna exponenciidlni formule pro determi-

nant
Ukol: Nechf A = — W je diagondlné dominantni matice n x n,
tj. matice W je ,,mald” ve smyslu, Ze pro kazdy index i = 1,...,n

je Zj |w; ;| < 1. Predpokldddme navic pro jednoduchost, ze W je
matice s nulovymi prvky na diagonale. Pak plati formule

det A=det( — W) =exp Z log(1 —wg) | , (88)
S prosta

59Pokud bychom pouzivali definici s exp(¢o1), byl by infinitesimalni generator
101 misto o1.

60Grupa {exp(ip101), @1 € R} x {exp(ip202), @2 € R} by byla kandiddtem
na takovy dvourozmérny torus. Matice exp(ip101), exp(ip202) spolu ale neko-
mutuji. Upozorniujeme, ze diky tomu vyse naznaceny soucin nelze vibec realizo-
vat jako podgrupu SU(2) (jinymi slovy grupy, které ndsobime, nejsou invariantnf
podgrupy SU(2), viz piklad 2.7).
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kde vdhy smyc¢ek wg (cyklu, které se mohou i protinat) jsou defi-
novany analogicky jako vahy cykli we, viz podrobnéji formuli nize.
Symbol = znaci jednotkovou matici, jak je to v této knize obvyklé.

Poznamka: Podminka ,,malosti” W zarucuje, Ze se uvedenou for-
muli nesnazime aplikovat napriklad v situacich, kdy determinant
redlné matice je zdporny. (Na druhé strané formule plati i pro
komplexni matice W spliujici podminku nahore.) Nenf totiz tézké
si uvédomit, ze podminka nahore implikuje kladnost determinantu
(srovnejte s Gershgorinovou vétou, priklad 9.2), tzn. souhlasnou ori-
entaci A a. (pro redlné matice samoziejme).

Reseni: Tato formule je, jak uvidime, disledek véty o vyjadient
det exp A pomoci Tr A. Také se ndm budou hodit vyjadieni Tr W*
jako sumy pfes vSemozné smycky délky k, viz konec piikladu 6.8.

Zobecnéme v teorii permutaci jiz diive zavedeny pojem cyklu C
(na indexové mnoziné 1,...,n) na obecnéjsi pojem smycky S takto:
Symbolem (5,41) ozna¢ujme smycku s vybrangm pocdtkem iy, defi-
novanou jako libovolnd posloupnost tvaru (i1, 4s,. .., ik, 1), se Zebry
(i1,12), ..., (ik,41) spliujicimi podminky i1 # iy atd. Vicendsobné
navstévy jednoho indexu 4 jsou tedy u smycky S, narozdil od cyklu
C, povoleny (vyluéujeme pouze existenci zeber typu (4,7)) a smycka
muze tedy mit (na rozdil od cyklu) libovolné velkou délku |S| = k.
Délka smycky je totéz co pocet jejich zeber.

Index i1 nazveme poédteénim bodem smycky S. Tento pocatecni
bod mizeme nyni ,,zapomenout” — a mluvime pak pouze o smycce S
(bez pocatecniho bodu). V tomto pifpadé tedy ztotozniujeme objekty
jako (i1,...,4n,%1) & (42, ..., %n, 11, i2). Pro kazdou smycku definujme
v souvislosti s matici W = (w; ;)';_; jeji vdhu predpisem (vimnéte
si znaménka minus, méme totiz matici A = — W)

ws =[] (~wij),

(,7)€S8

kde soucin se bere pies vSechna zebra smycky S.

Smycku S nazveme prostou pokud ji neni mozno rozdélit na
nékolik stejnych smycek S’ tak, aby S = (S’)™ kde m-tou mocni-
nou smycky S’ rozumime tuto smycku probfhanou m-krdt za sebou.
(Neznamend to samoziejmé, Ze bychom prostou smyc¢kou nemohli
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nékteré indexy navstivit vicekrat!) Je veelku jasné (oduvodnéte po-
drobnéji), ze kazdd smycka S je vhodnou mocninou S = (S/)™
(Castéji bude ovéem m = 1) néjaké prosté smycky S’ a pritom ta-
kovato prosta smycka S’ je urcena jednoznacné az na pocatecéni bod.
Ten potom muzeme zvolit celkem |S’| zptsoby.

Dokazme nyni kone¢né vztah (88). Pouzijme formule det exp M =
expTr M

det A=det( —W)=expTrllog( —W)] = eXpZ —Tr %W’C.
k=2

Vsimnéme si, ze faktor 1/k v rozvoji log( — W) = >, —(1/k)W*
(pfipomenme, ze pro k = 1 mdme predpoklad w; ; = 0) je pravé kom-
penzovén moznou volbou k ruznych ”pocatk” ve smycce S délky k
(srovnejte s pifkladem 6.8). Pfipomeiime dale, Ze stopa matice W*
je ddna sumou pies viechny smyckyS! S délky |S| = k s pocateénim

bodem
Tr Wk = Z wg -
(S,i1); |S|=k

Bylo by ted pékné, kdybychom mohli fici, Ze se tato suma rovnd
> 5=k 1S |wg, kde séitdme pouze pies smycky s nespecifikovanym
pocatetnim bodem. Toto pozorovani plati ale pouze pro prosté
smycky S. Obecnéji, prispévek smycky S™, kde S je prostd a ma
délku m, najdeme ve vyrazu Trlog( — W) =", (1/k) Tr W* s ko-
eficientem 1/mn (u ¢lenu s poradim k = mn). Na druhé strané, ob-
jevime ho tam (pfi ruznych posunech té smycky S) celkem m-krét
— coz dava pii sumaci pfes vSechny k = mn celkovy piispévek

> m
— "= —log(l — .
; mn (ws) og( ws)

Vyraz Y., (1/k) Tr W* tedy muzeme piepsat pomoci sumy pies
vSechny prosté smycky a tim je dukaz skoncen:

i%Ter: Z —log(1 —wg).

k=2 S prostd

610pét nezapomeiite, Ze w; ; = 0.
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Tento priklad méa dulezité aplikace ve statistické fyzice: Ptipo-
menme si definici determinantu a uvédomme si, ze kazdou permutaci
na mnoziné {1,...,n} lze ekvivalentné popsat jako soubor navzajem
se neprotinajicich cyklu. Sumace pies vSechny permutace na mnoziné
indexu {1,...,n} je tedy sumaci pfes viechny mozné soubory {C;}
vzédjemné se neprotinajicich cykla C; na {1,...,n}. Muzeme tedy
napsat det A = det( — W) jako®?

Z = Z H(_wcqz)a

{C:} i

kde s¢itame pies vSechny mozné kolekce navzajem se neprotinajicich
cyklu (nikoliv obecnych smycek!) na mnoziné indexu {1,...,n}.
Piipominame, ze a;; = 1, resp. w; ; = 0.

Oznacenim veli¢iny det A symbolem Z chceme upozornit na fakt,
ze takovyto objekt se ve statistické fyzice nazyva partiéni sumou
(a byvéa oznacovdn symbolem Z). Zde potom jde o parti¢n{ sumu
jakéhosi abstraktniho ,,plynu”, jehoz ,,molekuly” jsou pravé cykly
C. ,,Vaha” ¢i ,,aktivita” we molekuly C se pak ¢asto piSe v expo-
nencidlnim tvaru we = exp(—E(C)), kde veli¢ina E(C) je ,energie”
molekuly (cyklu) C' vyndsobend Boltzmannovym faktorem 1/kT.

V nasSem piipadé (vypocCet determinantu) maji ovsem vahy
lichych smycek znaménko minus, a to je fyzikalné jisté neobvyklé.
Uvedend analogie neni tedy vubec trivialni, poznamenejme, ze slavné
Onsagerovo feSeni Isingova modelu, tedy presny vypocet jeho volné
energie (dals{ technicky termin prevzaty ze statistické fyziky) muze
byt motivovdno pravé takovymto zpusobem tzn. snahou prevést
vypocet ptislusné partiéni sumy Z na vypocet jistého determinantu.
To dodateéné znaménko minus se potom ovSem musi ,,uméle vy-
tvorit” a pravé zpusob jak to udélat tvoiri jeden z hlavnich trika
Onsagerova feSeni. (Lev D. Landau kdysi prohdsil néco ve smyslu,
7e si celou teoretickou fyziku promyslel a osvojil znovu a od zac¢atku
sam, az mél pocit, ze by to vSechno vlastné mohl vytvofit sam...
S vyjimkou Onsagerova feseni, zduraznil.)

62Dalsf minus! To je zde proto, ze kazdy cyklus liché délky (tedy cyklus per-
mutujici lichy pocet prvki) je sudd permutace a naopak. Nase definice wg tedy
vskutku déva sudym cyklim v definici permutace znaménko minus, tak jak to
ma byt.
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Zduraznéme jesté jednou, ze vySe uvedend formule (88) je
v zasadé pouzitelnd jen pro matice W s ,malymi” ¢leny, kdy
piispévky smycek velké délky jsou nevyznamné. Hledame-li pak
pribliznou hodnotu logdet A (po vydéleni objemem jde praveé o vol-
nou energii), muzeme se omezit na sumaci pies smycky predem ome-
zené délky 2, 3 atd.

Necht je matice A napiiklad tvaru cirkulant o rozmérech n x n
tzn. necht je jeji mnozina indexiu cyklickou grupou G = {0,...,n—1}
a jeji prvky maji ,,translaéné invariantni” tvar w; ; = w(i—j modn),
kde w(0),...,w(n — 1) jsou pevné zadana ¢isla. Skutetné zajimavy
ptipad pro aplikace v teoretické fyzice ale nastavd, az vezmeme-li
jako mnozinu indexu néjakou vicerozmérnou Abelovu grupu jako
tieba G x G (¢i G?); takovd grupa se nazyva téz torus. G? si
znazornime v roviné jako ¢tverec. Jeho protéjsi strany ale musime
slepit (jelikoz po m — 1 nésleduje 0), ¢imZz vznikne onen torus (i
téz anuloid nebo duse od pneumatiky). Zatim ale berme napiiklad

i €{l,...,n}, tj. jednorozmérny torus G*.
Definujme nyni ,,volnou energii” nasi matice A
hi=— Z |supp S| (1 — logws),
S; S3i

kde suma je pies vSechny prosté smycky obsahujic{ index ¢ a | supp S|
oznacuje pocet prvku ,,nosi¢e” supp S smycky S, tedy mnoziny in-
dex alespon jednou navstivenych smyckou S. (Vicendsobné navste-
vy se zde nepocitaji.)

Vsimnéme si, ze h;y; dostaneme z h; pravé akci vyse zminéné
cyklické grupy: touto akci se zebro (i,j) zobrazi na (i + 1,5 + 1)
(s¢itani modulo n), a tedy ze smycky obsahujici ¢ vznikne smycka
obsahujici ¢ + 1. Pro jednu pevné zvolenou smycku S existuje
pravé supp S ruznych hg, do kterych tato smycka prispiva. Pomoci
vyseuvedené akce muzeme z S ziskat celkem supp S ruznych smyéek
(,,stejného tvaru”, jen ruzné ,,posunuté”), které vSechny obsahuji
index ¢. Jelikoz je ale pro cirkulant w;; = wit1 41, je ws inva-
riantni vuc¢i pusobeni uvedené cyklické grupy, a tedy se v h; objevi
pro kazdy ,,tvar” smycky S celkem supp S stejnych prispévki; odtud
faktor (supp S)~'.

Plat{ potom vztah > h; = — > glog(1 — wg) Pro cirkulant A
je hy = h, procez ), h; = nh, a tedy det A = exp(hn). Uznejte, Ze
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toto je mnohem uzitecnéjsi formule, zv14sté pro velika n fadu 10%7,
nez tradién{ vysledek pro cirkulant uvedeny napt. ve skriptech [PLA]
na str. 105.

Néami dokdzany vzorec (88) ddva zajimavé dusledky napi. i
v kombinaci s Cramerovym pravidlem. V podilu pfislusnych dvou
determinantu (vyjadfenych ndmi pomoci exponencidl) se totiz velkd
vétsina piispévka wg vyrusi; pro vypocet neznamé x; pomoci Cra-
merova pravidla takto zbudou jen ty smycky, které obsahuji index 4
(zkuste si to nejprve pro pravou stranu b rovnice Ax = b slozenou ze
samych jednicek, at vidite, jak to funguje). Timto zptisobem zfskdme
vyjadieni x; formulemi typu

zi=exp | =Y (log(1 —ws) — log(1 - ws)) |,
S

kde sumace je pres vSechny smycky obsahujici i a wg resp. wg jsou
vahy smycky S vzaté pro matici A =. — W, resp. pro matici A s i—
tym sloupcem nahrazenym pravou stranou b. Pro obecnou pravou
stranu b je ovSem tfeba podrobnéji ovérit konvergenci piislu§né sumy
v exponencidle, kterd se objevi v ¢itateli Cramerova pravidla.

Poznamky: Zd4 se, ze piimy kombinatoricky dukaz naseho zaklad-
nfho tvrzeni det( — W) = exp (Y. g —log(l — wg)) neexistuje resp.
nebude viubec jednoduchy. Pfinejmensim autorovi tohoto cviceni
neni znam, a ocenime jakykoliv ispésny pokus v tomto sméru.

Podminka jednotek na diagondle A se da odstranit, ovsem za
cenu relativné méné hezké formulace vysledku — promyslete.

K podmince ,,malosti” W. Piipad Zj |w; ;| = 1 je hraniénf;
podminku pro W lze sice jesté asi dile trochu zeslabit (tfeba jen
pro nékteré indexy i) ale dostavdme se tak uz rozhodné dosti blizko
oblasti, kdy fada )" ¢log(1 — wg) v exponencidle bud’ jiz vibec ne-
konverguje nebo prinejmensim nad jeji pripadnou konvergenci (ab-
solutni, neabsolutn{ ¢i jinou) ztrdcime kontrolu. *MZ
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12 Lieovy hlavolamy

12.1 Jak pripravit kysliénik sirovy

Ukol: Prohlédnéte si matice

00 0 0 01 0-10
Ai;=({00-1]), A= 000}, As=(1 0 0
01 0 -100 0 00

a) Ujistéte se, Ze tyto matice tvori bdzi v prostoru antisymet-
rickych matic 3 x 3.

b) Vypocitejte komutdtory mezi uvedenymi maticemi a ukazte, ze
Jje prostor z bodu a) Lieova algebra.

c) Overte, ze {A1, Aa, A3} je infinitesimdlnim generdtorem grupy
SO; a Ze generuje celou tuto grupu. Proto nazyvame vyse
zminénou algebru $03.

Reseni: a) Sluselo by se zamyslet se na tivod nad tim, zda antisy-

metrické matice skuteéné tvoi{ vektorovy prostor (ozna¢me jej A).

Uzavienost vuéi s¢itani a ndsobeni ¢islem si ale jisté kazdy oveéfi sam.
Obecna antisymetrickd matice 3 x 3 ma tvar

0 a p
—a 0 v | =—-ad;+ A2 —~vA1,
Y

a lze ji tedy zapsat jako linedrni kombinaci matic A; 2 3. Linedrn{
nezavislost téchto matic je ziejm4, jelikoz zadné dvé matice nemaji
ve stejné poloze néjaky nenulovy element.

b) Trosku si zandsobime a zdhy zjistime, ze napiiklad A;A; je pro
1 # j matice ze samych nul s jednou jednic¢kou na pozici ji. Z toho
pak plyne

[Ai, Aj] = €ijie Ak,

neboli komutdtor dvou ruznych matic A; je roven tireti matici
opatfené ur¢itym znaménkem (v piikladu 6.1 je definovdn Levi-
Civittav symbol €;;z).
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Dulezité ale je, ze komutovanim matic z baze dostaneme opét ma-
tici z prostoru A. Jelikoz je komutator v obou argumentech linedrni
operdtor, znamena to také, ze je prostor A uzavieny pii operaci ko-
mutovani. Tedy tvoii Lieovu algebru.

¢) Infinitesimdlni generdtor grupy G je prvek g, pro ktery plati
exp(¢g) € G pro vechna ¢ € R. Spocitejme nejprve tuto expo-
nencialu pro matici A;. Tato matice je v blokové diagonalnim tvaru:
vlevo nahorte je blok velikosti 1 x 1 obsahujici pouze nulu, nasleduje
blok 2 x 2. Diky tomu je

el 0 0
exp(pA1) = 0 01
o P10

Exponencidlu matice vpravo dole (¢R) spoc¢itdme velmi podobné,
jako jsme v piikladech 6.1,11.8 pocitali exponencidly Pauliho matic
o. Klicové je védét, ze R? = — .

k g k
2k (_1) 2k+1p _ :
B4 —|—I§:0 (2/@—&-1)!@ R = cosp+Rsingp.

exp(pR) =3 &;,3

k=0

V tomto okamziku mimochodem vidime, ze matice R (ototeni
o pravy uhel v roviné) je infinitesimdlnim generdtorem grupy SQ,
(srovnejte s prikladem 10.1) a Ze generuje celou tuto grupu: exp(¢R)
je prosté otoceni v roviné o thel .

Pro matici A; jsme ted dostali

1 0 0
exp(pA1) =10 cosp singp |,
0 —siny cosp

coz je ale matice otoceni v R3 kolem osy®® z; o thel ¢ (opét viz
priklad 10.1). Grupa {exp(pA1), ¢ € R} je samoziejmé komutativni.

Jelikoz matice A a Az maji oproti A; v podstaté jen precislované
fadky a sloupce (1 — 2 — 3 — 1), nepfekvapi nds, ze podobnym
vypoctem zjistime, ze exp(pAs) a exp(pAs) jsou matice otoceni ko-
lem os x9 a x3 (jesté jednou, viz pifklad 10.1, vzorec 66).

63Pro puntickare: otodeni kolem vektoru (1,0, 0).
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Vime ale, ze z takovych otoceni lze poskladat libovolné otoceni
v R3: staéi po sobé provést napiiklad otoceni kolem osy x3 o 1, pak
kolem z1 o ¥ a pak opét kolem z3 o o (toto tvrzeni je dukladné
probréno v piikladu 10.2 o Eulerovych dhlech). Tedy lze libovolny
prvek g € SO3 zapsat jako

g = exp(p14s) exp(VA7) exp(p24s) .

Z toho jiz plyne, Ze existuje také urcity prvek a € 5§03 (tedy néjakd
linedrni kombinace matic A; 23), pro ktery je exp(a) = g. Nenf to
piimo ¢ Az + 3 A1 + o Ag, jelikoz matice A1 a Az spolu nekomutuji
a pak neni exp(A + B) = exp(A) exp(B). Na druhou stranu lze ale
napsat exp(A)exp(B) jako exponencidlu vyrazu, ktery je linedrn{
kombinaci A, B, [A, B] a dalsich slozenych komutdtoru. Jelikoz je
5§03 uzaviend na komutovani, je i tento vyraz prvkem 503 (linedrn{
kombinaci A4; 2 3).

My ale nebudeme sledovat tuto obecnou cestu a v ptrikladu 12.2
ukazeme piimo, jakou antisymetrickou matici je potieba vlozit do
exponencidly, aby vysla néjakd zadand rotace z SOs. *KV

12.2 Algebra so3; a vektorovy soucin

Ukol: Zkoumejme vlastnosti operdtoru {x — v x x} : R3 — R3,
(kde v m4 souradnice (v1,va,vs3)).

e Najdéte matici tohoto operatoru, spektrum a vlastni vektory.
Urcete znamou algebraickou strukturu, do které vSechny ta-
kovéto operatory patri. Napovéda: dokazte, ze tato struktura
je linearni prostor.

e Najdéte exponencidlu tohoto zobrazeni (kam patii?) — vyuzij-
te poznatku o vlastnich ¢islech a interpretujte geometricky.

e Pro zadané otoceni r v IR3 najdéte v, pro ktery je exp(vx) = r.

Reseni: Tento operdtor je v kanonické bézi vyjaddfen matic (viz
piiklad 6.4)
© —U3 U2
M = V3 o —vp
—V2 V1 o
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Tyto matice tvoii vektorovy prostor, ktery je navic uzavieny na
operaci komutovédni, jak jsme se presvedéili v piikladu 12.1 (ko-
mutovanim matic prislusnych k vektorim e;, es dostaneme matici
pifslusnou vektoru e3). Tento prostor je tedy také Lieovou algebrou
503.

Zaroven jsme tim ale také odhalili izomorfizmus

o —7Us3 V2
(v1,v2,v3) — vz 0 —Up : (R, +, x) — (503, +,[,])
—V2 V1 o

srovnejte naptiklad (1,0,0) x (0,1,0)T = (0,0,1)T a [A;, A3] = As.
7 tohoto duvodu budeme matici M € s03 , piisluSejici vektoru v
v tomto izomorfizmu psat prosté jako vx. Zduraznéme, ze struktura
(R3,+, x) je samoziejmé také Lieova algebra s komutdtorem [v, u] o
v X u.

Ukézeme ted', 7e exp (vx) € SO4 a také, jak pro zadané otoceni
z SO najit jemu odpovidajici exp (vx ). Operdtor vx m4 vlastni éisla
0, £i|jv||. Lze to napiiklad vypocitat piimo z maticového vyjddieni
vx. Jind (podle autorti pohodlngjsi) moznost je si uvédomit, Ze
v x v = 0, tedy libovolny nasobek v je vlastnim vektorem vx
piislusnym k vlastnimu ¢islu 0. Kvuli zbylym vlastnim &islim vek-
torové nasobime rovnici pro vlastni vektory

VX X = Ax (89)
zleva v. Dostaneme

vx (VX x) = Av X x
v (vex) - VP = Xx, (90)

ve druhém kroku jsme pouzili zndmou ,,identitu bac minus cab” (viz
pitklad 19.5) a na pravé strané jsme dosadili znovu rovnici 89. Po-
kud rovnici 90 nasobime skaldrné v, dostaneme na levé strané nulu,
a to znamend, Ze je bud A = 0, nebo x- v = 0. Vidime tedy, Ze
vlastni vektory k jinym vlastnim ¢islim musi byt kolmé na vlastni
vektor pro A = 0. Toto neni ndhoda. Matice vXx sice neni symet-
ricka, ale je antihermitovskd (tedy MT = —M), ¢ili iM je jiz hermi-
tovskd ((iM)t = iM) a jeji vlastni vektory pifslusné riznym vlastnim
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¢islum jsou na sebe kolmé. Zndmé tvrzeni, ze hermitovské matice
maji jen redlnd vlastni ¢isla, ndm nyni napovida, ze M mé pouze
ryze imaginarni vlastni ¢isla.

Nyni jiz dotdhneme nase hledani nenulovych vlastnich ¢isel do
vitézného konce. V rovnici 90 je v-x = 0, a tedy A\? = —||v||* a
nenulov vlastni ¢isla mohou byt pouze =i||v||. Ze to budou opravdu
obé dvé, vime proto, Ze redlnd matice M s komplexnim vlastnim
¢islem A ma také vlastni ¢islo .

Hledani nenulovych vlastnich ¢isel mohlo jit mozna rychleji, kdy-
bychom se zamérili na piipad v = (0,0,1) (na néjz lze vhodnou
volbou béze pfevést i libovolny obecny piipad). Pak by bylo mozné

diky
0 -1\ _ [ cosg sing
1 0) \—sinf cos?

pouzit to, co jsme zjistili v bodé 1. prikladu 10.1.

Pfichdzi zlaty hieb programu: matice exp(vx) mé tedy vlastnf
¢isla exp 0, exp(+il|v]]). Vlastn{ &fsla matice libovolné rotace r v R3
o thel ¢ jsou 1, exp(Lip), viz formule 66 v ptikladu 10.1: ve vhodné
bézi je opét libovolnd rotace rotaci okolo osy (1,0, 0).

Pokud ¢ = ||v||, jsou si matice zobrazeni r a exp(vx) tudiz po-
dobné, neb maji stejna vlastni ¢isla. Je-li navic v osa, podle které
otaci r, znamena to, ze se shoduji jejich vlastni vektory k vlastnimu
¢islu jedna. Pak ale muze byt exp(vx) uz jenom otoceni kolem osy v
o thel ||v||, nebot vime, ze matice tohoto zobrazen{ je redlnd. O tom,
v jakém smeéru se otaci, je potieba jesté trochu premyslet.

Tento zdvér souhlasi s tvrzenim (viz [PLA], cvi¢eni v kapitole
Lieova algebra), ze v Ry je otocen{ o pravy tihel base infinitesimdlniho
generatoru grupy otaceni. V Rg to muzeme chipat tak, ze otdc¢ime
vektory lezici v roviné kolmé na osu otdéeni o, nebot otoceni takovijch
vektory o pravy uhel je mozné napsat jako ox, kde o je jednotkovy
vektor ve sméru osy.

Operdtor exp(vx) otacl spravné i obecné vektory r € Rg, které
nejsou kolmé k v. Pfipomenme jesté jednou, ze (vx)r = 0, tedy
exp(vx)r; = r|. Pokud rozlozime r = rj + r; na slozky ve sméru
osy a ve sméru kolmém, vidime, Ze rovnobézna slozka se zachova a
kolméd se spravné otoci exp(vx)r = rj + exp(vx)ry. *PC,KV
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12.3 Resitelné algebry

Ukol: Lieova algebra L se nazyva teSitelnou, jestlize existuje n, Ze
v radé

LD — (L, L), L — [L(l),L(l)], L3 — [L(Q),L(Q)],

je L™ = 0. Pod [I,.J] mdme na mysli mnozinu vsech komutatorti
[z,y], x € I, y € J. Dokazte, zZe algebra hornich trojihelnikovych
matic je feSitelna.

Reseni: Zapisme horni trojihelnikovou matici U jako soucet D +
N, kde D je diagonalni matice a N ma na hlavni diagonale nuly.
Rozepiseme-li komutator a vyuzijeme-li faktu, ze diagonalni matice
komutuji, dostaneme

[U1,U2] = [Dl + Ni,Dy + NQ} = [Dl,NQ] + [Nl,DQ} + [Nl,NQ].

Vsechny tii matice na pravé strané maji nuly na hlavni diagonéle
i véude pod ni. Algebra (idedl, viz nize) L") tedy obsahuje pouze
matice a;;, které maji nenulové prvky pouze pro ¢ < j — 1 (tedy od
prvni fady nad diagondlou pocinaje). Prodlouzenim tohoto postupu
dostavame, ze L%) obsahuje pouze matice s i < j —k a tedy L™ uz
obsahuje pouze nulovou matici (rychlost, se kterou se ,,odsouvaji”
nenulové éleny je ve skutecnosti vétst: i < j + 1 — 2F).
Mimochodem: idedl I je podalgebra algebry L takova, ze [i,g] € I
pro kazdé i € I a g € L (je to tedy obdoba normélni podgrupy).
Zkuste dokdzat, ze pokud jsou I,J idedly, pak je i [I,J] ideal. g
*D

12.4 Anihilator

Ukol: Uvazu ijme néjaky (konecnérozmérny) vektorovy prostor V. Ke
kazdému jeho podprostoru W priradime podmnozinu W* (anihildtor)
jeho dudlu V', kterd obsahuje vsechny formy f € V' takové, ze f(v) =
0 pro vsechna ve W.

a) Dokazte, ze W* je podprostor V' a plat{

dim W + dim W* = dim V (= dim V')
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b) Presvédcte se ddle, Ze plati analogie vztaht z vyrokové logiky
(ANB)Y =A"VB,...

(W*)" =W,
(Wl @Wg)* = WI ﬁW;
(W1 QWQ)* = WT @W;

W1 @ Ws je direktn{ soucet prostort, neboli L(W; U W,).

Reseni: Ulohu vyTesite snadno sami, vzpomenete-li si na vlast-
nosti ortogondlniho dopliiku. Pravdivost predeslych tvrzeni se totiz
nezméni, nahradime-li symbol * symbolem L.

Abychom vyjasnili souvislost mezi anihildtorem a ortogonalnim
doplitkem, uchylime se k Diracové zdpisu skaldrniho soucinu. Ten
se opird o izomorfismus prostoru V a V', ktery kazdé formé f €
V' prifadi vektor vy € V takovy, ze f(x) = (vy-x) Vx € V (po
vzoru fyziki komplexné sdruzujeme levy vektor). Na zdpis (p|¢)
tedy muZeme nahliZzet bud’ jako na skaldrni soucin vektori |¢) a [1)
nebo jako na pusobeni formy (p|, dudlni k vektoru |p), na vektor
).

Staci tedy na V zavést néjakou bazi {e;} (a na V' pak pifslusnou
dudlni bézi {¢’} takovou, ze €/(e;) = &!) a dodefinovat potom
skalarni soucin tim, ze tuto bazi prohlasime za ortonormalni. Po-
tom prostory W+ a W* budou pfirozené izomorfni a miizeme pouzit
nase znalosti ortogonalntho dopliiku.

Pro ortogonalni doplnék uz vlastnosti

dimW + dim W+ = dimV, (WH)" =w (91)
znédme napf. ze skript [PLA]. Vlastnost
(W1 4+ Wo)' = Wi nWi

plyne okamzité z linearity skaldarniho sou¢inu (dany vektor je kolmy
ke vsem vektorum z W; a ke vSem vektorum z Wy, pravé kdyz je
kolmy ke vSem jejich linedrnim kombinacim), vlastnost

(Wi NWy)" = Wi @ Wy

je k nf dudlni a dostaneme ji pomoci (W)L = W. *TB
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12.5 Nebojte se Dynkinovych diagramu

Ukol: V knize [PLA] autori nacrtli klasifikaci prostych kompaktnich
Lieovych algeber®. Zivérem bylo, Ze mozné jsou jen prosté kom-
paktni Lieovy algebry s Dynkinovymi diagramy ze strany 166
zminéné knihy. Dynkinuv diagram (prosté) algebry je (souvislé)
schéma obsahujici r kolecek (tzv. prostych pozitivnich korent,
urcitych linedarné nezavislych vektoru generujicich r-rozmérny pro-
stor — Cartanovu podalgebru), které mohou byt spojeny carami,
udavajicimi tihel a pomeér délek mezi koreny.

e 0 — pokud nejsou koreny spojené, znamena to, Ze jsou kolmé.

e | — koreny spojené jednoduse jsou stejné dlouhé a sviraji iihel
120°.

e 2 — koreny spojené dvojitou ¢arou maji pomér délek /2 a
sviraji 1ihel 135°.

e 3 — kofeny spojené trojitou ¢arou maji pomér délek /3 a
sviraji 1thel 150°. Pokud v tomto nebo v minulém pfipadé na-
kreslime na spojnici Sipku, ukazuje smérem ke kratsimu korenu,
jako pri porovnavéni ¢éisel a > b.%°

Clovék by se mohl ptdt, pro¢ neexistuje napiiklad algebra
s Dynkinovym diagramem totoznym s chemickym vzorcem ben-
zenu. V tomto jednoduchém cvic¢eni na skalarni souc¢in dokazete, ze
zminéné Dynkinovy diagramy jsou opravdu jediné mozné.

1. Nejdrive dokazte poc¢itanim uhli mezi koreny a za predpokladu
linedarni nezavislosti, Ze se v Dynkinové diagramu nemitize vy-
skytnout ani jeden z poddiagramii a),b),c) na obrdzku 18.

2. Potom si uvédomte, proc¢ se také nemuze vyskytnout zadny
obrazek, v némz ve srovnani s a, b nebo ¢ nahradime néjaky
spoj ¢arou s vice spojnicemi.

64Vlastni klasifikace se provadi pro komplexn{ Lieovy algebry, k nimz je jed-
nozna¢né pfirazena jejich kompaktni redlna forma.
65V literatufe se bohuzel vyskytuje i opaéna konvence.
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a) b) c)
o——Do @ Mo N—

Obrézek 18: Nékteré z nepiipustnych Dynkinovych diagrami.

3. Ukazte, ze pokud je nemozny diagram D, je také nemozny
kazdy diagram D', kde koren o nahradime koreny «, 3 spo-
Jjenymi jednoduchou ¢arou (bude se vdm hodit srovndni o a
a+ ). Vysvétlete, pro¢ to znamend, ze v Dynkinové diagramu
nemohou byt zadné cykly.

4. Vysvétlete, proc¢ g, (tedy dva koreny spojené trojitou linii) je
jediny Dynkinuv diagram s trojnou vazbou. Dale staci uvazovat
jen diagramy s nejvyse dvojnymi vazbami. Vysvétlete, proc je
v Dynkinové diagramu nejvyse jedna dvojna vazba.

5. Vypoctem délek vhodnych linearnich kombinaci korent dokaz-
te, Ze Dynkinuv diagram také neobsahuje zadny ornament na
obrdzcich d) az k) nize (nectéte resSeni u obrdzki), a dokoncete
tak klasifikaci vsech diagrami. Cislicka u jednotlivych korfent
na obrazcich vam mohou byt voditkem.

€05 0 04

)) O |'9) O
@/ 2 2 @/ 2 1 2
1! 1 1
9
G D C ©
1 1

h)

G
2

INO
w
N

Reseni: 1. a 2. V prvnim tkolu staci secist tihly mezi tfemi kofeny na
obrazku. V piipadech a), b), ¢) dostaneme postupné 120° + 120° +
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120°, 120° + 150° + 90° a 135° + 135° + 90°. Soucet je pokazdé
360°, coz znamend, ze vSechny tii kofeny ve skutecnosti lezi v jedné
roving (jinak by soucet 1hli musel byt mensi), a to je v rozporu
s predpokladem linearni nezavislosti. Pokud z néjaké jednoduché
spojnice na obrazku udéldme nasobnou (piipadné dvojndsobnou na-
hradime trojndsobnou), zvétsime tim i odpovidajici thel a soucet
thla bude dokonce vétsi nez 360°, coz pro libovolnou trojici vektoru
vubec nemiuize v euklidovském prostoru nastat. Tato véta zodpovida
druhou otazku.

3. Pro zodpovézeni treti otdzky je tfeba si uvédomit, ze pokud
kofeny «, 8 spojené jednoduchou ¢arou nahradime jednim kofenem
o = a+ [, nedojde v Dynkinové diagramu k zaddnym jinym zménam
(nemusime kreslit ¢i rusit jiné spojnice). Piedpoklddejme néjaky
Dynkinuv diagram D’ s kofeny «, 8 spojenymi jednoduchou ¢arou
a ukazme, ze existuje i Dynkinuv diagram D, v némz tyto kofeny
nahradime jedinym kofenem o.

Zvolme napiiklad 0 = a + (. Délka o je stejna jako délka o a (8
(vse diky tdhlu 120° mezi a, ) a skaldrni souciny ostatnich kofentu
se o se redukuji bud na souéin s «, nebo s (3: z piedpokladu, Ze
puvodni diagram D’ odpovidal existujicimu Dynkinovu diagramu,
totiz plyne, ze zadny kofen nemohl byt spojen zaroven s aci 3, jelikoz
bychom ziskali zakdzany poddiagram a). Celkové Feceno, pokud je
smysluplny diagram D', je také smysluplny kazdy diagram D, v némz
vSechny jednoduché spojnice ,,smrskneme” do bodu.

Re¢eno naopak, je-li diagram D nepifpustny, jsou nepiipustné
také vSechny diagramy, které vznikly z D tim, ze jsme do néj vsu-
nuli jednu ¢i vice jednoduchych linii. Z toho naptiklad plyne, Ze ne-
mohou existovat Dynkinovy diagramy s uzavienou smyckou, protoze
bychom je mohli redukovat na diagram a), ktery nemuze nastat.

4. Pohledem na obrazek b) zjistime, Ze pokud ma diagram trojnou
vazbu, kofeny spojené touto vazbou nemohou byt spojeny uz zadnou
dalsi vazbou, ¢ili jediny Dynkintv diagram s trojnou vazbou je g,.
Odpovidd mu grupa symetrif oktoniontt (Cayleyovych ¢isel). Ostatni
diagramy maji tedy nejvySe dvojné vazby. V diagramu muze byt
nejvyse jedna dvojnéd vazba, jinak bychom mohli diagram ,,smrsk-
nout” na diagram obsahujici c).
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5. Pohledme dile na diagramy d), e), které zakazuji libovolnou
organickou chemii v Dynkinovych diagramech. Ozna¢me kofeny tak
a, B, v, 0, jak je to naznaceno na obrazku d). Kvadrat délky linedrni
kombinace vektoru naznacené na tomto obrézku je

(a+’y+2ﬁ—|—26)2 = a2(1a2 + 172 +4ﬁ2 + 252 _2aﬁ _2ﬁ'y —455) =0.
(92)
U numerickych koeficientu jsme psali jejich puvod, vyuzili jsme
vztahti typu o? = 4% = —2a3 atd. Vzorec (92) plati pro obrazek
d), dikaz pro e) ziskdme pouhou ndhradou § — /2 v rovnici (92).
Tato rovnice ale ukazuje, Zze «, 3,7y, nemohou byt v euklidovském
prostoru linedrné nezavislé. Diky tomu nemuze Dynkinuv diagram
obsahovat zdroven dvojnou vazbu i vétvici se bod (diky moznosti
,,smrsknuti” jednoduchych ¢ar ani libovolné vzdaleny vétvici se bod).
Zbytek dukazu uz jde jako po maésle. Diagramy s dvojnymi vaz-
bami tedy musi lezet v piimce. Diky nemoznosti diagramu g), h)
(kterou jisté uz dokdzete sami podobné jako s formuli (92)) plati,
ze pokud neni dvojné vazba tplné tou krajni, nalevo a napravo od
ni muze byt pouze jedna jednoduchd vazba: takovy diagram ndm
dava grupu f,. Pokud je dvojnd vazba na kraji, lze k ni piidat li-
bovolné dlouhou posloupnost jednoduchych vazeb a ziskat tak série
b, = 50(2k + 1) a ¢}, = usp(2k) (podle orientace Sipky). Tim jsme
vycerpali diagramy s nasobnymi vazbami.

Zbyva tedy Kklasifikovat diagramy cisté s jednoduchymi vaz-
bami. Nemoznost diagramu f) fikd, ze z kazdého kofenu mohou
vybihat nejvyse ti¥i spojnice, piislusnym kofenum fikejme vétvici
body. Dusledkem vyse dokdzané moznosti ,,smrsknout” jednoduché
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Cary nemuzeme mit vice nez jeden vétvici bod, jelikoz bychom z ta-
kového diagramu mohli ziskat ). Diagramy bez vétvicich bodu jsou
samozfejmé povolené, ddvaji sérii algeber a; = su(k + 1), sta¢{ ndm
tedy jiz jen prozkoumat diagramy s jednim vétvicim bodem. Diky
nemoznosti 1) mus{ mit nejkratsi vétev délku 1, diky nemoznosti k)
musi mit druhd nejkratsi vétev délku nejvyse 2. Pokud mé tedy i
druhd nejkratsi vétev délku 1, dostavdme sérii 05 = §0(2k); pokud
ma druhd nejkratsi vétev délku 2, dostavame sérii ¢, obsahujici jen
eg, €7, €3, jelikoz to, co bychom nazyvali eq, je zakdzano®® obrizkem
j). Ukazme jesté namatkové analogii rovnice (92) pro tento obrézek;
prislusnou linedrni kombinaci vektoru nazveme d, kotfen zcela vlevo
a, skaldrnf sou¢iny spojenych kofenti jsou —a? /2, faktor 1/2 se vyrusi
s faktorem 2 u ab z rozkladu (a + b)2.

P =P (22 +42+ 6243 +52+ 42437 +22 412
—2-4-4-6-6-3-6-5-5-4-4-3-3-2-2-1)=0

*LM

66Sice jsme dokazali, Ze eg nemiize byt kompaktn{ algebra kone¢né dimenze, je
vSak ekvivalentni tzv. afinnimu rozsifeni algebry eg, coz je urcitd Lieova algebra
nekonecné dimenze.
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13 Dualni prostory k pronajmu

13.1 Transformace slozek formy pii zméné baze

Ukol: w je linedrnf forma na Ry, w(x) = 21 + 2x5 pro x = (w1, 22)7
v bdzi M = (1,1), (1, —1). Najdéte souiadnice wy~ této formy v bdzi
N*, kterd je dudlni k N = {(1,-2),(3,2)}.

Reseni: Linedrni formu w prevedeme do béze dudlni ke kanonické
bézi, tedy zjistime, jak forma pusobi na vektor x v kanonické bazi.
Mé-li x v bazi M slozky (z},2)T) pak je x = M (1,1)T +
oM (1,-1) = (@M + 2} 2M — 2}) a slozky v kanonické bazi jsou
tedy

K M M
+.’E2 ’

— K _ M M
=] Ty =2 —xy .

1
Z toho tpravou vyjadifme ! = L (z{ + 2f) a 23 = L (2 — 2%°),

takze 5 )
wx) =aM 4 2 = ix{( — —zk. (93)
Déle uz jen urcéime, jak pusobi w na vektor x zapsany pomoci slozek

v bazi N: z x = 2V (1, -2)T + 21/(3,2) vycteme 2X = 2l + 321 a

¥ = —22N 4+ 22 Dosadime-li do (93), dostaneme
3 1 ) 7
wzixf—§z§=§x¥+§x§v.

Slozky formy w v bazi N* jsou tedy (wh.,w%.) = (3, 2).

Pro kontrolu mizete explicitné dudlni bazi k N spocitat (n! =

(%, f%), n”? = (i, %)) a presvedcit se, ze jsme dostali spravny
vysledek. Jako dobré cviceni si lze rozmyslet, pro¢ tato metoda fun-
guje.

Ulohu lze Fesit i jinak. Vyuzijeme tvrzeni: Je-li A matice pfechodu
od M k N, pak pro slozky formy w plati

(Wi W) = (Whpe, Wi )A.

Matici prechodu od M = {my, my} ke K (kde K je kanonicka béaze)

urcime z

(my, ms) = (} _11) (e1,e2) = (e1, €)= % G _}) (my, ma).
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Inverzn{ matice pocitdme nejrychleji pomoci Cihdkova pravidla 38
(piiklad 6.5). Pro matici pfechodu od K k N = {ny, np} dostaneme

podobné
13
(n17 nQ) = <_2 2) (61762)

a nakonec tedy

et =2 (5 3)3 (5 1) =360,

13.2 Dualni baze

Ukol: Budiz dén vektorovy prostor R® a jeho béze S = {si, s, 53}
a N ={ny,na,n3}, kde

1 2 1 3 2 3
s={lo|, (1|, {1}, N={|1], (1], (2
2 1 0 3 1 1

Umluva: v tomto prikladu uzivame Einsteinovu sumaéni konvenci,
malymi tuénymi latinskymi pismeny znacime vektory a malymi
tuénymi reckymi pismeny znacime formy. Pripomindme, ze in-
dexy bazovych vektort se pisi dole, indexy bdzovych forem nahore;
u souradnic je to naopak, slozky vektoru (viici néjaké bézi) se pisi
s indexy nahore, slozky formy maji indexy dole.

1. Najdéte dudlni bazi k bazi S, oznacte formy tvorici dudlni bazi
jako o' a dualni bdzi oznacte S*.

2. Najdéte souiadnice bazovych vektoru N vuci bdzi S.

3. Najdéte dudlni bazi k bazi N, oznacte formy tvorici dualni bazi
jako V' a dudlni bazi oznacte N*.

4. Uréete soufadnice vektoru v = (3,2,2)T viici bdzim S a N.
Uvazujte formu ¢ = (1,—1,0), tj. ¢(x) = z' — 22, pokud
x = (z1,22,23) v kanonické bézi, a uréete jeji souradnice viiéi

bazim S* a N*.
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Reseni: Nejdiive si uvédomime, jak vypadd pusobeni formy (line-
arnf funkce, kterd vezme vektor z R? a piifadi mu &fslo) na vektor

1
w
dp(w) =9 || w || =drw' +dow’ + dsw®,
w3
kde ¢; jsou néjaka ¢isla charakterizujic{ danou formu (jsou to jeji
soufadnice v bazi dudlni ke kanonické bdzi) a w® jsou souradnice
vektoru w. Predeslé tvrzeni lze také zapsat jako (obvyklé ndsoben{
fadek krat sloupec)

wl

@ (W) = (o1, P2, ¢3) wi = 1w’ + gow? + 3w’ = pyw’ .

w

1. Podminka na formy, které tvori dudlni bazi k S je nésledujici
o' (s;) =0}, (94)

coz znamend: vypocCteme-li hodnotu i-té formy dudlni baze na j-
tém bazovém vektoru, dostaneme jedna, pokud ¢ = j, a nula, pokud
i # j. Chceme tedy, aby platilo

o! ol (s1) ol (s2) ol (s3) 100
o | (s,52,83) = | 0°(s1) 0% (s2) 0% (s3) | = [ 010 ],
0’3 0'3 (51) 0'3 (52) 0’3 (53) 001

coz zapiseme ve zkratce jako XS = , kde S je matice, kterd ma v i-

tém sloupci souradnice bazového vektoru s; a ¥ je matice, kterd ma
v j-tém Fadku soutradnice formy dudlni baze o’. Hleddme-li dudlni
béazi k S, precteme predchézejici tvrzeni takto:

r=8"1.

Sta¢i proto invertovat matici S a v fadcich této inverze piecist
soufadnice forem béze dudlni k S vzhledem k bézi dudlni ke ka-
nonické béazi. Jest

121 -1 1 1
S=(011], St= 2 -2 —1
210 -2 3 1
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a slozky forem dualni baze jsou
o' =(-1,11), 0® = (-2,-2,-1), ¢* =(-2,3,1).

Pfipometime, jak souvisf slozky forem z (R3)* s linedrnimi zobra-
zenfmi na R3. Je-li vektor x zapsdn pomocf slozek (z!, 2%, 23) v ka-
nonické bazi K = {ej, ez, e3}, pak formy kanonické bdze K* =
{e!,&2,e3} piisobi na x samoziejmé podle (94), tedy napi. e(x) =
z'. Pokud jsme napiiklad formu o' zapsali pomoci slozek viéi K*,
pak tedy musi byt o' (x) = —a!+22+23. Samoziejmé pokud bychom
vektor x zapsali v bazi S, tedy x = (x4, 2%, 2%), bude mit forma o'
opét podle (94) jednoduchy tvar o!(x) = .

Ukézeme si jesté jiny zpusob, jak v tomto konkrétnim piipadé
najit dudlni bazi. Povsimneéte si vyuziti skaldrniho soucinu (-) a vek-
torového soucinu (x) . Vytvoime vektory:

So X S3 S1 X S3 S1 X Sg

r1:+7 rzz—i r3:+7.
St (52 X 53)7 St (52 X 53)7 S (52 X 53)

Co je na nich tak zajimavého? Jelikoz se smiSeng soucin a- (b X c)
neméni pii cyklické permutaci vektorti®”, plati

i Sj = 0ij (95)

coz ndm piipomene podminku na duélni bézi (94). Problém je v tom,
ze se jedna o skaldrni soucin dvou vektoru, nikoliv o pusobeni formy
na vektor. Skalarni souc¢in zapisujeme

at bt
a-b= CL2 . b2 = 5ijaibj = ajbj y
a’ b

naproti tomu pusobeni formy na vektor je

a(b) = (a1, as,a3) - | b | = ;b .

67Pro necyklické permutace se zmén{ pouze znaménko. Je to totiz také determi-
nant matice, do jejichz fa4dka napiseme vektory a, b, ¢, neboli objem piislusného
rovnobéznosténu.
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7d4 se proto rozumné udélat z vektoru formu prosté tak, ze napiSeme
vektor misto do sloupce do fadku®®. Tedy shrnuto: napiseme-li vek-
tory r; do fadkii, mame slozky dudlni béze k S (proved’te vipocet a
oveite, ze dudlni baze vyjde stejné jako uzitim prvniho postupu).

Ve fyzice se pouziva pojem reciprokd miiZ trojrozmérného krys-
talu

{a1v1 + asvo + asvy, ay,as,as GZ}, (96)

generovaného néjakymi tfemi linearné nezavislymi vektory vy, vo, vs.
Reciproké mfiz je generovana vektory v}, vy, V4, které splnuji v; '-v; =
0i;. Prave jsme tedy odhalili, pro¢ se ji fikd nékdy dudlni miiz.
2. K nalezeni soutadnic vektoru vuéi bazi S lze s vyhodou pouzit
vlastnosti dudlni baze. Soufadnicemi vektoru n vuéi bazi S rozumime
takové koeficienty ¢?, ze plati

n=-c's;,

podivejme se, co se stane, pokud na vektor n zapusobime néjakou
formou z dudlni béze (budeme vyuzivat vlastnosti dudlni béze (94))

al(n) = a’(c's;) = clal(s;) = lc' =, (97)
z ¢ehoz plyne jasné pouceni: chceme-li ziskat j—tou soutradnici vek-

toru n vuci S, zapusobime na néj j—tou formou dudlni baze S*.
Konkrétné pro vektor ny méme

(m)t =o' (m) =(-1,1,1)(3,1,3)" =1
m)? = a*(m)=(2,-2,-1)(3,1,3)7 =
3 3(m) =(-2,3,1)(3,1,3)" =0,

(

(m)” =o
tudiz m = (1,1,0)%. Obdobné postupujeme pro dalsi vektory a
vysledkem je ny = (0,1,0)%, ng = (0,1,1)%. Celkové zapiSeme trans-
formacni vztahy mezi vektory n; a s; tak, jak jsme zvykli z piikladu
4.9 ¢i 6.2.

100
(nl, no, n3) = (51752753) 111 = (51,52,53)0. (98)
001

68Vznesené feceno ztotoznili jsme dudlni prostor s ptivodnim prostorem pomoci
skaldrnfho soucinu (bilinedrni formy b). Vektoru @ = (al,a?,a3) jsme piifadili
formu ¢, kterd je definovand ox(X) = b(X, @). Jednoduchému tvaru této formy —
v nasem piipadé je b(X, a) = Jijxiaj — také vdécime za to, ze je toto ztotoznéni
tak jednoduché: a; = d;;a7, tj. a; = a’.
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Matice C' je tedy matici prechodu od béze S k bazi N, pokud piSeme
vektory baze do fadkového vektoru.

3. Duédlni bdzi k N muzeme hledat stejnym postupem, jaky jsme
uzili pri hledédni dudlni baze k S. Zde budeme postupovat jinak (ne-
bude to ovSem kratsi). Vyuzijeme pravé ziskaného vztahu (98) a
znalosti dudlni béze S*. Pozadavek na vektory dudlni baze N* je

s

v (n17f727”3)= »
3

avsak diky (98) muzeme také psét

i
_ 2
= | v° | (s1,52,53)C.
3
Na druhou stranu ovsem
g1
=Cto=C""|a?| (s, s3)C
o3

a porovnanim poslednich dvou vyrazu dospéjeme ke koneénému
vzoreCku pro transformaci forem

vl o!
V)| =Cctlo?| =Cs (99)
v o

Matice prechodu od S* k N* je tedy C~! a bazové formy piseme
do sloupcového vektoru (srovnejte s matici pfechodu mezi S a N
vyse). Pokud si v (99) piedstavime misto v%, o/ iddkové vektory
slozek (misto sloupcovych vektori, v nichz jsou formy, méame tedy
matice, v nichz jsou ¢isla; tento prechod naznacujeme symbolem é),
pieéteme si v faddcich matice C~'E slozky bazovych forem

vh=(-1,1,1), v* = (5,-6,-3), v = (-2,3,1).
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4. Soufadnice vektoru v uréime jiz zminénym uzitim dudlni baze S*
resp. N* (vztah 97) podle toho, vuéi které bdzi chceme souradnice
mit. Ciselné

1 1
v=1|0 =1 -3
2 S 2 N

Navic vime, Ze mezi soufadnicemi viéi jednotlivym bazim plati
vztah (viz piiklad 4.9)

C()ny = (s, resp. ()v =C'()s.

Vsimnéte si, ze slozky vektoru se prevadéji matici inverzni k matici
prechodu (a navic se slozky pisf do sloupcu, zatimco bézové vektory
do tddku). Nyni prejdeme k urcovéni soufadnic formy ¢ = (1, —1,0)
vuci S* a N*. Souradnicemi formy ¢ vuéi dudlni bazi S* rozumime
takové koeficienty ;, ze plati

ol

¢ =(1,-1,0) = p10" + p20° + p30° = (¢1,p2,03)s- | 0% | ,
3
(o

zkracené ¢ = (---)g-%, odkud plyne (---)g- = X1, Ciselné
dostaneme

12
¢ = (17_1?0) 0 1 = (1,170)5* )
21

O = =

tedy ¢(x) =z} — 2% = x5 +2%. Obdobnym zpusobem lze postupo-
vat pokud se zajimame o soufadnice formy ¢ vici bazi N*. Na tomto
misté ale provedeme vypocet jinak. Nalezneme totiz transformaéni
vztahy pro soufadnice forem. Vime, ze plati vzorec pro transformaci
forem (99) a navic musi byt

ol v
( )S* o’ _¢=( )N* V2
o3 V3
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Dosazenim z (99) dospéjeme k

o! o!
(s || =CInCH |,
o’ o’

z ¢ehoz konecné plyne hledany vztah pro transformaci souradnic fo-

rem (---)g = (- )y+C71, resp. (+-+)g:C = (---)n~. Ciselné je

100
(1L,1,0)s- [ 111 ] =(2,1,1)n-.
001

*VP

13.3 Jedna opravdova forma
Ukol: Ukazte, 7e {1,z,...,2"} a
1 1
{0 =10, )= 170, et = o)

jsou navzajem dudlni baze v prostoru vsech polynomu stupné nejvyse
*

n na (0;00) P"((0;00)) a jeho dudlu [P"({0;00))] .
Vypocitejte slozky nasledujici formy, ktera ptisobi na P™ ((O; oo)) ,
v bdzi {€°,...,€e"}

oi fla) [ e i)

Navod: fooo e " =T(n+1) =n!

Reseni: Dualitu ovéifme podle definice €'(e;) = 85 (ej oznacujeme
funkei f(x) = 7).

() = 10 o prot>J.
€ eJ o Z'x ];:07 w[l’jiqz:o prOiSj’

Vyraz [277%,—0 je ale nula pro i < j a jedna pro i = j. Proi = j je
také zlomek pied timto vyrazem roven jedné, tedy €'(e;) = d;.
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Zapisme tedy formu ¢ jako linedrni kombinaci age” + . .. 4 oy, €”.
Diky dualite (e'(e;) = %) bazi {eg,...,en} a {”,...,€"} lze tyto
slozky potitat jako ¢(e;) = ;. Tedy a; = @(a’) = [T a'Tle ™ =
(i+1)! Formu ¢ lze tedy na prostoru P™((0; 00)) zapsat jako linedrni
kombinaci

O(f) = f(0) +2£(0) + ...+ (n+ 1) £™(0).
*KV
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14 Matice pro stredné pokrocilé

14.1 Konvergence k vlastnim cislam

Ukol: Necht A je hermitovska matice a x je libovolny vektor.
Dokazte, ze nasledujici posloupnost:

_ A'x
AN

Xn

konverguje k vlastnimu vektoru matice A nebo k nulovému vektoru
anebo méd dva hromadné body (dejte je do vztahu k vlastnim vek-
tortim matice A). Za jakych podminek konverguje tato posloupnost
k vlastnimu vektoru odpovidajicimu nejvétsimu (v absolutni hod-
noté) vlastnimu ¢islu této matice?

Umluva: v feSeni budeme pouzivat pro skaldrni souc¢in Diracovu
notaci a- b = (alb).

Reseni: Protoze je matice A hermitovskd, existuje ortonormdlni
béze e; tvorena jejimi vlastnimi vektory; piislusna vlastni ¢isla
(o nichz vime, Ze jsou redlnd) oznacme \; v potradi od nejvétsiho
k nejmensimu (v absolutni hodnoté). Potom lze provést spektrdini
rozklad operatoru A™

Ax = Z )\:7<GZ|X>EZ .

Necht i je nejmensi ze vSech indexu i takovy, ze (e;|x) # 0. Pro
velkd n bude |A™x| uréeno predevsim ¢leny odpovidajicimi vlastnim
¢islum, které jsou v absolutni hodnoté rovny |, |. Potom je x,
priblizné rovno

A"x )\z "
X, = — & a— €; | X)€;
=i = () telee
a po odstranéni ¢asti sou¢tu konvergujici k nule
)\‘ n
Xp R Z <|/\Z> (e;|x)e; .
i Nl=ip N

Znak a,, =~ b, je tieba chépat jako lim, . |a, — b,| = 0.
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Pokud vsechny ¢leny v sou¢tu s nenulovym koeficientem (e;|x)
maji A; kladné, potom posloupnost x, konverguje k néjakému
vlastnimu vektoru odpovidajicimu vlastnimu éislu |A;, |. Pokud tomu
tak neni a jsou nékteré z nich zaporné, potom ma uvazovani po-
sloupnost zifejmé dva hromadné body hy = lim, .. Xon, ho =
lim,, o0 X241, nebot

Xp R Z (ei]x)e; + Z (=)™ (e|x)e; .

X =|Xig | 1, =—Xig |

Rozdil téchto hromadnych bodu je vlastni vektor odpovidajici
vlastnimu ¢islu —|\;, | a pokud jejich prumeér je nenulovy, je to vlastni
vektor odpovidajici vlastnimu ¢islu |A;,|. Pokud je A;, = 0, potom
jsou vSechny ¢leny od prvniho poc¢inaje nulové a posloupnost tedy
konverguje k nulovému vektoru.

Posloupnost x,, tedy konverguje k vlastnimu vektoru odpovida-
jlefmu nejvétsimu vlastnimu ¢islu (v absolutni hodnoté) této ma-
tice pravé tehdy, pokud je toto ¢islo kladné, vektor x nelezi v or-
togonalnim dopliiku vlastniho podprostoru odpovidajicitho tomuto
vlastnimu ¢islu a pokud mé matice A vlastni ¢islo —A1, potom musi
vektor x navic lezet v ortogondlnim dopliiku vlastniho podprostoru
odpovidajictho tomuto vlastnimu ¢islu. *DK

14.2 Matice hustoty
Ukol: Uvazujme operator
W= > wilyi) (Wil
i=1

kdew; >0 a ) . w; =1, vektory |¢;) jsou normované na jednicku
((;|v;) = 1). Pouzivdme Diracovu notaci, protoze se jednd o fy-

zikalni priklad — takovym operdatorem se v kvantové teorii popi-
suje statistickd smés stavii |;). Pokud tedy oznacime |1);) = v;,

miiZzeme matici hustoty napsat také®® jako operdtor W : R™ — R™,
Wx=>3.(vi - x)v.

69Tedy (1| znaci formu +;(X) = V; - X. Ztotoznili jsme tedy prostor s jeho
dudlem pomoci bilinedrni formy dané skaldrnim soucinem (viz také piiklad 13.2).
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Dokazte, ze TeW = 1 a ddle Tr W2 <1 a gjistéte, kdy nastane
rovnost.
Reseni: Diky zndmému pravidlu Tr AB = Tr BA je Tr|;) (1| =
Tr(ilihi) = (Pilthi) = 1, atedy Tr W = 30 w; = 1. Vektor [;) je
sloupcovy, zatimco (¢;| je fadkovy (viz opét pitklad 13.2).

Pfedchozi krok muzeme oduvodnit i takto: je-li |k), k=1,...,N
ortonormélni béaze prislusného vektorového prostoru, potom stopa
matice je soucet diagonalnich maticovych elementu, nac¢ez pouzijeme
rozkladu jednicky Zgzl |k)(k| = (srovnejte s piikladem 6.3 o orto-
gondlnich projektorech)

N N
T [) (i = D (Rlobi) (sl k) =Y (il k) (Rlebi) = (ileds) -
k=1 k=1

Podobné spocteme W2

o~

W2 = szw) 1/)2|ij|’1/)] w]| - Z wzij}z <¢z|¢]><¢]|
1,j=1
ﬂW=wawwmm wamwy

i,j=1 i,j=1

Z Cauchyho nerovnosti (viz piiklad 5.4) tim pddem dostaneme, ze

|(i| )] < (ilbi)(;]10;) = 1. Rovnost nastane, pravé kdyz jsou
vektory [v;) a [¢;) linedrné zavislé. Pouzitim tohoto vysledku uz

mame "
TrW? < Z wiw; = ZwIZw] =1,
i,j=1 i=1
coz jsme méli dokazat.

Rovnost nastane ziejmé bud v pifpadé n = 1, nebo pokud jsou
vsechny |1);) ndsobkem jediného vektoru. Jelikoz dva linedrné zdvislé
vektory v kvantové teorii popisuji tentyz stav, nastane Tr W2 =
pouze tehdy, kdyz matice hustoty popisuje cisty stav. VSechny os-
tatni stavy se nazyvaji smiSené. *TB
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14.3 Spektrum polynomu

Ukol: Necht f(z) je polynom a o(A) spektrum matice A. Dokaste,
ze f(o(A)) = o (f(A)).
Reseni: Pokud lze matici A diagonalizovat, je tvrzeni trividlni. Pak
totiz plati o(A*F) = {A\¥, ... AF} pokud o(A) = {)\1,..., \,}. Nyni
tvrzeni dokdzeme obecnéji.

Inkluze f(o(A)) C o(f(A)) plyne z nésledujicich vztahi pro
(libovolny) vlastni vektor x matice A:

Ax=Idx= AFx=Mx, VE=0,1,... = f(A)x= f(\)x.
Naopak méjme néjaké p € U(f(A)). Z definice je
pea(f(A) < det(f(A)—p)=0. (100)

Rozlozme polynom f(z) — p:

J@) —p=a]J@—a), (101)

k

kde a # 0. Potom plati také

JA) - =aJJ(A-a).

k

Pouzijeme-li nynf (100), vidime, ze vSechna A — z; nemohou mit
nenulovy determinant. Tedy existuje zj, € o(A), které podle (101)
splituje f(zk,) = p, a opacnd inkluze o (f(A)) C f(o(A)) je takto
dokazana.

Pro diagonalizovatelné matice je jednoduchym disledkem toho,
co jsme pravé dokdzali, tvrzeni uvddéné v [PLA] jako Hamilton—
Cayleyho véta: zvolime-li f(x) = p(zx) charakteristicky polynom A,
je o(p(A)) = p(c(A)) = {0}, a tedy p(A) musi byt nulovd matice.

Tvrzeni plati i pro vSechny ostatni matice, ale tam nelze pouzit
tuto jednoduchou dvahu. *TB
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14.4 Jesté jednou polynomy matic
Ukol: Uvazujme ¢tvercovou matici A a (redlny) polynom P(z).
a) Za jakych podminek existuje inverze k P(A)?

b) A kdy bude tato inverze opét polynomem matice A?

Reseni: a) Matice P(A) je invertibilni, pokud neni nula jejim
vlastnim ¢islem. Podle tlohy (14.3) tedy existuje jeji inverze, praveé
kdyz o(P(A)) = P(o(A)) neobsahuje nulu, neboli kdyz zadné
vlastni ¢islo matice A neni kofenem polynomu P(zx).

b) Odpovéd je tiplné stejnd jako v bodé a), tedy pokud existuje
inverze, je také polynomem. Abychom to nahlédli, uvazujme okruh
redlnych polynomu se s¢itdnim a nasobenim modulo charakteristicky
polynom matice A (ozna¢me jej tfeba T'; srovnejte s pifkladem 3.4).
Nésobeni matic P(A)Q(A)modT(A) v tomto okruhu déva stejné
vysledky jako P(A)Q(A) diky T(A) = 0 (viz zéver piikladu 14.3).

Rozlozime-li P na kofenové ¢initele, vidime, ze v tomto okruhu
staci najit inverzni prvek k tém polynomum stupné 1, které nedéli po-
lynom 7. Inverzi k A—a , a ¢ o(A) mizeme™ hledat jako polynom
A stupné o jedni¢ku mensiho nez T'(x). Nakonec se slusi pozname-
nat, ze hleddme-li inverzi ke kvadratickému polynomu, ktery nema
redlné koreny (a neni tudiz v okruhu redlnych polynomu rozlozitelny
na soucin polynomu stupné 1), muzeme jej formélné rozlozit alespon
na soucin dvou komplexnich polynomu a najit inverzni prvky k nim.
Inverze k tomuto kvadratickému polynomu pak bude jejich sou¢inem
a bude jiz redlna.

Budeme-li po takovém okruhu redlnych polynomu redlné pro-
ménné chtit dokonce, aby byl télesem, tj. existovala v ném inverze

"0Toto tvrzeni neni zcela trividlni. Inverzni matice k A—a. sice existuje, ale je
potfeba ovérit, ze ji lze vyjadrit jako polynom v A. Dukaz je tento: pokud T'(c)
neni 0, existuje k tak, ze kT'(a) + 1 = 0. Pak je kT'(z) + 1 polynom s kofenem «
a lze jej tedy délit x — o existuje P(x), ze (x — a)P(z) = kT (z) + 1, neboli (z —
a)P(xz) = 1mod T'(z). Polynom P(z) je invers k (z—a). 0 Tvrzeni, Ze k polynomu
T — « existuje inverze v télese se s¢itdnim a ndsobenim modulo T'(z), T(«a) # 0,
odpovid4 intuitivné tomu, ze v okruhu {0,1,...,n — 1} se s¢itdnim a ndsobenim
modulo neprvociselné n existuje inverze k nasobeni pro prvky nesoudélné s n
(ptiklad 3.1). O existenci inverze se lze u polynomu pfesvédcit také pfimym
vypoctem: ziskdme soustavu n linedrnich rovnic, o niz staci dokazat, ze ma feseni.
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ke kazdému nenulovému prvku, vidime, ze stupen T nebude smét
byt vétsi nez 2. Napi. v ptipadé T'(z) = 22 + 1 tak dostaneme téleso
polynomu stupné nejvyse 1, které je izomorfni s télesem C: zkuste
jej popsat; jaky polynom odpovidéd ve vasem izomorfizmu 2 + 3:7
*TB

14.5 Polynomy matic potieti
Ukol: Spoctéte + A+ A2+ -+ + A2000 kde matice A je

-2 1-1
A= 0-1 0
1-1 0

Reseni: Nejprve najdeme vlastni éisla matice A. Charakteristicky
polynom je P(A) = —(A + 1)3. Matice A ma tedy jediné vlastni
¢islo —1, a protoze hodnost matice A + je 1, existuji dva linearné
nezavislé vlastni vektory. Budeme chtit sestavit Jordanovu bdzi R? a
vime, ze se tedy musi skladat ze dvou fetézcl: jednoho délky jedna
a jednoho délky dva.

Najdéme nejdifve n&jaky vektor z Ker (A + )2\ Ker (A+ ) =
R3 \ Ker (A + ). Jelikoz je tento prostor ,,skoro” celé R?, zvolime
napitklad vz = (1,0,0)7 a ovéifme vo = (A+ vz = (=1,0,1)T £0,
tedy v3 ¢ Ker (A +. ). Tim méme jeden Fetézec hotov (v3 — vo —
0) a potiebujeme najit jesté druhy fetézec, neboli vlastni vektor A
nezavisly na vo; to bude tieba v; = (1,1,0)7.

V béazi (v1, va, v3) je matice zobrazeni indukovaného matic{ A

-1 0 0
D = 0-1 1
0 0-1
a muzeme psat
1-11
A=PDP ' kde P=[1 00
0 10

Abychom spocetli ptislusnou mocninu matice D, sta¢i najit moc-
niny jednotlivych Jordanovych bunék. Potfebujeme tedy pfedevs§im
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umocnit
~ -1 1 01
D_( 01> - PN kde N= (00).
Jelikoz ale . a N komutuji, dostaneme z binomické véty Dk =

(= )¥ + k(= )*~!N, nebot vsechny mocniny N vyss nez 1 jsou
nulové. Vyslo ndm tedy

odkud snadno nahlédneme, ze plati

2000 000
ZD’“: —1000| 001
k=0 000

Stac¢i uz jenom dopocitat
000 1-11 000 0
Ploo1]|P =100 001 0
000 010 000 1

a mame vysledek

2000 2000 -1 1 -1
ZA’“:P(ZD’“) P'= —1000[ 0 0 0
k=0 k=0 1 -1 1

Vysledku se lze dobrat i jinak, aniz bychom pfitom museli expli-
citné pocitat vlastni vektory matice A. Sta¢i védét, ze hodnost ma-

tice A+. je 1, a tedy existuji dva nezdvislé vlastni vektory. Odtud
plyne, Ze minimdlnim polynomem™ matice A je Pin(\) = (A +1)2.

7“IMiniméln{ polynom matice A je ten z polynomi spliiujicich P(A) = 0, ktery
ma nejmensi stupen (je jednoznacné dén az na ndsobek). Vime, ze napiiklad cha-
rakteristicky polynom spliiuje P(A) = 0, ale aby vysla nula, sta&{ brat v rozkladu
P(x) na kofenové Cinitele ¢len (z — A;) pouze v mocniné rovné délce nejdelsiho
fetézce pro vlastni ¢islo A;.
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Odeétenim rovnosti A2 +2A4 + =0 a rovnosti A3 +24%2+A4 =0
(kterou zfskdme z prvnf vyndsobenim A) dostaneme A3+ A? = A+ |
resp. A+ A% = A% + A. Indukef potom A2F+2 4 A2+ = A2 4 A =
—(A+4+. )prokeNa

-1
0
1

2000 -1 1
> AF= —1000(A+ )= —1000( 0 0
k=0 1 -1

*TB

14.6 Vlastni ¢isla nerozlozitelnych matic

Ukol: Matice A typu n X n je nerozlozitelnd, pokud ji nelze permu-
taci radku a symetrickou permutaci sloupcu prevést do nasledujiciho

tvaru:
B C
OD

(B,C,D jsou matice vhodnych typu, B a D matice ¢tvercové, matice
O je nulovd matice)

Necht A je nerozlozitelnd redlnd matice a X je jeji redlné vlastni éislo,
které lezi na hranici Gershgorinovy mnoziny matice A (viz priklad
9.2).

1. Dokazte, ze takové vlastni ¢islo musi byt obsazeno ve vsech
Gershgorinovych kruzich matice A.

2. Necht A je libovolnd symetrickd diagondlné dominantni matice
s kladnymi prvky na diagonale. Predpokladejme, Ze je A neroz-
lozitelnd a ze v alespon jednom fadku plati Ai; > >, [Aijl-
Potom je A pozitivné definitni.

Reseni:

1. Necht x je (redlny) vlastni vektor matice A pFislusny vlastnimu
¢islu A. Nasobme jej vhodnym ¢éislem tak, aby |x|co = max; |z;| = 1,
a ozna¢me k néktery z indext, pro které plati |zp| = 1. Stejné jako
pii dukazu Gershgorinovy véty (v piikladu 9.2) odvodime, ze plati
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(druh& rovnost je pouze jedna z rovnic (A — A )x = 0 zapsand ve
slozkach)

A= Aprl = [N = Aggllze] = D Apizs| <) Al < Al -
ik ik ik

Tedy A lezi v k-tém z Gershgorinovych kruhu, a protoze lezi na
hranici Gershgorinovy mnoziny, musi lezet na hranici tohoto kruhu.

Ozna¢me nyn{ I mnozinu téch indexu 4, pro které plati |z;| =
1. Ztejmé lezi A na hranici vSech Gershgorinovych kruhu K; pro
1 € I. Je-li A na hranici piislusného Gershgorinova kruhu (k € I),
plati |\ — Agr| = >, .4 |Aki| & vSechny vyse uvedené nerovnosti jsou
tedy rovnosti. Diky >, [Akil|zi| = D254 [Aki| musi byt |z;] rovno
jedné, kdykoliv je Ag; nenulové.

Ukazeme, ze mnozina I obsahuje vSechny indexy. Pifedpokladej-
me, Ze existuje index, ktery v této mnoziné obsaZzen neni. Proved' me
permutaci fadki a stejnou permutaci sloupci matice A tak, aby
se fadky a sloupce s indexy z I staly poslednimi fadky a sloupci
matice A. Jako D oznaéme podmatici tvofenou poslednimi |I| fadky
a sloupci, jako B, C' a O oznatme podmatice podle zadéani z prikladu.
Podmatice O je nenulové (nebot A je nerozloZitelnd), obsahuje tedy
néjaky nenulovy prvek A;j;, kde ¢ € I a j ¢ I. Podle tvah na konci
minulého odstavce by ale muselo nutné platit |z;| = 1 a tedy j € I,
coz je spor. Tedy neexistuje index, ktery by nebyl v I, a stejné tak
ani Gershgorinuv kruh, na jehoz hranici by nebylo A.

2. Diky diagonalni dominanci a symetrii je matice pozitivné semi-
definitni (viz priklad 9.2) a nula muze lezet na hranici jeji Gershgori-
novy mnoziny. Zaroven ale podle predpokladu existuje alespon jeden
Gershgorintiv kruh, ve kterém nula nelezi. Podle pfedchoziho bodu
tedy nula nemuze byt vlastnim ¢islem této matice, a matice je proto
dokonce pozitivné definitni. Nerozlozitelnost matice nadm umoznila
predpokladat ,,ostrou diagonalni dominanci pouze v jednom Fadku”.

*DK

14.7 Hadamardovy matice
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Ukol: Matice H typu n X n se nazyva Hadamardova matice radu
n, pokud H;; € {1,-1} a H'H = n . Dokaste existenci Hada-
mardovych matic fadu 2F, k € N. Dokazte, Ze existence Hadamar-
dovy matice radu k implikuje existenci Hadamardovy matice fadu
2k. Dokazte, ze existuji pouze Hadamardovy matice sudych fadiu a
radu 1. Dokazte, ze pokud existuje Hadamardova matice radu k, exi-
stuje i Hadamardova matice fadu k, ktera obsahuje v prvnim sloupci
a v prvnim radku pouze jednicky. Jakych hodnot muze nabyvat de-
terminant Hadamardovy matice fadu k?

Reseni: Nejprve ukdzeme, 7e existence Hadamardovy matice fddu
k implikuje existenci Hadamardovy matice fadu 2k. Necht H je Ha-
damardova matice fadu k a uvazme matici H' = (g _g) Potom
plati:

HT HT H H
1T ! —
wrw = (G e ) (5 ) =

 (H'H+H"H H'TH-HTH\ (2k, 0 o
“\H'H-HTH HTH+HTH ) —\ 0 2k, ) "%

Zapisem g, resp. o5 myslime jednotkovou matici k x k, resp. 2k x 2k.
Hadamardovy matice fddu 1 a 2 jsou matice (1) a (L}), matice
fadu 2!, I € N pak lze vytvorit uvedenym postupem.

Necht H je Hadamardova matice iadu k > 2. Matice H T H obsa-
huje mimo diagondlu nulové prvky — to znamend, ze radky matice
H jsou na sebe kolmé. Protoze jsou vsak tvoreny +1, musi mit nutné
sudou velikost, nebot z k — i jedniek a i minus jedni¢ek nulu ne-
poscitame, je-li k liché.

Ze vztahu H'H =k plyne |det H| = VkF = E*/2. Determinant
Hadamardovy matice fédu k muze mit tedy pouze hodnotu +k*/2.

Posledni nedokazané tvrzeni je, ze existuje-li Hadamardova ma-
tice H urcité velikosti, existuje také stejné velkd Hadamardova ma-
tice, jejiz prvni fadek a sloupec obsahuje pouze +1. Pokud je totiz
néktery prvek prvniho fadku —1, potom zménime znaménko vSech
prvku sloupce, ktery obsahuje tento prvek. Stejné postupujeme i
v pifpadé prvku prvniho sloupce (ménime samoziejmé znaménko
prvki na Fadku). Je snadné si rozmyslet, Ze tyto ipravy neovlivn{
hodnotu sou¢inu H"H. *DK
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14.8 Zakladni vektorové identity v = 3
Ukol: Dokazte vektorové identity:
ax(bxc)=bla-c)—c(a-b)
(axb)-(cxd) =(a-c)(b-d)—(b-c)(a-d)
(ax b)x (cxd) = b(a-(cxd))—a(b-(cxd)

Rozmyslete si, které zavorky jsou v uvedenych vyrazech zbytecné
a které naopak musime bezpodminecné psat. Dale si uvédomte, Ze
pravou (i levou) stranu lze zapsat v mnoha riznych tvarech uzitim
napr. a-b = b-a, ¢a = a¢, ... Skalarnim souc¢inem myslime kanonicky
soucina-b=3""_ ab;.

Reseni: Dikaz provedeme pomoci soufadnicového zépisu operaci
vektorovy soucin (x) a skaldrni soucin (). Vysledkem vektorového
sou¢inu dvou vektoru je opét vektor, jehoz i-tou slozku muzeme
vyjadrit takto (uzivame Einsteinovu sumacni konvenci)

(a X b)l = eijkajbk .

Levi-Civittav symbol €;5;, jsme definovali v piikladu 6.1 a vice se
o ném pojednava v 19.5, kde jsou odvozeny nékteré jeho vlastnosti.
Pti odvozovani vektorovych identit pouzijeme z téchto vlastnosti po-
uze vztah (189)

€ijk€lmk = 0il0jm — OimOj1 (102)

a dale budeme mit na paméti, Ze €;;; je totdlné antisymetricky.
Vysledkem skalarniho sou¢inu dvou vektoru je ¢islo, které muzeme
zapsat jako

a-b= 5ijaibj = aibi = ajbj s

kde §;; je Kroneckeriv symbol.
Nyni k prvnimu vzorci, ktery chceme dokazat.

(a X (b X C>)1 = eijkaj(b X C)k = eijkajeklmblcm
Nyni prisel ¢as pouzit identitu (102)
eijka'jehnkblcm = (6il5jm - 6im6jl)ajblc’rn =

= 8ubi(0jma;jcm) — Simem(d1a;b;)
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Pouzili jsme €;pmi = €pim. Uvedomime si, Ze 0;b; = b; a djmajem =
a- ¢, a muzeme pro libovolné ¢ psat

(ax (bx c))i =bi(a-c)—ci(a-b),

jinak feceno ax (bx ¢) = b(a-c) —c(a- b), neboli ,,identita bac minus
cab”.
Odvozeni druhého vzorce provedeme rychleji.

[(ax b)-(cx d)], = €ira;br€itmCidm = €ri€miabrcidy, =
= (6j10km — Ok10jm)ajbrcidm = 851a5C10kmbrdm — Skibrci0jma;dp =

=[(a-9(b-d) ~ (b-)(a-d] .

Posledni vzorec 1ze snadno odvodit z prvniho vzorce, pokud ozna¢ime
v = ¢ x d. Pokud se vSak ¢tenafi zalibilo poé¢itani se symboly e;;,
muze pouzit ndsledujici postup:

[(3 x b) x (cx d)]l = €ijk (€j1m@1bm) (€knoCndo) =
= (ekijelmj)eknoalbmcndo = (5kl6im - 5km5il)€knoalbm0nd0 =
= 5kl(sim6knoalbmcnd0 - 5km51l€knoalbmcndo =
= biak€rnoCndo — Aibrernotndo = [b(a- (cx d)) —a(b- (cx d))],.

*VP

14.9 Chovani smiSeného soucinu pri linearnich
transformacich

Ukol: Ukazte, e plati (- je skaldrni soucin, x je vektorovy soudin,
A je libovolny linedrnf operdtor a pohybujeme se v R3 )

Au-Avx Aw = u-vx wdet A
Au-vxwHu-Avx w+u-vx Aw=u-vx wIrA
Au-Avx w+ Au-vx Aw+ u- Avx Aw =
=1((TrA)? —Tr A%)u-vxw

ResSeni: Budeme pouzivat Einsteinovu sumaéni konvenci. Nejprve
uvéiime tvrzeni det A = €441 A2 Ar3 a poté jiz neni tézké overit,
ze (indexy I,m,n jsou volné a neséitd se pres né) ey, det A =
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€ijkAitAjmAgn (0bé tvrzeni jsou vysvétlena v piikladu 19.5). Nyni
snadno dokazeme prvni tvrzeni
Au- Av X Aw = €4, Ay u Ajrm UV AgnWp =
= (gijkAiAjmAkn) WUmWy = EpmpUiUmwydet A= u-vXx wdet A.
K dukazu druhého tvrzeni pouzijeme posledni identitu z prikladu
19.5, ktera ik, ze
€ijkOtm = Emjk0il + EmkiOji + EmijOkl-
Zacneme upravovat pravou stranu.
u-vx wlr A = 6 Anuijruiviwy =

= Emjk (01 Amit;) Vjwk +Empithi (051 Amivj) Wi +Emijuivy (ki Amiwg)
Toto je ale piimo vyraz Au-vx w+ u-AvX w+ u-v X Aw, a to
rozepsany do slozek. Druhé tvrzeni je timto dokazano.

Dukaz posledniho tvrzeni provedeme uzitim prvni identity
z ptikladu 19.5
6ln 5mn 5kn
ElmkEnop = det | 910 Omo Oko | - (103)
Oip Omp Okp
Nejprve si ale uvédomime, ze plati
1 1
§Eijk51mkAilAjm =3 (0310 — dim0j1) AitAjm =

Opét zatneme upravovat pravou stranu.

1 2 2
5 ((Tr A)*=Tr A4%)

1
5 ((Tr A)2 —Tr A2)u~ VX W= €ijkEimkAilAjmEnopUnVoWp =

1
= Eaijk (almkanop) AilAj'rnunUowpa

na souéin v zdvorce pouzijeme identitu (103) a vysledkem je
1
€k (AgwAjmvmwi, + AgviAjmwmus + Agwi A jmUm vk —

— A Ajmtmwi, — AgwiAjmvmur — AjguiAjmWnvy)
nyni staci vyuzit toho, ze €;;, = —eji apod. a vysledkem je leva
strana dokazované rovnosti. *VP
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14.10 Komutatorova binomicka formule

Ukol: Dokazte nasledujici formuli s binomickymi koeficienty a
slozenymi komutatory, ktera rika, jak Ize prokomutovat C™ pres B.

n n n— 1 ( 1) n—2
C"B = BC" —n|B,C|C T[[B,C],C]O -

4 (=D)"[...[[B,C),C),....C]. (104)

Reseni: Zvolime si matici C' pevné a definujeme operatory
K(B) =[B,C], L(B)=CB, R(B)=BC'.

pusobici na prostoru realnych matic n x n. Nejprve se piresvédéime,
ze zobrazeni K a R komutuji

K (R(B)) = K(BC) = [BC,C] = [B,C]C = R(|B,C]) = R(K(B)).

Muzeme proto vyuzit binomické formule

n

k 1k
L= kz Hn o — — _R"FKF (105)
=0

Ostrym pohledem na rovnosti (104) a (105) zjistime, ze Fikaji totéz,
pokud nechédme ¢leny v rovnici (105) pusobit na B. Levou stranu
rovnice (104) je tfeba ¢ist jako ,,operdtor ndsobeni matici C' zleva”
umocnény na n-tou, tj. L™. Oznaceni K, L, R jsme volili jako zkratku
slov ,,.komutator”, ,levd” a ,prava’. *LM,MZ

14.11 Laplacetv operator ve sférickych souradni-
cich

Ukol: Na jdéte vyjadreni Laplaceova operatoru ve sférickych sourad-

nicich v R".

tvar Laplaceova operatoru v libovolnych ortogonélnich soufadnicich.

Uvazujme kartézské souradnice x1, ..., x, v prostoru R" a zave-
deme v ném nové soufadnice 21, ..., 2z, vztahy zx = 2k (21, ..., T,).
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Transformacni pravidlo pro derivace podle soufadnic dostaneme
z véty o derivovdni sloZené funkce: pokud oznaéime formalni”>
radkové vektory gradientu

9N_(9 9 9N_(9o0 9
Ox)  \Oxy Oz, )’ dz)  \8z' 8z, )’

tiké tato véta, ze

0 o Ox;
<82) = <8x> J,  kde J;; = R (106)

pricemz derivace podle x na pravé strané nepusobi na elementy ma-
tice J, jde o cisté algebraické nasobeni matic. Matice J se nazyva
Jacobiho matice.

K vyjadreni Laplaceova operatoru pouzijeme nejprve kartézské
soutadnice x1,...,%,, kde je to soucet druhych parcidlnich deri-
vaci podle jednotlivych soufadnic, a pak pfejdeme pomoci (106)
k soutadnicim z1,..., 2z,

(3@ -G

Jesté jednou zduraznéme, ze prvni gradient v (107) neptsobi na ma-
tici J—1, ktera pochézi z (106). Aby se to nepletlo, oznacime éleny,
které musime derivovat prvnim z gradientu, Sipkou 7. Rovnice (107)

pak bude vypadat
T
A= (gz) J1J1T<§z> : (108)
by

Predstavujte si to tak, ze (108) rozepiSeme jako sou¢in maticovych
elementu, pticemz prvni z operatoru derivace prilozime k souc¢inu
téch ¢lent, na které ukazuje Sipka.

Nyni uz se koneéné pustime do pocitani. Na tomto misté
pouzijeme pozadavek ortogonality soutadnic z1, ..., z,, ktery nefika
nic jiného, nez ze matice

D=J'J (109)

72Tim mdme na mysli, Ze bychom méli spravné fikat: pro zadanou (hladkou)

funkei f(z1,...,2n) uvazujme vektor (8/0X)f = (8f/0x1,...,0f/0xn).
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mé byt diagonalni. Jeji diagondlni elementy Dy = Zj Jipdje =
Z]‘(%)Z oznaéme Ai (A, > 0 jsou tzv. Laméovy koeficienty™).

Dosazenim z (109) do (108) mdme

T

A= <2> DIJTJD1T<2) )
0z 0z
(N ]

Rozmyslete si, ze nyni muzeme pouzit vzorec pro derivaci sou¢inu
funkci. S vyuzitim D = DT mtzeme tedy napsat A jako

9 o\" a\" o\"
— |t |yp7 ' (=) +JD ' (=) +JD ' =
0z 0z 0z 0z
T 7 T
(110)
Jednotlivym ¢lentim tohoto vzorce se budeme vénovat zvlast —
prvni, ktery ndm da nejvic prace, si nechdme na konec a zatim se
spokojime s druhymi dvéma.
Tedy za prvé, diky (109) plat{

o\ A O\ (0"
(&) o () = ()2 (&) -

~[( 09 1\ 0
_ -z 111
el <8Zk )\%) 8zk ( )

Za druhé,
O\ pigrpi(2) _(2\pi(2) L P
(82>D J7 D <82) -\ 0z b 0z _Z)\iaz,%'
1 (A

(112)

"3Piedstavme si ,,polednik” v soufadnicich {z;} pifslusny k zj (tj. véechny z;,
i # k jsou konstantn{) a te¢ny vektor k nému. Délku tohoto vektoru definujme
jako délku oblouku (ku Azg), ktery po poledniku opiSeme, pokud zménime zj
0 Az (v limité Az, — 0). Takovy vektor je pravé k—ty sloupec matice J a jeho
délka je rovna Ag.

256



Konecné slibeny prvni ¢len v (110) (oznacme jej tieba B) rozepiSeme

do slozek: 1 8
gTg
b= Z 0z >\2 i %’W 0z (113)

0,5,k

Index j se vyskytuje jenom ve dvou ¢lenech a muzeme pies néj
snadno vyscitat (pouzijeme pritom zdmeénnost parcidlnich derivact
— hadejte, kde)

BJ i ; 10 9 (109) 1 9X? O\
70 oJj; 10 2 (109) L OA; TN
Z Jij Z g azk T 20z, zj: Vi) 2 0z, A Oz

Dosazenim do (113) uz dostaneme pi{jemnéjsi vyraz

_Z 1 9N 9
)\)\ 8zkazk

Oznacime-li jesteé A = T[], \;, mlzeme se zbavit sumy pfes i:
22 (/i) (0Xi/0zk) = (1/A)(OA/Ozy).
11 0] 0

Konecné na tplny zavér muzeme slozit (111), (112) a (114) zpét do
jednoduchého vzorce

- \

"9 A D
— 115
];8 %82;.3 ( )

Vratme se jesté ke sférickym soufadnicim. Naznaéime induktivni
postup, jak je zavést v R"™.

n=2 n=23 n=4
T1 =TCOS®] ] =T7TCOSP]COSPs T = TCOSP]COS P2 COS P3
T9 = rsin ¢ Tg =T1Sin @] COsS Yy Ty = 7sin @1 COS P2 COS P3
T3 = r8in g T3 = rsin @3 cos Y3
T4 = 7sin @3
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Uhly or pro k = 2,3,... bereme z (=3,%) a 1 z (—m,m).
Napftiklad pfi ptechodu od n = 2 k n = 3 jsme k dosavadnim
soufadnicim pridali dhel o, ktery popisuje odchylku polohového
vektoru daného bodu A od roviny R2. Soufadnice x1, x5 tedy musime
vynasobit cos @9, soufadnice x3 bude ziejmé r sin w5. Pro vyssi n je
postup stejny, posledni thel ¢,,_; je vzdy thel mezi polohovym vek-
torem bodu A a rovinou R”~!
Laméovy koeficienty vyjdou po fadé

A(r) =
A1) = 7Cos pacos s ...COS Pn_1
A(p2) = rcos p3...C08 Yp_1

Apn—2) = 7rCOS Pp_1
/\(Spn—l) =T,

atedy A = r""1cos g cos? p3...cos" 2, 1. Dosazenim do (115)
po snadné upravé dostaneme

1 0 0
A= § k=1, — (11
pn—1 (97" + /\2 cosk Loy acpk 05" Pk Opy’ (116)

coz muzeme také piepsat jako

2 n-10 217 B
A= gt gt L o - G ey

Specialné pro n = 2,3 vyjdou znamé vztahy

A 100 1
2= ror or r2 0p?

1 1 2 1
A3=—£T22+ 0

r20r  Or  r2cos? py Op? + r2 cos g Do oS @2 Aoy’

U sférickych soufadnic v R? byvé zvykem pouzivat oznaceni 1 = ¢
a g = 1. *TB
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15 Jordan hledi pozitivné

15.1 Birkhoffova véta

Ukol: Nechf A je bistochastickd matice, neboli matice s nezapor-
nymi elementy, jejiz vSechny radkové a sloupcové soucty jsou 1.
Dokazte, ze A je konvexni kombinaci permutac¢nich matic. Toto tvr-
zeni se nazyva Birkhoffova véta.

Pojem konvexni kombinace vychéazi z geometrické predstavy: pro
X1,---,Xn € V je konvexni kombinace libovolna linedrni kombinace

n n
Z%‘Xm kde aq,...,a, € (0;1), Zaizl.
i=1

i=1

Napiiklad pro V' = R? tvoif vSechny konvexni kombinace téchto
vektoru konvexni n—thelnik s vrcholy v xi,...,x, (ve specidlnich
pripadech muze ale byt tento obrazec degenerovany, napiiklad pokud
jsou vsechny vektory kolinedrni).

Permutacni matice P, je matice linedarnitho zobrazeni R" —
R™, které permutuje slozky vektoru podle permutace m, naptiklad
P (v1,v2,v3,v4) = (v2,v3,v1,v4). Tato matice tedy obsahuje n
jednic¢ek na mistech 17(1),...,nm(n) a zbytek jsou nuly. Jinak
feceno, v kazdém fadku a v kazdém sloupci je pravé jedna jednicka.

Pii dukazu Birkhoffovy véty by se mohlo hodit toto tvrzeni (#):

Necht G je bipartitni graf (viz tivod ke kapitole 7) s partitami V;
a Vy stejné velikosti. Necht mé kazda mnozina vrcholi W C V;
alespon |W| sousedii (v partité Va ), potom graf G obsahuje perfektni
pdrovani, tj. |V1| riznych navzdjem neincidentnich hran.

Reseni: Predpoklddejme, Ze existuje bistochastickd matice, kterd
neni konvexni kombinaci permutacnich matic. Uvazujme néjakou
matici A, kterd obsahuje mezi véemi témito maticemi co nejméné ne-
nulovych slozek. Zrejmé je pocet nenulovych slozek matice A alespon
n + 1: kazdy Fadek (a sloupec) musi obsahovat alespon jednu nenu-
lovou slozku a bistochastickd matice s n nenulovymi slozkami je ma-
tice permuta¢ni. Uvazujme nyni bipartitni graf, jehoz jedna partita
je tvorena indexy Fddku matice a druhd indexy sloupcu matice. Vr-
choly grafu odpovidajici néjakému fadkovému a sloupcovému indexu
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jsou spojeny hranou pravé tehdy, pokud jim odpovidajici prvek ma-
tice je nenulovy. Nyni ukdzeme, Ze jsou splnény piedpoklady tvrzeni
(M), a tedy Ze tento graf obsahuje perfektni parovéni.

Uvazujme pro matici A libovolnou mnozinu faddkovych indexu I
a ozna¢me J mnozinu indexu vSech sloupct, v nichz se na nékteré
tadce z I vyskytuje nenulovy prvek. Soucet vSech prvkia v Féadcich
s indexy z mnoziny I je |I| (uvazovand matice je bistochastickd) a
soucet vSech prvku ve sloupcich s indexy z mnoziny J je |J|. Soucet
prvki v téchto sloupcich na tadcich s indexy z mnoziny I je pak
nejvyse |J|, nebotf na téchto fadcich jsou jiz v ostatnich sloupcich
samé nuly. Dosli jsme tim k |I| < |J|, coz nds opraviuje pouzit
tvrzeni ().

Uvazovany bipartitni graf tedy obsahuje perfektni parovani a
tomu prirozenym zpusobem odpovidd néjakd permutacni matice,
oznacme ji P. Déle oznatme 7 nejmensi ze v8ech prvku matice A
na mistech nenulovych prvka matice P. Matici A lze zapsat jako
konvexni kombinaci

A—7P

1—m

A=7P+(1-m) (117)

matice P a matice Af WP . Prvni z téchto matic je permutaéni, druhéd
je bistochastickd (ovéfte; pro¢ jsou prvky A — wP nezdporné?) a
mé o alesponi jeden nenulovy prvek méné nez matice A: o ten (ty),
které jsou nejmensi na mistech odpovidajicich nenulovym prvkim
matice P. Podle predpokladu na tdplném zacdtku feseni lze tedy ma-
tici Af_’;P vyjadiit jako konvexni kombinaci permuta¢nich matic.
Potom musi ale i matice A, vyjadiend pomoci (117), byt konvexni
kombinaci permutacnich matic (lze také fici, ze konvexni kombinace
konvexnich kombinaci je opét konvexni kombinace), ¢imz je dukaz
hotov. xDK

15.2 Stochastické matice

Ukol: Necht A je stochastickd matice, neboli matice s nezapornymi
elementy, jejiz sloupcové soucty jsou jedna. Dokazte, ze pokud je A
nerozlozitelnd (viz priklad 14.6), pak existuje pravé jeden vektor v,
jehoz soucet slozek je jedna, takovy, ze Av = v. Ddle ukazte, Ze ma
tento vektor pouze nezaporné slozky.
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Reseni: Nejprve dokazme existenci. Jednicka je vlastnim ¢islem ma-
tice A, nebot matice A —. je singuldrni: jeji sloupcové soucty jsou
nula, a tedy jsou jeji fadky linedrné zavislé. Necht v je vlastni vek-
tor piislusny k vlastnimu ¢islu 1. Pro spor nyni predpokliadejme,
ze nékteré jeho slozky jsou kladné a jiné zédporné: oznaCme I in-
dexy jeho kladnych slozek a I_ indexy jeho zdpornych slozek. Jelikoz
Aij > 07 plati

dovi= DY Ay =

el iely j
= E E Aijvj -+ E E Aijvj S E Uj -+ E E Aijvj .
i€l jely i€ly jel_ Jjely i€l jel_

Odtud je vidét, ze Zieu ZJEL A;;v; =0, atedy pro viechny i € I,
a j € I_ plati A;; = 0. Pferovname-li nyni fadky a sloupce matice
tak, aby fadky (a stejné i sloupce) s indexy z mnoziny I, byly nyn{
na prvnich fddcich (sloupcich), dostaneme matici v blokovém tvaru

B C
(65)
neboli jsme ziskali rozklad matice A (viz opét piiklad 14.6). Te-
dy musi vektor v obsahovat pouze nezaporné slozky, a délime-li jej
souctem jeho slozek (ktery je nyni automaticky nenulovy), dosta-
neme vektor se souctem slozek jedna.

Nyni dokdZzeme jednoznaénost vektoru v. Necht v a w jsou dva
ruzné vlastni vektory piislusné vlastnimu ¢éislu jedna takové, ze
soucet jejich slozek je jedna. Vektor v — w je pak také vlastni vek-
tor pifslusny k vlastnimu ¢islu jedna; jeho soucet slozek je nula,
a tedy obsahuje jak kladné tak i zaporné slozky, coz ovSem neni
mozné. Dokézali jsme tim, ze existuje pravé jeden vektor v spliujici
podminky zadani ptrikladu. *DK

15.3 Nilpotentni matice
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Ukol: Je ddna matice

Ukazte, ze je tato matice nilpotentni, a urcete nejmensi n € N, pro
které plati A™ = 0. Naleznéte jeji Jordaniv kanonicky tvar J a
zapiste ji jako QJ4Q".

Reseni: Vime, ze linedrni zobrazeni na koneénédimenzionalnim pro-
storu je pravé tehdy nilpotentni, kdyz ma jediné vlastni ¢islo, a to
nulu. Za¢neme tedy s uréenim charakteristického polynomu. Muzeme
jej bud'to pifmo spocitat jako x(A) = det(A — X ) (je vyhodné de-
terminant rozvinout podle prvniho sloupce), nebo muzeme pouzit
tfeba vzorce

X)) =X = NTrA+ XY A —A) A +det A,

i<j

viz piiklad 9.5, vztah 59 (odvozeni podobného vzorce pro matice 3x 3
je v pfikladu 9.10). V tomto vzorci rozumime symboly A; ;, resp. A;
determinanty matice A, s dvéma, resp. jednim vynechanym radkem
a sloupcem™. Pro srovndni uvddime A; = Ay = A3 = Ay = 0,
ALQ = A274 = 0, A173 = —1, A1,4 = 2, A273 = —2, A374 =1 a dale
pak TrA =0 adet A=0.

Af uz tak ¢i onak, charakteristicky polynom vyjde x(\) = A%, a
tedy je nula skute¢né jedinym vlastnim ¢islem matice A. Vzhledem
ke kanonické bazi bude tedy A odpovidat néjakému nilpotentnimu
zobrazeni ¢4 : R* — R*. Podle véty o struktufe nilpotentniho zobra-
zeni budou existovat maximalni fetézce, jejichz vektory budou tvorit
bézi R*.

Ptfipomenime, Ze u nilpotentniho zobrzeni N : R™ — R” jsou

"4 Napiiklad Az 3 je determinant matice 2 x 2, kterd vznikne z A vynechdanim
druhého sloupce a fadku a tfetiho sloupce a Ffadku.
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fetézce

ey ey
: (118)
(m) éN B ¢41\)I VEJZ) ¢41)\I 0,

sipka fika naptiklad, ze ¢N(v§1)) = vél) nebo ¢N(v,(€11)) = 0, neboli
posledni vektor v fetézci je vzdy vlastnim vektorem ¢pn. Aby mohly
tvorit tyto vektory bazi R™, musi byt soucet jejich délek k1, ..., ky,
roven n. Navic plati véta pro libovolné fetézce, které vyhovuji tomuto
schématu: Pokud jsou koncové vektory fetézcu (v nasem schématu
vgl), R v,(!:z)) linedrné nezavislé, pak jsou linearné nezavislé vsechny
vektory ve schématu.

Vzhledem k bézi (118) md pak ¢y blokové diagondlni matici,
nebot pokud oznaéime linedrni obal vektorii i—tého fetézce V;, pak
pro x € V; je opét ¢onx € V;. Pokud bézi V; napiSseme v poradi

{v,(cll)7 e vgl)} ={a1,...,ak }, maji tyto Jordanovy bloky (velikosti
k; x k;) tvar

010...0

001 0

000 1

000...0

nebot ¢n(a;) = 1laj_1, a tedy v j—tém sloupci je jednicka na (j —1)—
nim fadku a jinak jsou vSude nuly. V prvnim sloupci jsou nuly vSude,
nebot ¢na; = 0.

Nyni se vratime k zobrazeni ¢4 : R* — R*. Abychom uréili Jor-
danuv tvar ¢4, potfebujeme znat pouze strukturu Jordanovy béaze,
tedy délky (a pocet) fetézcu (118), nikoliv konkrétn{ vektory v tomto
schématu; to bude prvni krok. Teprve abychom mohli zapsat A jako
QJAQ ™', musime tyto vektory najit, a to uéinime v kroku druhém.

Urcéeni struktury Jordanovy baze zobrazeni ¢4

Pro zobrazeni ¢4 existuje urc¢ité schéma typu (118). Vsimnéme si,
které jeho vektory lezi v Ker ¢ 4: jsou to praveé posledni (vpravo lezici)
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vektory vSech fetézcu. Jelikoz vSechny vektory v tomto schématu
tvoif bazi R* (kazdy vektor z R?* lze zapsat jako linedrni kombi-
naci téchto vektor), tvoii posledni vektory vsech fetézcu v (118)
bazi v Ker ¢ 4. Tedy pokud naopak zjistime dimenzi Ker ¢ 4, budeme
védeét, kolik je téchto poslednich vektoru. Jinak fec¢eno, dim Ker ¢ 4
udéva pocet véech tetézcu.

Podobné bazi Ker (¢4)? tvoii posledni a predposledni vektory
véech Fetézci. Tudiz dim Ker (¢4)? —dim Ker ¢ 4 udavé pocet retézci
délky alespori dva. Vsimnéte si také, ze dimenze kerneli mocnin ¢ 4
tvoIi ostie rostouci posloupnost az do ¢}, kde m je délka nejdelsiho
fetézce. Dimenze vSech dalSich kernelu jsou jiz stejné a jsou rovny
poctu vektort v celém schématu (dimenzi celého prostoru n).

Dimenze kernelit ¢4, (¢4)?, ... mizeme urcit v libovolné bézi.
Zvolime-li si kanonickou bdzi, musime spocitat A, A%, ... a najit
napiiklad hodnosti téchto matic (dim R” = dim Ker A" +dimIm A™).
Pokud nebude hodnost matice (pocet linedrné nezavislych fadka)
vidét okamzité, prevedeme ji gaussovskou eliminaci na horni troj-
thelnikovy tvar.

()+(2)— (1)
(2)+(1)—(2)
—(2)+(3)~(3)

(2)+(4)—(4) 1223
PR 0101] KA =2 =
0000 dimKer¢pp =4—-2=2,
0000
1 2 2 3
|1 22-3) hah=1 =
-1 -2 -2 -3 dimKer (¢4)2 =4—1=3,
1 2 2 3
0000
43— 0000 h(A%) =0 =
10000 dimKer (¢4)=4—-0=4.
0000

Vyipocet A% jsme si jiz mohli jisté usetiit, nebot z dim Ker (¢4)? < 4
plyne dim Ker (¢4)® > dim Ker (¢4)?, a tedy zbyva pouze moznost
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dim Ker (¢4)% = 4. Schéma (118) m4 tedy pro ¢4 tvar

1 1
MV =a) (W =a) > (W =a) -0

mame dva Tetézce, jeden délky k1 = 3 a jeden délky ko = 1 a stupen
nilpotence ¢4 je tii (¢% = 0). VSimnéme si, Ze zatimco Hamilton—
Cayleyova véta nam zarucuje, ze x(A) = A* = 0, mohou existovat
i polynomy p nizsitho stupné nez x, pro ktery p(4) = 0. Minimdlni
polynom je ten z nich™, ktery m4a nejmensi stupei. V nasem pifpadé
je to p(z) = 23.

V bazi ay, az, a4, a2 mé zobrazeni ¢ 4 matici

0
0
Ja = 0
0

O O OO

0
1
0
0

oS O O

Nalezeni Jordanovy béze pro ¢4

Abychom mohli zapsat A jako QJ4Q~!, musime ur¢it vektory
v schématu (119) vzhledem ke kanonické bazi. Misto zobrazeni ¢4
tedy budeme déale pracovat s matici A.

Zaruceny zpusob pro obecnou nilpotentni matici N typu n X n
je nésledujict:

1’. Uréime néjakou bazi Im N™~1, kde m je stupein nilpotence N.
To jsou koncové vektory viech nejdelsich fetézcu (tedy fetézci
délky m — 1) — piedstavte si N™ 1x, kde x je obecny vektor
zapsany v bdzi (118).

2’. Tyto koncové vektory doplnime na celé fetézce, tedy fesime
W 1) pw [ e s
soustavy typu Nv; ~, = v °. Pritom méame na paméti, ze
z linedrni nezévislosti koncovych vektoriu, které jsme urcili
v bodé 1’, plyne nezavislost celych Fetézcu.

3. Bazi ImN™~! doplnfme na bézi Im N™~2 N Ker N. Tyto
nové vektory jsou koncové vektory vsech fetézcu délky m — 2
(pfedstava je podobnd jako v bodu 17).

75Minimé&lni polynom je urcen jednoznaéné az na néasobek &islem.
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4’. Nové koncové vektory doplnime na celé fetézce.

5’. Dopliiujeme vzdy béazi Im N'NKer N na bazi Im N'='nKer N

a tyto nové vektory rozsifime na celé fetézce. Skon¢ime ul = 1.

Uvedeny zpusob je znaéné zdlouhavy,
nebot hled4ni vzort je nepomérné niroé-
néjsi nez hledani obrazt. Jeho vyznam
spo¢iva v tom, ze predstavuje zarucenou
cestu jak hledané vektory najit a slouzi
pfi diukazu véty o struktufe nilpotentniho
zobrazeni. Pro prakticky vypocet pouzi-
jeme jiny postup: fetézce budeme tvorit
od levého konce™. Pro vétsi ndzornost
jsou oba postupy naznaceny na obrazku
vpravo: Jordanova béze se v tomto piikladé sklada ze dvou fetézcu
délky pét, jednoho fetézce délky Ctyfi a jednoho délky jedna. Vek-
tory, které jsme v daném kroku nasli, jsou znaceny vysrafovanym
polickem, vektory, které jsou znamy z predchozich krokd, jsou
znaceny Sedymi policky.

1. Najdeme dimKer N™ — dimKer N™~! nezdvislych vektorii
v Ker N™ \ Ker N™~!. To budou levé koncové vektory vsech
nejdelsich tetézcu (délky m).

2. Dopocitame celé Fetézce (opakované ndsobime koncovy vektor
matici N). Pokud jsou tyto fetézce zavislé (to pozndme na
pravych koncovych vektorech), musime zvolit v bodu 1 vektory
jinak a zkusit to znovu.

3. 7 tetézcu, které jsme spocitali, vybereme vektory, které ne-
jsou v Ker N™~2 (na obrazku vyse jsou to zakiizkovana
policka). Pokud je téchto vektoru méné nez dimKer N™ —
dim Ker N™~2 doplnime je vektory z Ker N™ \ Ker N™~2 na
tento pocet a dbdme, aby celd mnozina byla linearné nezavisla.
Nové vektory jsou pocatecni vektory fetézcu délky m — 1.

76Tento postup mé v obecném piipadé urcitou nevyhodu. Kdyz vytvoiime
novy fretézec, musime se presvédcit, ze je linedrné nezavisly s pfedchozimi fetézci,
neboli, ze koncové vektory (vpravo) vSech jiz vytvofenych fetézcu jsou nezdvislé.
Pokud tomu tak neni, musime posledni fetézec vytadit a zkusit jiny.
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4. K novym vektorum (poc¢dtecnim vektortum fetézcu délky m—1)
dopocitame fetézce. Pokud budou vektory na pravych koncich
vSech doposud spocitanych fFetézcu zavislé, musime bod 3 opa-
kovat (doplnit vektory jinak).

5. Pokracujeme (opakujeme body 3 a 4), az ziskdme n linedrné
nezavislych vektoru, tedy béazi celého Ker N™ = R™.

Jak dopadne tento postup z nasem piripadé? Nejdelsi Fetézec mé
délku m = 3, hleddme tedy nejprve’” 4 — 3 = 1 vektor z Ker A3\
Ker A%. Zvolime napiiklad ndhodné ay = (1,0,0,0)” € Ker A> = R*
a jelikoz A%a; = (1,—1,—1,1)T # 0, je tato volba mozn4 (bod 1).
Tento vektor doplnime na cely fetézec: a3 = Aay = (2,—1,0,0)7 a
a; = Aaz = (1,—1,—1,1)T. Jelikoz je fetézec jen jeden, problémy
s ovéfovanim linedrn{ nezdvislosti nejsou (bod 2). V schématu zddné
retézce délky dva nejsou, tedy body 3 a 4 odpadaji; podrobnéji:
ze spoéitaného fetézce vybereme vektory ay,as (a; lezi v Ker Al) a
zjistime, Ze je jich skuteéné dim Ker A% — dim Ker A! = 2 (bod 3).

Koneéné (bod 5, nebo taky opakovany bod 3) potiebujeme do-
plnit fetézec ay — as — a; — 0 pocateénimi vektory vSech fetézcu
délky jedna, a to tak, aby byly vSechny vektory nezdvislé (opakovany
bod 4). Staé¢i tedy nalézt libovolny vektor z Ker A linedrné nezdvisly
na a;. Bud muZeme vyfesit soustavu Aay = 0

2 3 4 5 (32)1 0
-1 -1-2-=-2 (32)2 . 0

0 1 0 1 (32>3 o 0 ’

0 -1 0 -1 (32)4 0

a vybrat vhodné fesen{ (tedy TeSeni nezdvislé na aj), nebo muzeme
vektor elegantné uhodnout. V naSem piipadé se nabizi vektor as =
(-1,-1,0,1)7.

Vektory ai, as, as, a2 zapiSeme do sloupcu matice @ (viz piiklad
4.9 ¢ 15.4), a tedy pro

()61 ()=

77dim Ker A2 = 3,dim Ker A3 = 4
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bude platit A = QJ4Q!. *PK,KV

15.4 Jordanuv tvar poprvé
Ukol: Najdéte Jordantiv tvar matice

010
A= -440
-212

a matici C, kterd prevadi A na Jordantv tvar J,.

Reseni: Abychom zjistili, jaky je Jordaniuv tvar matice A, potie-
bujeme nejdiive najit vlastni ¢isla A. Vlastni ¢isla jsou kofeny cha-
rakteristické rovnice:

-2 1 0
det(A—X)=det| —44—-X 0 =
-2 1 2—-2A

:(—1)3+3(2—A)det<:2 45) -

=2-N((A=4Hr+4)=—-(1-2)7".

Nasli jsme trojnasobné vlastni ¢islo A; 2 3 = 2. Na diagondle J4 bude
proto vsude ¢islo 2.
200
Ja = 02¢ s
002

kde misto kazdého ze symbolii ¢ miiZze byt bud jedni¢ka nebo nula.
Vsimnéme si, ze oba prvky ¢ nemohou byt nula, protoze pak by byla
Ja nasobkem . , atedy QJ4Q ' = J4, coz neni totéz co A. Abychom
rozhodli otdzku, co napsat za ¢, prozkoumame strukturu kofenového
podprostoru.

Matice A — 2 m4 jediné vlastni ¢islo a to nulu, a tudiz je nil-
potentni. Muzeme na ni tedy pouzit cely aparat popsany v piikladu
15.3. Budeme tedy zkoumat prostory Ker (A—\ ) & Kerg\, pricemz
A = 2. Pfipominame, ze plati

0 <dimKer} <--- <dimKer{ =dimKer {"™ =...,  (120)
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kde m je délka nejdelsiho fetézce Jordanovy baze. Prostor Ker ' =
Ker ;\”H = ... nazyvame korenovym prostorem vlastniho ¢isla A
(zna¢ime Ker ) a jeho dimenze je obecné™ rovna ndsobnosti tohoto
vlastniho éisla (toto tvrzeni z piikladu 15.3 pifmo neplyne; zminime
se o ném v pifkladu 15.8). V piipadé jediného vlastniho ¢isla je tedy
dimenze kofenového prostoru rovna dimenzi celého prostoru (toto jiz
z 15.3 plyne).

Vime, ze dimKer} = n — h[(4A — X )], kde n je rozmér matice
A. Spoc¢téme tedy

-210

(A-2)=|-420 | = dimKerj=3-1=2
-210
000

(A-=2)*>=1000 | = dimKer?=3-0=3
000

Vypocet dim Ker (A4 — 2 )2 jsme si mohli klidné usetfit, protoze po-
kud jsme zjistili, ze dimKer} = 2 < 3, pak musi byt v souladu
s (120) dimKer § < dim Ker3, a tedy nutné dim Ker 3 = 3.

Nyn{ jiz zndme dimenze Ker § a miizeme uréit schéma Jordanovy
béze, tedy schéma typu (118). Z dim Ker 3 = 2 plyne, 7e existuji dva
fetézce. Jeden tedy mus{ mit délku jedna a jeden délku dva (aby byl
soucet délek tii). Lze to také vydedukovat z toho, ze dim Ker3 —
dim Ker} = 1, neboli existuje jeden Fetézec délky aspoin dva.

A—2 A—2
vi—= (A-2)v — 0 (121)
=0
a Jordantiv tvar matice A (tedy matice zobrazeni™ ¢4 v bazi {(A —
2 )v, v, u}) je nésledujici

210
Ja=Jas +J2 =Jao +2 =(1020
002

Pfi dpravach na zacatku jsme vyuzili J4 = CAC~!, C(X+Y)C~ 1 =
CXCt+Ccycltac Cctl=

781 u matic s vice vlastnimi &fsly, kde A — X\ nenf nilpotentni.
79Zobrazeni, jenz mé v kanonické bazi matici A.
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Zbyvé najit matici C, kterd pfevadi matici A na Jordanuv tvar
J, neboli matici splitujici J4 = C~1AC. Matice C tedy musf vektor
ve slozkach vuéi Jordanové béazi prevést na vektor ve slozkdch vuéi
kanonické béazi. Ve sloupcich matice C' tedy budou postupné vektory
(A—2) v, va uv tomto pofadi (viz priklad 4.9).

Najdéme konkrétni vektory v a u pro schéma (121). Jinak:
hleddme vektor u, ktery je po prvnim nasobeni matici (4 — 2. ) ro-
ven nulovému vektoru a vektor v, ktery je po prvnim nasobeni touto
matici rizny od nulového vektoru. Pfitom musi byt vektory u a
(A —2 ) vlinedrné nezdvislé.

Za vektor v vybereme tieba (0,0,1)7 a ovéifme, zda (A — 2 ) v #
0. Bohuzel jsme vybrali Spatny vektor, protoze tato podminka neni
splnéna. Nevadi, zkusme zvolit v = (0,1,0)7. Nynf je (A —2 ) v =
(1,2,1)7, coz ndm jiz vyhovuje. Vektor u vybereme jako feseni rov-
nice (A —2 ) u=0 a ddvdme jen pozor, abychom nevybrali ngjaky
nasobek (A —2 ) v; mizeme vzit napitklad u = (1,2,0)7. Mtzeme
tedy napsat celou matici C' a s ohledem na milovniky ndsobeni matic,
kteff si budou chtit ovérit CJ4C~! = A, ji uvadime i s jeji inverzi

101 00 1
c=1212], ct=|-21 0
100 10 -1

*VP

15.5 Jordantuv tvar podruhé

Ukol: Najdéte Jordantiv tvar matice

1-3 3
A= -2-613
-1 -4 8

a matici C, ktera prevadi A na Jordanuv tvar Jy.

Reseni: Spocitdme vlastni ¢isla matice A. Charakteristickd rovnice
je
1-x =3 3
det(A—X)=det| —2 —6-X 13 | =—(A—1)°.
-1 -4 8-
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Méme trojndsobné vlastni éislo Aj 2 3 = 1, coz znamena, ze Jordantiv

tvar matice A bude
100

Ja=|1010 |,
001

kde kazdy symbol ¢ muze byt jednicka nebo nula. Co méme na-
psat nad diagonalu, budeme védét, az zjistime, jaka je struktura
kotenového podprostoru.

0 -3 3
h(A— )=dim| -2 -713 | =2 = dimKer; =3-2=1.
-1 -47
Hodnost matice A — jsme zkusené odhadli: nemize byt tii, nebot

det(A — ) = 0, ale nemuze byt také jedna, nebotf to by musely
byt vSechny fdadky ndsobkem jednoho, coZ nejsou. Jinak muzeme
samoziejmé matici také gaussovsky eliminovat. Déle prozkouméame

(A- )2

39 -18
dim(A— )>=dim |13 =6 | =1 = dimKer?=3-1=2
13 —6

I zde jsme mohli postupovat rychleji, bez pocitdani celé matice (A —

)2. Podle (120) musi byt dim Ker} > dim Ker {, tedy h((A— )?) <
h(A—), ¢li h((A— )?) je bud jedna nebo nula. Zaéneme-li pocitat
matici (A — )? a zjistime-li, ze uz prvek v jejim levém hornfm rohu
je nenulovy, musf byt nutné h((A— )?) =1.

Vzhledem k (120) je nynf jisté, ze bude dim Ker 3 = 3. Jordanovu
bézi proto muzeme schématicky zapsat
VS A- S Aa- )2 o.

Pfipomindme, Ze i v tomto (jednorddkovém) schématu je v prvnim
sloupci vpravo dim Ker] = 1 vektor, ve druhém sloupci zprava je
dimKer? — dimKer{ = 1 vektor a kone¢né ve sloupci nejvice vlevo
je také dim Ker$ — dim Ker ? = 1 vektor.
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V tabulce je jeden tetézec délky tii, a proto je Jordanuv tvar

matice A
110

Ja=1011
001

Matice C' bude mit ve sloupcich vektory (A— )?v, (A—. )'v
a v, pficemz vektor v musi byt z Ker$ \ Ker?. Zvolime jej proto
libovolné z R? = Ker$ a zkontrolujeme, zda (4 — )?v # 0. Zkusme
to tteba s v= (1,0,0)T: snadno dopo¢itdme (A— )v= (0,-2,—1)T
a(A— )2v=(A-)(0,-2,—-1)T = (3,1,1)T avidime, ze jsme zvolili
spravné. Pro matici C' a C~! (inverzi uvddime pouze pro kontrolu)
pak mame

3 01 0-1 2
c=[1-20]|, clt=10-1 1
1-10 1 3-6

*VP

15.6 Jordanuv tvar potreti

Ukol: Najdeéte Jordantiv tvar matice

w

_ O N =
=W Oy W
o= O o
—
00 W o,

a matici C, ktera prevadi A na Jordanuv tvar J,4.

Reseni: Charakteristickd rovnice matice A je

1-X =3 0 3
-2 —6—-X 0 13
det (A— X ) =det 0 3 1_ 3 =

-1 —4 0 8—=X
1-Xx =3 3

= (=1’ A =Ndet| -2 —6-X 13 |=(0A-1".
-1 -4 8-
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Matice A mé Ctyfndsobné vlastni ¢islo A 234 = 1. Dimenze Ker{
jsou

0-3 0 3
27013 o
h(A— )=h 0-3 0 3 =2 = dimKer;=4-2=2
-1-40 7
39 0-18
o | 130 —6]| o
h((A—.))—h 39 0-18 =1 = dimKer;=4-1=3
1 30 -6

Podobné jako v pifkladu 15.5 nam stacilo pti pocitani (A — )2 najit
jediny nenulovy element, abychom mohli s jistotou tici, Ze je hodnost
této matice jedna.

Dimenze poslednfho podprostoru Ker$ je automaticky rovna
¢tyfem a Jordanova baze ma strukturu

0
0.

VS A- ) S a- )2

=
A—
—

(122)

Vidime tedy jeden fetézec délky tii a jeden fetézec délky jedna. Jor-
danuv tvar matice A je proto

Ja =

o O O
O O = =
O = = O
-0 o o

a zbyva naplnit strukturn{ tabulku (122) odpovidajicimi vektory,
abychom mohli sestavit matici C.

Matice C' bude mit ve sloupcich po fadé vektory (A — )2 v,
(A— )'v, v a u Vektor v zvolime libovolné z Ker?, musi ale
splitovat podminku (A —. )?v # 0. Vektor u je tieba vybrat tak,
aby (A — ) u=0 a aby byl nezvisly na (4 — )2v.

Zvolime-li napifklad v = (1,0,0,0)7, zjistime, 7ze (A — v =
0,-2,0,—-1D)T a (A - )2v=(3,1,3,1)T # 0, jak m4 byt. Pak uz
jen najdeme druhy vlastni vektor matice A, ktery neni ndsobkem
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(3,1,3,1)T, napitklad v = (3,1,0,1)7, a jsme hotovi. Matice C' a
matice C~! k ni inverzni jsou

3013 00 %+ 0
_|1-201 _|0-10 1
“=lso000]° © |13 0 -6

1-101 0-1-1 2

*VP

15.7 Jordantv tvar poctvrté

Ukol: Najdéte Jordantv tvar matice

-10 0
1 0
0 -3

-13 -1

A:

w ot o o

3
1
3
4

a matici C, ktera ji prevadi na Jordanuv tvar J,4.

Reseni: Pii urcovéni charakteristického polynomu matice A vy-
uzijeme toho, ze je v blokové dolnim trojuhelnikovém tvaru (viz
priklad 9.5¢).

3—A —1 0 0
1 1-X 0 0
det (A—X ) =det 3 05—\ -3 =

4 -1 3 —1-2A

. 3—-x -1 5—-XA -3 . 4
—det< 1 1_/\>det< 3 _1_)\)—()\ 2)%.
Méme tedy ctyindsobné vlastni ¢islo A 234 = 2 a musime zkou-
mat strukturu kofenového podprostoru Ker 5. Dimenze jednotlivych

podprostortt Ker § jsou po fadeé
-10 0
-10 0

h(A—-2)=h =2 = dimKeri=4-2=2

N
w w o o

-3
-13 -3
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0000
0000
0000
0000

M(A-2)Y)=h =0 = dimKer=4-0=4

a struktura Jordanovy baze je tedy

vAiZ2 a—2 w2 o
A—2. A—2 (123)
u"—= (A=2)u"= 0.

V této tabulce jsou dva retézce délky dva, neboli Jordanuv tvar ma-
tice A je

2100

0200

0021

0002

Ja =

Zbyvé osadit tabulku (123) konkrétnimi vektory, abychom zjistili,
jak bude vypadat transformacni matice C. Za vektory v, u mizeme
zvolit dva libovolné prvky z Ker 3 \ Ker }, opét zvolime dva jakékoliv
vektory z R* a ovéifme, Ze se matici (A — 2 ) nezobraz{ na nulu.
V tomto piipadé ale jesté nemame vyhrano: musime také hlidat, aby
nebyly vektory (A —2 )v, (A — 2 )u zavislé (viz bod 2 v postupu
pro hledan{ vektoru Jordanovy bdze, piiklad 15.3). To se pfesné stane
napifklad pro v = (0,0,0,1)T a u = (0,0,1,0). Zvolime proto jiné
dva vektory, napifklad v = (0,1,0,0)T a u = (0,0,1,0)”, napfseme
(A=2 )v,v,(A—2 )u, udo sloupct matice C a pustime se do dalstho
prikladu.

-1000 -100 0
| -1100 _ | -110 0
=1 o031 | ¢ = -300 3
-1030 101 -1

*VP
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15.8 Jordanuv tvar naposledy

Ukol: Najdéte Jordantiv tvar matice

1-34
A=14-78
6 77

a matici C, kterd ji prevadi na Jordanuav tvar J 4.

Reseni: Nejdifve najdeme vlastni ¢isla matice A. Charakteristicka
rovnice je

1-X =3 4
det(A—X)=det| 4 —7—-X 8 |=—A+1>*\-3).
6 -7 7=

Mame jedno jednondsobné vlastni ¢islo A\; = 3 a jedno dvojnasobné
vlastni ¢islo Ay 3 = —1. Toto je o trochu slozitéjsi situace, nez s jakou
jsme se setkali v piikladech (15.3—-15.7). Pouzijeme nyni vétu, kterd
Fika:

Je-li ¢ linearni zobrazeni R™ — R"™, pak pro kazdé vlastni ¢islo A je
dimKer (¢ — A1d) < dimKer (¢ — A1d)? < ---

.. < dimKer (¢ — A1d)™ = dimKer (¢ — AId)™ ™! = ...

pricemz dim Ker (¢ — AId)™ je rovno ny, ndsobnosti ¢isla A. Pro
Iibovolné A # ' tvori priinik prostorti Ker (¢ — A1d)7 a Ker (¢ —
A 1d)? pouze nulovy vektor.

Prostory Ker (¢ — AId)? budeme opét znacit Keri, prostor V) =
Ker Y se nazyva korenovym prostorem vlastniho ¢isla A. Nezdvislost
korenovych prostoru pro ruznd vlastni ¢isla znamena, ze

dim £ (UV)\> = ZdimV)\ = Zn)\ =n,
A A A
neboli Zze bazi celého prostoru lze poskladat z bazi kofenovych pod-

prostoru. Restrikce p—A1d |VA (tedy ¢p—A1d jako zobrazeni V) — V)
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ma ale jediné vlastni ¢islo, a to nulu, a proto lze béazi kofenového
podprostoru najit tak, jak jsme to délali u nilpotentnich zobrazeni.

Co to bude znamenat v praxi: Nejprve se budeme zabyvat
vlastnim ¢islem A; = 3. U jednonasobnych vlastnich ¢isel nemame
z4dné problémy, kofenovy prostor Vi3 = Ker (A — 3 ) je jedno-
rozmérny. Najdeme vlastni vektor k ¢islu A, naptiklad u = (1,2,2)7,
a jsme hotovi.

U dvojndsobného vlastniho éisla A3 = —1 to bude obtiznéjsi.
Musime ur¢it dimKer ! ; a dimKer?2 .

2 34
h(A+ )=h|4-68 | =2 = dimKer!, =3-2=1
6 —78

16 —16 16
h((A+ )?)=h|32-3232 ]| =1 = dimKer?, =3-1=2

32 —32 32
Vypoéet hodnosti (A + )? jsme si podobné jako v pifkladé 15.4
udetfit, nebot z dimKer!; = 1 < 2 plyne dimKer?; > dimKer®
a piitom je dimenze vSech dim Ker” ; nejvyse dva.

Jordanova baze pro dvojnasobné vlastni ¢islo Ag 3 = —1 se tedy
skladé z jediného fetézce
v A+ w0,

Jordanuv tvar matice A, neboli matice pfislusného zobrazeni v bazi
(A4 )v,v,u, je proto

-1 10
Ja = 0 -10
0 0 3

Abychom ziskali matici prechodu do Jordanovy béaze, potiebujeme
najit jesté vektor v. Ten ma byt z kofenového prostoru éisla A =
—1, tedy z Ker?, a navic musi byt (A + )v = w # 0. Retézec
budeme nyni zapliiovat zprava: najdeme nejprve Feseni rovnice (A4 +
y)w = 0, naptiklad w = (1,2,1)T, a potom nalezneme v pomoc{
(A+ )v = w; dostaneme v = $(—1,1,2)”. Chceme-li se vyhnout
zlomkum, muzeme samoziejmé (oba) tyto vektory ndsobit tfemi.
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Jind moznost je najit néjaké reseni (A + )2 v = 0 a dopocitat
(A+ )v=w. Vektory w, v, u pak zapiseme do sloupcu matice C

3-11
c=|6 12], cl=1-
3 22

— Wl Ol
— i ol
R

a zdjemci mohou ovéfit, ze skuteéné plati CJ,C~1 = A. *VP

15.9 Jsou si ty matice opravdu podobné?

Ukol: Jsou dany matice A a B

3 -21 24 —11 22
A=12-22|, B=120 -8 -20
3 —65 12 -6 -10

Ukazte, Ze jsou si tyto matice podobné a naleznéte matici C' tak, aby
B=CAC™.

Reseni: Napied pfipomeinime, ze podobné matice maji stejné cha-
rakteristické polynomy (tedy stejnd spektra o vcetné ndsobnosti).
To nam d&ava nékolik rychlych zpusobu, jak zkontrolovat, zda dvé
zadané matice mohou byt podobné; stejné jako rovnost charakteris-
tickych polynomu to ale jsou pouze nutné podminky podobnosti.

A~B = TrA=TrB A det A=detB A o(A)=0(B).

Kazda matice X je podobna néjaké matici Jx blokové diagonalniho
tvaru s Jordanovymi bloky na diagondle. Protoze je tento Jordanuv
kanonicky tvar Jx urc¢en az na poradi jednotlivych bloku jedno-
znacné, je ziejmé, ze
A~B & Jy=Jp,

pokud konstruujeme Jordanuv tvar napiiklad tak, ze bloky fadime
sestupné podle vlastnich ¢isel a v ramci jednotlivych vlastnich ¢isel
sestupné podle délky fetézci.

Ukol tedy vytesime tak, Ze najdeme Jordanovy tvary matic A a
B a ovérime, ze jsou stejné (J4 = Jp). Potom najdeme pfevodni
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matice Cy4, Cp,
A=CaJaCy',  B=CpJgCyz',

z nichz vypoéitame Cp - (C’;,1 -A-Ca)- Ogl = B. Protoze pro dvé
reguldrni matice X a Y plati (X -Y~1)~! =Y . X~! bude matice
C=Cp- Cgl splitovat zaddany predpis B =C - A-C~1.

Oznaéme « a [ zobrazeni R? — R3, kterd maji v kanonické
béazi matice A, B. Charakteristické polynomy téchto zobrazeni jsou
nezavislé na volbé béze, a lze je tudiz pocitat v kanonické bazi jako
det(A—X ) adet(B—\ ). Podle ocekdvani vyjdou polynomy stejné,
a to

XaN) =x5(AN) =2 —6- A2 +12- X —8=(A—2)°.

Déle vysetiime strukturu nilpotentnich zobrazeni as = o — 2 - Id
resp. B2 = 3 — 2 -1d. V kanonické bazi maji tato zobrazeni tvar

1 -21 22 —11 -22
Ay =A-2 =2 -42|,B,=B—-2 =1{20 -10 -20 | ,
3 —63 12 -6 —12

zobrazeni Id odpovidd v libovolné bazi vzdy jednotkova matice.
Thned vidime, ze h(A2) = h(Bz2) = 1, tedy dimKer (o — 21d) =
dim Ker (8 — 21d) = 2. Jelikoz jsou tyto dimenze mensi nez dimenze
celého prostoru, musi byt dim Ker (o — 21d)? > dim Ker (o — 21d),
a tedy dim Ker (o — 21d)? = 3. Stejné to plat{ i pro 3.
Struktura obou zobrazeni bude tedy stejna
v3 = vi — 0

a: 0O

V2—>O7

vg — vy — 0
V5—>0’

kde Sipka — znamend pusoben{ zobrazeni o — 21d (v levé tabulce),
resp. § — 21Id (v pravé tabulce). Matice zobrazeni a v bézi vy, vs, vo
a matice zobrazeni 8 v bazi vy, vg, vs budou stejné

210
J=Ja=Jdp=[020
002

Toto je péknd ukazka skutec¢nosti, ze dvé podobné matice popisuji
totéz zobrazeni, pouze vzhledem k ruznym bézim.
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Vypoctéme konecéné matici C, kterd zprostiedkuje podobnostni
transformaci (srovnejte s pitkladem 15.4). Volime-li napifklad v =
ve = (1,0,0)T jako pocateéni vektory fetézcti délky dva, pak v; =
(A—2)vz = (1,2,3)T a vy = (B -2 )vg = (22,20,12)7". Déle se
pifmo nabizi vo = (2,1,0)7 a v5 = (1,2,0)7, hlidali jsme piitom,
aby byly vektory vo,v; a vs, vy nezavislé. Nyni uz jen poskladame
tyto vektory do matic

= ((@)) e (())()

a dopocitdme C' = C’BC’;l, coz je matice, kterd splituje B = CAC L.
Ciselné vyjde

Ccyl =

S = O
|
=N O
WIN = =
Q
I
O O =
[en il R
4;“|5§“|5

*PK,KV
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16 Ortogonalni funkce a trochu kvantové
mechaniky

16.1 Ortogonalni polynomy

Ve skriptech [PLA] najdeme nékolik zajimavych piikladu orto-
gonélnich systému polynomu. Viceméné se vzdy jedna o ortogonali-
zaci béze 1,z, 22, ... vué vhodnému skaldrnimu soucinu

(fg) = / F(@)g(x)p(x) da (124)

s vahou p(z). Podivame se ted’ trochu podrobnéji na nékteré obecné
vlastnosti ortogondlnich polynomu. Misto skaldrniho soucinu (124)
je vhodnéjsi uvazovat momentovy funkciondl

b
clf) = / f(@)p(z) dz

jakozto linedrni zobrazeni na naSem prostoru polynomu. Potom je
ovem (f - g) = L[f(x)g(x)]. V¥hoda momentového funkciondlu je
v tom, Ze je jiz jednozna¢né urcen posloupnosti ¢isel u, = L[z"]. Pro
libovolny polynom P(z) = Y axx* je potom diky linearite

LIP@)] =) arp. (125)

Zapomenme ted na nase puvodni odvozeni funkcionilu £ po-
moci skaldrnfho sou¢inu s vdhou p(z) a zaved' me jej abstraktné tak,
ze zaddme (komplexni) éisla p,, a pusobeni na komplexni polynom
redlné proménné P(z) definujeme pomoci (125).

O systému polynomi {P,(z)}52, Tekneme, Ze je ortogondini
(krdtce OPS) vuci L, jestlize P, je polynom stupné n, pro m # n
plati L[Pp,(z)P,(z)] = 0 a navic L[P2(x)] # 0.

Ukol:
a) Na L se ovSsem neprendseji vsSechny vlastnosti skaldrniho
soucinu. Muze se stat, ze k danému funkcionalu L neexistuje
OPS. Naopak k danému systému polynomi {P,(x)} (P, je

polynom stupné n) nemusi existovat takové L, ve kterém je
systém ortogonalni. Najdéte priklady!
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b) Dokazte nésledujici jednoduchou vlastnost OPS, kterou bude-
me jesté potrebovat: systém {P,(x)} je OPS vuc¢i L, pravé
kdyz

Vn, Vm <n: Llz"P,(2)] = Knomn, Kn#0.  (126)

ResSeni:

a) Za prvé vezméme tieba polynomy stupné max. 1, kde polozime
1o = p1 = pg = 1. Necht existuje OPS sestdvajici z polynomu

Py(z)=a, Pi(z)=br+c, ab#0.

Potom maji byt nenulovd é&fsla L[P] = a? a L]P?] = (b+ ¢)?
a zaroven mé byt 0 = L[PyP1] = a(b+ ¢), coz zfejmé nemuze
nastat soucasne.

vvvvv

tuje: systém 1, z, 22, . ... Jisté nemtze zaroven platit £[1-2%] =
0aLlx-x]#0.

b) Pro m < n plyne tvrzeni z toho, ze systém {P,,(x)}" 4 tvoif
bézi na prostoru polynomu stupné nejvyse n — 1, a tedy lze
2™, m < n napsat jako linedrni kombinaci Py(z), ..., Pho—1(x),
coz jsou vSechno polynomy ortogondlni na P, (z). Ddle podle
piedchoz{ tvahy plati L[P2(z)] = L[P,(z)anz™], kde a,, je ko-
eficient u 2" v P,(z), a tedy musi byt L[P,(x)z™] # 0.

O
Diky ortogonalité vacéi £ naStésti zustavaji zachovany jiné pii-
jemné vlastnosti OPS, jako tfeba ta, Ze pro libovolny polynom 7(x)
stupné n existuji koeficienty cg, ze m(x) = Y. _, cxPr(x), pFicemz
ziejmé
Llm(x) Py ()]
L[PZ(x)]

Cr —

Ukol: Ukazte, ze pro dané L je OPS {P,(z)} uz jednoznacéné uréen
konstantami K,, = L[z" P, (x)].

Reseni: Necht {P,(z)} a {Q, ()} jsou dva rizné OPS vici £. Pak
diky (126) plati L£[Qx(x)P,(z)] = 0 pro k < n. Zaroven ale podle
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predchoziho muZeme rozvinout

Pn(fﬁ) = ZCka(z)’ L = M '

k=0

~

Pro k < n jsou tedy vSechna ¢ nulovd, neboli P,(z) = ¢,Qn,(x).
Pokud ale mé platit K,, = L[P,(z)z"] = L[c,Qn(z)2"] a K,
L[Qn(x)x™], nezbyva nez ¢, = 1.

7 predchoziho ovSem jesté neplyne, za jakych podminek existuje
k danému £ aspoii jeden OPS. V tomto sméru ted dokéZeme jedno
zésadni tvrzeni.

ml

Ukol: Necht funkcionsl £ je dany ¢isly p,. Polozme

Ho H1 ..o Hn
N (127)
Hn Hn41 .- H2n
Potom existuje OPS vici L, pravé kdyz A, # 0 pro kazdé n =
0,1,2,....

Reseni: Nechf maji hledané polynomy tvar P, (z) = Y",_, cara.
Podminku (126), aby tvorily OPS, napiseme do matic

o H1 ... Hn Cn0 0
B1o o p2 o Hng Cnl 0
Hn Hn41 ... H2n Cnn Kn

Jsou-li determinanty A,, nenulové, pak m4 tato soustava rovnic jisté
feseni. Naopak, vime-li, Zze existuje feseni, pak je toto feseni podle
predchoziho tkolu uz jednoznacné dano sadou ¢éisel K, a tedy musi
mit soustava (pro kazdé n) pravé jedno feSeni, coz nastane pouze
pro A, # 0. Z Cramerova pravidla dostaneme navic jednoduchy
dusledek (determinant v ¢itateli rozvijime podle posledniho sloupce)

Anfl

o (128)

Cnn :Kn .
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Ukol: Dokazte, ze pokud Vn je A, # 0 (rovnice 127), pak miiZeme
nasledujici konstrukef explicitné sestrojit (jeden z moznych) OPS

Ho K1 o--. Hn
' (129)

Reseni: Je to jednoduché: ukizeme, ze polynomy (129) spliuji
podminku (126).

Determinant (129) rozvineme podle posledniho fadku, ¢imz do-
staneme piimo koeficienty u jednotlivych mocnin z. Tento polynom
vynédsobime z™ a zapusobime na to £. Tam, kde bylo v puvodnim
polynomu z7 (0 < j < n), bude ted L[z7™™] = ;4. Nyni vie
zpatky poskladame do determinantu a dostaneme

Ho L N 2
Ll™Py(e)l = -~ =,
Hn—1 Hn . H2n—1
Hm  fPm+41 -+ Hmtn

coz evidentné vyhovuje (126): pro m < n je determinant nula (opa-
kujf se v ném dva fadky), pro m = n je to Llz™P,(z)] = A, # 0.
0O

Ukol: To nejzajimavéjsi nakonec. Necht {P,(z)} je takovy OPS viici
L, ze koeficient u nejvyssi mocniny x je vzdy 1. Ukazte, Ze potom
existuji konstanty ¢, a A, # 0, ze

Po(z) = (x —cp)Pp1(x) = My Pr—a(z), n=1,2,..., (130)

kdyz klademe P_;(x) = 0.

Reseni: Polynom xPn_1(z) lze jako kazdy polynom stupné n rozvi-
nout

zP,_1(z) = Z ap Py (x),
k=0
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piicemz ay, = L{xP,_1(z)Py(x)]/L[PZ(z)]. Z (126) oviem plyne, ze
ar, = 0pro k+1 < n—1, tedy kdyz je stupen zPy(z) mensi nez
stupen P,,_1(z). Rozvoj ma tudiz jenom tii ¢leny

2P, _1(x) = Po(2) + an_1Pn—1(x) + an—2Pp_2(x),

koeficient u P,(z) je jedna diky tomu, Ze koeficienty u nejvyssich
mocnin v P, (x) i P,_1(x) jsou jedna. Mensi iipravou a pfreznacenim
konstant dostaneme vysledek

P,(z) = (v — ¢n)Po_1(z) — Ay Pp—2(z) . (131)

O

Kdyz posledni rovnost prendsobime x™ 2 a zaptisobime £, dosta-

neme pomoci (128) a (126) hezky vzorecek (stéle pro OPS s koefici-
entem jedna u nejvyssi mocniny)

0=Lz" ' P, (2)] = A L[z" 2Py _o(x)] =

ktery umoznuje snadno pocitat koeficienty A,,.

Navic Ize ukdzat®®, ze je ¢, = 0, pokud je funkcional £ symet-
ricky, tj. pro kazdou funkei f(z) je L[f(z)] = L][f(—z)] (konkrétné
tieba kdyz v (124) integrujeme pies interval (—a,a) a vdha p(x) je
sudd). Tak je tomu tieba u polynomu Legendreovych, Hermiteovych,
¢i Cebysevovych.

Pokud si budete chtit vyzkouset, jak funguje vzorec 131
v konkrétnich piipadech, dejte si pozor na to, ze ve standardnim
zépisu nékteré (co si budeme namlouvat, skoro vsechny) polynomy
nemaji u nejvyssi mocniny z jednicku. Vzorec (130) lze samoziejmé
modifikovat i na tento obecnéjsi pripad, vedouci koeficient polynomu
P, (x) oznatme tieba A,,. Zkuste napied vyse zminény jednodussi
piipad s ¢, = 0. Snad vam nakonec vyjde

An
An+1

An—1 E[Pg(x)]
An LIPF_(2)]

Poyi(x) =zP,(x) — P,_1(x).

80Nenf to slozité, pokud dokdzete, ze kazdy polynom takového OPS obsahuje
bud’ pouze sudé, nebo pouze liché mocniny.
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Abychom mohli odvodit rekurzivni vztah pro zadany OPS, staéi tedy
znat napftiklad jenom koeficienty u nejvyssi mocniny a normu jed-
notlivych polynomi.

Formulky, které jsme odvodili, si muzete ovéfit na nésledujicich
OPS.

e Legendreovy polynomy P, (x): 9
An = (327" = 20— 1)/ (2" nl(n = DY), L[(Pa(2))7] =

.

1/(n+3),
2n+1 n
Pn = Pn - Pn— )
wale) = 2P (@) - P ()
Po(l’) = ]., P_l(CE) =0.
Momentovy funkciondl: L[P f Pz

o Hermiteovy polynomy Hn(x)

A, =2, L[(H,(2))?] = 2mnly/r,

Hyi1(z) — 22Hp,(z) + 2nHp—1(x) =0,
Ho(il,') = 1, H,l(x) =0.

Momentovy funkcional: L[P(z)] = [ P(z)e —7* .

o Cebysevovy polynomy T (x):
A, =271 L:[(Tn(x))z] = 17 (oboji pron > 1)

Tha1(x) = 22T (2) — T (2) Ty(z) =z, To(x)=1.

Momentovy funkciondl: £[P f P(z)(1 —2?)"2 dz.

Jiz jen ve formé zavérecnych poznamek si fekneme dalsi zajimavé
vlastnosti funkciondlu £. Jestlize pro kazdy polynom m(z) # 0 ta-
kovy, ze w(z) > 0 na zadaném intervalu, plati L[w(x)] > 0, fekneme,
ze L je pozitivné definitni. Pro takovy funkcional muzeme OPS zkon-
struovat napf. z béze 1, z, 22, ... pomoci Grammova-Schmidtova or-
togonalizacéntho procesu. Vsechny kofeny polynomu P,(z) z OPS
jsou pak realné a jednoduché a dokonce mezi kazdymi dvéma koteny
P, (x) lezi kofen polynomu nésledujiciho, tj. P,1(x). *TB
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16.2 Variace na kreac¢ni operatory

Ukol: Na prostoru vsech analytickych funkci f : R — C u-
vazujte operatory zavislé na jednom parametru n = 0,1,2,...
(hamiltonidny c¢dstice na primce s ruzné hlubokou hladkou jam-
kou®!)
~ 1d?2  n(n+1)
H,=———— —*, e R. 132
" 2dz?  2cosh®z v (132)

a) Naleznéte nejmensi vlastni ¢islo H, a odpovidajici vlastni
funkci (nazyvané ,,zakladni stav”). Vlastni funkci nemusite
normalizovat.

b) Ukazte, ze fIn ma presné n normalizovatelnych vlastnich funkci
(v feci fyziku ,,vdzanych stavii”) a vypoctéte jejich energie
(vlastni ¢isla ﬁn) Miizete pouzit tvrzeni, Ze vlastni stav to-
hoto hamiltonianu je normalizovatelny, resp. nenormalizova-
telny, pokud je jeho energie zaporna, resp. kladna.

¢) Dokate, ze H, mé (nenormalizovatelné) vlastnf funkce, které
se chovaji jako cexp(ipx) jak pro x — oo, tak prox — —oo pro
libovolné p € R. Ve fyzikalni fec¢i tim dokazete, ze koeficient
odrazu je nulovy.

Rada: Definujte tzv. anihila¢ni operator

~ 1 [d

A, = — + ntanh(z 133
v =5 |y + ntanh(o) (13)

a naleznéte vztah mezi En;ﬂ“ A\Lgn a H,, kde t znamen4 hermi-

tovské sdruzeni (viz nize). Ukazte, Ze piuisobenim operdtoru AIT, na

vlastni stav operatoru ﬁq Ize dostat vlastni stav I/i\}, kde p, q,r jsou

vhodn4 ¢isla.
V prikladu budeme pouzivat pro vektory Diracovu notaci.

810peréator tvaru (132) popisuje ¢éstici s potencidlni energif vyjadienou funkef
v druhém ¢lenu; zde je tedy Epot(z) = —%n(n + 1)/ cosh? x.
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Reseni: a) Uvédomme si nejdiive, ze sdruZeny operdtor™® Al (tzv.
kreaéni operdtor) mé tvar

~ 1
Al —
n \/5

a spoctéme nejprve soucin A, Al . Roznasobenim dostaneme (s po-
;o 1.2 2
moci sinh® x = cosh”z — 1)

[—% + ntanh x} (134)

~ 1d2 n?sinh®’z n 1 ~
A Al = —= — — =H,_
nn 2dl‘2+ 2 cosh2x+2005h2x net

n2
2

kde ¢len tmérny 1/cosh?z vznikl z komutdtoru d/dz a tanhz,
obecnéji také plati [d/ dz, f(z)] = (d/dz) f(z) — f(z)d/dz = f'(z).
Zcela analogicky

1d? n?sinh®z o 1 n?

T _n —H. 4+ (135
2 dz? 2 cosh’z  2cosh’z 2 (135)

Zékladn{ stav H, je tedy i zédkladnim stavem A\Lgn Vlastni ¢isla
Al A, jsou nezaporna, to plyne z (1h|Al A, |) = [A,[¥)]2 > 0, a
ukazeme, Ze je mezi nimi nula: prislusny vlastni stav musf spliovat
An|thno) = 0 (musi byt anihilovin A, — odtud nazev operatoru).
Tato rovnost ddva diferencidlni rovnici, z niz lehce spocteme ,,0(x)

sinh z dtpno(z) dz sinh x

¥no(@). Uno(z) T osha

d
a%u)(x) = -

a vysledné feseni, neboli zdkladni stav ﬁn je tedy
In¢no(z) = —nlncosh(z) + ¢, Ypo(x) = K(cosha)™",

vSimnéte si rychlé konvergence pro z — +o00. Prislusné vlastn{ hod-
nota H, je rovha —n?/2 podle (135).

828druzeny operstor k A, je ten, ktery spliuje (¢|An¢p) = <glw|tp) pro
kazdé dvé (kvadraticky integrabiln{) funkce 1, p. Pfitom (|p) = fv,[)cp dz. Ze
(134) je skutecné sdruzeny k (132), si ovéfime pomoci integrace per partes:
J(=d/dz+ V])pdz = [+[d/dz+ V]pdz, okrajovy clen vypadne diky kvad-
ratické integrabilité v, ¢ (funkce musi v nekone¢nu dostateéné rychle klesat, aby
integrédl kvadratu vysel kone¢ny). Oznacili jsme V = ntanh .
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b) Ridime-li se radou v zadén{ a pouzijeme-li rovnice (135) a (135),
dostavame diky asociativité

_— PN 2 PN 2 2 PN
Hy Al = (A A, = T)AY = A (Hyoy + ) = AL = AL Hoo
(136)
Jinak Teceno, o L
A Hpa|) = Hy AL ) (137)

pusobenim EIL na vlastni stav ﬁn_l ziskame vlastni stav ﬁn se
stejnym vlastnim ¢islem: pokud je ﬁn_lh/)) = EY), pak z (137)
plyne ﬁn(ﬁil\z/;)) = E(EILW)}) Hermiteovskym sdruzenim rovnice
(136) ziskdme také identitu

A\nﬁn = ﬁn—lle\n ) (138)

kterd analogicky tikd, Ze pusobenim A, na vlastnf stav H,, ziskéme
vlastni stav H,,_1.

Nyni uz muzeme sklizet plody. Operétor ﬁo popisuje volnou
¢éstici, nema tedy zadné véazané stavy®3. Déle vime, Ze operdtor
H, mé zékladni stav, ktery A, zobraz{ na nulu. Vsechny ostatnf
vézané stavy H, ndm po vyndsobenf A, daji (netrividln{) vézané
stavy H,_1 podle (138). To znamens, Ze H, mé jeden vézany stav
navic proti Hn 14 indukce ihned dava, ze H ma n vazanych stavu

Zékladni stav H ma energii £ = — %n ostatn{ vlastni stavy H

maji podle (137) stejné energie jako vlastni stavy H,_,. Tedy (opét
tieba indukei): energie (vlastn{ ¢isla) vézanych stavi H,, jsou ¢isla
—k?/2, kde k = 1,2,...n. Tyto vlastni funkce H,, Ize explicitné psat
jako

Wno0) & [Ynnok)=AFAL AL ko), k=1,...,n 1,
(139)
kde |1ko) je zdkladni stav Hy nalezeny v rovnici (136). Opakované
jsme uzili rovnice (137).

¢) Hamiltonidn Hy mé zjevné pouze (nenormalizovatelné) vlastni
funkee exp(ipz) s vlastni hodnotou p?/2 (pro p > 0 popisuji ¢dstici

83Vlastni funkce jist& najdete sami: pokud ne, podivejte se na zagatek bodu c.
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letici doprava). Zcela analogicky jako v (139) lze ziskat vlastni funkce
H,: _ L R
U p(x) = AL AT . Al exp(ipz). (140)

Vsimneéte si, ze pusobenim operatoru A\}L nezménime asymptoti-
cké chovani vlnové funkce exp(ipz) pro |x| — oo: jinak FeCeno
|Jn,p(:c)/exp(ipx)|, vychdzi stejné pro  — oo i ¢ — —oo. Toto
chovani znamend, ze amplituda viny letici zleva se po prichodu
z x = —oo do x = oo nezmensi: koeficient odrazu je tedy zazrakem
roven nule pro libovolnou hodnotu hybnosti p. Tuto vlastnost sa-
moziejmé méa pouze nase tiida hamiltonidni, nikoliv typické hamil-
tonidny; nejpodstatnéjsim predpokladem je AlAJ{ = Ho+1/2, ktery
urcuje tvar A\n a f[n jednoznaéné. *LM

16.3 = (4) symetrie atomu vodiku

Ukol: Naleznéte vsechna vlastni ¢isla hamiltonianu atomu vodiku
ve trech rozmeérech

2
g=r _2 (141)
2m T

a degenerace prislusnych hladin (tj. dimenze podprostori odpovi-
dajicich danému vlastnimu ¢islu) pouhym vypoc¢tem komutdtoru a

soucint riznych operatoru, jako napriklad H , momentu hybnosti L

a tzv. Runge-Lenzova vektoru 2, kde

~

1 ~
— , L; = €ij17pk (142)

mao

+

Y1
S
TN

X

|80

tedy nikoliv fesenim diferencidlni rovnice H|1) = E|1).

Navod: Ukazte, ze operédtory /L-, Ej, j = 1,2,3 generuji Lieovu
algebru a presvédéte se, ze ji odpovidd grupa SO(4). Dale se
presvédcte, ze vSechny operdtory ;1\1-, Ej komutuji s H , tedy
ze pusobenim libovolného z téchto operdtori na vlastni stav H
s vlastnim ¢islem (energii) F dostaneme opét vlastni stav H s energif
E. Pusobeni operatoru /L, Ej na prostoru téchto vlastnich stavu
(budiz jeho dimenze N; toto je degenerace hladiny F) tedy definuje
N-rozmérnou reprezentaci SO(4). Naleznéte proto nejprve vsechny
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reprezentace této grupy a pro kazdou reprezentaci pak spocitejte,
jaké vlastni hodnoté H odpovida.

V ramci rozehrati se s vySeuvedenymi pojmy seznamte u jed-
nodussiho problému, n-rozmérného izotropniho harmonického os-
cildtoru.

Poznamka: V tomto piikladu budeme znacit imaginarni jednotku i
stojaté, sklonéné i ponechame pro indexy.

Reseni: Jiz v klasické Keplerové tloze s hamiltonidnem (141) lze
ukézat, ze Runge-Lenzitv vektor A; z rovnice (142) mé nulovou Po-
issonovu zavorku s hamiltonidnem, a tedy se zachovava. Tento vek-
tor ukazuje smérem k ,,odsluni” dané elipsy a jeho zachovani souvisi
s tim, ze prévé pro potencidl —«/r zustavé elipsa na misté. Podob-
nou symetrii ma také izotropni n-rozmérny harmonicky oscilator,
v némz jsou trajektoriemi také elipsy, které ovsem maji v pocatku
stfed (a nikoliv ohnisko jako u Keplerovy ulohy). V piipadé izot-
ropnfho oscildtoru se zachovava cely tenzor (tj. kazd4 slozka zvlast)

pp; | @ o
Ty = 50+ gy + 5o —(@ipy — 2;m1), (143)

jehoz stopa je mimochodem hamiltonidnem a antisymetricka®? &ést
(az na normalizaci) momentem hybnosti. Podle teorému Noethe-
rové odpovidaji tyto zékony zachovani invarianci vaci transformacim
generovanym Poissonovymi zavorkami s témito zachovavajicimi se
veli¢inami:
l—>l+{l78iAi}, H— H.

Ale vrhnéme se jiz zpét k nasemu algebraickému tukolu, fesicimu

problém v kvantové mechanice. I v kvantové mechanice, kde plati

zustanou oba potencialy vyznamné.

Ty =T + T = 3(Tiy + Tya) + 3 (T = Tyo).
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Harmonicky oscilator

U n-rozmérného izotropniho oscilatoru definujeme nejprve kreacni a
anihila¢n{ operdtory (viz piiklad 16.4, ¢; = @;), které spliuji
6.l =4y (145)

U hamiltonianu zapsaného v feci téchto operatoru
= 1
Hosc = hwzl <Ejgz + 5) (146)
1=

pak najdeme operdtory ’c\zé\j, které s Ho,e komutujf (ovérte); odpo-
vidaji zachovévajicim se klasickym veli¢indm (143).

Tyto operatory (’c\;-rﬁj, i,7 = 1,...,n) tvoii bézi Lieovy algebry,
nebot pii komutovéni zistdvdme v tomto prostoru. Pomoci ko-
mutacnf relace (145) dopocitejte, ze

[ele;,ela] = d;neler — duche; (147)

Hermiteovské kombinace operatoru EIEJ- (tedy reédlné linedrni kom-
binace vyrazi el“¢l¢; + el E;Ei, a € R) generuji grupu U(n). To
plyne z toho, ze komutaéni relace (147) jsou stejné jako u matic G;j,
které maji samé nuly kromé prvku ij, ktery je jednicka (obé algebry
jsou tedy izomorfn{). V piipadé n = 2 lze hermitovskou kombinaci
M matic G;; zapsat jako realnou kombinaci®® Pauliho matic oy a

. Exponencidlu obecné matice exp(iM) jsme spocitali v piiklade
11.8 a zjistili jsme, ze takto vygenerujeme U(2). Pokud bychom vy-
nechali mezi generdtory algebry jednotkovou matici (lze také fict,
7e zéddme Tr M = 0), dostali bychom SU(2). V piipadé n > 2 po-
stupujeme podobné (matice G;; + G;; odpovidd matici o1, atd.),
potifebujeme ale vice ,,sad” matic o, , napiiklad u n = 3 tfi pro
(ij) = (12), (23), (13).

Pro jakykoliv operator S , ktery komutuje s H , plati

Hy) = Elp) = H(S|v)) = E(S|v)), (148)

85Nebot G12+Ga1 = 01, iG12+(—i)G21 = 02, G11—G22 = 03, G11+Ga2 = . .
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srovnejte se vztahem (137) a ndsledujicim odstavcem. To znamena,
ze i exp(tg) mé tuto vlastnost. Prostor V(E) vlastnich stavi H
s energil I je tedy invariantni vici pusobeni libovolného operatoru
exp(iC), kde C je hermitovskd kombinace ’c\;rEj; operdtory exp(iC)
tvoif ale grupu izomorfni U(n) a budeme tedy o nich ddle mluvit
jako o prvecich U(n). Kazdému prvku z U(n) tedy muzeme pfifadit
automorfizmus V(E) — V(E), dimV(E) = N, a takové zobra-
zeni z grupy do mnoziny automorfizmu vektorového prostoru je N—
dimenziondlni reprezentace grupy U(n).

Zapomenme ted na chvili na pivodni problém a ptejme se, jaké
reprezentace ma U(n). V takzvané fundamentdlni reprezentaci U(n)
prifadime prvku A € U(n) zobrazeni

C*"—-C": vi— Av;

tato reprezentace je ireducibilni — matice U(n) pFedstavuji vSechna

moznd ,,otocen{”86 (pifpadné otoceni plus zrcadlenf) v C", urcité

tedy nenajdeme zadny podprostor C™, ktery se by ptsobenim libo-

volné matice z U(n) zobrazil sdm na sebe (invariantni podprostor).
Déle muzeme definovat reprezentaci

AeUn) —~{C"oC"-C"®C": vaw— Av® Aw },

pusobeni na vektor z C" ® C™, které nejsou tvaru v ® w, definu-
jeme tak, Ze vektor zapiSeme jako linedrni kombinaci vektoru typu
v® w a A bereme jako linedrni zobrazeni. Toto je reprezentace na
prostoru vsech tenzoru typu (0,2) na C" a podobné muzeme vy-
tvorit reprezentace pomoc{ tenzoru typu (0, K). Tyto reprezentace
jsou reducibiln{ a jejich dimenze jsou samoziejmé nf<.

Nyni se vratime k puvodni tdloze o izotropnim harmonickém
oscildtoru a podivdme se na ni z opa¢ného smeéru. Vime (piiklad
16.4), ze libovolny vlastni stav Hyse s energif hw(K + in) lze ziskat
pusobenim K operétoru /c\j-k, kde indexy 41,...,ix € {1,...,n}, na
zdkladni stav |0), piipadné jako linedrni kombinaci takovych stavi
(se stejnym K samoziejmeé)

T, a0 ... 2 o). (149)

1K 11 ViR

86 0dvolavame se zde na podobnost s prostorem R™ a ortogonalnimi maticemi

O(n).
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Na vlastni oc¢i tedy vidime, ze stavy K-krat vzbuzené hladiny lze po-
psat pomoci tenzoru s K indexy. Jelikoz spolu ale vSechny operatory
/cj komutuji, jsou stavy typu (149), jejichz tenzory T maji stejnou
symetrickou ¢dst®T, stejné.

Stavy K—té hladiny lze tedy jednozna¢né popsat symetrickymi
tenzory s K indexy (je to jedna z ireducibilnich reprezentaci v rozkla-
du vyse zminéné reducibilnf n®-rozmérné tenzorové reprezentace).

Jakd je dimenze této reprezentace, nebo jinak, jaka je di-
menze prostoru stavu typu (149), stupen degenerace hladiny Ex =
hw(K + 4n)? Bazi v prostoru symetrickych tenzori s K indexy tvori
napiiklad tenzory

1 pokud je (i1,...,ik)
T (Tar)iy.ige = permutaci (s opakovdnim) mnoziny M
0 jinak.

kde M, oznacujici jednotlivé prvky béaze, probihd vSechny skupiny
(a1,...,aK), 1 <a; < ... < ag < n. Prvka bdze je potom tolik,
kolik existuje téchto mnozin, neboli pocet kombinaci K prvku z n
prvki s opakovdnim (jinak feceno pocet vybéru K operdtoru EI,
1 € {1,...,n} bez ohledu na pofadi). Degenerace K—té hladiny je
tedy

dim V(Eg) = (K n 1) .

n—1

Pocet kombinaci s opakovanim se obvykle odvozuje jako pocet
zpusobu, jak vymezit n — 1 prepazkami n skupin v K predmétech:
pricemz pocet prvku v j-té skupiné odpovidé poctu ’c\; Celkem tedy
vklddame n — 1 piepazek do K + n — 1 bunék — burika muze byt

obydlena bud’ pfepazkou, nebo operitorem E;f

Atom vodiku

obévat, ze definice soucinu operatoru jako T a p uzitd v (142) ze zna-
losti klasickych veli¢in nebude jednoznacné, jelikoz operatory neko-
mutuji. Ovsem vedle trividlné zobecnitelného ¢lenu Z/7 1ze zobecnit

87T;7."’2m = (1/3')(T2]k +T]]” —‘er” +szk +le] +Tk]1) a pOdObl’lé pro tenzory

vyssich rada.
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jednoznacné i ¢leny typu Z;D;Dr, pozadujeme-li hermiticitu, jelikoz
hermitovské ¢4sti®® vyrazu Z;p;pk, p;TiDk, jakoz i ostatnich permu-
taci, jsou stejné, jak ¢tendr jisté ovéri. Definujme tedy Runge—Lenzuv
operator jako

2 T /1. 0 1.0 0 7
Ai = — | 5ZuDiPn + PnDiTn — PnTiPn | + =
ma \ 2 2 r

a wzivejme L definované v (142). Operétory L i A komutuji s H

~ p 6 ~ o~ ~ o~
H=——-—, [H L;))=[H,A]=0,
2m T [ ] [ ]

jak lehce zjistite uzitim (144) a jednoduchych formuli jako

[AB,C] = A[B,C] +[A,C)B.
Nyni budeme chtit sestrojit z operaci symetrie A\i, E]— Lieovu algebru

operatoru na zatim blize neuréeném prostoru stavi. Zkoumejme tedy
komutdtory L; a Aj;:

[Ei, EJ] = iﬁ&ijkfk, [E“ A\J} = ihEijkA\k . (150)

Vsimnéte si, ze tyto vzorce vyjadruji, ze se LaA transformuji jako

VVVVVV

(151)

pfi jehoz kontrole doporucujeme ignorovat cleny symetrické v ij,
které se musi nakonec stejné kompenzovat. Diky této kompenzaci
se (151) shoduje s Poissonovou zdvorkou klasické veliciny {A4;, A,}
(ndsobenou ih). Pripomenme, Ze nezdlez{ na porad{, v jakém piseme
pravou stranu, jelikoz Ha El komutuji.

Daéle studujme konkrétni hladinu s vlastni hodnotou hamil-
tonidnu (energii) E, a to jen v piipadé E < 0, tedy prostor V(E).
Operétor H je na tomto prostoru pouze E -1d, a tudiz podle formuli

SiHerlniteovské ¢ast C je definovdana podobné jako symetricka ¢ast pomoci
%(C + C1), coz je zjevné hermitovsky operator.
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(150) a (151) dostaneme komutovanim operatoru A;, L] pusobicich
na téchto prostorech®® linedrni kombinaci Al, L Tyto operatory
tedy generuji algebru a ta je izomorfni algebfe §0(4): operétor Al
je imeérny generatoru 1-4, rotujicimu ¢-tou a ¢tvrtou soufadnici.
Neékter{ ¢tendii moznd védi, ze algebra $0(4) je izomorfni algebte
5U(2) x su(2); v nasledujicim odstavci to predvedeme.

Hledejme misto operatoru L; a A; takové jejich linedrni kom-
binace M; a N;, které splitujf komutaéni relace su(2) (viz piiklad
11.8)

[]/\Ziaﬂ/jj]:igijkﬁka U\Afmﬁj}:ifijkﬁk, [@7ﬁj}=0- (152)

Chceme tedy ukézat, ze $§0(4) se skldda ze dvou podprostoru, které
jsou s ohledem na operaci komutovani uzaviené a izomorfni §11(2).

Zkusime hledat Z\Z, ]\Afi ve tvaru
M; =L + BA;, N; =~L; — BA;.

7. pozadavku []\Z,NJ] = 0 dostavame pomoci predpocitanych ko-
mutétora (150,151)

—~

. —2F
0=[M; N, = 1hs”k(7 - 32 — )Lk,

tedy podminku § = vy/—ma?/2E (volba opa¢ného znaménka od-
mocniny odpovidd pouhé zdméné M; « N;). Z dalsi podminky pro
[M;, M;] (nebo ekvivalentné [N;, N;]) ziskdme

N S 28
IEijkMk = [Mi, Mj] = IEijkﬁ |:<’y + 62 ) Ly + QVﬁAk]

tj. mé-li byt posledni vyraz roven ieijkhfk + 61@], pak 2+v06h = 3,

cili

1 1 [ma?

o PV 2E
Pro reprezentace operdtoru ]\Z a ]VZ plati obvyklé zavéry

o grupdch izomorfnich SO(3) nebo SU(2), konkrétné vlastni hod-

noty M? resp. N2 jsou rovny jas(jar + 1) resp. jn(n +1) s j =

)= (153)

89Matematik by mluvil o ,,restrikcich” A\i|V(E)’ ij|V(E).
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0, %, 1, % ,2, ...; myslete na ]\/4\2 jako na slozkt momentu hybnosti,
viz ptiklad 16.5. V naSem piipadé ale muzeme ukdzat, ze M 2= N 2,

rozdil téchto operatoru je umeérny L;A; a tento skaldrni soucin byl

nulovy jiz v klasické teorii: A le#f v roviné obéhu, na kterou je L
kolmé. Vymizeni tohoto skaldrntho sou¢inu v teorii kvantové lze
spatfit tfeba prepsdnim vsech ¢lenu do ZZ ... pp... tvaru, kde se na
uréitych mistech vyskytuji indexy i, 7, k: bud u ZZ ... nebo u pp. ..
musi byt alesponn dva z nich, davaji tedy vyraz v téchto indexech
symetricky a ten se anuluje ztizenim s €;jy.

Tedy jm = jn, neboli pokud reprezentaci grupy symetrie ha-
miltonidnu (vygenerované z algebry operatoru A;, L;) na V(E)
zapiSeme jako soué¢in dvou reprezentaci grup SU(2), musi mit obé
reprezentace stejnou dimenzi. Kazdd z projekci jars a jn,g (mys-
lete na prumét momentu hybnosti do tfet{ souradné osy) muze
nabyvat jedné z 255, + 1 hodnot od —j; do +jps. Zavedeme-li ¢islo
n = 27y + 1, které se pro jyr =0, %, ... rovna 1,2, ..., lze celkovou
degeneraci psat jako D = (2ja7+1)? = n? v souhlase s interpretaci n
jako hlavniho kvantového ¢isla. Hladina s hlavnim kvantovym ¢islem
n se tedy transformuje jako (n, n) reprezentace grupy SU(2) x SU(2).

Na zavér nds jeSté zajimd, jakou energii méa tato hladina
s hlavnim kvantovym ¢islem n. Nejprve je tfeba roznasobit a dokézat

identitu )
~ [ — 1 mo
H(M?*+-)=——+ 154
< * 4) s (154)
kterd ndam v podstaté dovoluje definovat hamiltonidn jako
R 2 52
- me/h (155)
8M?2 42

Pii ditkazu je tieba dosadit za M? = ’yQEQ + [32/?2, déle A; rozepsat
dle definice a misto H psdt E: vSe provddime v podprostoru vlastnich
vektorti H s energif E. Rovnici (154) vyndsobfme 4h? a po pieveden{
A? na pravou stranu zbyva dokazat rovnost

~ ~ 2 ~
H(I*+ 1) = %(A2 ~1),

coz vyzaduje asi pétindsobné usili proti analogické rovnosti pro kla-
sické veli¢iny, u které schdzi +h? na levé strané. Uvédomime-li si,
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7e vlastni ¢fsla M2 jsou dm(in +1) = 2(n? — 1) [n jsme defino-

vali pomoci jy = %(n —1)], a dosadime-li za « fyzikdlni hodnotu
e? 4meg, rovnice (155) ndm jiz bez odporu vyjevi vlastni hodnoty

energie atomu vodiku, aniz bychom fesili jedinou diferencialni rov-

nici:
m e? 2
F=——u|—— =1,2,... 156
2n2 (47?5071) ’ " T (156)

*LM

16.4 Vicerozmérny anizotropni harmonicky os-
cilator

Ukol: Zopakujte si, jak je ve skriptech [PLA] nalezeno spektrum
linearniho harmonického oscilatoru, a podobnou metodou najdéte
spektrum N-rozmérného anizotropniho harmonického oscilatoru,
jehoz hamiltonian je

~2

A 1 T 4

a=r 4 —mw?xT A%,
2m = 2

kde A je realnd symetrickd pozitivné definitni matice.

Poznamka: Podminka, aby byla matice pozitivné definitni, vyplyva
z fyzikalniho nahledu. Druhy ¢len v H popisuje potencialni energii
Castice lokalizované v bodé x. Zajimame se o vazané stavy Castice
(chceme, aby bylo spektrum diskrétni{), ¢astice tedy musi byt loka-
lizovana ,,v koneéném objemu” a potencidlni energie musi tedy rist
nade vSechny meze, pokud ||x|| — oo (v libovolném sméru).

Z pohledu matematika je tato podminka potieba proto, abychom
mohli definovat hermitovsky sdruzené operdtory @, a' (viz vztah
157); pro hamiltonidn typu p? — 22 bychom méli potize.

Reseni: Pro jistotu pfipomeneme, jak se postupuje v dimenzi jedna.
Myslenka je pouzit rozklad p? + 22 = (p + ix)(p — iz), musime ale
mit na paméti, ze tato formulka plati pouze, pokud xp = pzx, zatimco

v kvantové mechanice plati [z, p] = ih. Zavedeme anihilaéni a kreacni
operdtor @, a’ vztahy

N mw [ 1D ~ mw (. D
= —_— —_— = _— e —— 1
“\ 2 <I+ mw) ’ “ 2h (:v mw) ’ (157)
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nacez hamiltonian piejde na tvar

Polovina na konci posledniho vyrazu je pravé dusledek [z,p] # 0.
Spektrum vyse uvedeného hamiltonidnu je

1
En:hw(n—&—§)7 n=0,1,...

Vratme se k vicerozmérnému anizotropnimu pifipadu: kli¢ovy pr-
vek feSeni je diagonalizovat potencidl. Matice A je symetrickd, a
tedy existuje matice P, kterd je ortogondlni (P~! = PT) a pro niz je
D = PT AP diagonilni; vlastni ¢isla D oznacéme Aq,...,\, a vime,
Ze jsou vsechna redlnd (A je hermitovskd) a kladnd (A je pozitivné
definitni). Vztahem ¢ = PT% definujeme nové souradnice, ve kterych
je tedy kvadratickd forma popisujici potencidlni energii diagonalni

1 1 o
2
§mw % Ax = §mw2 g &S

i=1

Soucasné zavedeme nové hybnosti relaci © = PTp a diky ortogonalité
matice P je > p7 = > 77 (ovéite). Hamiltonidn tedy nabude tvar

| X
:Tng

Nové soufadnice a hybnosti & a 7; splnuji sprdvné komutacéni relace
(fikdme, ze tyto soutadnice jsou kanonické)

N}M—A

N
mw? Y NEE. (158)
=1

[gjﬁk} = [P, PpkPm| = ihPij Ppibim = iﬁPﬁank = ihdjp.

Pouzivame Einsteinovu sumacni konvenci, linearitu komutatoru a
kone¢né kanoni¢nost ptivodnich soufadnic® [Zj,p,] = iAd;,. Ha-

900vsite dosazenim Py, = —ih(d/ dzm). Vimnéte si, ze pro cely vypocet (zde
v [PLA]) potfebujeme znat pravé jen hodnotu komutdtoru [Z;, pm] a vibec ne
konkrétni tvar Z; a pm.
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miltonidn (158) tedy pfedstavuje soustavu N nezdvislych jedno-

rozmérnych oscilatord s riznymi vlastnimi frekvencemi w; = \;w?

H=Y"H;,, H= %2—2 + %mw?é?. (159)
1

To znamend, ze vlastni vektory H miizeme (i kdyz nemusime) hle-
dat ve tvaru tenzorového soucinu |ni) ® |n2) ® ... ® |ny), kde na
i~tém misté v soudinu stoji néjaky vlastni vektor operdtoru®! f]z
Tento algebraicky zapis vam bude moznéd srozumitelnéjsi, pokud
fekneme, Ze stavy |n) jednorozmérného oscildtoru lze popsat funk-
cemi jedné proménné®? 1, (€), stavy N-rozmérného oscildtoru jako
funkce N proménnych a Ze tenzorovému soucinu odpovida u téchto
stavu funkce

g nn) L n) @ ng) ® ... @ [ny) e
Aot l/}nl,...,nz\] (513 cee 7£N) = 7/)n1 (51)1/)112 (52) e q/)nN (é-N) .
(160)
Napftiklad operédtor H 1 obsahuje pouze nasobeni &; a derivovani po-
dle & (neobsahuje operace s jinymi proménnymi &;), a tedy ptisobi
na |nj...ny) samoziejme

Hy [y ()00, (€2) -+ Wy (68)] = Hi [ty (61)] 00y (€2) -+ o (E)

coz jsme méli na mysli obratem ,,pusobit na prvni dimenzi a ostatni
nechat na pokoji”.

Ztotoznéni prostoru stavi . s funkcemi N proménnych (vztah
160) se nazyvd &-reprezentace a lze jej chépat jako vyjaddren{ prvku
S v bazi% [6(&] — &1)) ®@ -+ ® |6(Ely — €n)), kterd je indexovéna
spojitymi indexy &1,...&y probihajicimi (nezévisle) celé R.

91Rovnost (159) neni napsina zcela precizné: na levé strané je operator
pusobici na stavech v RV, napravo jsou operdtory puisobici jednorozmérné stavy
(tj. v R). Napf. operdtorem Hj na pravé strané mdme na mysli H; @ do®...®
Id,,, tj. operdtor pusobici na N-dimenziondlni stavy tak, ze ,,zaptusobi na prvni
dimenzi a ostatni nechd na pokoji”.

92Funkce spliwjici Hin, (&) = hw(n + %)wn (¢) m4 tvar ,,exponencidla klesajici
pro |z| — oo krét n-ty Hermiteuv polynom”.

93Prvek této baze popsany indexy £/,... &) je vektor stavu &dstice lokalizo-
vané v bodé £/, ..., &, . S nadhledem pomijime skutecnost, ze jiz baze |6(¢' —£))
v jednorozmérném piipadé je nespocetnd, a ze tyto bazové vektory vlastné uz ve
zminéném prostoru stavil nelezi, nebot je nelze definovat jako funkce a musime
pouzit distribuce [Ci].
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Pokud 1ze hamiltonidn rozlozit podle vzoru (159), hovoiime o se-
parovatelném problému. Je nasnadé, ze se takové problémy tési ob-
libé, nebot pfi jejich FeSeni je potieba se zabyvat pouze jednodussimi
(v tomto pifpadé jednorozmérnymi) tlohami. Lze ukdzat, ze obecny
vlastni stav H piislusny k vlastnimu ¢éislu F je vzdy linearni kombi-
naci tenzorovych soucinu (160), které odpovidaji tomuto vlastnimu
cislu.

Na zdkladé nasf znalosti feSeni jednorozmeérné tlohy ted muZzeme
okamzité napsat, jak vypadd spektrum H: pusobenim operdtoru ve
tvaru (159) na stav (160) zjistime, Ze jeho energie je

N
E(nl,...,nN):muZ\/Ti<ni+%> ,
i=1

a celé spektrum H dostaneme tak, Ze ny,...,ny nechame probihat
v8echna nezdapornd celd cisla.
Pro izotropni harmonicky oscildtor (\y = ... = Ay = X a

polozme A = 1) dostavame tedy spektrum fw(n + %N), n=20,1,...,
jehoz hladiny jsou ovSem vysoce degenerované: tolikrat, kolika
zpusoby lze nezaporné celé ¢islo n napsat jako soucet N nezdpornych
celych ¢fsel (viz tvod pifkladu 16.3). Anizotropie tuto degeneraci
snimd, ale podle konkrétni volby Ay, ..., A\xy mohou nékteré hladiny
zustat degenerované. *TB

16.5 Kvantovani momentu hybnosti

Ukol: Uvazujme algebru operatoru L;, i = 1,2,3, spliiujicich ko-
mutaéni relace®*
[Li, Lj] = igijkLk . (161)

Najdéte vSechny konec¢nédimenzionalni ireducibiln{ reprezentace této
algebry a charakterizujte je pomoci vlastnich ¢isel Ls. Jinymi slovy:
zajimame se, pro kterd n existuji linedrni zobrazenf Lgn), Lén), L:())n) :
R™ — R™, kterd splnuji komutacni relace (161) a kterd nemaji Zzddné
spolecné invariantni podprostory.

94,k je Levi-Civittiv symbol, viz pitklad 6.1 & 19.5.
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Névod: Definujte operdtor L2 = Zle L2, ukazte, ze komutuje
s Ly, Lo, L3, a uvédomte si, ze tedy v kazdé ireducibilni reprezen-
taci musi byt tento operdtor reprezentovan A-ndsobkem operdtoru
identity. Ireducibilni reprezentace lze timto ¢islem A klasifikovat.

Definujte ladder operdtory
Li=1Li+ils, (162)

a pouzijte techniku anihila¢nich a krea¢nich operatoru.
Umluva: V piikladu znac¢ime index ¢ a imaginarni jednotku i.

Reseni: Hned v tivodu upozornéme na to, ze uvedené operatory maji
fyzikélni interpretaci: jsou to slozky (orbitdlntho) momentu hybnosti
Castice, tedy Z: = €;;52;Pr. Operator L? pak samoziejmé odpovids
velikosti tohoto vektoru. V tomto prikladu nakonec zjistime, jakych
hodnot mohou nabyvat vlastni ¢isla Zg, pokud je vlastni hodnota L2
rovna A.

Doplime také, ze komutacni relace (161) jsou pfesné komutacéni
relace suU(2) (piiklad 11.8). V tomto piikladu proto vlastné hleddme
kone¢nédimenzionélni ireducibilni reprezentace grupy SU(2).

Nyni ale jiz k feSeni. Necht operatory Ly, Lo, L3, L2 jsou libovolné
linedrn{ operdtory, které pusobi na prostoru R™ a splnuji relace (161)
— takové operatory automaticky tvori reprezentaci vySeuvedené al-
gebry. Budeme se zabyvat otdzkou, za jakych podminek muze byt
tato reprezentace ireducibilni.

Snadno ovéiime, ze vSechny slozky L; skutetné komutuji
s operdtorem L2 (vypiste si vSechny zadané komuta¢ni relace a
provedte). Lze tedy vzdy najit bazi R™ slozenou z vektort”®
Ivi),...,|vn), které jsou vlastnimi vektory jak Ls, tak L? (nemuzeme
74dat, aby to byly vlastni vektory i L, Lo, nebof ty jiz s L3 neko-
mutuji); tvrzeni
Necht hermitovské operdtory A, B na R"™ spolu komutuji. Pak exis-
tuje baze R™, jejiz kazdy vektor je vlastnim vektorem A i vlastnim
vektorem B.

muzete povazovat za zndmé, dukaz viz napiiklad v [Tan].

95Na R™ definujme skaldrni souéin tak, aby byly operatory L1, L2, L3 hermi-
tovské (pak je i L? hermitovsky).
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Je-li ovsem |a) vlastnim vektorem L?, pak i L;]a) je vlastnim
vektorem tohoto operatoru, nebot [Li, L] = 0 (ovéfte sami, nebo se
podivejte na vztah 148); totéz plat{ samoziejmé pro Lo, L3. Prave
jsme ukdzali, Ze vlastni podprostor operatoru L? pro zadané (jeho)
vlastni ¢islo A je invariantnim prostorem operatoru L1, Lo, L3; jedingd
moznost, jak tedy zachrénit ireducibilitu reprezentace (nemé existo-
vat zadny netrividlni invariantni podprostor), je zarucit, ze L? m4
na R™ jediné vlastni &islo (tedy L* = A1d), nebot pak je tento inva-
riantni podprostor celé R™. Toto tvrzeni se nazyva Schurovo lemma.

Navic v bdzi |vi),...,|v,) neexistuji dva vektory, které by
odpovidaly stejnému vlastnimu éislu Lz (kvali ireducibilité; viz
pozndmku za rovnici 167). Vektory béze |vi),...,|v,) tedy muzeme
jednoznaéné identifikovat vlastnimi &fsly vzhledem k Lg a L?; déle
proto budeme pouzivat pro vektory béze oznaceni |\, i), kde

L2A, ) = MDA )

Ls|A p) = plA, 1) -
Nyni budeme chtit zjistit, jakych hodnot muze nabyvat A a jakych
(kolika) hodnot muze pro zadané A nabyvat p (to bude pak n, neboli

dimenze odpovidajici reprezentace).
Spocteme si proto komutdtory (opét proved’te)

[L?,Ls] =0, [Ls,Ly]=Ly, [LsL-]=—L_. (163)

Z téchto vztahu jiz snadno vypocitdme LsLy|A\ pu) = (LiLs +
Lo)A\ ) = (u+ 1)Ly |\ ), neboli vektor

Lyl ) (164)

je bud’ nulovy, nebo je to spoleény vlastni vektor operdtort L2 a Ls
s vlastnimi ¢isly A a p + 1. Analogicky lze postupovat pro vektor

Lo|A ) (165)

jenom s tou zménou, ze nyni je to vlastni vektor Lz s vlastnim
¢islem g — 1. V tomto snad shledavate onu podobnost Ly, L_
s kreatnim a anihilaénim operatorem u harmonického oscilatoru;
pro operatory Ly se proto také pouzivd nazev ladder—operdtory
(zebiikové operdtory).
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Abychom mohli najit normu vektoru (164,165) a zjistit tak, kdy
jsou nenulové, vypocitame z (163)

LiL_=1%>-12+Ls,
L L,=1>-12-1Ls.

Diky Li = L_ (ovéfte) jsou potom kvadraty norem téchto vektoru
(pouzivame Diracovu notaci: (a| = (|a))")

L) = Ol L Lo Ao = A — (= 1)

Protoze kvadrat normy nemuze byt zdporny, dostavame takto sou-
stavu dvou kvadratickych nerovnic pro p (X je ted pevné), kterou je
tteba vyfesit. Lze si napiiklad uvédomit, ze musi byt ppmin < p <
maz, kde

A= :U/ma:r(umaz + 1) )

A= Mmzn(ﬂmzn - ]-) 5
z ¢ehoz muzeme gz, MUmin VYpPOCitat; muzeme si jesté uSetiit
polovinu préace, pokud tyto rovnosti odecteme a vysledek mirné
upravime:

(Mmaw — Hmin + 1)(ﬂmaa: + Mmin) =0.

Odtud s vyuzitim e > fmin Plyne, ze musi byt fmae = —fmin-
Zduraznéme jesté jeden dusledek (166): vektor |, fimaz) je jediny
vektor baze {|A,u)}, ktery spliuje Li|A, ) = 0 (podobné pak
L_|X, tmin) = 0).

To ale nenf vSe: jelikoz Ly i L_ méni vlastni ¢islo p o jednicku,
musi S€ flmaz & Mmin 1iSit 0 celé Cislo a zaroven vlastni ¢islo p muze
nabyvat pouze hodnot fmin, thmin+1, - - ., bmaz- Pokud by existovalo
obecné vlastni ¢islo u, které by se naptiklad od fimqs liSilo o necelé
¢islo, mohli bychom pomoci Ly doskdkat az tésné pod pmq. (tedy
ziskali bychom z |\, p) vlastni vektor |\, 1), tmaz > 1 > tmaz — 1)
a dal§fm krokem jej pfeskocit, ¢imz bychom vytvotili vlastni vektor
s vlastnim éislem g/ + 1 > finaez. Stejnou tivahu zopakujeme pro
Imin & zaver tedy je, ze pro kazdé vlastni ¢islo g musi byt timaz — 1
il — Wmin nezaporné celé ¢islo, a proto je i fhmazr — fmin celé Eislo.

Diky ftmaz = —min Pak mize byt jeding pie, = 0, %, 1, %, -
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Muzeme tedy uzaviit (uz ve standardnim znaceni): ireducibiln{
reprezentace nasi algebry (kterd je izomorfni k $1(2)) lze ocislovat
vlastnimi &fsly operdtoru L? a ty mohou nabyvat pouze hodnot A =
J(7 4+ 1), kde j = pnaz je nezéporné celé, nebo polocelé ¢islo (A
jsou tedy mozna vlastni ¢isla LQ). Tyto reprezentace maji dimenzi
n =25+ 1 (to je pocet povolenych hodnot p, ¢ili dimenze vlastniho
prostoru L? k vlastnimu éislu A) a L3z na ném ma vlastni hodnoty
m=—j,—j+1,....5—1,j.

Dodejme, ze pokud jsou vsechny |j,m) normovany na jednicku,
pak (166) ikd, ze

Lilj,m) =al)|j,m=1), (167)

kde aﬁl) = /j(G+1)—m(m £1). Pouzili jsme pfitom konvenci,
ve které jsme koeficienty pred |j,m) na pravé strané (167) zvo-
lili redlné kladné. Ze vztahu (167) také plyne, Ze pokud by pro
zadané j, m existovalo n nezavislych vektoru |j,m,1),...,|j, m,n),
pak by jich muselo byt pro vSechna m = —j,...,j stejné. Vektory
|7, —4,%),...,17,4, %) potom tvoif invariantni prostory L4 a L_, a tedy
i Ly, L. Tato situace tedy u ireducibilnich reprezentaci nemuze na-
stat.

V reprezentaci dimenze n = 2j + 1 lze tedy operatoru Ls pritadit
diagondlni{ matici (s vlastnimi ¢éisly —j, —j + 1,...,J) a operdtorim
L_, L, nilpotentni matice stupné n (pfimo ve tvaru Jordanovy
buiiky). Napiiklad pro j = % dostdvame

01 00 19
S (DR R CRVE
2

tedy {L1, Lo, L3} jsou Pauliho matice {o1,09,03} (ndsobené %, viz
priklad 6.1).

Zduraznéme, ze k tomuto vysledku jsme potiebovali znat pouze
komutacni relace mezi L1, Lo, L3 a nikoliv jejich tvar naptiklad v z—
reprezentaci. *TB,KV
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17 Lepé tvary kvadratické

17.1 Klasifikace kvadrik aneb Vzorecky, vzorecky

Ukol: Méjme kvadriku v R? zadanou rovnic{

3 3
Z AijT;T 5 + Z2CL7;4.TZ' + agq = 0, A5 = Qjj - (168)
i,j=1 i=1
Oznacme

a1l G12 @13 Q14
a21 G22 G23 G
A= 21 A22 A23 G24 B=Ay =
a3zl Ga32 G33 34
a41 Q42 A43 Q44

@11 Q12 ai3
a21 A22 G23
asy a3z ass

Dokazte, ze vyrazy
A =detA, 0 =det B, s=TrB,

a11 a3
@13 as3

a22 23
a3z2 a33

a1l @12

t = det B11 + det BQQ + det B33 =
a21 G22

jsou invarianty vzhledem k posunuti a otoceni v IR? a naleznéte vztah
mezi témito invarianty a typem kvadriky.

Reseni: Prejdeme do projektivniho prostoru, kde bod x = (z1, 2,
r3) € R? popiSeme vektorem X = (z1,22,73,1). Pokud piijmeme
tuto konvenci, muzeme zapsat kvadriku (168) ve tvaru X Ax = 0,
kde A je matice 4 x 4 definovand v zadani.

Vyhodou projektivniho prostoru je, ze operace posunuti a otoc¢eni
v R3 v ném lze vyjadfit linedrnimi zobrazenimi. Matice posunuti
o (dz,dy,dz) je

100 de 100 —du
(o010 dy 4 [010 —dy
Br=1001 d B=loo1 —a |

000 1 000 1

ovéite, ze Py(z,y,2,1)T = (z + dz,y + dy,z + dz,1). Podobné je
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matice otoceni (piipadné otoceni se zrcadlenim)

0 0
B H 0 o H1 0
PO = O PO - 0 bl
0001 0 0 01
kde H je néjakd ortogonalni matice (HHT = ); mizete opét ovéfit,

7e P,(x,y,2 1) je vektor, jehoz prvni tii slozky jsou H(z,y,z)" a

posledni slozka je 1. Obecné transformace (otoceni a posunuti) je
pak

dx
pp-p=| 1 ZZ , H ortogondlni.
0001

Po transformaci X = PX m4 rovnice transformované kvadriky tvar
0=x"Ax=F)T (P HTAP X = X)TAX

a na nds nynfi je, abychom ukézali, ze vyrazy A’, §’, s’ a t’ pro matici
A’ vyjdou stejné jako vyrazy A, §, s a t pro matici A, nezdvisle na
transformaci P.

Nejprve si uvédomime, ze matice B se pii transformaci P méni
podle pravidla A}, = B’ = (HT)"'BH™!, piicemz HTH = . a
|det P| = |det H|-1=1. Z toho

A = det PTA'P = (det P)?det A’ = A,
6 =det HTB'H =det B'det HTH = ¢,
s=TrH'BH=TrB'HHT =+¢'.

Zbyva ukazat invarianci t. To je ale snadno vidét z libovolného ze
vztaht (druhd rovnost plati pouze pokud B~! existuje)

1
t=3 [(TrB)? = TrB?] =det BTr B~ ',
kde jsme t vyjadfili pomoci invariantnich vyrazi (invariance Tr B~*
se oveil podobné jako pro Tr B). Pii odvozovan{ téchto vztahu je
klicové si uvédomit, ze ¢ je koeficient u linedrnfho ¢lenu v det(B—\ ),
tedy t = A2 + A1 A3 + A3, kde Aq 2.3 jsou vlastni ¢isla matice B.
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Nyni se vénujme otézce, jak souvisi invarianty A, d, s,t s typem
kvadriky. Povolenymi dpravami (tzn. transformacemi P; konkrétni
provedeni{ viz v pifkladech 17.2,17.3 a dalsich) prevedeme matici B
na diagondln{ tvar (vhodnym oto¢enim) a podle moznosti vynulu-
jeme koeficienty a4 (vhodnym posunutim). Tim dosdéhneme nakonec
jednoho z nésledujicich stredovych tvari (tyto tvary budeme charak-
terizovat pomoci znamének A, J, s, t)

o a1z’ +any?+azzz’+as = 0,sgna; = sgnasy = sgnass # 0.
To je pro sgnajiaqs < 0 rovnice elipsoidu, pro aqqy = 0
je to rovnice, jiz spliuje jediny bod a v poslednim ptipadé
sgnajijaqeq > 0 tato rovnice nema feseni.
7Z toho, co vime o a1, a2, a33, a44, MuzZeme jiz urcit, jaka bu-
dou v jednotlivych piipadech znaménka invariantu:

= aiiagass # 0,
(a11 + age + ass)aiiasass > 0,
= a11a22 + azea33 + azzair > 0,
<0 elipsoid
A = 11022033044 =0 bod
>0 imagindrni elipsoid

)
s0
t

o a;17? + any® + azzz® + ay = 0, sgna;; = —sgnag =
—sgnaszs # 0. Toto je rovnice hyperboloidu. Obecné plati § # 0
a alespon jedna z moznosti

la11] < |agz + ass] s6 <0
lai1| > |azz + ass| t = a11(age + asz) + azgass <
7(1122 + a33)2 + agoa33 < 0.

Podle znaménka a44 je pak nutné rozhodnout, zda je to jed-
nodilny ¢i dvoudilny hyberboloid anebo kuzel. Jednoduse to
lze zjistit tak, ze urcime fez kvadriky rovinami x =0, y =0 ¢i
z = 0: napiiklad 22 —y? — 22 — 1 = 0 je rovnice dvoudilného hy-
perboloidu, nebot rovina z = 0 mé s touto kvadrikou prazdny
prinik (—y? — 22 = 1) a oddéluje jeho dva dily. Naopak
22 +y? — 22 — 1 = 0 popisuje jednod{lny (rotaén{) hyperbo-
loid, nebot Z4dnd z rovin z = 0, ¥y = 0 ani z = 0 s nim nem4
prazdny prunik.
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<0  dvoudilny hyperboloid
A< =0 kuzel
>0 jednodilny hyperboloid

® a14T + agng + a3322 =0, a4 7é 0, aso 7é 0, azs 75 0. V tomto
piipadé mame co do ¢inéni s paraboloidem; obecné plati § = 0,
At < 0 a podle znaménka aszass rozhodneme, zda je to parabo-
loid hyperbolicky ¢i elipticky. Pro ass = |agal, azs = —|ass| je
prinik kvadriky s rovinou 2 = —1 hyperbola |agz|y? —|asz|2? =
a14. V piipadé ass = |agz|, ass = |ass| je prunik s touto ro-
vinou z = —1 (budiz a4 > 0) elipsa |asz|y? + |ass|z? = a4,
takze zaver je

A = —a?,amass { <0 elipticky paraboloid
>0  hyperbolicky paraboloid

o a0y + azzz? +agy =0, asy # 0,a33 # 0. V rovnici se vitbec
nevyskytuje proménnd z, prunik kvadriky se vSemi rovinami
T =c, c € R, je stejny, a plocha je tedy ve sméru z transla¢né
invariantn{ (je to ,,valec”). Zda je jeho prufez elipsa ¢i hyper-
bola, rozhodneme podle znamének ass, aszs. Obecné v tomto
piipadé plati 6 = A = 0 a dale

>0 elipticka valcova plocha
t (pouze pro agy < 0)
< 0  hyperbolickd vélcova plocha

® a9y + aszz® =0, ags # 0,a33 # 0. Tento pifpad je podobny
predchozimu bodu, jedna se o parabolickou valcovou plochu.
Neni potieba rozlisovat zadné piipady: d = A=t =10, s # 0.

o a332’ +asu =0, ass 2 0. Tato rovnice popisuje pro agqazs < 0
dvojici rovin z = +1/—aq4/ass, pro asq = 0 je to rovina jedind
a pro agqq > 0 je to prazdna mnozina. Invarianty jsou § = A =
t=0as=#0.

e azqz = 0, azq # 0. Kvadrika s invarianty § = A =t =s5s=10
muze byt tedy napiiklad rovina.
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Kvadriky v = 3

a,b,c,d >0
Elipsoid Hyperboloid jednodilny
(koule, rota¢ni, trojosy) (rotacni ¢i elipticky)
ax?+by? +c2? =1 ax? +by? —cz? =d

w2220 ——

02202120 ——

Hyperboloid dvojdilny Kuzel
(rota¢ni ¢i elipticky)

ax? +by? —c2? = —d

202022202410 ——

Paraboloid Paraboloid
(rotacni ¢ elipticky) (hyperbolicky)
ax? +by? —cz =0 ax? —by? —c2z2 =0

w2y 220

w2np2zs0

52
%

5

22
5
2

22

2>

5
25555

825
5
2

22>
%

2%

2z

25
%
9%
%5

2z
&2
%
o
s

p
R
S22
s

22

=
%

2R
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Shrnuti:
A <0 elipsoid
t>0,0s>0 A=0 bod
A >0 imagindrni elipsoid

0#£0
A <0 dvoudilny hyperboloid
t<0nebods <0 { A=0 kuzel
A >0 jednodilny hyperboloid
A <0 elipticky paraboloid
A >0 hyperbolicky paraboloid
5=0 t >0 eliptickd véalcova plocha

t <0 hyperbolicka vélcova plocha
t =0 parabolickd valcova plocha
a dal§i degenerované piipady
*ZD

A=0

17.2 Klasifikace kvadrik aneb Jak to vymyslet
sam

Ukol: V prostoru R? je zadana kvadrika rovnici 7Tx? + Ty? + 1022 —
2zy — 4dxz 4+ dyz — 122 4+ 12y + 60z + 42 = 0. Urcete typ kvadriky,
velikosti a smeéry jejich os.

ResSeni: Nejdiive zavedeme oznaceni

7 —1 -2 T
A= -1 7 2 , L=(-12,12,60), x=[ vy |,
-2 2 10 z

které ndm umozni zapsat rovnici kvadriky ve tvaru x7 Ax+ Lx+42 =
0. Typ kvadriky a jeji parametry umime snadno zjistit, pokud znadme
jejl rovnici v tzv. stredovém tvaru. Napiiklad stfedovy tvar rovnice
elipsoidu je (viz také priklad 17.1)
2 2 2

x Y 2%

P + 5+ 2= 1,
kde a, b, ¢ jsou velikosti poloos. Zkusme tedy najit takovou souradnou
soustavu (resp. vhodnou bézi), ve které bude rovnice nasi kvadriky
ve stfedovém tvaru.
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Nejdiive se zbavime smiSenych ¢lent v rovnici kvadriky (éleny
xy, xz, yz). Toho dosdhneme pomoci pootoceni souradného systému
tak, aby A méla v novém souradném systému nenulové prvky pouze
na diagonale. Jinak: hledame takovou ortogonalni matici U, aby pla-
tilo

D=UTAU,

kde UT = U~! a D je diagondlni matice. Diky A = AT vime, ze
takova ortogonalni matice U bude existovat a dokonce méme i recept
jak ji najit. Matice U bude mit ve sloupcich vlastni vektory matice
A a matice D bude mit na diagondle vlastni ¢isla matice A. Otoceni
soufadného systému lze pak vyjadiit jako xg = UT x neboli x = Uxg.
Provedenim této substituce dostaneme (Uxgz)” A(Uxg) + LUxgp +
42 =0, coz je
xp'Dxp + LUxp +42=0.

V této rovnici jiz nejsou smiSené ¢leny. Budou se zde vyskytovat
pouze ¢leny typu x a 2. Linedrnich ¢lenti se pak snadno zbavime
dopliiovanim na ¢tverec.

Realizujme nyni vySe uvedeny postup. Nejprve najdeme vlastni
¢isla matice A.

7T-X -1 -2
det(A—X)=det| -1 7—X 2 =
-2 2 10—\
= X3 42407 — 180A +432 = — (A —6)° (A — 12) .

Déle je tieba najit vlastni vektory matice A. Vime, ze budou existo-
vat dva linedrné nezavislé vlastni vektory piislusné vlastnimu ¢islu
6, a jeden vlastni vektor prislusejici vlastnimu ¢islu 12. Soustavu
(A—6 ) v=0 fesi viechny vektory ve tvaru

2t + s
S b
t

kde t a s jsou libovolnd. Zvolme (1,1,0)7 a (—1,1,—1)T jako

navzajem kolmé vlastni vektory piislusné vlastnimu ¢éislu 6. Vlastni
vektor pifslusny vlastnimu ¢éislu 12 je Fesenim rovnice (A —12 ) v=
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0. Resenfm této rovnice je libovolny vektor tvaru

kde u je libovolné. Zvolme vektor (—1,1,2)7.

Maéme tedy t¥i nezavislé vlastni vektory matice A a muzeme proto
sestavit matici U. Nez je ale zapiSeme do sloupcu matice U, musime
je nejdiive nanormovat tak, aby meély jednotkovou velikost. Jinak
by totiz matice U ménila pii transformaci délku vektorta (UUT by
nebylo . , ale pouze diagondlni matice). Matice U a k ni inverzn{
matice U~ = UT m4 tvar

1 1 1 11 9
V2 V3 V6 V2 V2
U= 1 1 1 U-l = 1 1 1
vi Vi e SB
0 -5 % ~V6 V5 V6

Po provedeni substituce x = Uxgr mé rovnice kvadriky tvar

36 144
612 + 6y% + 1222 — —yp+ —2p +42=0.
R Yr R \/gyR \/(_3 R

V této rovnici provedeme ,,doplnéni na ¢tverec” a dostaneme
) 2 2
6zR+6<yR—\/§> +12<zR+\/6> =48,

Nyni jesté posuneme pocatek souradnic

T = TR
yTZyR—\/§
ZT:ZR—F\/E

a rovnice kvadriky je v tomto posunutém systému soutadnic

2 2 2
Ir  Yr | A1
e
8 8 + 4

coz je jiz stfedovy tvar rovnice kvadriky, a sice rotacniho elipsoidu.
Odtud snadno odecteme velikosti poloos a = 2v/2, b = 2v/2, ¢ = 2;
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transformace (zména béze), kterou jsme provedli pomoci matice U,
byla ortogonalni, neménily se tedy vzdalenosti, a tudiz plati tyto
délky poloos i pro kvadriku pfed transformaci.

Dalsi informaci, kterou je mozno ziskat, je poloha stiedu elip-
soidu v puvodni soufadné soustavé. Pokud je rovnice kvadriky ve
stfedovém tvaru, jsou soufadnice jejiho stiedu (0,0, 0). Popisme po-
lohu stfedu pomoci polohového vektoru z pocatku do stfedu kvad-
riky, a sledujme jak se tento vektor bude meénit, kdyz se budeme
posloupnosti transformaci, které vedly na stfedovy tvar vracet zpét:

cr = (0,0,007 — cg=(0,V3,-V6)T — c=Ucg=(0,0,-3)T.

Osy elipsoidu lezi na pfimkach uréenych vlastnimi vektory matice
A a stfedem elipsoidu. Poloosy, které maji délku a = b = 2v/2 leid
v roviné uréené vlastnimi vektory (1,1,0)%, (=1,1,—-1)T a poloosa
c = 2 na pifmece uréené (—1,1,2)T (to je také rotaéni osa). Lze
se o tom samoziejmé presvédcit i tak, ze napiiklad osu piislusnou
poloose ¢ = 2, ktera je v oto¢enych soufadnicich cg = (0,0,1)7,
ototime zpét: c=Ucg = %(—1, 1,2)T. *VP

17.3 Diagonalizace kvadratické formy: radkové a
sloupcové tpravy

Ukol: Preved'te nasledujici kvadratickou formu na kanonicky tvar a
uved'te pifslusnou linedrni transformaci

Q(x) = 2:5% + 313 + 4:5% — 2x179 + 4x123 — 3T073 .

Uved'te ndzev kvadriky Q(x) = 1.

Reseni: Matice A, kterd reprezentuje uvedenou kvadratickou formu,
ma tvar
2 -1 2
A=|-1 3 —
3
2 -5 4

[MI[9)

Pomoci tadkovych a ekvivalentnich sloupcovych tprav ji umime
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prevést na diagondlni tvar

radky:
22)+(1)—(2) stejné dpravy
2 -1 2 @B-1—@3) [2 -1 2 se sloupci
A=|-13 -3 — 05 —1 —
2 -3 4 0 -1 2
radky:
10(3)+(2) sloupce:
2 0 0 -3 (2 0 0 20 0
0 10 -1 — 010 —1 — 010 O =D
0 -1 2 0 0 19 0 0 190

Kvadraticka forma ma tedy v uréitych soutadnicich tvar
Q'(y) = 2yi + 10y3 + 190y3 . (169)
Tim chceme Fict: existuje baze B, ze plati
X'Ax=Q(x)=Q'(y) =y"Dy,  VxeR’,

kde y je vektor slozek x vuci této bazi B. Aniz bychom déle patrali po
této bdzi, pozndvdme v kvadrice Q(x) = Q'(y) = 1 jiz ted elipsoid.

Souvislost mezi x a y (linedrn{ transformaci) ale nyni pfece jenom
najdeme. Rddkové upravy, které jsme podnikli s matici A, prepiseme
do matice M, tedy takové matice, ze M A je matice A po téchto
rddkovych upravach. Uvédomte si, ze napiiklad prvni fadek M A je
linearni kombinace fadku A, a koeficienty této kombinace jsou prvky
v prvnim Ffadku M.

Tato matice M se bude rovnat souc¢inu matic, které reprezentuji
jednotlivé kroky. Naptiklad: prvni krok, ktery fika, ze druhy fadek
bude rovny dvojnasobku druhého plus prvni, tfeti fadek bude rovny
souctu tretiho a prvniho a s prvnim fadkem se nic nedéje, vypada
v matici M7 nésledovné (podobné druhy krok — Ms):

1 0 100
M, = 1 01, My, = (010
1 0110

Vyzkousejte si, ze M1 A je skuteéné matice A po prvnim kroku dprav.
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Podobné Ize matici A, v niz jsme provedli néjaké sloupcové
upravy, zapsat jako AN (opét: prvni sloupec AN je linedrni kombi-
nacf sloupcu A, koeficienty najdete v prvnim sloupci N). Skute¢nost,
ze jsme provadéli ,,stejné” fadkové a sloupcové upravy, znamens
N=MT.

Celkem jsme vykonali na matici A sérii dprav

A — MAMT = MoMyAMIM] =D, M=

a tudiz dostavame
L Ax=x"M*D(M~1)Tx,

neboli hledand linearn{ transformace je y = (M ~!)”x. Po dopo¢teni
dostavame

1
(M")"t= |0
0

1 1 1 1
Yr =121 = S + 3, Y2 = 5%2 = 1pT YT 7
Nevyhoda tohoto postupu je, 7ze transformace y = (M ~!)Tx neni
ortogondlni, a tedy nezachovava délku vektoru. Proto nelze z tvaru
(169) pifmo odecist napifklad délky poloos elipsoidu Q(x) = 1.
*MB,ZV

3 -

17.4 Diagonalizace kvadratické formy: vlastni ¢i-
sla

Ukol: Preved'te nasledujici kvadratickou formu na kanonicky tvar
pomoci ortogonalni transformace

Qx) = I% + 9:% + 533% — 6x129 — 22123 4+ 22073 .
Urcete typ kvadriky Q(x) = 1.
Reseni: Matice A z vyjadieni Q(x) = xT Ax je napiiklad

1 -3 -1
A = -3 1 1
-1 1 5

316



K matici bychom mohli pfi¢ist libovolnou antisymetrickou matici,
i tak by diky z;z; = z;jz; stdle platilo Q(x) = x’ Ax, ale pak by-
chom neméli zaruceno, ze bude mozno A diagonalizovat. Proto je
pohodIngjsi zvolit A symetrickou (v komplexnim ptipadé hermitov-
skou).

Matici A budeme, jak uz jsme prozradili, diagonalizovat. Na-
jdeme charakteristicky polynom

pA) =det(A—X)=-XN+7)\2-36

a vyc¢islime jeho kofeny. Nechceme-li se blysknout znalosti Carda-
novych vzorcti, muzeme je zkusit uhodnout. Kdyz predpokladame,
ze jsou vSechny celo¢iselné, muze nam pomoci véta z piikladu 9.5: vy-
zkousime &isla A = %1, 2, nebot jsou to délitelé absolutniho Elenu.
Zjistime, ze vyhovuje A = —2, vydélime polynom p(\) vyrazem
(A +2) a zjistit zbyvajici kofeny je potom jiz snadné:

A =-2, A2 =3, A3 =6.
Muzeme tedy napsat Jordanuv tvar matice A

200
Ja=1030],
0 06

a z tivahy Q(x) = x" Ax = x' CJ 4O~ x okamzité plyne, ze

Q(x) = Q'(y) = —2y; + 3y3 + 63 , (170)

kde y = C~'x, pokud volime C tak, aby byla ortogonélni, neboli
C~! = C7T; to miizeme splnit vzdy, nebot ve sloupcich C jsou vlastni
vektory (symetrické) matice A a ty jsou?® na sebe vzdy kolmé, staci
je jen nanormovat na jednicku (viz piiklad 17.2). Vidime tedy, ze
Q(x) = Q'(y) = 1 je rovnice jednodilného hyperboloidu (srovnejte
s piikladem 17.1).

Chceme-li najit vztah pro transformaci mezi x a y, musime tedy
jesté zjistit vlastni vektory. Pro A; najdeme v; = (1,1,0), v nor-
movaném tvaru v; = (%,\%70). Podobné pro A2 a A3 mame

96Vlastni vektory k pifpadnym vicendsobnym vlastnim &slim nemusi byt au-
tomaticky kolmé, ale vzdy je lze zvolit kolmé.
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vy = (%,—\%7%) a vy = (—\%,%,%). Pak tedy plati A =
CJAC™ 1 a zéroven CCT = .| tedy C~! = CT; pokud bychom
vlastni vektory zapomnéli normovat na jedni¢ku, bylo by CCT =

diag(|vi|?, [val?, [vs[?).

[=2)

4 1 1 11
V2 V3 V6 V2 V2
=41 -1+ L o 1=0T = 4 11
V2o V3 ove | V3 V3 V3
0o -+ Z 1 1 2
V3 V6 V6 V6 6
Dosazenim do y = C'~!x dostdvame nakonec
1 1 1 1 1

=—x1 + —(=22, =—=I — —=X —3,
Y1 \/51 \/52 Y2 \/gll\/gz \/§3

Ys = —%361 +

Diky ortogonalité transformace se zachovéavaji délky vektoru, lze také
fici, ze ortogondlni transformace odpovid4 pouze otoceni. Af tedy uz
kvadriku piSeme v bézi kanonické, Q(x) = 1, nebo v bdzi vlastnich
vektort, Q'(y) = 1, budou délky poloos stejné. Srovndnim (170) s

vidime, 7e hyperboloid m4 poloosy a = 1/v/2, b= 1//3, ¢ = 1//6.
Osa y1, tedy vlastni vektor vy, ukazuje smér ,,chladici véze” (pokud
by bylo b = ¢, byla by to rotacn{ osa hyperboloidu). *MB,ZV

17.5 Signatura kvadratické formy
Ukol: Kvadratickou formu
QRx) = 23:? + 9m§ + 83;% + 8x1x3 — 4w123 — 10T273

preved'te na diagondlni tvar pomoci souc¢asnych fadkovych a sloup-
covych tprav a ukazte, Ze je pozitivné definitni. Ovérte, Ze je splnéno
Sylvestrovo kritérium.

Reseni: Pro kvadratickou formu plati
Q(X) = ZAijaiOéj ; X = Z eiai )
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kde e; je libovolnad béaze prostoru V. Vime, zZe existuje baze, pro
kterou je matice formy diagondlni. Hleddame tedy diagonalni matici
D a transformacni matici F, pro které plati

Dij = Z A EFE!

Nejprve prevedeme analyticky zapis formy na maticovy. Zvolme za e;
kanonickou bézi a vyjaddieme matici A kvadratické formy ) vzhledem
k této bazi

2 4 =2
A=1 4 9 -5
-2 -5 8

Diagonalizaci provadime po vzoru gaussovské eliminace, ale fadkové
dipravy dopliujeme o stejné sloupcové upravy. Proces muzeme
rozdélit na nékolik kroku, z nichz kazdy je popsan diléi transformadcni
matici F;:
T T
E,...EiAE] ... E, =D

Prvni krok je

1 00 2 4 =2 1 -21 2 0 O
-210 4 9 -5 01 0)]=(01 -1],
1 01 -2 -5 8 0 01 0-16
druhy krok
100 2 0 0 100 200
010 01 -1 011]=(010
011 0-1 6 001 005
a dohromady tedy
100 1 00 1 00
E=FFE=|010 -210]=1-210
011 1 01 -111

Matice kvadratické formy v diagondlnim tvaru tedy je

200 1 00 2 4 =2 1 -2 -1
D=1010]=(-210 4 9 =5 01 1 ,
005 -111 -2 -5 8 00 1
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a jelikoz jsou v8echny prvky na diagondle matice D kladné, je matice
A pozitivné definitni, a tedy i forma @ je pozitivné definitni.

Vypocet si muzeme jesté ovérit pomoci Sylvestrova kritéria.
Vsechny hlavni minory matice A musi byt kladné:

21 4|-2 det(Al,l) =2 >0,
T 9|-5], det(Agg) =2-9—4-4 = 2 > 0,
-2 -5 8 detA =10 > 0.
Pozitivni definitnost Q(x) je potvrzena. xJZ

17.6 Signatura strucné

Ukol: Dokazte, ze Jje nasledujici matice pozitivné definitni.

9 -1 4
A= -1 3 -2
4 =2 4

Reseni: Pifklad budeme Fesit pomoci Sylvestrova kritéria. Spocteme

subdeterminanty matice A (viz pifklad 17.5): det(ay)];—; = 9,
det(ai;); j=; = 26, det(a;;); ;—; = det A = 36. Viechny subdeter-

minanty jsou kladné, a A je tedy pozitivné definitni.

Uloha se d4 Fesit i jinak. Nalezneme vlastni ¢isla A: ozna¢me je
A1,2,3. ZapiSeme obecny vektor x € R3 v bézi vlastnich vektort A a
Ax zapiseme pomoci spektrdlniho rozkladu A

X=Q1V] +QoVy + Q3Vv3 = Ax = Aagvy + Aoasve + Azazvs

XTAX: |061‘2)\1 + |a2|2)\2 + |043‘2)\3 .

Vidime tedy, ze diagonalizovatelnd matice A je pozitivné definitni
(xF Ax > 0, Vx # 0), pravé kdyz jsou vSechna jejf vlastni éfsla kladn4.
To je i pripad matice A: vlastni ¢isla jsou priblizné 3.49411, 0.88673,
11.6192.

Ukol: Urcete signaturu formy Q(x) = 8x2 — y® + 622 + 12zy + 8z2.

Reseni: Ze Sylvestrova kritéria plyne, ze forma neni pozitivné defi-
nitni, nebot det(aij)%jzl = —44 < 0, ani negativné definitni, jelikoz
-8 < 0.

ani —Q(x) neni pozitivné definitni, det(—as;); -, =
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Signaturu uré¢ime tim, Ze nalezneme vlastni ¢isla matice Q. Jezto
to jsou 1, —2 a 4, je signatura (+ — +), neboli (2)4, (1)—, (0)o.
Abychom ziskali tento vysledek, byvalo by stacilo také spocitat pouze
determinant (—8, jinak téz soucin vlastnich ¢isel): vime, ze alespon
jedno vlastni ¢islo je nekladné, alespon jedno nezaporné a z hodnoty
determinantu uz pak plyne, ze musi byt dvé kladné a jedno zaporné.
Vsimnéte si také, ze posloupnost minort (8, —44, —9) nemd signaturu
(+—+). *PV

17.7 Prumét priniku paraboly a nadroviny

Ukol: Uvazujme v R™*! plochu o uréenou rovnici

n

2

Tp1 = E xz;
i=1

(rotacéni paraboloid) a poloprostor P, jehoz hrani¢ni nadrovina nenf

kolma na nadrovinu o rovnici x,+1 = 0. Vytvorme nyni prinik
a a P a promitnéme jej do nadroviny urcené rovnici x,+1 = 0;
pro promiténi pouzijte predpis (1,...,Tn, Tnt1) — (T1,...,2Zn,0).

Ukazte, ze je tento priumét n-dimenziondlni koule nebo jeji doplnék.

Reseni: Doporucujeme nakreslit si situaci v R? (jednorozmérns
koule je tsecka) a v R3.

Uvazujme libovolny poloprostor P a jeho hrani¢ni nadrovinu 7 —
ta je ur¢end rovnic{ ao—&—zzrll a;z; = 0,kde (ay,...,an4+1) je norméla
k 7. Podminka o (ne)kolmosti hrani¢ni nadroviny zarucuje, ze plati
an+1 # 0 a mizeme tedy bez ijmy na obecnosti predpoklddat, ze
plati a,4+1 = 1. Dosazenim rovnice parabolické plochy a do rovnice
nadroviny 7 dostaneme

ao + Z(aia:i +23) =0

i=1

n 1 2 n 1 )

Z; T+ 5(1,' = —CLQ—FZ;ZCQ . (171)
Libovolnd n-tice x1,...,x,, kterd vyhovuje rovmici (171) spolu

S Tnt1 = yoi_, ¥7 udévd soufadnice bodu x, ktery lezi v priniku
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a a w. Nés ale zajima prumét této mnoziny do roviny z,+1 = 0,
tedy muzeme posledni soufadnici x zapomenout, a hledany prumét
je plné popséan rovnici 171.

Pruamét pruniku « s hraniéni nadrovinou poloprostoru P je tedy
hranice n-dimenzionélni koule (rovnice 171), a tudiz prumét polo-
prostoru P je n-dimenziondlni koule nebo jeji doplnék (ptipadné
prazdnd mnozina nebo cely prostor). Z rovnice (171) je také vidét, ze
libovolnou n-dimenzionalni kouli nebo jeji doplnék, které lezi v na-

droviné uréené rovnici z,411 = 0, lze ziskat jako prumét pruniku
vhodného poloprostoru s plochou « ze zadani piikladu do nadroviny
o rovnici xp41 = 0. *DK

17.8 Poloha bodu vugéi sfére

Ukol: Nechf x,... X'y € R, S vyuzitim pifkladd 17.7 a 8.7
urcete, jak souvisi znaménko determinantu nasledujici matice s po-

lohou bodu y viici sféfe uréené body x',...,x"t1; x5 = (2%,... 2t).
1 1 N (12
1 Tn E (xl) 1
i=1

(172)

Pt S

i=1
2
U1 Yn E Yi 1

Reseni: Predstavme si bod (¥)’ € R™*! lezici na plose o rov-
nici Tp41 = Z?:l x?, jehoz prumét do x,+1 = 0 je bod x/. Bod
(x¥) mé soufadnice (z7,... ,1;2;,2?:1(37{)2); podobné uréime k y
bod y’ € R*""L. Vratme se k vysledkim piikladu 17.7: definujme
pomoci bodii (x'),..., (x**1)" nadrovinu 7 v R"*!. Potom budou
vsechny body y’, které vznikly z bodu lezicich y uvnitt koule defi-
nované x!, ..., x"T1 lezet ve stejném poloprostoru (s hraniéni polo-
rovinou ). Body y, které lez{ vné této koule, se zobraz{ na body y’
lezici v opac¢ném poloprostoru.

Urcit polohu bodu y’ vzhledem k nadroviné definované body
(x), ..., (") mizeme pomoci vysledkii pifkladu 8.7. Determi-
nant (172) mé stejné znaménko pro vechny body lezici uvniti dané
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koule, opa¢né znaménko pro vSechny body vné koule, a je nulovy
praveé pro body lezici na jeji hranici. *DK
17.9 Chladici véze poprvé: 3

Ukol: Najdéte rovnice tecen k jednodilnému hyperboloidu v R3
v jeho libovolném bodeé.

Reseni: Budeme se zabyvat pouze problémem vést teénu k hyper-
boloidu H bodem A, kde

H: 2> +y*—22-1=0, A =la,0,va?—1]. (173)
Pokud by byly H a A zaddny obecnéji, provedeme nésledujici kroky

e vhodnou rotaci, posunutim a ptreskalovanim os pfevedeme rov-
nici hyperboloidu do kanonického tvaru (173) a nezapome-
neme transformovat také souradnice A; postup muzeme opsat
z ptikladu 17.2 nebo 17.3;

e provedeme rotaci kolem osy z tak, aby transformovany bod
A mél soufadnice A = [a,0, va? — 1], tedy aby lezel v roviné
y=0.

Nyni{ tedy k situaci popsané (173). Tecny budou lezet v tec¢né
roviné. Uréime tedy jeji rovnici. Vezmeme-li funkci

f(x7yﬂz) :xQ +y2 _227
je hyperboloid (173) popsan rovnici f(x,y,z) = 1; fikdme, ze H je
ekviskaldrni plocha funkce f(z,y,z) pro hodnotu 1. Pokud definu-
jeme na R3 vektorové pole gradientu funkce f

of of of
fas) = (GH 5L 50) = o222,
tedy kazdému bodu A = [zg,yo,20] piifazujeme vektor n(A4) =
(220, 2y0, —220), pak plati, ze n(A) je kolmy na tu ekviskaldrni plo-
chu®” funkce f, kterd prochézi bodem A, neboli f(z,y,z) = C

sC = f(iUano, Zo)~

97Pfesnéji feceno na jeji teénou rovinu v tomto bodé.
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Shrnuto, normaéla k te¢né roving H v bodé A = [a,0, Va? — 1] je

n=(a,0,—va?—1),

pro pohodli jsme n(A) délili dvéma. Oznaéme déle te¢nou rovinu p.
Z podminky A € p dostaneme absolutni ¢len v rovnici roviny g, ktera
pak zni n- x—1=0.

Podivejme se blize na pfimky roviny o, které prochézeji bodem
A; kazdou takovou piimku lze zapsat ve tvaru X = tu+ A, t € R, kde
u je libovolny vektor kolmy na n. Jeden takovy vektor u je ziejmé

r=(va?>—-1,0,a).

Ostatni vektory kolmé na n vyjadfeme parametricky pomoci para-
metru 9 jakozto rotaci r kolem n o ¥, tedy rotaci v roviné r, n x r
(viz piiklad 10.1).

u(r,n, ) = rcos¥ + (n x r)sind

Diky nx r=(0,1,0) dostaneme

u=(va?—1cos?d,sind,acos?),

a tedy kandiddty na teény jsou primky (0 < ¢ < 27)

Tz =1tvVa?—1cos?V +a
y = tsind (174)

tacosVY ++va2—1.

Tecny jsou ovSem jenom ty piimky, které maji s hyperboloidem H
spole¢ny prave jeden bod. Hledame tedy, kdy ma nasledujici soustava
rovnic feSeni pouze pro t = 0:

z

P2 4y?—22—-1=0
X =tut+A.

Dosazenim rovnic piimky (174) do rovnice hyperboloidu dostaneme

(a® — 1)t? cos® ¥ 4 2at/a2 — 1cos ¥ + a® + t*sin® ¥
—a*t? cos® ¥ — 2at\/a% —1cosd —a*+1—-1=0
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t2(sin® ¥ — cos?¥) = 0.

Pro sin? ¢ # cos? ¥ existuje jediné feseni (primik pifmky a hyperbo-
loidu) pro t = 0, piimky jsou tedy skutecné tecny.

Pro sin? 9 = cos? 1 je fesenim libovolné ¢ € R, tedy primky lezi
celé v hyperboloidu (jsou to pruse¢nice hyperboloidu a te¢né roviny).
Vsimnéte si, ze to jsou pravé dveé primky a ze je lze chapat jako kuzel
v R? (degenerovanou kuzelosecku). *DKo,MZ

17.10 Chladici véze podruhé: "
Ukol: Najdéte rovnice te¢en k jednodilnému hyperboloidu v R™

n—1
doal-al-1=0 (175)
i=1

1. v bodé B = [a,0,...,0,va? — 1],

2. v obecném bodé B = [ai,a2,...,a0n_1, Z?;ll a? —1]. Pro
jednoduchost predpokladejte a1 # 0.

Reseni: 1. Necht {e;}?, je kanonickd baze V. Najdéme normalu
k teénému prostoru hyperboloidu v bodé B (zna¢me jej Tg), coz je
nyni (n — 1)—dimenziondlni plocha. Podobné jako v piikladu 17.9
definujeme funkci

a hyperboloid je ekviskalarni plocha této funkce pro hodnotu 1. Pole
gradientu je

Vf(x) = (2x1,229,...,2¢,-1, —2x,)

a normalovy vektor k hyperboloidu je vektor tohoto pole v bodé B

n= %Vf(B) = (a,0,...,0,—va% —1).
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Smeérové vektory tecen lez{ v ortogondlnim doplitkku £(n). Najdéme
ortogondln{ bézi tohoto tecného podprostoru Ty (pfipomindme
dim T = n—1). Bdzové vektory snadno uhodneme (ovérte v;-n = 0)

vi = (Va2 -1,0,...,0,a), vi=¢g 1=2,...,n—1.

Obecnd tec¢na piimka k hyperboloidu v bodé B mé smérovy vektor
u € Tp, ktery lze zapsat jako lineadrni kombinaci

n—1
u= Z a; V.
i=1
Piimky maji pak tvar X = su+ B, s € R, neboli

1 =smvVal—1+a

T2 = S Q9

Tpn—1 = S Qp—1

T, = Ssoa++vVa2—1.

Hledejme opét, které z téchto piimek maji s hyperboloidem jediny
spoleény bod. Dosad'me tyto rovnice do rovnice hyperboloidu a zkou-
mejme, pro jaka aq, ..., a,_1 existuje jediné feseni s = 0:

s2a?(a® — 1) + 2saa1 Va2 — 14 a* + s%a3 + . ..
s+ 8202 | —s%aa? —2sa01V/a? —1—a®*+1-1=0

Zaver je tedy nasledujici:

—a? + Z?;; a? # 0 ptfmka ma s hyperbolou spole¢ny pravé jeden
bod, a je tedy jeho tecnou;

—a? + 2?2—21 a? = 0 ptimka lezi celd v hyperboloidu.
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7 podminky —a? + Z?;QI a? = 0 zéroven vidime, Ze prinikem
jednodilného hyperboloidu s tetnym podprostorem Tp je kvadrika
Q(x) = 0 signatury (n — 2)4, (1)—, (0)o, tedy kuzel v Tz (srovnejte
s rovnici kuzelu v ptikladu 17.1, resp. se signaturou pfislusné kvad-
riky).

2. Zacfnéme opét uréenim normalového vektoru k te¢nému prostoru
TBZ

1
n:avf(B):(a17a23"'7an717an)7 ap = —

Bazové vektory Tp opét hleddme z podminky v; - n. Oznacime je
Vo,...,Vy a z jedné vody nacisto piseme

vo = (—as,a1,0,0,0,0,...,0)
vz = (—as,0,a1,0,0,0,...,0)

Vn = (—an,0,0,0,0,...,O,a1)~

Obecnd tecnd piimka v bodé B je tedy popsdna rovnicemi (s € R)

n
r1 = a3y — S E ;A4
=2

To = a9 + Saoaq

Tp—1 = Ap—1 + 8101
Ty = —Qn + SQua1

a budeme dale mezi témito piimkami hledat ty, které maji s hyper-
boloidem vice spoleénych bodu. Dosadime pravé napsané rovnice do
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rovnice hyperboloidu a vyrazy setiidime podle mocnin parametru s.
n
(Z%‘%’) —|—Zo¢ a1 —a? al +
n—1 n—1
+s ( 2a4q Z o;a; + 2a1 Z o + 2a10znan> —I—Z a;—a;, 2_1=0

=2 =2 =1

Linedrn{ ¢leny se ode¢tou, absolutni ¢leny se uzitim > _1 a? =a2+1
odectou taktéz a zbyvaji pouze kvadratické

n 2 n—1
(Zaim) —|—Za al—a al =0.
i=2

Vidime opét, ze ptimky z Tz, které prochazeji bodem B, maji z hy-
perboloidem bud’ jediny spoleény bod anebo lezi v tomto hyper-

boloidu celé: podle toho, zda je pro dand «o,...,«a, velkd zavorka
nulovéd ¢i nenulova. Vyraz v této zavorce je kvadraticka forma na
R"~! v proménnych as, ..., a, s matici C typu (n — 1) x (n — 1)
2 2
a; +aj asas a2a4 ... G20y
asag a% + a% aszay asay,
2 2
C = 409 agaz ay + ay 4Gy (176)
2 2
Ap Ao anas cee Gy —ay

Potiebujeme tedy zjistit, zda je tato forma definitni ¢i indefinitni,
tedy zda a7 Ca miize byt nékdy nula.

Diagonalizujme formu definovanou matici C. K i—tému fadku
(fddky indexujeme i = 2,3, ...,n) pficteme —a;as/(a3+a?)-ndsobek
druhého tadku. Vysledek téchto n — 2 operaci 1ze shrnout takto:

e prvni sloupec, tedy prvky (i,2), ¢ = 3,4,...,n jsme vynulovali,
e nediagondlni prvky (i,7), 4,7 =3,4,...,n, i £ j

a;az a1
aia; — a;a; — a20a; 72 + = a;a jiz + a
1
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e diagondlni prvky (i,i),i=3,4,...,n—1

a;as a?
(3
a2—|—a2 — a2—|—a2 — Qa9 —5——5 = (a2—|—a2+a2)
i 1 i 1 2 2 7 2 1 2 2
a5+ a a5+ a
2 1 2 1
e posledni prvek (n,n)
a, a9 a?
n
ai—a? — ai—af—anagﬁ = (ai—a%—a%) s
aj + aj ay + ay

Kdy7 ted vsechny fadky kromé prvniho (i = 2) vyndsobime koefi-
a%—&-a%
af

cientem , dostaneme matici, kterd se od (176) 1is{ vynulovanym

prvnim sloupcem a déle tim, ze na diagondle stoji vsude (kromeé
prvniho fadku) a? + a% misto a?. Zcela analogicky k vynulovéni
prvniho sloupce Ize tedy vynulovat i sloupce dalsi; pro vétsi prehled-
nost muzeme pii nulovdni k—tého sloupce (kK =3,...,n — 1) oznacit
b? = Zf:_ll a? a pak plat{ viechny vySeuvedené tipravy tykajici se
sloupce k = 2 i pro sloupce ostatni, pokud v nich zaménime a2 za
b2.
Na konci fadkovych tprav dostaneme tedy matici

2 2
Yo c?ag as@y ... asay,
2
0 >iiq @304 azan
2
00 YL awan |
: . L
0 0 0 coaZ =Y a?
2 n—1 9 ~ so1e 1.7 .
kde a5, — >, af = —1 a viechny ostatni diagondlni elementy jsou

kladné. Rozmyslete si, ze pokud se déle pustime do sloupcovych
uprav, které odpovidaji vSem provedenym fadkovym upravam, vy-
nuluji se vSechny zbyvajici nediagonalni prvky a diagondla zustane
nezmeéneéna.

Muzeme tedy ucinit zavér, ze kvadratickéd forma reprezentovand
matici (176) ma signaturu (n—2)1, (1)_1, (0)o, a tedy budou existovat
vektory @ = (ag, ..., an)T, pro které @7 Ca = 0. Pifmky

X =sv+ B, seR, v:Zain-, kde aTCa =0
i=2
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potom lezi celé v hyperboloidu, zatimco pifmky s @7Ca # 0 jsou
jeho tecny.

Zjistili jsme tedy, ze i v tomto obecnéjsim piipadé je prunikem
jednodilného hyperboloidu s te¢nym prostorem Tp kvadrika Q(x) =
0 signatury ,,samé plusy, jeden minus”, tedy (n — 1)-dimenzionéln{
kuzel. *DKo,MZ
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18 Rozklady polarnika pri teplotni pseu-
doinverzi

18.1 Polarni rozklad deformac¢niho gradientu

Ukol: Deformacni funkce®® jednoduchého smyku x (x), x = (z1,
x9,13)7 je ddna vztahem

xr + ]CSCQ

X(x) = )
3

e Spoctéte deformacni gradient F = Grad x (x).

e Najdeéte polarni rozklad deformac¢niho gradientu, tzn. najdéte
takové matice R a S, které splnuji F' = RS, pricemz R je
ortogondlni (RT = R™1), S je symetrickd (S = ST ) a pozitivné
definitni (x #0 = Sx-x>0).

Reseni: Slozky tenzoru deformacniho gradientu®® jsou definovany
jako F} = Gradj x (x) = 9x'/dx7, tudiz

1k0
F=1010
001

Nyni se budeme vénovat hlavni ¢asti pitkladu — hledani poldrniho
rozkladu matice F. Z vlastnosti matic R a S plyne, ze

FTF = (RS)" (RS) = STRTRS = §75 = §2,

odkud S = VFTF; odmocnina FTF neni jednoznacna, ale vidy
mezi nimi existuje jedna pozitivné definitni matice (pfi odmociniovan{
vlastnich ¢isel je tfeba volit kladné odmocniny, viz piiklad 9.7).

98Vy, kdoz touzite pouze po matematickém problému, najdéte si v Feseni, jak
vypada matice F a provedte jeji polarni rozklad.

99 Je to tenzor typu (1,1) na R3. Tyto tenzory lze chdpat jako linedrn{ zobrazen{
R3 — R3, a proto jej tomto pifkladu budeme bréat jako obygejnou matici 3 x 3.
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Matici R dopoéteme tak, aby to vyslo, tzn. R = FS™!. Ovéime,
7e pokud FTF = S?, pak je takto definovana matice skuteéné orto-
gonalni.

RTR=(F57') (FS)=5'FTFs1 = 571557} =

Je-li navic determinant matice F' kladny, pak je i determinant ma-
tice R kladny a zobrazeni zadané matici R je vlastni rotace (tedy
nikoliv rotace spojend se zrcadlenim). Jesté si uvédomime, co zna-
mend v tomto piipadé polarni rozklad fyzikalné. Libovolnou de-
formaci F', lze rozlozit na rotaci R a ¢istou deformaci S. Veskera
objemova zména, jejiz mirou je jak zndmo determinant transfor-
mace, je tak soustiedéna v matici ¢isté deformace S. Skutecné
det F' = det Rdet S = det S.

Zacéneme pocitat. Nejdiive se pokusime tlohu vyfesit ,,fyzikal-
nim” postupem, ktery bude odlisny od vyse popsaného ,,matematic-
kého”. Ze zapisu deformaé¢ni funkce x je zfejmé, ze se ve sméru osy
3 nic nedéje a veskerd deformace probiha v roviné zixs. Je proto
rozumné vyzkouset, jestli bychom za matici R nemohli vzit

cose sing 0
R=| —sinp cosp 0 |, (177)
0 0 1

coZ je matice popisujici otocen{ kolem osy x3 v zdporném sméru (po
sméru hodinovych rucicek), viz piiklad 10.1. Uhel @, ktery je zatim
libovolny, uréime tak, abychom splnili podminky polarniho rozkladu,
tedy aby S = R™'F byla symetrické.

cosp —singp 0 1k0 cosp kcosp —sinp 0
S =1 sinp cosp 0O 010 ) =] sing ksinp+cosyp 0
0 0 1 001 0 0 1

Ma-li byt tato matice symetrickd, je tfeba volit ¢ tak, aby
kcosy —sinp =singp,

odkud k = 2tan ¢. Takové @ lze jisté nalézt, navic ¢ € (—%, g) Pak
je

cosp sinp 0
. . 1—‘,—‘in2
S=] siny #
0 0 1
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Matice S mé byt jesté pozitivné definitni. Zde nezbyva nez dou-
fat, ze skutecné bude, protoze s parametrem ¢ jiz nemuzeme hybat.
Pokud by S nebyla pozitivné definitn{, museli bychom misto (177)
zkusit pouzit néjakou nevlastn{ rotaci, napiiklad R - diag(—1,1,1).
Determinanty hlavnich minoru jsou

det (cos p) = cos

cosp singp
ot sin ¢ Lesinte | =1

cos

cosp sinp 0

det | sine Lisine) =1.
cos ¢
0 0 1

Vsechny determinanty jsou kladné, a proto (Jacobi—Sylvestrova véta)
je S skutecné pozitivné definitni.

Piedved'me si jesté silové feseni problému, které bude podrobné
sledovat postup navrzeny v tvodu. Matice FTF je

1 k 0
FTr=|kk*+10
0 0 1

Tuto matici je tfeba odmocnit. Zde pouzijeme techniku z ptikladu
9.7, jejiz vyhoda spociva v tom, ze jako vedlejsi produkt vypocteme
i vlastni vektory matice, kterou mame odmocnit. Nejprve najdeme
vlasni ¢isla.

det (FTF =X ) =(1-X) (N =2+k)A+1),

odkud (oznaéme si k = 2tan @)

A 1+k2+1m/1+l€2 1+ 2tan o+ 2t 1
= — — = an any—— =
! 2 4 v ('Ocosgo

Lo
:HMW(M)
CcoS
k2 [ k2 1
Ao =14+ ——kt/1+—=1+2tan’p—2t =
2 + 2 + 4 +atante an(pcoscp
—1 1
=1+2tangp (7—&-511190)
COS
A3 =1
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Vlastni vektor piislusejici vlastnimu ¢islu A3 =1 je evidentné vy, =
(0,0,1)T, dalsf vlastn{ vektory ziskdme jako fesen{ soustavy rovnic

0= (FTF — /\172 ) V>\1,2 =

—2tan¢ (ilc'gi;i;"p) 2tan 0
= 2 E14si =
2tan ¢ 4 tan @—Qtanap(%’;‘a) 0| Y2
0 0 1
—2tangp(ilcl'7ssi;“’> 2tan 0
= 2tan —2tan ¢ (ﬂcgi:i;“’) 0| YAz -
0 0 1

Je vhodné pouzit identitu

(:I:l sincp) (:t1+sin<p> _ 1*81211290 iy wrs)
cos @ cos ¢ cos? p

tento vztah se nam jesté bude hodit, az budeme hledat odmocninu
z vlastnich éfsel. Ted uréime vlastni vektory

1 1
_ 1+4sin ¢ _ —14singp
V= cos @ ’ o = cos ¢
0 0

Jordanuv tvar matice je

1+2tan<p<%> 0 0
Jprp = 0 1+2tancp(_1£7:i:“’) 0
0 0 1

a transformaéni matice, ktera prevadi FTF na Jordantv tvar je

l—siny cose 0

1 1. 0 2 2
C= | tgine stzme g ), o7t o | e e g
0 0 1 0 0 1
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Pokud jsme nalezli Jordantv tvar FTF, provedeme odmocnéni
snadno

Vi 01
VETF =C\/JprpC~t=C| 0 VA, 0 |C71,
0 0 Vs

nejvétsim problémem bude inteligentnim zpusobem odmocnit vlastni
¢isla (tim samoziejmé nemyslime odmocninu z jednicky). Vzpome-
neme si na vyse uvedeny vztah pro rozepsdni jednicky (178) a do-
staneme

14 si +1 i 14 si
A2 = 142tan (7+ Slw) — ( Sm(p) ( +Slw> +

Cos COS ¢ Cos
. . 7
+1 +1
+ 2tangp <+ sm<p> = (—i—sm<p> ,
cos cos ¢

odkud (pfi odmocnovan{ volime vzdy znaménko plus, chceme ziskat
pozitivné definitn{ matici)

Sy = sine o 1osing

cos cos

Konetné mame tedy vV FTF ve tvaru

14si l—sinp cosy
1+s1incp —1+lsintp 0 C(:I;;P 179111 O 1 2 .
“cosp  cosg 0 0 ng 0 w _CO% 0]
0 0 1 0 0 1 0 0 1
coz déava
cos sinf 0
TR — Q : 1+si
VFTF =S=| singp % 0
0 0 1

Podle receptu pak je R = F.S™!, aneb

1 2tan¢p 0 % —sing 0 cose sinp 0
R=|10 1 0 —sing cosg 0 | = | —singcosp 0 ],
0o 0 1 0 0 1 0 0 1
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matice R a S ndm kupodivu vysly stejné jako pii ,,fyzikdlnim” po-
stupu. Zde aspon nemusime ovéfovat jejich vlastnosti (jsou dény po-
stupem). Navic jsme jesté nasli vlastni vektory a vlastn{ ¢isla matice
S, ¢ili smeéry, ve kterych dochdzi k maximalnimu resp. minimalnimu

prodlouzeni (zkraceni). *VP

18.2 Polarni rozklad singularni matice

Ukol: Ukazte, Ze i v pripadé, kdy matice A neni reguldrni, existuji
unitdarni matice U a hermitovska pozitivné semidefinitni matice B
takové, ze

A=UB (179)

Reseni: Protoze matice ATA je zajisté hermitovskd a pozitivné se-
midefinitni, mizeme stejné jako v piipadé regularni A nalézt jeji
odmocninu B. Unitarni matici U i nyni dodefinujeme tak, aby pla-
tilo A = UB, jen s tim rozdilem, Ze uz nemuzeme prosté polozit
U=AB™%

Pomuzeme si jinak. Zadame-li néjakou bazi v C", pak vSechny
zde uvedené matice definuji jisté operdtory na C". Zvolme si tedy
bézi vlastnich vektoru by operdtoru ATA a definujme operéator U
tak, Ze fekneme, jak pusobi na jednotlivé vektor)\/ béze. Je-1i vlastni
¢islo A\, nenulové, definujeme prosté U by, = Abk, tedy pravé tak,

aby bylo (179) splnéno. Potom ovSem pro kazde dva vektory by, by
pifslusné nenulovym vlastnim éislim At A plati

1 4 7 Al
SOy by - ATAb, = SoW
coz je potieba, aby U byl unitarni.

Na vlastnich vektorech odpovidajicich vlastnimu ¢islu nula bude
(179) splnéno automaticky, a proto tam U uz dodefinujeme jakkoli,
ale tak, aby byl unitarni. To provedeme tak, ze vektory U by pro
Ar > 0 doplnime na ortonormalni bazi C™, a tyto doplnéné vektory
vezmeme (v libovolném porad{) za obrazy téch by, které pifslusi

Uby - Uby =

by - by = 01,

vlastnimu ¢islu nula. Tak budeme mit zaruceno, ze U zachovava
skalarni souéin, a tedy je unitarni.
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Podobné lze dokazat, ze existuji i zbylé dva polarni rozklady uve-
dené ve skriptech [PLA] na str. 289. *TB

18.3 Nejblizsi feSeni soustavy rovnic

Ukol: Ozna¢me S(A) podprostor generovany sloupci matice A. Ne-
cht b je libovolny vektor; potom pro kazdé ieieni x rovnice AT Ax =
ATb plati, ze Ax je ortogonalni projekci vektoru b do podprostoru
S(A).

Poznamka: Méjme soustavu Ax = b s n rovnicemi a m < n
nezndmymi (A je tedy matice typu n x m). Pro libovolné x je
vidy Ax € S(A). Vyseuvedené tvrzeni iikd, ze pokud tato soustava
nemd feSeni (b nelze zapsat jako linedrni{ kombinaci sloupcu ma-
tice A, neboli Ax € S(A)), muzeme zkusit feSit alespon soustavu
AT Ax = AT b. Jeji feeni x pak mé tu vlastnost, ze

| Ax— bl = min [[Ax - b,
X' €R™

tedy chyba, které se dopoustime, je minimalni mozna. Ortogondlni
projekce vektoru v na podprostor W je totiz ten vektor z W, ktery
je ,,nejblize” k v (viz piiklad 6.3).

Reseni: Vektor y je ortogondini projekei vektoru b do podprostoru
S(A) préavé tehdy, kdyz je vektor b — y kolmy ke vSem vektortum
prostoru S(A), tj. plati (y — b|Az) = 0 pro vsechny vektory z €
R™. Necht tedy y = Ax, kde x je vektor ze zaddn{ piikladu. Potom
(Ax — b|Az) = (AT Ax— ATb|z) = (0|2) = 0, a tedy Ax je vskutku
ortogonalni projekei vektoru b do podprostoru S(A). *DK

18.4 Linearni regrese potieti jinak

Ukol: Naleznéte ,,co nejlepsi” reseni soustavy

) oy [
: (Z> I I
Ty 1 f(zn)
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kde jsou xy, . .., x, po dvojicich rizn4 ¢isla (pro jednoduchost berme
vSe v redlnych éislech) a f(xg), ..., f(x,) libovolng redlnd ¢isla. Roz-
myslete si, jak muze byt vhodné definovat ,,co nejlepsi” feseni sou-
stavy; nechte se inspirovat prikladem 5.7, ktery se zabyva linearni
regresi metodou nejmensich ¢tvercu.

Reseni: Zavedeme oznaceni, ve kterém mé pravé uvedend soustava
tvar Ac = f. Pokud nemédme neobvyklé §tésti a rovnice nejsou az na
dvé (resp. jednu) linedrné zdvislé, pak soustava nemd feSeni. Jinak:
pravé strana nelezi v sloupcovém prostoru matice A. Misto neexis-
tujictho feseni budeme hledat feseni rovnice Ac = f1, kde f' znaci
projekci pravé strany do sloupcového prostoru matice A. Protoze se
jedn4 o kolmou projekei, musi platit f— f+ 1 S(A), kde S(A) znaéi
sloupcovy prostor matice A. Uvedenou podminku kolmosti zapiSeme
v feci matic jako AT (f— f1) = 0. Pak lze psit

Ac = f+
AT Ac = ATF+
ATAc = ATY. (180)

Misto puvodniho problému Ac = fbudeme tedy fesit (180), viz také
piiklad 18.3. V nasem piipadé je matice AT A invertibilni (viz vztah
181), a proto

c=(ATA)TATF.

Matice na pravé strané, A~ = (ATA)_1 AT se definuje jako pseu-
doinverze matice A, a lze ji tedy chapat jako urc¢itou ,,ndhradu”
inverzni matice tam, kde A~! neexistuje, konkrétné pro obdélnikové
matice m X n, m < n, plné hodnosti, tedy m (to je tehdy, kdyz
je matice AT A regularn{). V pifpadé m = n splyva pseudoinverze
s obvyklou inverzi (ovéite).

Pseudoinverzi nebudeme v nasem piipadé explicitné pocitat, po-
uze vycislime vyrazy na obou strandch rovnice (180):

z1 1 2. Lt 2, i
AT A — (3510 1'11 $1n> o _ 1:nO i=0 (181)
Sa; n+1
x, 1 i=0
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ATf— (%0 Z1 " Tn f(@1) Z f@i)z
B 1 1 --- 1

f(xn) =0

Rovnice (180) pro nezndmé a,b je tedy

n

g:oxf Mo (Z) _ g:of(xi)xi

i=0
Xn: z; n+1 Xn: f(zs)
i=0

=0

coz je stejna soustava jako v tloze 5.7. Objevili jsme tedy alternativni
formulaci problému aproximace metodou nejmensich ¢tvercu.
*VP
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19 Poklady ukryté v tenzorech

V této kapitole budeme oproti ostatnim kapitoldm dbét na rozdil
mezi dolnimi a hornimi indexy. Slozky vektorti maji indexy nahote, a
pokud potfebujeme ¢islovat vektory (napiiklad vektory néjaké baze),
piseme indexy dole. U forem je to presné naopak.
vektory: ey, ..., e,, v= (v}, ..., 0o")T
formy: @', ..., ¢", b= (p1,...,0n)

Automaticky budeme pouzivat Einsteinovu konvenci, tedy s¢itani
pres dva stejné indexy. Pritom ale musi byt jeden index dole a druhy
nahore.

Pokud chépeme horni index jako ¢islo fadku a dolni index jako
¢islo sloupce, lze chapat naptiklad A;- B] = C! jako obvyklé nasobeni
matic AB (v tomto pofadi).

19.1 Jak muze vypadat tenzor typu (2,1)

Ukol: Méjme dva pevné zadané vektory a = (1,2)7, b= (—1,1)7.
Uvazujme tenzor typu (2,1) na R?

T(v,u,¢) = (a- v)p(u) + 2¢(v)(b- u).
a) Urcete slozky tenzoru T vzhledem ke kanonické bazi.

b) Naleznéte dudlni bazi k N = {(1,1)T,(2,—1)T} a urcete slozky
tenzoru T vzhledem k témto bdzim.

¢) Je tenzor T symetricky?

Reseni: Oznac¢me kanonickou bézi K = {e;, &2} = {(1,0)7,(0,1)7}
a bazi k nf dudlni K’ = {€*,€?} = {(1,0),(0,1)}. Pojem “slozky
tenzoru” vychdazi z nasledujici ivahy: zapisme vektory v, v a formu ¢
pomocf slozek jako > vie;, Y ule;, > prp€* a nechme na né piisobit
tenzor T'. Diky linearité pak plati

T(v,u, ) = Z T(ei, ej, €F)v'ul gy, .

4,5,k
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Pokud je tedy zaddna konkrétni baze (napiiklad K), vektory (formy)
popisujeme pomoci soufadnic v této bazi (v bézi k ni dudlni) a nds
zajim4, jak ptisobf tenzor T, stacf pro to znat ¢isla T'(e;, e;, €F) = Tl’;
(toto je definice TZ;) Témto cislum se fké slozky tenzoru.

Spocitat je pro kanonickou bézi jisté nebude problém (s vyhodou
uzivame €l(ey) = €?(e1) =0, €'(e1) = €%(e2) = 1). Napitklad

Tl = T(e1,e2,€") = (a- e1)e! (e2) +2¢ (e1)(b- &) =0+2-1 =2,

T? =T(e, e1,€?%) = (a-e)€?(e1)+2€? (&) (b-e1) = 04+2-(—1) = —2.

Vsech osm slozek 1ze prehledné zapsat jako

ko T111T112_—12 ko 20
m=(rh22)=(T%1) ®=(231)

Ad b) Slozky tenzoru T v bdzi N = {fi,} muzeme spocitat
stejné jako pro kanonickou bazi s tim, Ze misto e; a €* dosazujeme f;
a f"". Diky jednoduchému tvaru tenzoru T' dokonce dudlni bazi neni
ani zapotiebi pocitat (pro zdjemce N’ = {3(1,2),1(1,-1)}), staci
jen pouzivat f"*(f;) = ¢}. Timto postupem nadm vyjde

k(36 (00
mie(0) ()

Stejny vysledek lze ale ziskat i jinak: podle pravidel o transformaci
slozek tenzoru pii zméné baze. Zopakujme si piislusnou vétu. Je-li
E matice prechodu od K k N (pozor'® | srovnejte napi. s pifkladem
4.9), tedy E(e1,e)? = (fi, )T, pak se slozky vektoru v transfor-
muji o' = [(ET)1)'v" (tedy sloupcovy vektor slozek v nésobime
zleva (ET)~! — u matice, ktera stoji v souéinu vlevo séitdme pies
sloupcovy index, tedy index dole) a slozky formy ¢ podle vztahu
or = (ET)X, ¢, (Fddkovy vektor slozek ndsobfme zprava ET).

U obecného tenzoru T je potieba transformovat kaZdy horni
index i pomoci > [(ET)™')i'T" a kazdy dolni index k pomoci
YW (BET)E, T . Pro nas tenzor to tedy bude

k/ . . _ ’
T'% 5 = TEET) L (ETYLIET)

1007de pouzivame jinou konvenci p¥i definici matice piechodu: ¢asto se matici
prechodu nazyva matice ET.
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Pokud budeme chtit T’ f’,j, opét zapisovat jako matice 2 x 2 a T 1’;
vkladat ve stejném formétu, bude se hodit vztah rozepsat

kl . _ !’ ; _ ’
T'yy = THEDNE ) IED) T + THEDTED,(ET) L,
k/ . _ ’ o _ ’
T’y = T ED (BT (ED) T +T(ED3ED)LIET) T,
neboli pomoci matic (77 je matice se slozkami le])

Ty = (B") T MET(ET)) + (ET) T RET(ET)} =

(D)6 -65)
Ty = (BT) T BT (BT + (BT) " BT (BT =
S BIeHIGnE
s ) (286 ) =0 5)-

Ad ¢) Tenzor T rozhodné symetricky neni. Ve slozkéch to znamena,
ze (v jakékoliv bézi) existuji indexy i,7j,k takové, ze Tilj» # Tk
(napiiklad T3 # T%). V feéi vektor to znamend, ze existuje v,
u, o tak, ze T(v, u, ) # T(u, v, p). Kdyz uz jsme odhalili nesymetrii
ve slozkach, nabizi se ndm pifmo volba v= ey, u= e, ¢ = 2.
Symetrie tenzoru znamend, ze lze zaménit dva dolni nebo dva
horn{ indexy, symetrie typu 77 = T4 nezkouméame. *KV

19.2 Jednoduchy tenzor typu (0,2)

Ukol: Méjme zadané dva vektory u = (ut,u?,u3), v = (v o2 v3).
Naleznéte slozky tenzoruT = u® sym, v (Symetricky tenzorovy soucin)
vzhledem ke kanonické bdzi. T je tedy tenzor typu (0,2) definovany
predpisem

T: o9 € R = p(u)(v) + p(V)y(u).
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Dokazte, ze T je symetricky, a ovéite, ze T% = T,
Dale zvolte u = (1,2,3), v= (1,—1,0) a naleznéte slozky tenzoru
T vzhledem k bdzi R3

fl:(lvlal)a f2:(0a152)7 fBZ(OaOal)-

Mus{ i v obecné badzi pro slozky T platit T* = T'"%? Pozndmka:
nezapomerite, ze se do T dosazuji formy a ne vektory.

Reseni: Tenzor ma slozky

2ulo! wlv? + 2ol wled + udo!
7Y = | w?v! + ule? 2u?v? w?v® + udv?
wdol + ulv? wdv? + u?ed 2udv?

Slozky v nekanonické bazi vypocitdme bud dosazovanim forem
z dudlni baze f' = (1,0,0), f* = (=1,1,0), f* = (1,-2,1), nebo
pomoci transformaé¢nich vztahu:

Kl ij ij ij
T =T9AFAL = AFTY AL = AFTYI[AT]) =

1 00 21 3 1 -11 2 -13
=|1-1120 1 -4 -3 01 -2]=(-1-43],
1 -21 3 -3 0 00 1 3 30

tedy T" = AT AT; do f4dki matice A jsme psali vyse uvedené slozky
duélni béze (proc?). *xKV

19.3 Tenzor setrvacnosti

Ukol: Tenzor setrvaénosti J télesa v klasické mechanice Ize chapat
jako tenzor typu (1,1) na R3.

Budiz w vektor tihlové rychlosti a ¢pn forma, ktera prirazuje vek-
toru x velikost jeho (kolmého) priumétu do sméru n (ndsobenou
délkou n). Tenzor J pak pracuje ndsledovné (pokud dosazujeme
formu s jednotkovym vektorem n): J(w, pn) je velikost priumétu mo-
mentu hybnosti uvazovaného télesa do sméru n, je-li jeho uhlova
rychlost w.

Pro jediny hmotny bod (o hmotnosti m) v bodé (pevném) r =

(r',72,73) m4 tenzor setrvacnosti tvar

J(w,on) = on[m(w x r) xr].
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1. Vysvétlete, proc Ize libovolny tenzor typu (1,1) naR"™ ztotoznit
s linearnim zobrazenim R™ — R™.

2. Urcete slozky tenzoru J v kanonické bazi K. Poznamka: pro
téleso slozené z vice hmotnych bodu je celkovy tenzor se-
trvacnosti roven sou¢tu tenzoru odpovidajicich jednotlivym
bodiim.

3. Naleznéte slozky tenzoru J vzhledem k bdzi B = {(1,1,1),
(0,1,1),(0,0,1)}.

Reseni: 1. Tenzor T typu (1,1), tedy funkci T'(x, @), x € R™, o €
(R™)* 1ze ztotoznit s linedrnim zobrazenim T : R™ — R™:

T(x)=T(x,e')er + ... +T(x,€")e,,

kde {e;} je libovolnd bdze R™ a {e'} baze k ni dudlni. Je-li zaddn
tenzor T, je toto zobrazeni jednozna¢né definovano; zname-li naopak
zobrazeni T, 1ze slozky T', neboli T'(e;, €'), zjistit tak, ze vektor T(e;)
rozlozime do baze {e'}.

Vidime tedy, ze Tj lze chapat jako matici, kterd zobrazuje R™ do
R™.
2.,3. V kanonické bézi (indexy vektoru r pisme pro piehlednost ne-
systematicky dolu)

77”% — 7’% 179 r1Ts3
J = rirg =12 =713 rors ,
r17Ts3 r2T3 —7‘% — 7‘%

v bizi B je J' = E-LJE, tedy

13— 13
rire -+ 1173 T2 + 1173 173
—r% + 7’% r% — r§ + 7rors3
"2|'T2'I"3Q— 173 —rire — 173 T2Ts —Tr3 !
REREE —7“% + 7‘32, —r% — 7‘% — ToT3

+T17’3 — T1re

kde F je matice, kterou kdyz nésobime sloupcovy vektor slozek x
vuci bazi B, dé4 vektor slozek x v kanonické bazi.
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100 1 00
E=(110], El=l-110
111 0 —11

*KV

19.4 Tenzory ve specialni relativité

Ukol: Ve specialni relativité pracujeme s Ctyrvektory, které kon-
struujeme tak, ze k tfirozmérnému vektoru pridame c¢asovou slozku
(v ruznych konvencich zdpisu ji prifazujeme bud index 0 nebo 4).
Tak napf. ¢tyivektor soufadnice je x# = (ct,x) = (ct,z!, 2% 23).
Spousténi indexti provadime pomoci Minkowského metrického ten-
zoru'®t 1, jehoz slozky jsou 0, pokud pu # v, ddle —1 pro p =
v = 0 a konecné 1 pro p = v = 1,2,3. Analogicky zved&ni in-
dexu zprostredkuje tenzor n*¥, pro néjz plati n**n,, = 6. Vektor
x# a prislusny kovektor x, = x*7,, se tedy lis{ pouze znaménkem
u ¢asové slozky. CtyrFvektorem pak rozumime objekt, jehoz slozky
se pii Lorentzové transformaci s matici A¥, transformuji stejné jeko
slozky ¢tyrvektoru polohy x*.

a) Najdéte podminku, jakou musi spliiovat matice A¥, jestlize
vite, Ze prostorocasovy interval X:f’zl(dyci)2 — c2dt? je inva-
riantni vi¢i Lorentzové transformaci.

b) Ukazte, ze slozky ¢tyigradientu 8, = 0/9z" = (£9/0t,0/0x",
0/0x2%,0/0x3) se transformuji (jak jinak) kontragredientné.

¢) Elektromagnetické pole ve vakuu charakterizujeme skaldrnim
a vektorovym potencidlem ¢ a A, které jsou s nim svazany
vztahy E = — grad ¢ —JA/0t a B =rot A. V relativité jsou oba
potencialy slozkami ¢tyrpotencidlu

A — (f,A).

Cc

101yolime tzv. ,,prostorupodobnou” konvenci pro metriku — + ++, také na-
zyvanou ,,metrikou vychodniho pobfezi USA”, kterd je oblibena mezi experty
na obecnou relativitu; Einstein puvodné psal ¢as jako ryze imaginarni veli¢inu,
diky ¢emuz fakticky uzival metriku 4+ + ++. Opacné, ,,casupodobné” konvenci
pro metriku + — —— , ze zdpadniho pobfezi USA” davaji pfednost Casticovi
fyzici. Teorie strun sjednocuje kvantovou teorii pole s obecnou relativitou, a
tomu odpovidé i mira schizofrenie v konvencich strunovych teoretiku.
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Pripomente si vinové rovnice

1 82 K 1=
A*C—Qw A = —HoJ" (182)

kde po je permeabilita vakua (neplést se sc¢itacim indexem!)
a j* = (pc,j) jsou slozky ctyiproudu (p je ndbojovd hus-
tota v daném bode, j je hustota proudu). Co znamend rovnice
0, A* =07

d) Pomoci ¢tyrpotencidlu definujeme antisymetricky tenzor

F = 0,4, —0,A,. (183)

Jak vypadaji slozky tohoto tenzoru? Dokazte, Ze pro tenzor
F,,, plati rovnice
0, F*" = pojt, (184)

O\Fuy + 0uFux +0,Fy\, = 0. (185)
Co znamenaji tyto rovnice?

e) Energetické pomeéry v elektromagnetickém poli se popisuji ten-
zorem energie a hybnosti, jenz definujeme opét po slozkach jako

1 1
THY — % (naﬁpuupw _ anFaBFaﬁ> .

Zakony zachovani energie a hybnosti pak muzeme zapsat v jed-
notném tvaru

9, TH = —FHej,. (186)

Dokazte tyto zdkony pomoci rovnic (184) a (185). Ve vyrazu
stojicim na pravé strané (186) snad poznéte Lorentzovu ¢tyr-
silu. Ukazte také, Ze tenzor energie a hybnosti ma nulovou
stopu.

Reseni: a) Prostorocasovy interval je, jak jste si jisté v8imli, roven
dzt day, = 1y, det dz¥. Z pozadavku jeho invariance viici Lorentzové
transformaci dostaneme

N da da” = UQBA? ALZ dz* dx”,

L
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a odtud
naﬁA%Ag = Nuv -
Tato rovnost neni nic jiného nez slozkovy zépis rovnosti ATI_A =

I_ z prikladu 10.3, kde také najdete nékteré dalsi vlastnosti prvki
Lorenztovy grupy.

b) Oznatme Z* = A¥z" transformovanou soufadnici. Jak se trans-
formuji slozky gradientu skalarni funkce f, zjistime, pokud umime
derivovat slozenou funkei (pro zkraceni piseme 9, = 0/0z").

~ 7 ~
Ouf =00t 5 = DN,

tedy gradient se transformuje inverzni a transponovanou matici
(srovnej s TH = AR xV), tj. kontragredientné. Gradient je proto tenzor
typu (1,0) a sprdvné tedy jeho slozkdm piSeme index dole.

¢) Piimo z definice étyfpotencidlu dostaneme

1 0y

2 ot’

coz je znama Lorentzova kalibra¢ni podminka, diky niz vypadaji vl-
nové rovnice (182) tak hezky, jak vypadaji. Jisté vdm totiz neu-
niklo, ze Ctyfpotencial svou definici neni uréen jednoznacné — lze
k nému napf. pric¢ist ¢tyfgradient libovolné skaldrni funkce, aniz by
se zménila pole E a B (ovéite):

0=0,A" = divA+

10f of of of
[y VIR, VIl Sy VR et A s S
A At =4 +< c@t’@xl’ﬁxw@x?’)'

d) Prostorové slozky tenzoru elektromagnetického pole F,, jsou
(indexy od 1 do 3 budeme znac¢it malymi latinskymi pismeny)
F; = 5ijkBk, jsou tedy rovny slozkdm magnetické indukce. Zbyvajici
nenulové slozky (tenzor je antisymetricky!) jsou Fyg = E;/c. Tenzor
tedy nese informaci o elektrické i magnetické slozce pole. Pro vétsi
nézornost muzeme tenzor zapsat jako matici

0 —1iB —1E, —1E;s
lEl 0 B3 _B2
ig, -By 0 B
{By B, -B 0

F, =
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ale musime si byt védomi toho, Ze tento zapis neni spravny: do matice
lze zapsat pouze slozky tenzoru typu (1,1), F,, ma dva sloupcové
indexy. Mohli bychom samoziejmé vypsat F}' = F,,n%, ale to by
nevynikla tak pékné antisymetrie F),, = —F,,.
Dokazme rovnice (184) a (185). Prvni z nich dostaneme piimocaie

B, FM = §,0M A — 8,8 A" = gt

Prvni ¢len je totiz nulovy diky Lorentzové kalibraci 9,AY = 0 a
druhy jsme upravili pomoc{ vlnové rovnice. Kone¢né rovnost (185) je
trividlnim dusledkem zdmeénnosti parcidlnich derivaci, sta¢i dosadit
(183).

Kdyz se podivdme pozorné, uvédomime si, Ze rovnice (184) a
(185) nejsou ni¢im jinym nez relativisticky invariantnim zdpisem
Mazwellovijch rovnic. Rovnice (184) v sobé pro u = 0, resp. pu =
1,2, 3 zahrnuje vztahy

1 OE
div E = é, resp. rot B= pgj+ 250
a pokud v (185) zvolime indexy A = 1, p = 2, v = 3, resp. A = 0,
w,v € {1,2,3}, u # v, dostaneme

oB
divB=0, resp. rotE= 5

e) Nejprve vsechny ¢leny v T#¥ derivujeme jako sou¢in a pomuzeme
si vztahem 6“Fa5F°‘3 = 2Fa58/‘F"‘5

1
100, T = 10 F*P 0, F** + 1os F10, FVP — 5F,maﬂzmﬁ. (187)

V druhém élenu pozndvime —pugEF'H® j, (antisymetrie tenzoru F*¥ a
rovnice (184)). Prvn{ ¢len upravime pomoci definice tenzoru F*”.

Nap Y20, F'® = nosF¥8 (9,0" A* — 9,0% AM) =
= F¥9 (9,01 Ag — 0,03AM) = F*P9,00 A,

druhy ¢len je totiz nulovy — jde o soucin antisymetrického ten-
zoru F¥P se symetrickym 0, 05. Konetné tiet{ ¢len v (187) upravime
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stejnym zpusobem (a ve druhém ¢lenu preznacime séitaci indexy)
1 1
- §Fa56"F“'B = —5Fas (019~ AP — 919P A™) =

1 1
=3 wg0" 0" AP + EFﬁaa“aaAﬂ = Fop0"9" A

Pohledem na takto upraveny prvni a tfeti ¢len rovnice (187) zjistime,
Ze jejich soucet je nula (aby to bylo skute¢né vidét, je jenom potieba
opét prejmenovat s¢itaci indexy a uzit antisymetrie Fog + Fjgo = 0).
Zaver tedy je

0,TH = —FF%j,, (188)

coz bylo dokazat. Budete-li patrat po tom, jak vypadaji slozky ten-
zoru energie a hybnosti, zjistite, Ze slozkou T je hustota energie
elektromagmetického pole w = %(SOEQ + ﬁBz), slozky T% obsahuji
hustotu toku energie (Poyntinguv vektor, viz nize) délenou rychlosti
svétla a ostatni slozky jsou prosté tiirozmérnou analogii celého ten-
zoru TH¥, tedy slozky klasického tenzoru hustoty toku hybnosti elek-
tromagnetického pole!?? TW = —T% = —gqB*EJ — ﬁBiBj + 09 w:

Z rovnice (188) dostaneme pro p = 0 zdkon zachovani energie ve

tvaru 19 1 ]

~0Y L S divS = 9T + 9;T% = —~E-j,

cdt ¢ c
kde S = l%oE x B je Poyntinguv vektor, ktery chapeme jako tok
energie pole v daném bodé. Pro p = 1,2, 3 ziskdme zdkon zachovani
hybnosti

1 05;
2 Ot
Stopu 17" spocitame jednoduse tak, Ze tenzor piendsobime 7),,:
muzeme si bud'to vzit piimo definici pomoci F a pouzit n,,n*" = 4,

— ;T = 9yT™ — 9,7 = —(0E+ j x B).

1028lozky klasického tenzoru znagifme T,
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nebo poscitat THY tak, jak jsme je pravé vyjadrili pomoci E a B a
nezapomenout zapocitat T s minusem. Stopa klasického tenzoru
TY je tim padem rovna —T90 = —w. *TB
19.5 O Levi—Civitové tenzoru

Ukol: Dokazte nésledujici tvrzenf pro Levi-Civitiiv tenzor €

0i1 Gim Oin
€ijkElmn = det (Sj (5j 5j
Okt Okm Okn
€ijk€imk = 0i10jm — Oimdj (189)

Eijk€ljk = 204
€ijkEijk = 6

0 = €ijkEimk + €jikEimk + ElikEjmk
€ijkOlm = Emjk0il + Emkidji + Emijon

V piikladu se pouzivd Einsteinova sumacni konvence. Cinfme zde
vyjimku v ramci této kapitoly a vSechny indexy piSeme dolu, neboli
ztotozniujeme a’ s a;. To miizeme udélat, pokud s vektory pracujeme
pouze v ortonormalnich bazich. VSechny indexy mohou nabyvat hod-
not jedna az tri.

Reseni: Nejprve si pfipomeneme definici Levi-Civitova tenzoru. €ijk
je rovno +1 pokud je ijk sudd permutace trojice 123, tzn. €193 =
€312 = €231 = +1, je rovno —1 pokud je 7jk lichd permutace trojice
123, tzn. €130 = €213 = €321 = —1 a je rovno nule pokud se aspon
dva indexy shoduji, napf. €133 = 0.

Zakladem nasich 1ivah bude toto pozorovani:

511’ 61]’ 51k
Eijk = det 527; (52]' 521@ 5 (190)
532’ 533’ 531@

skutecné, pokud jsou dva indexy stejné, tak je determinant nulovy
(dva stejné sloupce), pokud je ijk sudd permutace trojice 123, tak
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se jednd o determinant matice

100
010 |,
001

ve které byla provedena sudd permutace sloupci!®® (tedy takova,

ktera nemeén{ znaménko determinantu). Obdobné pokud je ijk lichd
permutace trojice 123, pak permutace zméni znaménko determi-
nantu vyse uvedené matice na —1.

Na zéakladé této definice si miizete rozmyslet, ze €;;;, jsou skutecné
slozky tenzoru typu (3,0) vzhledem ke kanonické bézi. Tento tenzor
je totdlné antisymetricky ve vsech tfech argumentech (to je zfetelné
vidét na jeho slozkéch) a pusobi tak, ze tfem vektoram a, b, ¢ (a nula
formém) prifadi ¢islo V' = €;ja,bj¢, = a-(bxc), neboli (orientovany)
objem rovnobéznosténu definovaného témito vektory. Totdlnd antisy-
metrie je zfejma i jinak: odpovida zménam znamének determinantu
pii zdmeéné libovolngch dvou sloupcu v (190).

Jak se ur¢i takovy objem (tedy hodnota tenzoru), pokud jsou vek-
tory a, b, ¢ zadané pomocf slozek v jiné (Edrkované) bazi? Spocitd se
opét e;;,a;bcy,, éimz vyjde (orientovany) objem v jednotkach objemu
rovnobéznosténu definovaného novymi bézovymi vektory (oznacme
objem tohoto rovnobéznosténu K; nasledujici ivahy provedeme i pro
neortonormdlni baze, kde muze byt K # 1). Spravny vysledek je tedy
V= Keijkagb;cjc.

Podivejme se, jak se budou transformovat slozky . Zména baze
(od pivodn{ k ¢drkované) necht je popsédna matici pfechodu A; kon-
travariantni slozky tenzoru se pak budou transformovat pomoci A;;.
Dosazenim do definice (190) vyjde

Ali’ Alj’ Alk’
d’j’k/ = EijkAii/Ajj’Akk’ = det Agi/ Agj/ Agk/
ASi’ ASj’ ASk’

Stejné jako v kanonické bézi je i €, 'k nula, pokud jsou dva indexy
stejné (dva stejné sloupce v determinantu) a spravné méni znaménko
pii zamériovéni indexu (prohazujf se sloupce v determinantu). Pokud

103Kazdou permutaci mizeme rozlozit na transpozice. Tém tady odpovidd pro-
hozeni dvou sloupct, které, jak vime, méni znaménko determinantu.
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jsou vSechny indexy ruzné, je hodnota €, j/k 8% na znaménko rovna
det A:
Eg’j’k' =det A 5ijk6ii/6jj/6kk/

Pritom ale vime, ze determinant A je pravé objem rovnobéznosténu
definovaného bazovymi vektory ¢arkované baze. Diky tomu plati

/ AR N, AN}
V= Ei/j/k/ai/bjlck/ = KEijk;aibjCk s

slozky € maji spravné transformacni vlastnosti, a jsou tedy slozkami
tenzoru.

Misto pravé provedenych ivah o tom, jak se transformuji sloz-
ky tenzoru udavajictho objem rovnobéznosténu, se moznéd nékteii
Ctendfi spokoji s intuitivnim tvrzenim, ze objem (v jednotkéch ob-
jemu jednotkové krychle) je veli¢ina nezévisld na volbé baze. My jsme
nyni ukézali, Zze slozky tohoto tenzoru jsou stejné (e;;) ve viech
pravotocivych béazich, jejichz vektory definuji rovnobéznostén jed-
notkového objemu (tedy takovych, ze det A = 1). V ostatnich bézich
jsou slozky det Aeji.

Nyn{ se muzeme pustit do odvozovdn{ vzorcu ze zaddn{ (vse
piseme déle opét pouze pro ortonormaln{ béze). Predevsim

014 015 O1k 011 O1m O1n
€ijk€lmn = det | d2; O2j d2x | det | Oz d2m J2n |,
d3; 035 O3k 031 63m O3n

pouzijeme vétu o determinantu soucinu a pro prvni matici také
det A = det AT. S vyuzitim 5ij6ik = 51]‘511@ + 62j52k + 53J‘63k = (Sjk

(neboli. . = zapsaného ve slozkéch) dostaneme
it Oim Oin

€ijk€lmn = det (5j (Sj (5]' 5
Okt Okm Okn

¢imz jsme dokéazali prvni tvrzeni. Toto je mimochodem tenzor typu

(6,0), ktery jsme dostali tenzorovym soucinem € se sebou samym.
Abychom dostali dalsi pozadované vzorce, sta¢i jen vhodné

zit'%* tenzor €ijkElmn, jehoZ vyjaddieni jsme pravé nalezli. Mame

1048pravné by se tzeni provedlo aijkalmnG’k", zde ale klademe GF7 = §kn,
neboli ztotoziiujeme prostor s jeho dudlem (viz piiklad 13.2).
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proto (pro prehlednost vyslovné piSeme sumaci pies opakujici se in-
dex)

3 0it Oim Ok
€ijkElmk = Zdet 051 Ojm Ojk | =
k=1 Okt Okm Okk
3
6'l (sm 62’[ (S'Lm 6il 6zm
_ S | Q9L O | 5. +46 —
; " O 5km’ | o1 6km‘ Mo o ‘
5jl (;jm 6il 51m 6il 5zm
= - +3 =
0it Oim 051 Ojm dj1 0;
5jl 6]_ ‘ - 57,l5]m 5zm5jl
Pouzili jsme i, = Tr. = 3 a ziskali jsme dalsi pékny tenzor typu

(4,0). K odvozeni dalsiho vzorce staéi 0zit tento tenzor
031055 — 045651 = 305 — 65 = 204,
a konec¢né
€ijkEijk = 20; =6,

¢imz jsme ziskali postupné tenzor typu (2,0) a (0,0), neboli skaldr
(¢islo, které se neméni pii zméné baze).

Jacobiho identitu'®®, kterd ¢ini z prostoru R? se séitanim a ko-
mutdtorem [a, b] = a x b Lieovu algebru,

0 = €ijkEimk + EjikEimk + ElikEjmik 5

dokazeme tak, ze kazdy c¢len tohoto sou¢inu rozepiSeme pomoci

vzorce (189).
Konecéné posledni tvrzeni dostaneme pomoci neddvno odvozené-
ho vzorecku 26, = e;j1e18:

Eijk(slm = Eijk (%Elnogmno) = % (Eijkglno) Emmno -

05gx (bxo)+bx(cxa+cx(axb)y=0
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Dosadime za €;;x€ino podle prvniho z odvozenych vzorcu (deter-
minant)

1
5 (6il5jn6ko + 5i05jl5kn + 5in5j06kl_
_5in5jl5ko - 5i05jn5k:l - 5i16j06kn) Emno =

1
=3 (0it€mjk + 0j1€mki + Oki€mij — O0ji€mik — Oki€myji — 0il€mk;)

a nakonec si uvédomime, ze diky €5 = —¢€41;
5ijk:5lm = 6'mjk5il + gnbkiajl + Emijékl .

*VP

19.6 Symetrické a antisymetrické tenzory
Ukol: Meéjme vektorovy prostor V dimenze n.

1. Urcete, jaka je dimenze prostoru Sy, vSech totdlné symetrickych
tenzoru typu (0, k) nad V.

2. Urcete, jaka je dimenze prostoru Ay, vsech totalné antisymet-
rickych tenzort typu (0,k) nad V. Je soucet dimenzi Ay a Sk
roven dimenzi prostoru vsech tenzori typu (0, k) nad V'?

3. Najdéte priklad symetrického a priklad antisymetrického ten-
zoru typu (0,2) nad R2.

Reseni: 1. Pro pohodli zavedeme symetrizovany tenzorovy soucin:
pro dva vektory jako v®@4 w = v® w+ w® v (misto ® se také

pouzivd ©), pro vice vektorti%

k
®+Vid:fsz(1)®--~®vn(k),
i=1 ™

kde s¢itdme pres vSechny permutace mnoziny {1,...,k}. Symetrizo-
vany tenzorovy sou¢in vektoru vi,..., v dostoji svému jménu a je
skuteéneé (totdlneé) symetrickym tenzorem typu (0, k). Vyzkousime to

106 Ngkdy byva v definici jesté faktor 1/k!.
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na piikladé T' = v®4 w: tento tenzor lze chapat jako zobrazeni, které
(nula vektortum a) dvéma formam ¢, ¢ piitadi bilinedrnim zpusobem
cislo:

T(p,v) = (V)1 (W) + p(wW)p(v) .

Nikdo jisté nepochybuje o tom, zZe ¢isla T'(p, 1) a T(v,¢) jsou pro
libovolné dvé formy stejna: tenzor T je tedy symetricky.

Budiz nyni {ej,...,e,} bdze V. Libovolny symetricky tenzor
typu (0, k) pak lze zapsat jako linedrni kombinaci tenzoru typu

TI+:®+ei, kde I = {iy,...,ix}, 1<iy <...<ip<n,
el

bézové tenzory jsou tedy indexoviny skupinami'®” I, k prvka této
skupiny piedstavuje pravé k dolnich indexti. Tenzory T, jejichz
skupiny I by obsahovaly stejné ¢isla a lisily by se jen jejich poradim
jsou ziejmé totozné.

Dimenze Sy, je tedy rovna pravé poctu vsech k—prvkovych skupin
I, které je mozno vybrat z prvka {1,...,n} bez ohledu na poradi
s tim, ze se prvky mohou opakovat. Abychom nezapocitali nékteré
vybéry, které se lisi jen poradim prvku, vicekrat, je vhodné prvky
sefadit naptiklad podle velikosti, tedy 1 < i1 < ... <1 <n.

Pocet vybéru (kombinaci s opakovdnim) muzeme zjistit napiiklad
touto uvahou: predstavme si n + k — 1 policek v fadé. Na kazdém
policku muze byt bud kifzek (téch méme k) nebo piepazka (téch je
n — 1). Zaéneme na prvnim policku a spocitdme kiizky v tadé az
po prvni prepdzku. Toto ¢islo (muze to byt i nula, je-li na prvnim
policku prepédzka) znamend, kolikrdt mame do naseho vybéru I vzit
jednicku. Pocet kiizku mezi prvni a druhou pfepdzkou znamena,
kolik médme vzit dvojek, a podobné az po kifzky mezi (n — 1)-ni
prepazkou a koncem tady, které urcuji, kolikrat bude ve vybéru ¢islo
n. Kazdému vybéru takto odpovidd pravé jedno rozmisténi kiizku a

prepézek'©®, a téchto rozmisténi je pravée
n+k—1
dim S, = ( + ) .
n—1

107Pojem skupina uzivdme proto, abychom zdtraznili, Ze se zde mohou narozdil
od mnozin prvky opakovat.
1086 jsou permutace s opakovanim na mnoziné viech piepazek a kifzk.
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2. Analogicky predchozimu bodu definujeme antisymetrizovany
tenzorovy soucin. Pro dva vektory to bude vR_w=vQw—-—w® v

(¢asto se pouzivé také oznaceni v A w), pro vice vektori!??

k
®_ v; 4 ZZHT( Va(1) @ - & V(g -
i=1 ™

7 této definice plyne, ze pokud se mezi nasobenymi vektory v sou¢inu
T vyskytnou dva stejné vektory, musi byt T = —T, a tedy T =
0 (uvedeny souéin je antikomutativni). Pokud takto ndsobime dvé
stejné mnoziny vektoru a pouze zménime jejich poradi, musime tedy
dostat totéz, pripadné totéz az na znaménko.

Béazi v Ay tvoii pro k < n tenzory

T, =@ e, kde I = {i1,...,ix}, 1<iy <...<ip<n
el

a takovych tenzoru existuje prosté (Z) Pro k > n se musi nutné

v uvedeném soucinu dva vektory opakovat, sou¢in je tudiz nula a

vidime, ze Ay obsahuje v takovém piipadé pouze nulovy tenzor.
Béze prostoru wvsech tenzoru typu (0, k) je tvofena souciny

e, kde I = {iy,... ix}, i1,...,ix € {1,...,n},

iel
v mnoziné I tedy v tomto pfipadé zalezi na poradi. Dimenze to-
hoto prostoru je tudiz n*, coz je pro n > 1 a k > 2 vzdy vice nez
dim Si + dim A. Duvod je ten, ze zatimco obecny tenzor typu (0, 2)
lze vzdy napsat ve tvaru ,,néjaky symetricky plus néjaky antisymet-
ricky tenzor”

[T(0, ) + T, @) + 3 [T, )~ T, )] £
T (6,0) + T,

DN | =

T(p,9) =

mezi tenzory typu (0,k), k > 2 existuji napiiklad tenzory symet-
rické jen v prvnich dvou indexech (a nikoliv jen tenzory totélné

1091 zde byva nékdy v definici jesté faktor 1/k!.
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symetrické). Pro obecné k se ruzné typy symetrie tenzoru klasifi-
kuji pomoci Youngovych schémat; ta samoziejmé velmi tizce souvisi
se strukturou symetrickych grup, neboli grup vsech permutaci k—
prvkové mnoziny.

3. Odpovédi na tyto dvé otazky jiz vlastné mame. Symetricky ten-
zor je napiiklad e; ® 1 ¢ e2® €9 +2€1 ® €3 + 2e2 ® €1 (prostor Sy mé
dimenzi 3). Antisymetricky tenzor existuje jediny (az na ndsobek),
atoe Qe —eRer. *KV

19.7 Tenzorové souciny operatoru

Ukol: Necht {e;}, resp. {f;} je bdze vektorového prostoru V, resp.
W a necht A, resp. B je linedrni operdtor na V, resp. W. Potom na

V&@W definujeme tenzorovy soucin téchto operatoru jeho ptisobenim
na jednotlivé vektory bdze (A ® B)(& ® f;) = (Ae;) ® (Bfy).

a) Dokazte, Ze plati

~ ~

T(A® B)=TrA-TrB. (191)

b) Z libovolného operédtoru C naV®W lze tzenim pres indexy
pusobici na prostoru W dostat operdtor na V. Takovouto rest-
rikci budeme znacit Trw C, nebot se jedna o jakousi ¢astecnou
stopu. Ukazte na prikladu, Ze tato ¢asteéna stopa neni obecné
invariantni vici cyklické zaméné, tj. neplati

Trw(CD) = Tryw(DC) (192)
pro jakékoliv operdtory C , DnaVaew.

c) Predved'te, 7e Je -1i Jeden z operatori C’ D specialniho tvaru,
napi. D= v®d (d je operdtor na W), potom uz (192) plati.

Reseni: a) Maticové elementy C’,?l obecného operatoru C na VoW
vzhledem k bézi {e; ® f;} definujeme pomoci

a(e;c ®f)=(® G)O,Z )
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ProC = A® B je C,Zfl = A};Blj (oveite) a
T(A® B)=(A®B)J = AIBl =Tr A-Tr B.
¢,b) Plati (CD)}, = C¥ Djt a déle stejné jako v a):
(TrW(CD))] (CD)% = Ci*k D3k = C53dl, = Cikdl,,

a naopak
(Tew(DO)) . = DifCyt = BldfCif = di O = O

Zaroven je vidét, Ze obecné nemusf byt C’”CD;;C = Cst D obavldste

nazorné to je, pokud C = CV ® C’W, D = DV ® DW V takovém
pripadé je totiz

TI‘W CD = Trw(CVDv) (Cwa) avﬁv Tr(awﬁw)
TI‘W DC DVCV TI‘(CWDw)

a tyto operatory V — V jsou totozné pouze v piipadé, ze [CV, DV]

0. Chapeme tedy jiz, pro¢ jsme byli ispésni v piipadé D= v ® d.
*TB

19.8 Rozlozitelné antisymetrické tenzory a vek-
torovy soucin

Ukol: Vnéjsi algebrou A(V) vektorového prostoru V nazyvame di-
rektni soucet

AV)=ROANV) @ ... A (V),

kde''® A¥(V) je prostor totalné antisymetrickych tenzort typu (0, k)
7z ®K_V an je dimenze V.

Jejich prvky vytvarime z vektoru V pomoci antisymetrizovaného
tenzorového soucinu (viz také priklad 19.6)

Vl/\.../\vk:Zanvﬂ(l)@)...@vﬂ(k) GAk(V),

™

HOR si lze piedstavit jako ,,VO0”.
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napriklad vi A vo = vi ® vo — vo ® vq. Plati tedy vA w = —wA v
a pokud se v soucinu vyskytnou dva stejné vektory, je soucin diky
antisymetrii roven nule.

Rozlozitelnost antisymetrického tenzoru t definujeme jako exis-
tenci vektora vy, ..., v, € V takovych, zet = vy A\- - -Avg. Pripomerite
si jesté definici anulatoru:

An(t) ={ve V|vAt=0}.

a) Na rozcviceni dokazte, ze pokud vektory vi,...,vy jsou li-
nearné nezavislé, potom

An(vi A Avg) =L (v, Vi) -

b) Ozna¢me n dimenzi prostoru V. Pro kazdy nenulovy tenzor
t € AM(V) (k < n) plati, Ze t je rozlozitelny, pravé kdyz
dim An(t) = k.

¢) Vsechny tenzory z AY(V) jsou trividlné rozloZitelné. Dokazte,
Ze také kazdy tenzor z A" (V) je rozlozitelny.

d) Na V zaved'te skaldrni soucin a ukazte, Ze Ize prostory A'(V)
a A"~1(V) ztotoznit. V piipadé n = 3 najdéte objekt podobny
vektorovému soucinu vektoru vy, vo, ktery bude nezavisly na
volbé baze ve V.

Reseni: Na tdvod dva piiklady. Tenzor e; ®ey+2ea® ey je rozloZitelny,
nebot je roven (e; +2e3) ® es, tenzor e; ® 3+ e; @ €1 je nerozloZitelny
(tyto tenzory samoziejmé nejsou antisymetrické).

a) Zirejmé kazdy vektor z linedrniho obalu vektoru vy, ..., vy lezl
v pfislusném anulatoru:

(vl/\--~/\vk)/\2mivi:in(vl/\---/\vk)/\vi,
i i

v8echny sc¢itance jsou nulové (souciny obsahuji vzdy dva stejné
vektory). K dukazu opacné implikace si vzpomeneme na vétu ze
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skript [PLA] na strané 315, kterd iikd, ze pro kazdou k-tici vektori

Vi,..., Vg v = eja’;, pricemz {ej}7_, je baze na V, plati'!!

v1/\--~/\VkszetAQewl/\"‘/\eww (193)
Q

kde A zna&f k x k matici vzniklou z matice A = {al}/=]"7

vybérem fadkld s indexy w; < --- < wj a s¢ita se pfes vSechny
uspofddané vybéry Q. Ted vidime, Ze kdyZ vezmeme né&jaky vektor
ve An(vi A+ A vg) anapiSeme vy A...Avg Av(coz ma vyjit nula),
ve tvaru (193), musi na pravé strané stét trivialni linedrni kombi-
nace. Tedy determinant véech (k -+ 1) x (k + 1) matic A% je nulovy,
a tedy se hodnost matice A se po pridani vektoru v nezvétsila, ¢ili
vektor v musi byt linedrni kombinaci vektoru vy, ..., vg. Linedrni
nezavislost byla v predpokladech proto, aby pfed pfidanim vektoru
v méla matice A plnou hodnost k.

Tvrzeni, které jsme pravé dokazali lze jinak formulovat i tak, ze
anulator tenzoru vy A- - - A vg tvoii praveé vSechny vektory vy,1, které
s puvodnimi k vektory vytvoif (k+ 1)-rozmérny rovnobéznostén nu-
lového objemu.

b) Je-li ¢ rozlozitelny, plyne dim An(t) = k z bodu a). Naopak
vezméme né&jakou bézi vy, ..., v, prostoru An(t) a doplime ji vek-
tory Vg41,...,Vv, na bazi celého prostoru V. Vyuzijeme toho, ze
tenzory v,, A --- A Vv,,, kde posloupnost w; < -+ < wj nechdme
probihat vSechny usporadané k-prvkové podmnoziny mnoziny in-
dexti {1,...,n}, tvoif bazi prostoru A¥(V). V této bézi zapiseme
tenzor t symbolicky jako

t= Y agto, (194)

|Q)|=k

kde tg = Vi, A+ AV, aQ = {w1,...,wr}. Vime, ze v; je v anuldtoru,
tedy t Av; = (Doganta) Av; =0. Cleny na levé strané, které v tq
obsahuji v;, jsou po vynasobeni v; nulové, zustavaji tedy pouze ¢leny
s i ¢ Q. Jestlize jsou tyto prvky bazovymi prvky v A*(V), pak jsou

11Veta nenf slozitd. Vyzkousejte si ji na piipadé Vi A Vo, Vi 2 € R3. Napiste
si vp jako (v1)1e1 + (V1)262 + (V1)3637 podobné to udélejte s Vo a pak uz jen
néasobte.
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ta A v; bazovymi prvky A*T1(V). Na levé strané je tedy linearni
kombinace prvku baze, kterd ma byt rovna nule. Proto vSechny agq,
i ¢ ) musi byt nula a naopak, ma-li byt ag # 0, musi byt vSechna
1,...,k v Q, a tedy zbyva pouze jediné nenulové aq, a to pro 2 =

a,....k}.

¢) Bud ¢ nenulovy tenzor z A~V (V). Uvazme zobrazen tA : V —
A™(V), piifazujici vektoru v € V tenzor ¢ A v. Pro toto zobrazenf je
evidentné dim Im(tA) = 1 (dim A™(V) = 1, viz piiklad 19.6), tudiz

dimKer (tA) = dim An(t) =n —1

a tvrzen{ plyne z bodu b).

Vidime tedy, ze chceme-li najit néjaky nerozlozitelny antisy-
metricky tenzor, musime hledat ve vnéjsi algebie prostoru dimenze
alespoii 4 (najdéte naptiklad rozklad e; A ez + e2 A e3 € A2(R?)).
Piikladem budiz tfeba kombinace e; A e + e3 A g4 prvku bédze pro-
storu R*. Z tohoto piikladu uz snadno vytvoiite nerozlozitelny tenzor
z A*(R™) pro kazdé n >4 a k € {2,3,...,n — 2} (zkuste si to!).

d) Méjme tedy pro jednoduchost ddn na V skaldrni souéin a
zvolme libovolnou ortonormélni bézi {e;}”_; ve V. Libovolny tenzor
a € A" 1(V) nejprve rozlozime, a déle z jednorozmérného prostoru
vektort kolmych na viechny slozky a (¢ili podle bodu a) kolmych na
An(a)) vybereme ten vektor b, pro ktery jea Ab=1e; A... A ep,.

Pokud v pifpadé n = 3 bude a = v A vy, pak vektor b/|b|? vyjde
roven vektorovému souc¢inu vi X v,. VSimnéte si, ze zatimco vyraz

vi A vo vibec nezévisi na volbé béze {e; ?:1, vektor b/|b|? zméni
znaménko, pokud napiiklad zaménime e; a ey (zména levotocivé
na pravotocivou bdzi ¢ naopak); pro ortogonélni pravotoc¢ivé baze
ovSem bude vychézet stale stejné. Proto fikame, ze vektorovy soucin
je antisymetricky tenzor druhého fadu, ktery lze ztotoznit s axidlnim
vektorem (¢i také pseudovektorem), neboli vektorem, ktery pfi zrcad-
leni baze zméni orientaci. *TB
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20 Neékolik dalsich priklada

20.1 Nasobeni blokovych matic; vypocet inverze
blokové matice

Méjme blokovou matici tvaru

AlB
X=|0|D
00

: (195)

o= Q

kde A,D,F jsou ¢tvercové matice (ne nutné stejného rozméru)
a B,C,E obdélnikové matice pfislusného rozméru. Symboly 0
oznaCujme matice (ruznych rozméru) obsahujici pouze samé nuly.
Chceme zde upozornit, ze inverzni matici X ~! pocitdme v zdsadeé
stejnym postupem, jako kdyby A, B, ..., F byla pouha ¢isla! Me-
todu Ize zobecnit i na vétsi pocet blokt.

Véta. Plati vztah

alblc
Xt =lold|e], (196)
0[0[f

kdea = A, d=D""', f=F 1, b=—-A"'Bd, e = -D'Ef
a konecné ¢ dostaneme feSenim rovnice

Ac+Be+Cf=0. (197)

Dikaz. Staci si uvédomit, jak vypada soucin dvou blokovych
matic, tzn. ze vysledek vypada stejné, jako kdyby A, B,...,a,b,...
byla ¢isla a ne matice (vhodného rozmeéru).

Ovérte podrobné, jak vypadd soucin dvou blokovych matic
(s bloky odpovidajicich rozméru)!

20.2 Gaussovské integraly v R" — zakladni
vypocty

Jde o nejzékladnéjsi a nejjednodussi dlohu vicerozmérné integrace.

Méjme funkci f na R™, pro jednoduchost vSude nenulovou, tedy
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tvaru f(z) = e 9@, Jednodussi funkci nez kvadraticko-linedrni ne-
vymyslime. (Pouze linedrn{ funkce g(z) by nedédvala integrabilitu na
celém R™!)

Necht tedy je g kvadraticks forma

glx) = Zaijxixj = (Az, ), (198)

kde symbol (-, -) oznacuje obvykly skaldrni sou¢in na R™ a A je pozi-
tivné definitni redlnd matice (aby f(z) byla integrovatelnd). Pipad
komplexnich matic A je téz velmi dulezity, zatim jej ale odlozime na
pozdéji. Nagim prvnim cilem bude tedy spocitat

/ e~ (Az) qg, (199)

Zatneme piipadem n = 1. Pfipomenme nejprve znamy vypocet
pomoci véty o substituci, pouzitim polarnich soufadnic a Fubiniho
véty.

o) 2 27 poo
(/ e dx) = / eV dx dy = / / e rdr dp =
—0 R? 0o Jo

(200)
tedy / e dx = /7. (201)

— 00

1

Obecnéji, pomoci véty o substituci mame

2 1 2
/e_‘“” dz = %/e_y dy = \/g. (202)

Zkusme si po¢inat analogicky i ve vicerozmérném piipadé! Nej-
prve ovSem piipomenme, co to je odmocnina (pozitivné definitni)
symetrické matice A.

Napisme spektralni rozklad A

A=Q7'DQ, Q'=QT, (203)

kde @ je né&jakd ortogondlni matice a D je diagondlni (s kladnymi
prvky na diagondle, pokud A je pozitivné definitn{). Polozme

B=Q 'VDQ=Q"VDQ (204)
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(je jasné, co to je odmocnina z diagonélni matice, a druhy tvar uka-
zuje, ze B je téz symetrickd matice), pak je skuteéné

B? = Q'VDQQ'VDQ = A. (205)

A pokraCujeme nyni presné jako v jednorozmérném piipadé, pou-
zitim véty o substituci a vztahu det A = (det B)?, odiivodnéte po-
drobnéji vSechny kroky

1
—(Az,z) 90 — —(Bz,Bx) 40 — - q 206
/n e T /n e T= o5 /Rn e y  (206)

(nebof Jacobian substituce Bx = y je det B), déle

1

1 2 wn

Wy qy = X Yidyy .. dy, =4/
det B Rne 4 Vdet A ne 4 4 de‘(cA)
207

podle jednorozmérného vysledku nahote a Fubiniovy véty.

Jednodussi funkci nez f(z) = e 9 (s kvadratickou, popf.
linedrné kvadratickou fukei g) skuteéné nevymyslime. Jsou ale
i néjaké dalsi funkce, které bychom takto uméli integrovat? Co tak-
hle tieba tzv. korela¢ni koeficienty gaussovské miry, dané hustotou
vuci Lebesgueové mife na R”

dp(z) = e*<Axﬁw>,/% dz, (208)
ﬂ-n

/n x;x; dp(z)? (209)

Zde vede rychle k cili nasledujici ,,trik”: Uvazme, ze pro kazdé
pevné iy # jo lze soucin x;,x;, chapat jako
1 0

—— (A 21
5 G (A0, (210)

tedy vyrazy typu

kde vyraz (Az,z) je chdpan jako funkce ,,parametru” a;; matice A.
(Koeficient % je tu proto, Ze pracujeme se symetrickou matici). Tedy

/det A Az
/IR ig T, dp(r) = T /xioxjoe (Ae2) dg =
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[det A1
= € - a (Axvx)ef(Aajﬁv) dx —
T 2 R™ 8ai0j0
_ 1 /detA / _ 0 <€_(Aw’$)) de —
2 T n aaiojo
7] 1

Vdet A L 9 geta (211)

4 <5aiojo (vdetA)>  2det A dajy,
V pripadé obecné nesymetrické matice a fixované usporadané dvo-

jice ig, jo je hned vidét, ¢emu je roven vyraz 3(1‘?, det A, resp.
2030
ﬁﬁ det A. Je to (jo,i0)-ty minor matice A, resp. (jo,io)-ty

prvek matice C = A~!! Obdobny vysledek dostdvdme ale i pro nas
piipad — symetrickou matici A a neusporadanou dvojici {ig, jo} in-
dexu. Je jenom tieba pozorné prohlédnout koeficienty vyrazu tvaru,
omezme se zatim na piipad ig # jo,

0
oa; Qigjo Z H Gim(3) » (212)
20J0 7r:7r(i0)=J_'() i#£i0

w(§o)#io

resp.

0
O (aiojo)2 Z H Qi (i) » (213)
i0Jo

mm(io)=do i¢{io,jo}
7(j0)=tg

a uvédomit si definici determinantu. Vzhledem k symetrii matice
A se pro dané i, j rozpadaji sCitance v definici determinantu na tii
typy: ty, které neobsahuji ani a;; ani aj;, ty, jez ho obsahujf linedrné
(tedy obsahujf a,; a neobsahuji aj; ¢i naopak) a ty, které je obsahuji
kvadraticky (tedy jak a;;, tak a;;). Prvné jmenované pii derivaci
vypadnou, (212) je linedrni a (212) kvadraticky ¢len.

Vyjde v piipadé ig # jo

det A =2det A ¢ ;- 214
aaiojo © © Ciodo ( )

Spocetli jsme tedy celkové — plati jak pro ig # jo, tak pro ig = jo
(pfipad ig = jo proberte sami jako cviceni a modifikujte piislusné
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mezivysledky)
1
/ LigLjo du(x) = 561'0]'07 (215)

kde C = A~1. Uz vidime, pro¢ C se nazyvé korelacni matici miry p.

20.3 Integrily polynomu a exponencidly (vy-
tvorujici funkce) vaci gaussovské mire

Jde o integraly typu (vyraz Y &x; piSeme nize té7 ve tvaru (z,£))

det A

-1
62 &y du(fL’) _ ( 4 ) eZ §imip—(Az,z) dz, (216)
R R~

resp.

—1
m; _ " m; —(Az,z
/I_IxZ du(z) = < detA) /sz e~Ae®) g (217)

Mnohé integraly druhého typu pocitat metodou per partes
(urcité je to mozné pro jednorozmérnou miru p, jinak to asi bude

VVVVVV

podivame na prvni z téchto integralu. Nejprve provedeme potiebné
pomocné dpravy pro linedrné kvadraticky vyraz v exponentu (,,do-
plnénim na étverec”, opét oznacéime B = v/A a vyuZijeme symetrie
B)
(A.I‘,I‘) - (5,1‘) = (BI‘,B[E) - (Bilngx) =
1 1 1
= (Be— B¢, Br— 2B - 1(BT¢, BT (218)

Tedy méame, s pouzitim substituce Bx — %B’lg =y

1 1 —1 —1
(&@)=(Az,z) Q0 — 1(BTEBTE) o~ (wy) g 219
/ L6 T qeB )€ ¢ y, (219

¢ili celkove

Pe) = /e@,z) du(z) = eAATI66 Z (3(CEO (990)
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Vsimnéme si, ze vyraz v exponentu je pozitivni. Chceme-li
spocitat Fourierovu transformaci miry p s ryze imaginarnim expo-
nentem

(e) = [ €6 auo). (221)

nabizi se napsat primo vysledek, kde n = ¢ (i je imagindrn{ jednotka,
nikoliv index!)
ﬂ(g) = ei(CWl) — e*i(Cg,E). (222)
Pozor, vyraz (x,y) zde stile znamend ), xryx, i kdyz pracujeme
s imaginarnimi veli¢inami!
Pro¢ to tak muzeme napsat? Funkce

a@:/J“mmm (223)

Fy(€) = en(C68) = e1 X ki (224)

jsou totozné pro realné hodnoty &, jak jsme pravé ukézali. Tyto
funkce jsou viak zfejmé holomorfni funkce''? proménnych &.
Tedy, podle ,,zndmé véty” o jednoznacnosti holomorfni funkce
(zformulujte tuto vétu a preneste ji indukef na piipad funkce vice
proménnych) musi byt funkce Fy a Fy totozné pro vsechny, i kom-
plexni, hodnoty proménnych ¢* € C! Takze musf platit vztah

/ G dpy(z) = e~ H(CEE), (225)

A nynf{ pfistupme k vypoétu, pro jakoukoliv n-tici indexa {m;, i =
1,...,n}, integrédlu (i je tady vSude index — pouzivdme zase jen

realné veliciny &;)
/chzm dp(z). (226)
i=1

Podivejme se na rozvoj funkce e(é%):

e(60) — (T _ 5 ﬁ(z &xi) , (227)

N=0

H2Holomorfn{ funkce F(£1,...,&,) vice proménnych definujeme prosté tak, ze
vyzadujeme holomorfnost ve zbyvajici proménné pro jakoukoliv fixovanou hod-
notu ostatnich proménnych.
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Cleny na pravé stané rozepiseme podle multinomické formule

SIGIEREE NN H@ff!)ni_

; n
{ni} i
Sin;=N

(228)

Ozna¢me M = mq + - - -+ my,, v pfedchozim vztahu nas tedy zajima
hlavné (my,. .., m,)-ty prvek rozvoje élenu (3 & ;)M . Je tedy, po-
dle (227) a (228),

e =T (i (5;6')"> ’ (229)

[ ’I’LiZO
/6(5’ ) dp(z) = Z H i Ha:l du(z). (230)
{ni} i i
Budeme se tedy na integrdl [[], " du(z) divat jako na koeficient
u clenu [J, %1, rozvoje (v proménnych ;) funkce

F(©) = [ e duo) (231)

Poznamenejme, ze nds zajimaji sudé hodnoty stupné M = Y7 | m;;
pro liché M je vyse uvedeny integral ocividné roven nule (Ovérte
to!).

Shriime dosavadni pozorovani. Piseme

F(§) = /e(fv@ dp(z) = Hgm, /Ha:m dp(a) +...  (232)

m
Naopak je, jak jiz vime,
F(§) = /6(5@) du(z) = e X ciali&, (233)

Rozlozme tuto funkci do nekoneéné rady: Piseme
e%(C&E) _ ei > cij€i&i —

f) (1)’“ (Ceutdy)' _ 1 (e ® (234)

4 k! oM M

k=0
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kde tecky obsahuji dalsi, pro nas jiz ted nezajimavé ¢leny. Roznd-
sobime zdvorky na pravé strané (234) a dostaneme vzorec

(Za’j&&j)%fz H 2¢4; H angmz (235)

(77}66‘ {i,i}eqG i=1

kde sumujeme pies vSechny usporadané %—tice mnoziny G dvojic
indexu {i,j} takové, ze celkovy pocet ,zeber” {i,j} (zebra {i,i}
se pocitaji dvakrat) obsahujicich dany index i je roven &islu m;.
Dvojnédsobek poctu vsech ,,zeber” G je tedy roven &fslu >, m; =
M.

Abychom si ndzornéji predstavili, pfes jakou mnozinu G dvo-
jic {i,j} vlastné s¢itdme, predstavme si kazdou dvojici {i,j} t¥eba
jako natazenou gumicku mezi uzly ¢ a j. Rozstfihnutim té gumicky
uprostied dostaneme dva ,,prsty”, jeden upevnény v uzlu ¢ a druhy
v uzlu j. Viz obrdzek nakresleny nize, kde gumicky jsou jiz takto
rozstiihany na dvé ¢asti a mame tedy nakonec systém ,,ruk”, kde
i-t4 ruka ma m; ,,prstu”. Ty prsty jsou zatim neuspoiddany, nize je
ale bude tcelné usporadat.

Shrime dosazeny vysledek. Srovnanim odpovidajicich élentu roz-
voju (232) a (234) méme vzorec

/H:Umz dp(z (1M)| Hmi! Z ca, (236)

=1 GeG({mi})

kde G({m;}) je mnozina viech uspofddanych & -tic G popsanych

nahofe, a
co = H (2¢i5)™ H e, (237)
{4, J}EG {i,i}eG

i#]

kde ¢;; je pfislusny maticovy element (z korela¢ni matice C') a m;;
oznacuje ndsobnost (multiplicitu) paru {4, j}, tzn. pocet jeho pouziti
v uspofddané mnoziné G. Nékteré gumicky jsou tedy vlastné svazky
gumicek, a bereme v tvahu i gumicky typu ,,smycka”, tedy pary
{3,4}. I ony mohou mit multiplicitu vétsi nez jedna.

Vzorec (236) se stane piehlednéjsim, pfepiSseme-li ho nyni pro
neusporadana parovani. Pfi vhodné interpretaci navic ,,zmizi” vSech-
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ny faktoridly v (236) (a navic se sjednoti piispévky 2c;;, resp ci;,
v (237)).

Ozna¢fme symbolem P({m;}) mnozinu neuspoiddanych & -tic
paru typu {i,j} takovych, ze pocet vyskytu indexu ¢ je dan &isly
m;. Tato mnozina se rozpadd na sjednoceni

P({m:}) = |J PUmi}, {mi;}) (238)
{mi; }

mnozin neuspotradanych %—tic s predepsanymi multiplicitami
zeber {m;;}. Kolika zpusoby lze uspofddat zvoleny prvek P €

Rt »
[Ty i
ruznymi zpusoby. TakZze méme vzorec, vyplyvajici z (236),

/1_[:6Z du(z) = T w27 Z cp, (240)
i b} PeP({m.))

Np

kde cp je déno formuli (237). Predstavme si nyni, Ze kazdou
,,gumicku” ze systému P rozstfihneme uprostied. Vznikne systém
n ,,ruk”, kde i-ta ruka ma m; ,,prsta”.

m mp mMp
Obrazek 19: Piiklad parovani rucicek

Ptedstavme si naopak, ze prsty téchto roztazenych ruk budeme
parovat a tim vytvaret ruzné %—tice P.

Plat{ nyni, ze kazdé neuspoiadané parovani (uspoiddanych m,-tic
prstu ruk) takto vytvorfme celkem

1, m:! (241)
[iiyep 2mimat [Ty mj!
? i
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krat. Vyjasnime jmenovatel tohoto vyrazu. Pokud m;; = 0 am;; <1,
je vysledek [], m;! jasny, kazdéd n-tice permutaci prstu ruk vytvari
ruznou realizaci téhoz neusporadaného péarovani P. Oznacujme
radéji tyto realizace symbolem R (misto P).

V piipadé m;; > 1 je tieba si ddle uvédomit, ze po provedeni
jakékoliv permutace uvnitt svazku ,,gumicek” {i, j} zustava realizace
R stejna. To vysvétluje piftomnost faktoridld m,;! ve jmenovateli
vzorce nahofe.

V piipadé multiplicit smycek {i,7} je piislusnd kombinatorika
jesté ponékud jind. Zatimco konce vSech paru {i,j} jsou apriori
,,odliseny”, u paru {i,i} tomu tak neni, a transpozice koncovych
bodu ,,gumicek” ze svazku {i,i} dévaji onen dodateény faktor 2
— ktery ovSem chybi pro i # j.

A méme findlni vzorec (v8imnéte si, jak ,,zmizel” faktor 2LM a téz
faktor 2 u €lent ¢;;, ¢ # j), je to tzv. Wickiv vzorec:

JHemauw = 3 en (242)

RER({m:})

kde
cr=[] ¢}” (243)
{3}
a s¢itd se pfes vSechny mozné realizace R parovani usporddanych
my-tic prsta v obrazku nahofe.
Samostatny pifklad bude vénovan zobecnénim této formule pro
piipad, kdy misto ¢lenu [[, z7*" bereme rtuzné souciny ortogonalizo-
vanych polynomi (v prostoru LI?(p)).

20.4 Exponenciala mocninné rady a rozvoj loga-
ritmu

Uvedeme zde jedno tvrzeni (kombinatoricko-analytického charak-
teru) pro mocninné fady. M4 vyznam pro studium pojmu expo-
nencidly a logaritmu matice. Pracujeme zde obecnéji v jakékoliv al-
gebre, kde vyrazy jako Y %, >~ a™ a vSechny uvazované fady
typu > anz™, ¢ Y b,x™ maji smysl pro dostatecné malé = (= pro
kazdé x, pokud je prondsobime dostate¢né malym koeficientem).
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Cisté kombinatoricky ditkaz rozvoje log(l + z) je uveden
v prikladé p. Vybirala. Jistéze je neestetické pridavat analytické
uvahy tam, kde bychom chtéli (a kde existuje) ¢isté kombinatoricky
dukaz. Uvidime vsak, Zze i malé mnozstvi analyzy dukaz velmi
zpiehledni. Vyhybame se zde ovSem ¢isté analytickym tvaham jako
vyuziti znalosti Taylorova rozvoje log(1l + x) pro redlnd x.

Véta. Necht plati

3 a,z" = exp 3 bz™ | ; ao = 1. (244)
S =oe | S|

Potom je mezi koeficienty a,, a b,, vztah

n
anpn = Z by MGy — - (245)
m=1
Specialné, volime-li a,, = 1, je b, = #, a tedy plati

—Zm = exp [Z n] (246)

n=0

neboli

oo
—log(1 — z) :Z% (247)

Dikaz. Zminény rudiment analyzy (bez kterého obejit se by bylo
skuteéné nepohodlné) je tvrzeni

d

aegw = ¢'(z)e?@. (248)
Pokud chzipeme 43 a2 jako Y a,na™ ! a definujeme-li e” =
S o 7, déle 69(””) dosazenim fady pro g(z) do exponentu e*, lze

tvrzeni (248) dokdzat i ¢isté kombinatoricky. Provedte! Potfebujeme
k tomu ovSem dalsi ,,zfejmé” tvrzeni, totiz, ze

((g(@)™) = n(g(x))" " (). (249)
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Takze nyni{ mame pro > oo an2™ = €9, g(z) = 307 bpa™,
vztah

o0 o0

_ oo m _
E apnrTl = eXm=10m® g mbyx™ =
n=1 m=1

o0 o0
= Z anx" Z mby, ™ (250)
n=0 m=1
a pronasobenim fad na pravé strané skutecné dostaneme hledany

vztah
anpn = Z arlb;. (251)
k,l: k+l=n

20.5 Priblizné vypocty velkych mocnin matic

Spoctéte s dostateéné velkou piesnosti 4990 pro matici

111
2 3 6

— 111

A=|111 (252)
111
6 3 2

Reseni. Jde o stochastickou matici, jeji nejvétsf vlastni &islo je
tedy 1. Dalsi vlastni ¢isla jsou, jak snadno zjistime, 0 a % Tedy
matice A je podobnd matici D

1
A =CBC™ Y, kde B= {0
0

0
0], c'=cT (253)
0

Qwi= O

a kde sloupce ortogonalni matice C' jsou tvoreny vlastnimi vektory

prislusicimi vlastnim ¢islum 1, %, 0. Poznamenejme, ze vlastni vektor

pifslusici vlastnimu éislu 1 mé slozky (1/v/3,1/v/3,1/1/3).
Vsimnéme si, ze plati ptiblizny vztah

A0 — o pl00Oe—l = ocBCo~! = CBCT, (254)
B 100
000
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. faiq 1000
s presnosti fddové na hodnotu (%) !

Dosazenim do (254) dostaneme

L272

1 101 1
BT _ f‘?? Lo V3B _
CBC" =| 5" 000 707 07 =
L9279 000 707 07
v 111
_ (11
i1
333
tedy, s presnosti radové (%)1000
111
A0 = %%% (256)
333

20.6 Nasobeni blokovych matic typu 2 x 2
a) Spoctéte M™, kde matice M rozméru 2 x 2 je tvaru (8 g) .

ABY .
0oc)*
blokovéd matice rozmeéru (m + n) x (m +n) a bloky A, B, C
a 0 maji postupné rozméry m x m, m xn, nxn an xm;0
oznacuje matici, jejiz vSechny prvky jsou rovny nule.

b) Reste analogickou tlohu pro piipad, kdy M =

ReSeni. a)  Spoctenim nékolika prvnich mocnin neni tézké na-
hlédnout, ze bude platit

an— (@b e et acn 4 ) 257)
“\0 o .
Dokazme to matematickou indukei. Vskutku,
M7L+1 _ M”M _
_[a” b(a”*1+a"*2c+...+acn72+cnf1) a b
S\ 0 c" 0 c
an—i—l b (an—l + an—QC ot CLCn_2 + Cn_l) e+ Clnb
- 0 1 =
an+1ban+.“+cn
- ( 0 ( 1 ) q.e.d. (258)
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b) V piipade, ze A, B, C a 0 jsou blokové matice, ovéfime snadno,

ze

A? AB+ BC

M? = ( 0 c2 , (259)
A® A?B + ABC + BC?

M? = ( 0 o . (260)

Oduvodnéte podrobnéji, pro¢ je soucin dvou blokovych matic

<g g) a (gg) (261)

odpovidajicich rozméru roven matici

AE+ BG AF + BH \, (262)
CE+DG CF+DH )

Podrobné jako v pifpade a) nyni dokdZeme matematickou in-
dukci, ze

n n—1 n—2 n—1 n
Mn_<fé A" 1B+ A BC+C” + ABC" ' + BC ) (263)

(pozor na porad{ matic!) coz v piipadé, ze matice A, B, C' vzdjemné
komutuji a pokud je (C' — A) reguldrni matice, lze napsat prehlednéji

ve tvaru .
M"_(% B(C—A)Cn(C -4 )> (264)

20.7 Cyklické vektory operatora

Dokazte, ze operator f : V — V ma cyklicky vektor praveé tehdy,
kdyz pro kazdy prvek jeho spektra existuje pravé jedna Jordanova
burika.

Véta. Cyklickym vektorem nazyvame takovy vektor v € V, ze
vektory v, f(v),..., f* 1 (v), kde n je dimV, tvoif bazi V. Jde tedy
o takovy vektor, pro ktery jsou jesté i vektory v, f(v),..., f* (v)
linedrné nezavislé. (Vektory v, f(v),...,f™(v) jiz linedrné nezdvislé
byt nemohou!)
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Dikaz. Snazsi je dukaz implikace =. Existuji-li totiz pro néjaky
prvek A spektra f dva Jordanovy bloky, uvazujme nasledovné.

Vzhledem k L(z, f(z),.. ) = L(z, (f — )\)(z), .. ) muzeme
predpokladat, ze plati A = 0. Jsou-li potom v a w pocateéni vektory
prislusnych dvou Jordanovych fetézcu (v, (f —A)(v),..., (f=A)"(v))
a(w, (f=X)(w),..., (f=A)™(w)) a oznaéime-li symboly {zx} zbylé
vektory Jordanovy béaze, tak je snadné nahlédnout, ze v linedrnim
obalu vektori z, f(2), f2(2),..., kde

m

2= ai(f =N+ Y Bi(f =N (w)+ > ez (265)
=0 k

Jj=0

nemohou byt vSechny vektory zminénych dvou fetézcii nahote!
Oznaéme N = max(n + 1,m + 1). Pak (f — \)%(z) € L(zx) pro
i > N, a pokud je dimenze L(z) rovna M, pak je uz {z, (f —
A (2),. ., (f = M)NFTM2Y linedrné zavisld mnozina. Ale N + M =
max(n+1,m+1)+dimL(z;) <n+1+m+1+dimL(z) = dimV,
takze {z, (f —A)(2),...} nemuze byt bazi V a tedy ani {z, f(2),...}.

Dukaz se sestdvd ze dvou kroku, pricemz ten druhy krok bude
nize vydélen jako samostatny piiklad.

Pro kazdé X € o(f) (spektrum f) oznaéme symbolem vy
pocétecni vektor piislusného Jordanova fetézce vy, (f — AJ)vy, ...,
(f — AJ)™ vy, kde my oznacuje ndsobnost \. Pak mizeme kazdy
vektor v € V rozlozit do tvaru

mx—1

vo=Y ) aalf = Aoy, (266)
A k=0

Volme specialné v € V tvaru

V= (267)
A

Potom je pro libovolné m € N

Fw) =D aa(f = AT+ M) oy = (268)
A
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" (m
=> Y ( l ))\ml(f — ). (269)
A 1=0
Tedy matice B, v jejichz sloupcich jsou soufadnice n vektoru
v, f(v),..., f*71(v) viei zvolené Jordanové bazi {vy, (f — AJ)vy,
(f — AJ)2vy, ...}, md v fadku odpovidajicim vektoru (f — AJ)Fvy

prvky
k k+1 n—1\ ., _1-%
(o0 () (5 Y (P )

a je tedy tvofena pod sebe napsanymi obdélnikovymi bloky, které
jsou jakoby gaussovsky zeliminované a které odpovidaji jednot-
livym Jordanovym blokum. Nize uvidime, jak tato matice souvisi
se znamou matici Vandermondovou.

Takze volba (267) s vesmés nenulovymi vektory ay dava vzdy
bézi v, f(v),..., f"1(v) prostoru V.

Obecny piipad (0) s a;x # 0, @ > 0 pro kazdé A € o(f) zde jiz
vySetfovat podrobné nebudeme a pfenechavame jej ctenaii.

20.8 Zobecnény Vandermonduv determinant

Jde o ¢tvercovy determinant slozeny z obdélniku tvaru

1z 2 "
01 2z nx™ !
00 2 e n(n —1)z" 2 ) (271)

000 ...0k ...n(n—1)...(n—k+1)a"~F
Oznacme takovéto obdélniky — rozmeéru (k+1) x (n+1), symboly
R(z). Chceme tedy spocitat determinant

det | BW) | = det A, (272)
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kde obdélnikové matice R(z) jsou tvaru
Rlz)= | "®@) |, (273)

akde r(z) = (1,z,...,z").
Véta. Determinant takovéto matice
R(zy)
A= | B(z2) (274)

je roven det A = [T, ; (x; — ;)™ ™ T, m!, kde m; je tloustka bloku
Reseni. Nahradme k-tou derivaci k-tou diferenct:
@r(x) = AhanOD r(z), (275)

kde
k
DFr(z) = ﬁ ;0:(_1)1 (kl )r(w +1IAN). (276)

(Pfipomindme zde tento vztah n-té diference a n-té derivace. Nej-
jednoduseji se to dokdze pomoci L’'Hospitalova pravidla.) Potom je

Ra(z1)
detA = lim det Ra(w2) | (277)
kde obdélniky Ra (z) maji tvar
r(x)
Dr(x)

Ra(z) = D%*r(x) |- (278)
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Nyni pouzijeme vzorce pro vypocet ,,obycejného” Vandermon-
dova determinantu a poté spoéteme limitu A — 0. Proved'te po-
drobné, specidlné si uvédomte, jak se vzdjemné kompenzuji fak-
toridly k! (vznikajici i v limité (277) pouzitim zndmého vzorce pro
,,oby¢ejny” Vandermonduv determinant).

20.9 Vypocet odmocniny symetrické matice

Méjme zadanou néjakou symetrickou matici A, tieba
111
A=1131]. (279)
111

Hledejme (symetrickou) matici B takovou, aby B? = A.

Reseni a) Pro takto zadané ¢iselné hodnoty bude asi nejjed-
nodussi matici B uhadnout. Pokud jeji prvky budou celoc¢iselné,
mame ziejmé na vyber pouze hodnoty —1, 0, 1. PiSeme-li

a de
B=1|dbf (280)
e fc
mame
a2 +d®+ €% =1,
A+ fArdd =1,
& +b* + f* = 3. (281)

Rovnice d? + b + f?2 = 3 mé jediné celociselné feseni d = b =
f =1, tedy dile médme a = e = ¢ = 0, takze

0
B=|[1 (282)
0

— =
O = O

je hledanym fesenim.
b) Standardn{ postup by ovSem byl

a) spocitat spektrum (zde 0, 1, 4) matice A,
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3) vyjadiit A = CDC~', kde sloupce matice C jsou piislugné
vlastni vektory,

) spocitat B = C+/DC1.

Proved'te podrobné!

20.10 Pfaffian antisymetrické matice

Uvedeme zde nékteré pozoruhodné vlastnosti determinantu antisy-
metrické matice A sudého rozméru 2n.

Piipomenme definici determinantu, zapsanou v nasledujicim (na
prvni pohled méné obvyklém) tvaru

detA =] ac. (283)
m Cem

kde sumace je ptes vSechny permutace m, symbolem C' zna¢ime cyk-
lus permutace 7 tvaru (iy,4s,...,%,41) (cyklicky uspofaddna k-tice
indexu), k > 1, a ,,vdha” takovéhoto cyklu C je dédna vzorcem

k
ac = (_1)k71 H Qijijyqs (ik-i-l = 11) (284)
j=1

kde a;; jsou maticové elementy A. Vezméme (pro k > 3) cyklus C1,
inverzni k C, tzn. C~! = (ix,ir_1,...,i1,i) a uvédomme si vztah

ac—1 = ac(—1)*, (285)

ktery vyplyva z antisymetricnosti A.

Vezméme né&jaky systém ¢ vzdjemné se neprotinajicich cykla.
Necht C je dalsf cyklus o lichém poctu prvki neprotinajici zadny
cyklus z ¢. Zfejmé je potom

AU = —AuuG-1s ap, = H ac, (286)
Cep

takze v definici determinantu antisymetrické matice se muzeme ome-
zit na permutace obsahujici pouze cykly o sudém poctu prvku (trans-
pozice, ¢tverice, apod.). Ptispévky permutaci obsahujicich cyklus
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liché délky se totiz vzajemné vynuluji. (Proved’te tuto tivahu po-
drobné!)
Tvrzeni. Pro antisymetrickou matici plati

detA =>"I[ II e (287)

™ Cen (ij)eC

kde sumace je nyni pouze pres permutace neobsahujici cykly o lichém
poctu prvku. Vyraz H(ij)eC a;; (sou¢in pres ,orientovand zebra”
cyklu C) pak nezavisi na tom, zda vezmeme C, ¢ C~1.

A nyni pojdme k pojmu pdrovdni mnoziny {1,2,...,2n}. Tim
budeme rozumét rozklad P mnoziny {1,2,...,2n} na disjunktni
dvojice prvku. Kazdé parovani lze chépat jako obraz ,,kanonického”
parovani Py systému dvojic {1,2},{3,4},...,{2n—1,2n} pii vhodné
permutaci m mnoziny {1,2,...,2n}. Samoziejmé, v definici 7 je ve-
lika libovule. Lze permutovat vzniklé dvojice mezi sebou, a také
prvky uvnit dvojic. Celkem 2"n! moznosti.

Pary kanonického parovani jsou fakticky uspordadané dvojice typu
(2k — 1,2k), a prenos Py permutaci 7 dava tedy také pdrovani na
uspordadané dvojice. Zméni-li se poradi prvka uvniti dvojic, zmeéni
se odpovidajicim zpusobem i 7 a téz vyraz znw. (Jak?)

Nyni je tfeba si uvédomit, ze vyraz

n
ap = Haw(%_l)m(%)znﬂ (288)
i=1
potom nezméni svou hodnotu, slozime-li 7 s néjakou dalsi permu-
taci tak, aby vysledné (neuspoiddané) parovéani P bylo zachovéno.
(Zde opét hraje roli antisymetrie A, vyjasnéte!) Muzeme také psat
(vSechny ¢leny této sumy jsou stejné!)

1 n
AP = S Z H A (2k—1),m(2k) 20T (289)
i (Po)=P k=1

kde sumace je pres vSechny permutace m piendaSejici kanonické
parovani na P.

Vsimneme si také, ze pro parovani {2,3},{4,5},...,{2n,1} do-
staneme opacnou hodnotu ap nez pro parovani Py nahofe. Analo-
gickou tvahu muzeme udélat i uvniti kazdého cyklu majiciho sudy
pocet prvki. A muzeme zformulovat nds hlavni vysledek:
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Véta. Plati rovnost
det A = (Pf(A))?, (290)

kde Pf(A) = 3" pap. Vyraz Pf(A) se nazyva Pfaffidnem matice A.
Diukaz. Stadf si predstavit kazdy cyklus (sudé délky!) z formule

detA => ] ac (291)

© Cem

rozdélen stiidavé na dva druhy zeber {i,j} € P: ,,cernd” a ,,bila”.
Neni tézké si uvédomit, ze kazdy systém vzajemné neprotinajicich se
cyklu (o sudém poctu vrcholi) lze takto jednoznacné reprezentovat
jako dvojici pdrovani (Gerné parovani a bilé parovéni).

Jesté zbyva si uvédomit, ze mame dva zpusoby orientace kazdého
cyklu (delsiho nez 2), ale také dva ruzné jeho rozklady na systém
,,cernych” a  bilych” zeber. (Pro cykly délky 2 je to nutno formu-
lovat trochu jinak. V tomto piipadé je C~! = C. Modifikujte vyse
uvedenou tvahu podrobné pro tento piipad.)

Vyraz
Pf(A) - Pf(A) (292)
si nyni budeme predstavovat jako soucin dvou sum: ,,cerné” sumy
> pap ples véemozna ,,Cernd” parovani mnoziny {1,2,...,2n} a

analogické ,,bilé” sumy. Tim je dukaz zakoncen, vyjasnéte piislusné
kombinatorické detaily, zvlasté to, jak se nasobi znaky ptislusnych
parovani a jak to vSechno souvisi se znakem 7.

Priklad.
0 a bec
det | ¢ 0 dey (—be + cd + af)? (293)
b-d 0f
—c—e—f0

Ovéite vysledek obvyklym vypoctem.
Otazka. Co dostaneme pro piipad lichého rozméru matice A?

20.11 Populaéni model

Necht p,, resp. qn, je pravdépodobnost, Ze ve spolecnosti (bez

vees
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se zené staif n let béhem roku narodi syn, resp. dcera. Necht m,,,
resp. zn, je naopak pravdépodobnost, ze muz, resp. zena, staii n let
béhem roku zemfte. S vyjimkou obdobi tésné po vélce apod. obvykle
plati, ze p, = qn, resp. ¢, je nepatrné vétsi nez p,. Naproti tomu,
veliciny m,, a z,, zaviseji hlavné na zdravotnim stavu populace, resp.
trovni 1ékatské péce.

Ptedpokladejme pro prehlednost, ze p, =g, =0am, =z, =1
pro vechna n > 100. Necht {z,(t),yn(t); n = 0,1,...,100} je
stav populace v roce t. Veli¢iny x,,(t) a y,(t) oznacuji pocet v za-
danych jednotkéch (tfeba v miliénech), muzu a zen, které v daném
kalendarnim roce oslavi n-té narozeniny.

Otazka. Jak se bude v prubéhu let ménit vektor

{zn(t),yn(t);n=0,1,...,100} ?

Reseni. Ozna¢me symbolem

A= (%5 ) (204)

matici, jejiz bloky vypadaji nésledovné. Matice M (,,muzska” ¢ast
A, je to nilpotentni matice!) popisuje imrtnost muzu a vSechny jeji
prvky kromé prvka

Mi,i—l =1- m; (295)

jsou nulové.
Obdobné matice Z ma nenulové pouze prvky

Zi,i—l =1- 25 - (296)

Matice S (synt) md nenulové prvky pouze v prvnim fddku, jsou

roviy
S1,i=pi (297)

a podobné matice D (dcer) m4 v prvnim Fadku prvky
Diiv1=qi (298)

a jinde téz nuly. Je patrné, ze populaéni vektor {x,(t), y,(t)} bude
v nasledujicim roce t + 1 spliovat vztah

(2813) =4 (;8) : (299)
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kde
xo(t) Yo(t)
sy =| | awm=| (300)
T100(t) Y100(t)
oznacuji stav populace v roce t, x(t) jeji muzskou éést, y(t) jeji
zenskou ¢ast.
Zduraznéme jesté jednou podminku staciondrnosti matice
A, tzn. podminku setrvalosti ,,spolecenského védomi” (nikoliv
spoleéenského byti; populace bude bud’ expandovat nebo vymirat;
viz ddle). Jinak bychom nemohli napsat vztah pro jakékoliv pfirozené

z(n) n [ %(0) )
=A . 301
()= (o (o1
Nyni odkazujeme na podrobnéjsi analyzu chovani vektoru

™ = Ang, (302)

z prikladu o hledani ,,nejvétsiho” vlastniho vektoru matice.

VVVVVV

dle Frobeniovy véty je jeji nejvétsi vlastni ¢islo kladné. Oznacme
jej 1 (na pocest Malthuse). Plati potom obecny vztah (oduvodnéte

podrobnéji)
x(n)) n (w(0)> (‘/\
=C +0O|( |-
(y(n) "\ y(0) u
kde A oznacuje druhé nejvétsi (v absolutni hodnoté) vlastni ¢islo
matice A. Tedy populace vymira, ¢i expanduje v zdvislosti na tom,

zda p < 1, & p > 1. Podrobnéjsi studium (y(n) ) vede k zaveéru, ze

n) : (303)

tento populaéni vektor je nasobkem viastniho vektoru piislusejiciho
vlastnimu ¢islu p. Tedy vlastni vektory lze i experimentalné pozoro-
vat (a to plat{ nejen v populaénich modelech)!

20.12 Resolventa matice a operatoru
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Necht f: V — V je operator na (komplexnim) prostoru V a necht A
je jeho matice (v n&jaké bézi). Uvazujme operdtorhodnotovou, resp.
maticehodnotovou funkci komplexni proménné

{z = (2J = f)7'}:C— L(V,V), (304)

resp.

{z = (2J —A)"'}:C — M(n xn), (305)

kde L(V,V) je prostor operdtoru na V, resp. prostor matic
ptislusného rozméru n x n. J znamena identicky operator, resp. jed-
notkovou matici. Tuto funkci budeme v dalsim oznacovat symbolem
R(\, f), resp. R(\, A). Jde o tzv. resolventu operédtoru f, resp. matice
A.

Funkce R(\, f) je zFejmé holomorfni ve vSech bodech C vyjma
bodu spektra o( f). To se snadno ovéif pomoci tzv. resolventni rovice

(ZJ=NT"=GI-f) === ET- )Y (306)

coz je snadnd analogie (ovéite, ze viechny vyrazy komutuji!) vztahu

1 1 r—2x
— S - ) 307
o=F i1 @-hHE-D 07
7 této rovnice totiz déle plyne limitnim pfechodem
d -1 _ —2
ST =T - ) (308)
a podobné odvodime i pro vyssi derivace vztahy
d* _
Rz f) = R(=D Rz, )7 (309)

Ke zkoumdni chovani R(z, f) v okoli spektra o(f) pouZijeme
zékladni vétu teorie Jordanova tvaru matice, totiz rozklad (inva-
riantn{ vuéi f)

V =P Ker, f (310)
A

na kofenové podprostory takové, ze (f — AJ) : Kery f — Ker)y f je
nilpotentni.
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Ptripomenme, ze

-3 i (311)

Aeo(f)

kde py : V — Ker), f je projekce na piislusny kofenovy podprostor.
Je snadné ovérit vztah

f) = Z R()‘7 fp)\)a (312)
A

kde operédtor fpy : Kery f — Kery f ma jediné vlastni ¢islo A.

Podivejme se nyni blize na operatory fpy. Zvolme néjaké \ €
o(f), prepokladejme, ze zvolené A = 0 pro jednoduchost znaceni
a podivejme se na Laurentiv rozvoj funkce R(0, fpg) v okoli ta-
kovéhoto kofene 0 € o(f).

Tim jsme problém pfevedli na zkoumani Laurentova rozvoje
R(z, f) nilpotentniho operdtoru f. Ovéite nyni platnost nésledu-
jictho tvrzeni:

Véta. Necht f: V — V je nilpotentni. Pak lze resolventu R(z, f)
vyjadrit vzorcem

RN =Y s (313)

k=0
kde n je takové, ze fmt! =0.
Dikaz dostanete ihned ze vzorce pro soucet geometrické rady

oo

(zJ — )7t = Zz_k_lfk. (314)

k=0
Vratme se nyni jesté k studiu obecného operdtoru f. Funkce
Z Z &R (f = AJ)*pa (315)
Xeo(f) k= o

je holomorfni dokonce i v bodech spektra o(f), jak plyne z predeslé
véty. (Je totiz holomorfni, pokud ji omezime na Kery f — diky
odecteni hlavni ¢asti Laurentovy fady. Na ostatnich Ker, f je ho-
lomorfnost funkce R(z, f) v bodé X zfejma4.)
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Jelikoz vSak limita této funkce v nekoneénu je rovna nule
(oduvodnéte!), plati (pouzijeme-li zndmou vétu z teorie holomorfnich
funkef, ,,princip maxima”) ndsledujici

Véta. Plat{ rovnost

= Z et AJ)*pa, (316)

Ae€o(f) k= 0

kde ny je zvolené tak, aby platilo (f — AJ)"**! = 0 na Kery(f).
(Délka nejdelsiho Jordanova fetézce pifslusejictho vlastnimu éfslu \.)

Cviceni. Je-li ddna Jordanova bdze f, zjistéte matici R(z, f)
vudi této bézi a diskutujte téz Jordanuv tvar R(z, f).

20.13 Signatura kvadratické formy

Urcete signaturu kvadratické formy
Q(x) =x1m0 + 2123+ - + XT2T1 + ... + Tp_1Zn- (317)

(Pozor, neplést s matici tvaru cirkulantu. Toto je mnohem jednodussi
tlohal!)
Reseni. Jelikoz je

n 2 n
= (Zx) -y (318)
=1 i=1

zdalo by se, ze ,substituce” y;, = z;, ¢ = 0,...,n a yYyp41 =
To + -+ - + x, TeSl problém okamzité. Potiz je v tom, Ze soutradnice
Yo, -+, Ynt1 s,nejsou nezdvislé”. Avsak na (n — 1)-rozmérném pro-
storu {(z1,...,2n) : >, x; = 0} (ortogonalni doplnek k vektoru
(1,...,1)) je forma zfetelné negativné definitni. Na podprostoru
{(t,...,t),t € R} je naopak zfetelné pozitivné definitni.

Jak nyni dojit k zévéru co nejpohodlnéji? V prostoru W = u=,
kde u = (1,...,1) je @ negativné definitn{ (ovéite také, ze W je in-
variantni podprostor matice (). Diagonalizujeme @ na prostoru W
a piislusnou bdzi rozsiiime vektorem w na bazi celého R™ (diagona-
lizujici @ se signaturou (n — 1,1)).
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20.14 Rozsazeni u kulatého stolu

Uvedend metoda pochdz{ ze statistické fyziky (tzv. metoda ,trans-
fer matice”). Pouziva se i ke studiu vicerozmérnych , krystalickych
miizi”, kde je ovSem technicky zna¢né komplikovanéjsi. My se
omezime na jednorozmérny piipad:

Okolo kulatého stolu majictho N zidli (oéislujeme je 0,1,...,
N —1 a identifikujeme jako prvky cyklické grupy) chceme rozsadit
N jedincu (atomu) piislusicich nékteré z k ruznych tiid (muzi, Zeny,
prazdno; atomy ruznych vice ¢i méné se snasejicich prvku apod.)

Ptredpokladejme pro jednoduchost, ze ,,interaguji” pouze nejblizsi
sousedé u stolu. Mame tedy zaddnu jistou (k x k) symetrickou matici
,,snasenlivosti” A = (ai;), kde a;; = a;; = 1, resp. = 0 pokud se
prvky tfid ¢ a j snaSeji vedle sebe ¢i nikoliv.

Ptame se nyni: kolik existuje pripustnych rozsazeni okolo stolu,
tzn. zobrazeni

F:{0,1,....,N—1} — {1,2,...,k} (319)

takovych, ze afp (i), r(;)y = 1 pro kazdy péar nejblizsich sousedi (i, j),
kde j = (i + 1) mod N? Staci spocitat

N
zZ = Z H AF(i),F(i+1) (320)

F =1

kde sumace je pifes vSechna zobrazeni F. Stejny vysledek plati i
v obecnéjsim piipadé a;; = exp [—E;;], kde E = (E;;) je energeticka
matice jejiz prvky vyjadiuji ,,energii” — stupen (ne)libosti, kterou
blizkost sousedu typu i a j produkuje. Z se pak nazyvéa parti¢ni
funkce.

Véta Plati rovnost

Z =Tr AV, (321)
Dokazte!
Disledek: Necht Aq,..., A jsou (redlnd!) vlastni &fsla matice
A. Pak je
k k
Z =) A =M1+ (/AN (322)
i=1 i=2
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Posledni tvar je vhodny v piipadé, ze A1 je nejvétsi vlastni ¢islo. Pak
plati ptiblizna formule
zZ = AV (323)

Priklad. Kolika zpusoby lze rozsadit muze a Zeny kolem kulatého
stolu, aby

a) zadné dvé osoby nesedély tésné vedle sebe?
b) zddny muz a Zena nesedéli tésné vedle osoby druhého pohlavi?
¢) zddné osoba nebyla obklopena jenom osobami stejného pohla-

vi, resp. prazdnem?

Reseni. a) situaci odpovidd matice A = ( 1 (1)) ,

1Y)
1 1 N\ _»~ NGRS
_ N _ 5 —k _
Z =7 +—TN——2N,1§ <2k>52 , T=g (324)
k=0

Prvni fddek A odpovidéd osobé a druhy prazdnu.
101
b) situaci odpovidd matice A= | 011
111

vz

1 L

!
N
SN (2 k) 2k+1 . (325)
k=0

Z = (V2+)N +(—V2+ )N 1N = 14

R4dky a sloupce matice A odpovidaji muzim, Zendm a prazdnu
(v tomto poradi).

Je tieba ho formulovat v feéi trojic sousedu (a jak se snéseji se
sousednimi, je protinajicimi, trojicemi). Pf{slusnd matice je rozmeéru
(27 x 27) — pocet moznych trojic je 3% = 27, kde jednotlivé zidle je
obsazena bud Zenou, muzem, nebo je prazdnd. (Trojice typu (muz,
muz, muz), ¢i (muz, muz, prazdno), ¢i (prdzdno, muz, prdazdno) jsou
zakazany. Kompatibilita sousedicich trojic je dana jejich spolecnym
prunikem).
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20.15 Signatura cyklické kvadratické formy
a) Urcete signaturu a diagonalizujte kvadratickou formu
Q(x) = zoz1 + T172 + - + Tp_170, (326)
kde x, € Rprok=0,1,...,n— 1.

b) Obecnéji diagonalizujte Hermitovskou formu

n—1
Q(I7y) = Z a\k—l\zk?jla (327)

k,1=0

kde koeficienty aj jsou redlné, mnozinu indexi {0,1,...,
n — 1} = Z,, identifikujeme jako cyklickou grupu a vzdélenost
|k — | = min(|k —{|,n — |k —1]).

Reseni. Jde o symetricky (Hermitovsky) cirkulant, a diagona-
lizace @ bude zalozena na metodé podobné té, kterd se pouziva
pro vypocet determinantu (i nesymetrického) cirkulantu. Reprezen-
tujeme formu @ operdtorem konvoluce (s jadrem {ay,k € Z,})

(Tz)p = Z k171, (328)
1€y,
kde a, = a_(= a). Potom je pro libovolné z € C%, y € C&
Qx,y) = (z,Ty), (329)

kde (z,y) oznacuje obyéejny, translaéné invariantni skaldrni sou¢in
na Zy,

n—1
(@,9) = > Tkl (330)
k=0

Jde tedy v zdsadé o diagonalizaci konvoluéniho operdtoru T (viz
skripta, strana 256). Specifické na této tloze je fakt, ze operdtor T
je navic symetricky (jeho jadro spliiuje vztah ar = a_j). Obecnd
teorie fikd (a my muZeme snadno ovéfit), ze vektory

905:{((105)]67 k:0717"'7n71}3 (331)
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kde (p¢)r = €¥™€F a ¢ je tvaru € = =, m = 0,1,...,n — 1 jsou

vlastnimi vektory operatoru posunu
(Px)p = Tp41, k=0,1,...,n—1. (332)

Tento operdtor komutuje s operdtorem T, takze ¢ jsou také
vlastnimi vektory T a plati zfejmé

(T@g)k _ Z 627”‘5[0,;@,[
€Ly,

= ™ () = (pe)ralf), (333)

kde
a€) =Y ¥ Y, (334)
JELn
je redlné ¢islo, protoze a; = a—;.
Shrnujeme. V bézi dané komplexnimi vektory ¢¢ ma operétor

vlastnf ¢isla a(€) — ta jsou dvojndsobnd pro £ ¢ R. Vezmeme-li nyn{
redlnou bazi RZ slozenou z dvojic vektort

((cos 2mEk), (sin27ék)), k=0,1,...,n—1 (335)
vidime, Ze spektrum T je dédno prvky
a(&)(= a(=€) = ) cos(2mje)a;.
J€Ln,

Ve specidlnim piipade a) je aj;| =1, ajp = 0 pro |k| # 1 a tedy

a(€) = cos 27’1’% (336)

pro§ =", m=0,1,...,n—1

Zaver (pro piipad a)) tedy zni, Ze piislusnd redlnd forma se dia-
gonalizuje v bazi dané vektory {cos27n¢k}, {sin2r&k} s vlastnimi
¢isly danymi (336).

Obecné, v piipadé b), potom tabulkou éisel a(€) z (334).
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20.16 Priblizny vypocet A"z

Zjistéte pribliznou hodnotu vektoru A"z, kde A je matice rozméru
m x m a x je sloupcovy vektor.

Piedpoklad. Omezime se zde pouze na piipad matic spliujicich
pozadavek, ze nejvétsi prvek spektra o(A) matice A je redlny, tzn.
piesnéji maxye,(a) |A| se nabyva pro néjaka redlné X a pro ostatni
(i komplexni) u € o(A), p # A plati |u| < |Al.

Tento predpoklad je splnén dle Frobeniovy véty napiiklad pro
matice s nezdpornymi prvky. V takovém ptipadé je ,,nejvétsi vlastni
¢islo” A\ dokonce kladné a jednoduché. My vsak budeme obecnéji
prepoklddat, ze Jordanovy buiky odpovidajici takovémuto A € g(A)
jsou obecné netrividlni, tzn. existuje vektor v takovy, Ze posloupnost
v, (f=AJ)v, (f —AJ)?v,... ma popiipadé i vice nez jeden netrividlni
prvek. Tedy

(f =Xty #£0, (f =AXN)F =0 (337)
plati pro néjaké k > 1, ne nutné k = 1. Pfedpokladejme pro jed-
noduchost zapisu, ze Fetézec prislusejici vlastnimu ¢éislu A je jenom

jeden.
Necht z je né&jaky vektor z R™. Tedy plati

k-1 km,u
z=Y a(A=AD + ) Y BH(A = pd) wym,  (338)
1=0 pEX M 1=0

kde wy,m jsou pocatecéni vektory Jordanovych fetézct piislusicich
vlastnim ¢éislum || < |A|. Piilozme zleva matici

A" = (A= M\ + \J)" = Zn: <Z) (A — AJ)PA"P (339)
p=0

VVVVVV

napravo budou

Ang = a0< ))\"k“(A VAL IEE

n
k1
+ g (k " 2) NTTRR2(A ARy 4
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kde dalsi ¢leny typu

ay (”) ATTP(A — AJ)HPy (340)
p
nebo dokonce
B (A = pd) P (Z) 1P Wy (341)

jsou jiz asymptoticky mnohem mensi (fddové n—krit), ovSem za
predpokladu «g # 0.
Tedy plati

Atp = A" — Nz +...) (342)

7 ¢ehoz dostavame vztah
A= lim ——. (343)

(Co rozumime ,,délenim” vektoru? Objasnéte! — Délime mezi sebou
prislusné soufadnice; limita vyrazu vyjde stejnd.) A pii trose dalsi
snahy spoc¢teme i hodnotu &, tedy délku nejdelsiho Jordanova fetézce
odpovidajiciho vlastnimu ¢islu A. Aplikujeme zde variantu ,,Raabeho
kriteria” z teorie fad (podrobnosti nechdvdme ¢tendri):

Alp — An—l
lim n(A"z — A x)

n—oo Angy

= k. (344)

20.17 Ortogonalizace posloupnosti

Ortogonalizujte posloupnost (délka vsech rddku je rovna néjakému
pevnému é&fslu N) ve standardnim skaldrnim souéinu na R,
0,...)

yert)
1,...)

(13 7170,
(0,1,-1
(0,

) b

U1
Vo 1
U3 07 1) -

)

(345)

Reseni. Neni tézké si uvédomit, ze tyto vektory jsou linedrné
nezavislé (napiiklad Gaussovou eliminaci). Uvédomme si dale, ze
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vektory v1,...,v; generuji prostor Vi vSech vektoru typu

k+1
(z1,%2,...,2%41,0,0,...),  kde Y ;=0 (346)
i=1
Jakykoliv vektor typu (x1,...,Zg+1, Trt2,-..) kolmy na Vi, musi
mit tvar (x1 =23 =+ = Zp41 = ¢)
w=1(¢,C...,CThta,...) (347)

a odtud pro (k + 1)-nf prvek Gramm-Schmidtova ortogonalizacniho
procesu vychazi

1 1 1 1.0
k+1 k+17k+17 7k_+1a s Yy
= Vg+1 + Zk+1, kde zpy1 € Vg. (348)

Uloha pripousti nasledujici zobecnénf:
Volime-li posloupnost

vy = (a11,—011,0,0,0,...),
V2 = (a21aa223 —az1 — a22,0, 0, . ),
vg = (a31, a3z, as3, —az1 — azz — ass,0,...),

(349)

vychazi ortogonalizovand posloupnost stejné jako nahote.

20.18 Ortogonalizace posloupnosti funkci

2

Ortogonalizujte posloupnost funkei 1, cosz, cos®z,...v skalarnim

soucinu -
(f9)= | f@lgo) da. (350)
0

Reseni. Na funkce vo(z) = 1, v1(z) = cosz, va(z) = cos’ z,. . .,
vp(z) = cos™ x chceme tedy aplikovat Gramm-Schmidtiv ortogona-
liza¢ni proces.

Funkce vy a v; jsou na sebe zfejmé jiz kolmé, zatneme tedy
s hledanim konstant a, b tak, aby funkce

wa(x) = vo(x) + avy(x) + bug(x) (351)
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byla kolm4d na ws = vy a w1 = vy. Vyjde (proved'te detailng)

1 1
wo () = cos® z — 5 = 5008 2x. (352)
To vede k hypotéze, ze by mohlo platit w,(x) = ¢, cosnz pro

ortogonalizovanou funkci wy, (z) odpovidajici v, (x). Vskutku

3

—

L

1 . .
cos"x=—(e" 4+ e )" = ") cos (n—20)x  (353)
2n 2n—1 = l

—
|

Vime podle indukéniho predpokladu, ze byt kolmy na soubor
funkef {1,cosz, ..., cos" !z} je to samé jako byt kolmy na soubor
funkef {1, cos2z,...,cos(n—1)x} a to dava dikaz indukéniho kroku
a tedy i ohlasovany vysledek.

Kolik vyjde ¢,?

20.19 Goniometricky Vandermonditv determi-
nant

Vypoctéte determinant matice

1 ... 1
cosQgy ... COSQy
A = . . . . (354)
CosSnQg ... COSNQy,

Reseni. Ulohu pievedeme na vypocet (Vandermondova) deter-
minantu matice

1 e 1
cosQg ... COSQu,
B = . ) . . (355)
cos" ag ... cos™ ay,
Ptipominame, Ze je
det B = H(cos Q; — Cos Q). (356)
i<j
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Pouzitim vzorce cosz = 3 (e’ 4+ e~7), tedy

n—1

cos" x = —1 cosnx +
- 2n71 2n71
k

(Z) cos (n — 2k)z,  (357)

=1

muzeme hledany determinant det A vyjadfit z rovnice
n—1 1
—in(n—
detB:H2—kdetA = 27371 (et A. (358)
k=1

(proved'te pifslusné fadkové ipravy matice B detailng).

20.20 Jednoduchy piiklad na spektrum

Spoctéte spektrum matice A = (a;;) slozené ze samych jednicek.

Reseni. Charakteristickd rovnice je det(4 — \J) = 0. Uvedeny
determinant nejvyhodnéji spoc¢teme tak, ze pricteme k prvnimu fad-
ku soucet vsech ostatnich, vytkneme ¢len (n — A) z prvniho fadku,
a poté tento prvni fddek (obsahuje jiz jen samé jednicky) odecteme
od ostatnich fadki. Vyjde rovnice A" 1(n — \) = 0.

Tedy spektrum A obsahuje (n — 1)-ndsobnou nulu a déle bod
A=n.

20.21 Systémy oscilatort s vnéjsi silou typu o-
funkce

Toto je cviceni na pojem d-funkce (distribuce) a jeho uziti pii resen{
rovnice oscilatoru. Predstavme si tfeba rovnici jednoho oscildtoru

i+ ay = &o (359)
nebo
j+ay =Y ok, (360)
keN

tedy situaci, kdy do oscilatoru ,,kopneme” v ¢ase t = 0, resp. podro-
bujeme oscilator periodické sérii takovychto narazu.
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Obecnéji prozkoumdame feseni soustavy linedarnich diferencidlnich
rovnic (pouze prvniho typu nahote)

&= Az + do(t)v, (361)

kde v € R™ a A je matice rozméru n X n. Pfedpoklddejme zde pro
piehlednost, ze A je diagonalizovatelnd, tzn. existuji vlastni vek-
tory Avy = Awy tvorici basi R™. (Pfipad vicendsobnych kofenu
vyzaduje jen malou modifikaci znaceni; pfipad netrividlnich Jorda-
novych bunék je v zdsadé obdobny, ale s ponékud komplikovanéjsi
diskust.)

Reseni. Jakékoliv feseni soustavy (361) se musi pro ¢ # 0 chovat
jako feseni homogenni soustavy & = Ax. Tedy existuji koeficienty cf
takové, ze

x(t) = Zci‘me/\t, t>0, (362)

A
o(t) = Y cyoaeM, <0, (363)
A

Odectenim homogenniho feseni ), c;v,\eM pro vSechna t € R
redukujeme problém na piipad ¢, = 0.

Z teorie distribuci je potom zndmo (obvykle se zkoumaji pouze
skalarni funkce a jejich zobecnéné derivace, piipad vektorovych fun-
kef je vsak snadnou analogif), ze

d SR
— E cyuxe
dt X

Tedy staci zvolit koeficienty tak, aby

= ciuado. (364)
t>0 A

St = (365)
A

a FeSenim soustavy (361) je nalezeno.
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20.22 Resonance v soustavach linearnich diferen-
cialnich rovnic

Zkoumejme feSeni soustavy linearnich diferencidlnich rovnic.
& = Az + cos(wt)v, resp @ = Az + ey, (366)

kde z = z(t), t € R, je vektorové funkce s hodnotami v R™, resp. C"
a A je redlnd matice rozméru n x n. (Jako piiklad lze vzit rovnici
jednoho oscildtoru §j = ay+cos(wt). Zopakujte, jak pfevést takovouto
rovnici na systém dvou rovnic 1.Fadu.)

Reseni. Pouzijeme metodu ,,variace konstanty”, tzn. budeme
hledat Feseni ve tvaru exp(tA)-c(t), kde ¢(t) € C" je néjakd vektorovd
funkce. Dosazenim do druhé rovnice (366) mame

é(t) = exp(—tA)e™ty. (367)

Rozlozme vektor v do Jordanovy béze matice A. Pro jednodu-

chost zapisu prepokladejme, ze vektor v je jiz pfimo roven néjakému
prvku Jordanovy béze, takovému, ze pro jisté k € N plati

(A= X))*v =o0. (368)

Pocitejme

o(t) = / o(t) dt = / exp(—tA)ety dt =

= / e“te M exp(—t(A — A\J))v dt. (369)

Zvl4sté jednoduchy a dulezity je ptipad k = 1, omezme se v dal$im na
néj. To zahrnuje situaci, kdy vSechna vlastni ¢isla A jsou jednoducha.
Potom je

w —

. 1 4
c(t) = /elwte*’\tv dt = ﬁe(“"”‘)tv, (370)

tedy
1

w— A\

z(t) = exp(tA)c(t) = ey, (371)
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tedy amplituda fesSeni je ﬁ (Cl’m blize je iw spektru A, tim
silnéjsi je odpovéd daného systému na vnéjsi silu o kruhové frekvenci
w.)

Tomuto jevu (kdyz iw = \) se t{kd resonance a objevuje se i pro
obecnéjsi pravé strany rovnice & = Ax + f(t). Pfesngji feceno jde
pak o studium Fourierova rozkladu (periodické) funkce f(¢) a o to,
zda frekvence nékterych ¢lenu tohoto rozkladu nelezi ,,nebezpecné
blizko” spektru A. Znate-li jiz néco z teorie Fourierovych rad, pro-
ved'te pifslusnou analyzu rovnice # = Az + f(t) podrobnéji!

Dodatek. Pro piipad netrividlni Jordanovy bunky feSme sou-
stavu

i = Az + e“lv, (372)

kde (A — AE)*v = 0. Analogicky, jako nahote, dostaneme
é(t) = exp(—At)e*tv, (373)
tedy

k—1

o(t) = /ewwt 3 A-2B)

l!
1=0
1 _ k—1 k—1
SNt (A= AE) vt o
w—A (k—1)!

piseme-li pouze vedouci ¢len s nejvyssi mocninou ¢t. Tedy mame
1
z(t) = —)\e‘”ttk_l(l +0(t))(A = AE)F 1o, (374)

w —

kde (A — AE)*~1v je vlastni vektor A.

20.23 Neékolik ¢&iselnych prikladi na feSeni
linearnich diferencialnich rovnic 1. fadu s
konstantnimi koeficienty

Vysledky zde neuvadime, k cili vzdy vede standardni postup, tzn.
rozklad poé¢ateéni podminky do Jordanovy béze (matice dané sou-
stavy).
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Pro pohodli ¢tenare vSsak u vétSiny piikladu uvadime zminku
o hodnotach spektra matice soustavy. To mu umozni koncentrovat
se na vypocty hodnosti matic (A — AJ)¥ a na nalezeni piislusné
Jordanovy baze.

Piiklad. 1. Reste soustavu & = Az s maticemi

1-1 1 2 0-1
1 1-1 1-1 0
0-1 2 (1,1,2) 3-1-1 0,2,7)
-11 -2 42 -2
41 0 13 -1
21 -1 (=1,-1,1) 33 -1 (0,2,7
21 0 -212
02 4 -102
PO 00 \72037 )
2 -1 -1 011
2 —1 -2 110
L2 NTEOL

2. Reste soustavy druhého Fadu

T = 2x — 3y,

y=z—2y (1,i,7)5 (375)
T = 3z + 4y,
y=-r-y (1,—1,7)- (376)

3. Reste soustavu

F4+5i+2)+y =0,
3 +55+9+3y =0 (119 (377)
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20.24 Pievedeni obdélnikové matice (A|B) na
tvar ( |A~'B). Co vSechno z toho plyne.

Cilem této tlohy je upozornit na Sirokou pouzitelnost jednoho
ze zékladnich algoritmu ,,elementarni linedrni algebry”: jde o me-
todu faddkovych iprav obdélnikové matice typu (A|B) s ”pivotnim”
(fidicim) ¢lenem (coz je néjakd Ctvercova reguldrni matice) A.
Ukol: Necht A je ¢étvercové reguldrni matice rozméru n x n. Necht
B je dalsi matice rozméru n X m. NapiSeme si obdélnikovou matici
(A|B) a najdeme posloupnost fddkovych iiprav takovéto ,,rozsifené”
matice tak, abychom dostali matici tvaru

fadkové
(AB) "= (o) =(147'B). (378)
Vysvétlete, pro¢ plati C = A™'B a ukaste, jak Ize tento postup
pouzit v nasledujicich tlohach:
1. nalezeni inverzni matice

2. resSeni soustavy rovnic Ar = b

3. nalezeni podobné matice A"'DA a obecnédji reseni maticové
rovnice AX = B pro regularni matici A

4. nalezeni matice A zobrazeni f, které je ur¢ené nejriznéjsimi
predpisy (obvykle zadanymi, pro ,ndlezité zmateni resitele”,
ve zcela jinych bazich, nez vici kterym hleddme matici A)

Reseni: Pfipomenme, ze pokud nasmérujeme radkové tpravy ma-
tice (A|B) tak, abychom ¢asem dostali matici ( |C) musi platit
C = A7'B. Skute¢né, predstavime-li si provddéné iddkové dpravy
jako nédsoben{ vhodnymi maticemi My, Ma, ..., M,, (v tomto poradi)
zleva musi potom byt

(,C)=M,---M(AB)= (M, MA|M, --- M, B),
tedyMn---Mle_l aMn--~MlB:A_1B.

1-3.Nynf je mozné diskutovat ptipady B = (bod 1), B = b (bod
2), obecné obdélnikové matice B (bod 3), specidlné pak vypocet
podobné matice A~*DA (pro B = DA).
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Resfme-li nékolik tloh typu 2,3 najednou, je vhodné vsechny
uvazované matice B napsat do jednoho dlouhého obdélniku tvaru
(A|B1, Bs, ..., By). Zduraznéme, ze ,aktivn{” ¢dsti této tabulky je
matice A, ktera ,,7idi” proces postupnych fadkovych tprav, zatimco
Casti By, ..., By, se pak jiz pouze ,,0pi¢i” po tom, jaké radkové upravy
déla matice A.

4. Nejobecnéji muze byt takovato uloha formulovdna asi
nasledujicim zpusobem. Necht (a1,...,an) a (b1,...,b,) jsou ruzné
béze prostoru V. Necht operdtor f : V — V je viéi bazim (ay, ..., a,)
a (b, ..., by) popsan nésledujicimi vztahy:

e Zadani operatoru f : Obrazy jistych vektort a; = > j Ajia;
jsou urceny predpisy f(a;) = >, pijbj, kde L = (Aj;) a
M = (u;i) jsou néjaké ¢tvercové matice (matice L musi byt
reguldrni).

e Ukol: Jak uréit matici X takovéhoto operatoru f vuci néjaké
dalsf zadané volbé bazi (1, ...,¢,) a (dy, ..., d,)? Tzn. jak najit
koeficienty x; ; ve vztahu

f(Cl) = Z xjidj?

Ve vSech téchto upraviach je vyhodné pro vyjasnéni zapisu
pouzivat nésledujici konvenci zdpisu transformaénich vztahG!!'3:
Vztahy a; = 35 Ajiaj a f(@;) = 3 pjib; zapisujeme ve tvaru

(@1, .y Gn) = (a1, ...,apn)L

(£(@1), .. f(@n)) = (b1, .., b)) M.

Obdobné piseme
(c1yeey0n) = (a1, .cyan)A

(dh ey dn) = (blv ceey bn)D

113 Je to, jako bychom nésobili fadek matici.
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s prislusnymi ,,maticemi pfechodu” A, D. PiSeme nyni déle
(oduvodnéte, pro¢ ty vztahy plati)

(f(c1)s s flen)) = (far), -, flan))A = (f(@r), .., f(@n)) L' A
= (by,...,b))ML™*A = (dy,...,d,)D""ML'A,

takze dostavame vztah X = D 1ML A.

Konkrétné X vypocteme takto: Matici (L|A) fadkové upravime
do tvaru ( |L~=!A). Vzniklou matici L=*A zleva vynasobfme M a
nakonec matici (D|M L~ A) f4dkové upravime na ( |[D~'ML~1A).
Shrnuti: K vypoc¢tu soucinu étvercovych matic tvaru X = A;As -
- Ay, kde pro kazdé k = 1, ...,n mame zad4dnu bud’ matici Ay, nebo
matici A;l, potfebujeme pravé n operaci typu bud i) vyndsoben{
dvou matic nebo ii) pievedeni obdélniku (A|B) na tvar ( , A~'B).

Poznamenejme na zavér, ze alternativné muzeme pouzivat sa-
moziejmé i odpovidajicich sloupcovych dprav: V piipadé D = .
(baze {b;} a {d;} jsou totozné) muzeme napiiklad vzit matici (JZI )
sloupcové ji upravit do tvaru (Y), kde Y = LM~!, a nakonec vzit
matici YA = LM~ A.

20.25 Minima kvadratickych forem a systémy
mnoha sprazenych harmonickych os-
cilatort

Ukol: Ulohu najit minimum funkce F(zx) = az® 4 bz,a > 0 umi
vyresit jisté kazdy, kdo otevie tuto knihu. Chceme zde upozornit, ze
tato zdanlivé trividlni iloha sice ziistava trivialni i ve vicerozmérném
piipadé, tam uz ale ma docela zajimavé, ba netrivialni aplikace!

Ve vicerozmérném pripadé mame pochopitelné zadanu symetric-
kou pozitivné (semi)definitni matici A rozméru n x n, ddle mame
zaddn néjaky vektor b = (by,...,b,) a zkoumdme absolutni ¢i
podminéna minima kvadratické formy

(Az,z) =Y aijam; (379)

ij=1
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respektive obecnéji linearné kvadratické formy

(Az,z) + (b, ) = Z @i T + Zbixi (380)
i=1

ij=1
Jjakozto funkce proménnych x4, ..., z, € R.

Reseni: Takova tloha vzniké v mnoha situacich, tfeba hleddme-li
teénou (nad)rovinu k zadané kvadrice (feknéme elipsoidu nebo para-
boloidu) rovnobéznou se zadanou nadrovinou. Mnohem zajimavéjsi
interpretace ale dostaneme pozdéji pifi zkoumani minim energie
systému spraZengch oscildtori (viz nize, takové modely pochdzeji
z kvantové teorie pole). Nejprve vsak tlohu (380) vyfesme.

Tak jako v jednorozmérném piipadé, je mozno pouzit dvou me-
tod:
Prund metoda: Derivace vyrazu (Az,z) + (b,x) podle zvolené
proménné x;, je rovha

a 8 n n
e ((Az,2) + (b,z)) = e Z a;jxr;xj + Z biz; | =

n
=2 g + 2iginTig + bio
J=to
pozor na ty dvojky, objevuji se zde z riznych divodit: a;;+aj; = 2a;;
resp. ((i,)%)" = 24,

Takze minimum vyrazu (Az,z) + (b,x) nastane v bodé z =
(21, ..., ), kde plati 2Az + b = 0, neboli pro vektor z = —1A~1b.
Druhd metoda: Stejny vysledek dostaneme i metodou ”doplnéni na
¢tverec”. Oznaéme symbolem B = /A odmocninu z matice A.
Pripomenme, ze matici B definujeme pomoci spektrdlniho rozkladu
A =0DOT”, kde matice O je ortogondlni, OT = O~!, a matice D je
diagondln{ (s kladnymi prvky na diagondle v ptipadé pozitivni de-
finitnosti A). Polozime potom B = OvDOT, piicemz je jasné, jak
definujeme v/D.

A nyni jiz pokraCujeme témér doslovné tak jako v jedno-
rozmérném piipadeé:

(Az,x) + (b,x) = (Bx, Bx) + (B~ 'b, Bzx),
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vyuzivame zde symetrie matice B,
L, L | -1
= (Bz + §B b,Bm—|—§B b)_Z(B b,B~°b) =

1 1
=||Bz+ =B 'b||* — = (A" "b,b
1Bz + 5B = £(A71,0),
Minimum tedy nastavé, pokud B:EJr%B*lb =0, neboliz = — ;A’lb.
Takto jsme spocetli nejen, kde se minimum nachéazi, ale i jeho hod-
notu: —3(A~'b,b).

20.26 Interpretace vysledku dlohy 20.25 pro
systém sprazenych oscilatori. Feynman—
Kacova formule.

Kvadratickd forma (Az, x) byvé v konkrétnich tilohdch zaddna napf.
ve tvaru, kde x = (1, ..., Zn), pij > 0

Zpuw? + Z pij(zi —x))* = E(z),
i=1

ij=1

pfipomindme, ze piedpokldddme symetrii (p;; = pj;) a pozitivni
definitnost (E(x) > 0 pro x # 0). Velicinu E(z) lze interpretovat
jako energii systému sptrazenych oscildtora (kulicek na pruzinkach):
Pfitom chapeme veli¢inu z; € R (popi. z; € R? & z; € R3) jako
vychylku i-tého oscilatoru od své rovnovazné polohy x; = 0, a jednot-
livé oscildtory jsou pospojované gumickami ¢i pruzinkami tuhosti p;;,
které spojuji sousedni prvky (i,j) daného systému. Veliciny''* p;;
popisuji silu ukotveni jednotlivych oscilatoru vuéi klidovému stavu
x; = 0. Lze si predstavovat konstrukci tieba draténky staré postele,
ale tento model hraje dilezitou roli i v kvantové teorii pole ¢ ve
statistické fyzice. Potom je ovSem pocet oscildtori n ~ 1027 (& jeste
mnohem vétsi) a vzorecek

1
r=—-—A"1b
2

H4ptipadu pi; = 0 ,,z4dné ukotveni pruzinek” se fikd ,,pole s nulovou hmotou”.
Uvedend terminologie je puvodem z kvantové teorie pole (QFT).
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odvozeny vyse je v takovéto holé formé zcela bezcenny, nebot poéitat
inverzi tak veliké matice standardnimi metodami nevede k roz-
umnému vysledku v rozumném case.

Energii F(x) lze napsat ve tvaru

E(r) = Zdii(xi)Q — (Qz,z),

kde matice @ = {¢;;} ma jiz nuly na diagonéle a jinak prvky

n
Gij =2pij, 1#J; aktomuje di=pi+ Y (pij+pii)-
gk

Vsimnéte si, ze plati di; > > i Qi (,,tzv. diagondlni{ dominance”)
a rovnost (nejzajimaveéjsi pripad!) nastane pro piipad nulové hmoty
tzn. pro piipad p;; = 0.

V dal$im oznatujeme mnozinu vSech indexu symbolem A, tieba
A ={1,...,n}. V konkrétnich pifpadech (af jiz v piipadé té driténky,
¢ v pripadé QFT) mivd vzdy A pravidelnou strukturu dvoj, troj
koneénou cyklickou grupou (at jiz jednorozmérnou — pak polozime
n = 0 — nebo vicerozmérnou). Potom byvaji veliciny p;;, a tedy i
gi; obvykle invariatni vi¢i translacim té miize, a lze pro pohodlnost
predpoklddat napiiklad i vztah d;; = 1 tedy E(z) = (z,z) — (Qz, x).

Fixujme nynf néjakou ,,okrajovou podminku” {z; = T;,i € M*}
na dopliku M¢ = A\M néjaké podmnoziny M C A miize A a
ptejme se, v jaké poloze se ustéli klidové polohy ostatnich oscilatort.
Piiklad: Sldpneme doprostied draténky upevnéné na krajich. Jak se
vychyli polohy okolnich uzlu té draténky?

Klidové poloha systému nyni odpovida konfiguraci x = x5 =
{zi,i € A} = xzpy Uz pe, pro kterou je minimélni velic¢ina

E(xp) = E(xpr Uzpge) = (za,28) — (QEa, TA)

pii fixované volbé veli¢in (,,vychylek”) {z; = T;,i € M} vné ndmi
zkoumaného objemu M.
V aplikacich se ve vzorcich

E(zxp) = Zdn‘(xi)Q — (Qzp,zp) = Zpu‘x? + Z pij(z; — x;)?

ieA i€EA i,jEA
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vyskytuji obvykle jen pary dostatecné blizkych sousedu (3, j); jinak
tedy byva p;; =0 a ¢;; = 0.

,,Aktivni” péry oscildtoru (tedy takové, ze plati p;; > 0, a tedy i
¢i; > 0) tvoii na indexové mnoziné A = {1, ..., n} jisty neuspofadany
graf G pravidelné struktury. Oznacujme déale zebra tohoto grafu sym-
bolicky b = {i,7} a jejich ,,vahy” jako

qb = Gij-

V dalsim zépisu jiz pro pohodlnost predpoklddejme, ze plati vztah
di;; = 1. Tento pfedpoklad neni nijak na Gjmu obecnosti v pfipadech
transla¢né invariantnich systému oscildtori na toru.

Zkoumejme nyni minimum naSeho kvadratického vyrazu
E(xzp) = (xp,za) — (Qua, xa) za podminky zpre = Tase. Jde tedy o
minimum linedrné kvadratické formy typu (Ax, z) + (b, z) plesnéji o
minimum funkce

Z (.%‘1)2 — Z qijTiTj + 2 Z Qi TiT; (381)

ieM i,j€M:i#j see
za podminky fixace Zpse. Clen > jeme € TiT; zde jiz nepiSeme, ne-
bot je pro zadanou okrajovou podminku {z; = ¥;,i € M¢} stejné
konstantni. Vztah 2Az = —b nyni znamend nésledujici: oznacime
li symbolem Zp; = {Z;, ¢ € M} FeSeni dlohy (381) mdme rovnosti
(pfipomindme, Ze pro jednoduchost znaceni uvazujeme jiz pouze
ptipad d;; = 1, proved'te podrobné pifslusnou aritmetiku)

T, = Zqijfj Vie M. (382)
J#i

Vidime, ze T; je jistym vézenym prumérem ,,okolnich veli¢in Z,” (v
grafu G). V souladu s terminologii obvyklou v analyze bychom mohli
fici, ze funkce Tps je harmonickou funkei proménné i € M. Nyni
pouzijeme Feynman-Kacovy metody. Vztah (382) totiz muzeme ite-
rovat, dosazovat znovu a znovu do sebe sama. Dosazovani ukonéime
vzdy v momenté, kdy ptislusné j ze vztahu

ZTi = E qijTj

J#i
dosdhne mnoziny M€, j € M°.
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Definice: Nahodnou prochazkou ,,z bodu ¢ € M na okraj M” na-
zveme libovolnou posloupnost P indext tvaru P = (i = i, 1, ..., in =
j) takovou, ze i, € M Vk = 0,1,...,n — 1 a pfitom plat{ i, = j €
Me¢ = A\M. Vahou prochdzky P rozumime veli¢cinu (sou¢in pies
vSechna zebra b = (iy,ig41) prochizky P)

qp = HQb-

beP

Staci se tedy omezit na prochazky ,,skrz zebra grafu G”, jiné
prochézky maji vahu nula. Nyni plati dulezita
Véta (Feynman—Kacova formule): Konfigurace T, minimalizu-
jict kvadratickou energii E(xp) za podminky zpe = Tpre spliluje
Vj € M podminku

T = ZQP@(P),

T

kde sumace je pfes vSechny prochazky P startujici v bodé j € M
a kde k(P) oznacuje "konec” prochazky P = (j = ig,...,in = kp)
tzn. moment dosazeni M¢; zatimco plati i, € M pro k < n tak je jiz
in = k(P) € M-°.
Cviceni 1. Promyslete dukaz této véty, neni to jiz obtizné.
Cviceni 2. Spoctéte hodnotu veli¢iny

E(f]y[ Uf]y[c) = min E(CCM @] TMC)
Xm

pro T z predchozi véty, dosazenim Feynman—Kacovy formule do
vzorce pro energii E(Ty UTpre)! Reeni vyjde ve velmi elegantnim
tvaru, kvadratické cleny v ném budou indexovany vSemi moznymi
prochazkami (po grafu G s nenulovymi zebry ¢; ; # 0) z mnoziny
M¢ ptes M zpét do M€:

Véta: Plati vztah

E@mUTne) = — Y qoTo0)Tre)y + D, (@)%
C ieMe

kde prvni sumace je pfes vSechny (orientované) prochdzky typu C =
(19,11, .-, in) takové, ze

io=2(C)e M, Nip=k(C)e M°, Nipb e M;1<k<n-—1.
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Indexy z(C) resp. k(C') oznacuji po¢atecéni resp. koncové body téchto
prochdzek C. Vahou prochdzky C' minime opét veli¢inu (soucin pies
vSechna zebra b = (i;,4;41) kde 7 =0,1,...,m — 1)

QC:qu

beC

a opét plati, ze s nenulovymi pfispévky jsou pouze ty prochazky,
které jsou podgrafy grafu G.

Aplikace uvedené Feynman—Kacovy formule pti detailnéjsim stu-
diu Coulombovskych potencidla, pii feSeni problému navratnosti
nadhodné prochazky a pii studiu rozptylu prislusnych gaussovskych
mér viz v dalsi uloze vénované tomuto tématu.

20.27 Anihilaéni a kreac¢ni operator na konecné-
rozmérném prostoru se skalarnim soucinem

Zduraznéme, Ze skuteénou dulezitost a eleganci maji tyto operatory
pouze na nekone¢nérozmérném prostoru, viz skripta [PLA], strana
243. Jsme ale v linedrni algebie — a tak nize zformulujme co
moznda nejvérnéjsi karikaturu téchto dulezitych pojmu i v prosto-
rech konecné dimenze. Vyhodou jest, Zze toto zavedeni bude zcela
rigorézni (i kdyz se ztrat{ hodné z elegance puvodni konstrukce)
zatimco fyzikdlni situace se bez rozvinuti alespon cCasti teorie ne-
kone¢nérozmérnych operdtoru neobejde. Pokladdme zde pro jedno-
duchost zapisu vSechny fyzikalni konstanty (jako Planckovu) rovny
jedné. (Ctenéfi samoziejmé doporucujeme podrobné se sezndmit i s
nekonecnérozmérnou versi, specialné se vSemi piislusnymi dalezitymi
komutacnimi vztahy.)

Ukol: Necht je tedy V,, prostor funkef typu

22

f(x) = P(z)e” =,

kde P je polynom stupné nejvyse n. Skalarni souc¢in na tomto pro-
storu bereme

b(f,9) = /jo f(x)g(x) da.
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Spoctéte adjunkci k anihila¢nimu operatoru

A:(x—l—i): Vo — Vi
dx

Reseni: Nejprve je dobré si uvédomit, ze A zobrazuje V,, skuteéné do
Vi, tedy zZe i pro polynom P stupné n obsahuje A(Pe*XT2) polynom
stupné nejvyse n (totiz stupné n — 1).

Pro polynomy P stupné mensiho nez n bude ziejmé opravdu pla-
tit A*(Pe_XTZ) = (z — %)(Pe‘XTQ)7 viz nize. Je-li ovSem P stupné

2

2
n, je (x — %)Pe’x2 = Qe="z kde Q je polynom stupné n + 1
(vyzkousejte). Oznac¢me symbolem 7, ortogonélni projekci z pro-
storu V,,,, m > n (tfeba m = n + 1) do podprostoru V,,. Potom pro

P(a:)e_é eV a Q(x)e_% € V,, plati

M

2 2 .

b(mn(P(2)e=7),Q(2)e~ 7 ) = b(P(z)e™ 7, Q(z)e %),

22
2

z2
tedy ozna¢ime-li f(x) = P(z)e” 7, g(z) = Q(x)e” "z, kde stupné
P a @ jsou < n, mdme vztah (ovéfte podrobnégji, misto funkce
2

P(z)e™ % bereme nynf funkei 7, (z — 2)P(z)e™7)

b(m(z — 2)f,9) = bz — 2)f.9) =b(f. (2 + 2)g)

pro vSechna g € V,, s pouzitim vzorce per partes. Jinymi slovy plati:

T+ i ) =T T — i
dz) " dx
na kazdém takovémto prostoru V.

20.28 Projekce ortogonalni baze

Ukol: V euklidovské roviné R2 méme tii vektory vy, va,vs. Jak
pozname, Ze to jsou ortogonalni projekce néjaké ortonormalni baze
w1, Wy, wa z euklidovského nadprostoru R? O R??

Reseni: Jde o to, zda lze pfidat k matici A (typu dvakrét tii)
slozené ze soufadnic vektoru vy, vo, v3 jesté jeden, tieti fadek, aby
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vznikla ortogondlni matice se vzajemné ortogonalnimi sloupci veli-
kosti jedna. To je zfejmé mozné pravé tehdy, pokud jsou 7ddky ma-
tice A navzdjem kolmé a maji velikost jedna. Pak je lze totiz doplnit
(v tomto konkrétnim piipadé jednoznacné) tietim rddkem velikosti
jedna, ortogonalnim k prvnim dvéma. A jsme hotovi. (Proc?)
Uloha mé zobecnéni pro k-rozmérné projekce z n-rozmérného
prostoru, zformulujte a dokazte jej. *RB

20.29 Translaéné invariantni kvadratické formy
a ndhodné prochazky na mrtizi

V tomto pfispévku se podivime na podminénd minima ta-
kovychto kvadratickych forem na nekoneéné miizi (,,Coulombovy
potencidly”) a prostudujeme jejich chovéni. Odvodime vyjadien{
hodnot piislusnych energetickych minim jako vhodnych sum pfes
nahodné ,,smycky” na dané m#izi a ukdzeme zajimavé souvislosti jed-
nak s chovdnim (vratnost ¢i nevratnost) odpovidajicich ndhodnych
prochazek na zvolené miizi, jednak s chovanim gaussovské Gibb-
sovské miry piislusejici zvolené kvadratické formé.

Klicovym slovem nize diskutované problematiky je kvadraticka
forma (Hamiltonidn) typu

H.(zp) = > (@i —x))° +ey a (383)

{i,j}eNi]i—j|=1 ieA

na konfiguraénim prostoru R*, kde A je konecny diskrétni torus (di-
menze d) tvaru
A={0,1,...,n—1}%,

tedy soucin cyklickych grup {0,1,...,n = 0}.

Formalné vzato, chtéli bychom Hamiltonian 383 a vysSe nadhoze-
nou problematiku (ndhodné prochdzky, Gaussovské miry) studovat
na Z%. 7 technickych divodl je vyhodné pracovat na koneéné grupé
A a teprve na zdvér udélat limitni pfechod (termodynamickou limitu)
A ' 7%, ¢mz minime limitu pro n — oo.

Co se hodnoty € tyce, nejzajimavéjsi interpretace budou prave
pro € = 0. I zde bude ale z technickych duvodu (pozadavek regularity
kvadratické formy 383 apod.) vhodné pracovat vétsinou s hodnotou
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e > 0 a teprve potom (obvykle az po provedeni termodynamické
limity A Z9) zkoumat limitu pro ¢ — 0+.

Poznamenejme, Ze misto 383 lze obecnéji (a veelku analogicky)
zkoumat kvadratickou formu typu (b; jsou translacné invariantni ko-
eficienty)

Ho.(zp) = Y bijlwi—x;)*+e) af (384)

{i,j}EA

s vhodnymi koeficienty (tFeba nezdpornymi) tak, aby tato forma byla
pro € > 0 positivné definitni. Uplné nejobecnéji muzeme zkoumat
pozitivné definitni formu typu

H(xzy) = Z ai—;x;x; = (ap * xp,xA) = (AzA, 24), (385)
i,jEN

kde (x5,ya) oznacuje bézny skaldrni soucin na R* a matice A m4
prvky a;; = a;—;. Konvoluci ypo = ap * xp rozumime konfiguraci
Yi = D e ti—jTj. Uvazované konvoluénf jadro an = {a; : i € A}
bude obvykle symetrické (a; = a_;) a omezeného dosahu (a; = 0 pro
libovolné |i| > R). V takovém piipadé budeme R nazyvat dosahem
interakei v Hamiltonianu 385.

Piseme-li Hamiltonian 384 ve tvaru 385, mame

a; = —2b; (pro i #0), aoza—l—ZZbi7
€A
neboli A = ag(J — W), wij = w;—j, kde w; = 2;’0’, ¢ili muzeme vztah
385 (a tedy i 383, 384) psdt ve tvaru

H. (z5) = ao((J — W)z, z4),

kde W je matice s prvky w;; = w;—; takovd, Ze plati wop =0 a

Z|wz| <1, resp <1
i#0

podle toho, zda ¢ = 0, nebo & > 0.
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V ptipadé potieby budeme nize zavddét oznaceni W = W*e
zduraznujici nenulovou hodnotu € > 0. Specidlné pro Hamiltonidn
383 mame ) o

. { 1 li—Jl=1

W71 0, jinak

. 4d
;w’j T4y !

Plan dalsiho postupu je nasledujici. Nejprve se kratce zminime
o gaussovskych mirdch na R* odpovidajicich kvadratickému Ha-
miltonidnu 383-385. Vyjasnime roli ndhodnych prochazek pii vy-
jadfovani hodnot inverzni matice (J — W)~! a interpretujeme roz-
ptyl ptislusnych Gaussovskych veli¢in v terminech pravdépodobnosti
navratu ndhodné prochazky do pocatku. Na zavér zanalyzujeme
chovan{ ,,Coulombovych potencidla” formy ((J — W)xA7xA)7 tedy
chovani podminénych minim této funkce pii fixované okrajové
podmince (zadané tieba jen v jednom bodé), ukdze se totiz
(s pouzitim Feynman-Kacovy formule), Ze energie Coulombova po-
tencialu je vyjadfena veli¢inou tizce souvisejici pravé se zminovanou
pravdépodobnosti ndvratu ndhodné prochdzky (po mfizi, na niz
prislusny potencial studujeme).

Studujme tedy nejprve Gaussovské miry odpovidajici Hamil-
tonidnu H(zy). Uvazujme

H. (z5) = ao((J — W)z, z4),

kde W = {w;; = w;_;}, pro které plati ), |w;| < 1. Tomuto Hamil-
tonianu odpovida nésledujici gaussovska mira, kterd je dana husto-
tou pravdépodobnosti

du(zy) e—He(zn)

dl‘A o Z(A) ’

kde
1A|

Z(A) :/]R e~ He(za) dza :aaT ; e—((J—W)wA,ggA)dxA.
A A

V dalsich vypoctech budeme pro jednoduchost pocitat s ag = 1.
Pripadné zakomponovani obecného ag do formuli, které budou
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néasledovat, je celkem trividlni. Vime, ze Z(A) je potom vyjddieno

VZOorcem
[ Al
Z() = det(J — W)’

Jde tedy o vypocet determinantu det(J — W), jemuz jsme vyse
vénovali samostatny piiklad 11.9. Vysledkem je

det(J — W) = exp <Z In(1 — wc)) )
C

kde se s¢itd pies vSechny ,,nerozlozitelné smycky” v A a we =
H(z}j) w5, kde soucin je pies viechna zebra (4, j) smycky C.

Podivejme se nyni na rozptyl velicin danych gaussovskou
pravdépodobnost{ zadanou vyse, tedy v prvé fadé na velicinu (z
zde oznacuje hodnotu x5 v bodé i = 0)

vA = [ abduen).
RA

Piseme V = VEA, abychom zduraznili roli parametru € > 0 v Hamil-
tonidnu ((J — W), xp), poptipadé i roli miize A. Dulezitd (pro
nésledné interpretace ve statistické fyzice) je dvojnd limita

V = lim ( lim V5A> .
e—=0 \ A—2Zd

Tu muzeme interpretovat jako ,,rozptyl (varianci) veli¢iny xq”
v pifpadé, ze ,konfiguraci xp drzime, pro A — Z? v nekoneénu
na hodnotach z; = 0, 1 — o0”. Zatimco role konecné miize A
v téchto tvahdch bude vcelku trividlni (pouhd potieba konecnosti
sum v H(zy)), chovéni veliciny V. v okoli ¢ = 0 bude zajimavé, a
uvidime zasadni rozdil mezi dvoj a vicerozmérnou situaci.

Véta 1: Plati V = oo respektive V' < oo podle toho, zda d = 2 nebo
d > 3. (Pro pozitivné semidefinitni formu 383 nebo obecnéji 385.)

Ditkaz: a) Vime, ze VA = Cyg, kde C = (J — W.)~!. Piseme
podrobnéji W, namisto W, abychom zdaraznili roli ¢ (viz pifklad
o gaussovském integrovani vySe, konkrétné vyjadieni variance
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gaussovské miry ¢;; = [@;z;du(z), kde p odpovidd matici A po-
moci inverzn{ matice C' = A™!). Tedy C = >>° (W.)" a

VoY S

k=2 P;
|P|=k

kde wy = [[; jyep w§,; a scitdme vsechny P — prochédzky po mrizi
A, jejichz pocatecni a koncovy bod je 0 € A. Ve vzorci pro vahu
prochézky wy, nasobime maticové elementy wj ; pres vSechna Zebra
(i,4) prochazky P. Délkou |P| prochdzky P nazyvame pocet jejich
zeber.

b) Nazvéme smyckou takovou uzavienou prochdzku, kterd se do
svého pocateéniho bodu vrati az v poslednim kroku. Polozme

A 5
PE _E :wS’
S

kde sumace je pies vSechny smycky za¢inajici a koné¢ici v 0. Potom
plati vzorec

m=1

VA 1Yk 14 Y (P
P

nebot kazdou prochizku P s poéatkem a koncem v 0 lze rozlozit na
usporadanou m-tici smycek.
¢) Takze konecnost respektive nekonecnost veliciny VA v limité

V = lim lim VA
e—0A—Zd

skute¢né zavisi na tom, zda veli¢ina

= lim lim p®
p e—0A7Zd pa

je rovna jedné ¢i nikoliv. Pokud je p < 1 mame totiz vztah
- 1
V=1 M=
Pyl
m=1
Naopak, je-li p =1 je zfejmé V = co.
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d) Dukaz véty dokon¢ime pozdéji, az dokdzeme, ze (pro ¢ = 0)
p=1lesd=2

Poznamka (o interpretaci véty): Setkali jsme se préavé s popisem
vratnosti ¢i nevratnosti ndhodné prochazky definované na Z? tak,
ze pravdépodobnost piechodu z bodu i do ,,sousedniho” bodu j je
dana jakousi nezdpornou veli¢inou w;; = w;—; takovou, ze

Zwizl—g.

i€Zd

kde € je pravdépodobnost ,,zéniku poutnika”. Ptdme se (samoziejmé
hlavné pro € — 0) na pravdépodobnost té udélosti, Ze poutnik se
nékdy vrati do pocdteéniho bodu své cesty (Tedy ani cestou neza-
nikne — to je zajisténo podminkou € = 0, ani se ¢asem nevzdéli nékam
do nekone¢nych konéin). Lepsi otdzkou (s vyraznou odpovédi) ale
je: ,,Jaka je pravdépodobnost @ toho, ze se poutnik vrati do svého
pocéateéniho bodu nekoneénékrat?” Odpovéd na takovouto otdzku
jest (proe =0):,,Q =0proD >3,Q=1prod=2".
Takze zbyva vyjasnit chovani veli¢iny

A 5 5
pe = E Wg; Wg = H Wi
S

(i,5)eS

s¢itame-li pres vSechny smycky v A s poc¢atetnim a koncovym bo-
dem 0. Zde bude tcelné vratit se k pripadu konec¢ného toru A a e > 0;
teprve po nalezeni piislusnych formuli provedeme limitni pfechod

lim lim p?.

lzy Ji, 2
Odpovéd na otazku ,,Jak ziskat uziteéné vyjadreni velicin p2?” dava
studium Coulombovych (Newtonovych) potencidlu pifslusnych dané
kvadratické formé. Definujeme je takto:

Definice: Nechf M C A, piSeme v dalsim M€ misto A\ M. Fi-
xujme néjakou konfiguraci Zye € RM°. Oznaéme symbolem Z e
konfiguraci na M minimalizujici kvadratickou formu (W je ma-
tice diskutovana v predchozim textu, w;; = wi—;, >, |wi| < 1,
H(xp) = ((I — W)xp,zp) za podminky zpre = Tpge.)
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V jiném piikladé této sbirky dokazujeme nasledujici vétu, tzv.
Feymann-Kacovu formuli:

Véta 2: Pro minimalizujici konfiguraci Zpse a pro libovolny bod
i € M plat{ vztah

T; = pri'k(P)a (386)
P

kde soucet se bere pres vsechny prochazky P zacinajici v bodé i a
konéici v M€. (Konec prochdzky je definovédn jako okamzik, kdy se
prochdzka poprvé octne v mnoziné M¢ = A\ M.) Vdha prochdzky
je opét dana formuli

wp = H wij

(i,j)eP
kde soucin je pres vSechna zZebra P.

Viz predchozi piiklad (o minimech kvadratickych forem), kde po-
drobnéji diskutujeme i formuli 387. Zakladem je elementarni pozo-
rovani, ze funkce H(Zpse U xpr) mé podle pfedpokladu minimum
v bodé xp; = Zps. Tedy parcidlni derivace H podle z;, ¢ € M jsou
rovny nule, coz déva vyjadreni (zopakujte si jej)

T; = Zwij.’f]’7 (387)
J

kde sumujeme pies vSechna ,,sousedni” j (takovd, ze w;; # 0) a Z;
je bud’ hodnota minimalizujici konfigurace Z»; v bodé j € M nebo,
v ptipadé j € M€, hodnota pfislusné okrajové podminky. Nyni staci
iterovat pouzitou formuli 387 (dosazovat ji samu do sebe znova a
znova, dokud neplati j € M€) a dostaneme kyzeny vztah 386.

Dosadme nyni formuli 386 do vzorce pro minimalizujici Hamil-
tonian

H(.’i‘[\) = ((J — W).’L‘A,LL‘A) = Zi‘? — Z Wi TiT g
icA i,jEA

Dostaneme potom nasledujici elegantni vysledek.

Véta 3: Necht konfigurace Tp; minimalizuje Hamiltonidn H(z s U
Zpe) P fixované podmince T pre. Potom plati vzorec, pro Ta =
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Tare UZas
H(Zp) = Y T — > wpla(p)Tu(p), (388)
ieMe P
kde séitdme pres vSechny prochdzky (i = z(P),i1,...,in = k(P))
takové, ze zacdtek z(P) i konec k(P) lezi v M€, ale x; € M pro
i=1,...,n—1. Vdha prochazky P je dana, jako obvykle, sou¢inem
pres vSechna zZebra (ig,ix+1),k=0,1,...,n—1

n—1
wp = H Wi, ig41
k=1

(Vsimnéte si, ze pro M = () dostdavame obvykly tvar H(zy).)

Dukaz: Je vcelku jasné, ze dosazenim formule 386 do a) prvni i b)
druhé sumy ve vzorci 388 vznikaji vyrazy typu wpZ, p)Zrp)- Rozdil
je v tom, jak ty prochdzky vznikaji: v piipadé a) jako ,,slepence”
dvou prochazek Py, P; z jistého bodu ¢ € M ven z M€, v piipadé
b) jako slepence dvou prochézek (jedné zacinajici v i a druhé v j a
jdouci ven z M) a jedné pticky (i,7) dodavajici k vahdm wp, a wp,
jesté jeden multiplikativni faktor w; ;). Rozdil je ve znaménkéch,
slepence P& P, vznikaji se znaménkem 1, slepence Py U {i,j} U Py
se znaménkem —2 (resp. —1, uspordddme-li dvojici {i,j}).

Pozndmka (k terminologii a k prechodu do kontinua Z¢ —
R%): Konfiguraci #5 minimalizujici H(z,) za podminky zpe =
Zpre nazyvdme Coulombovym resp. Newtonovym potencidlem (od-
povidajicim hraniéni podmince Z ). Piedstavme si totiz A = Z4,
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Me = {0} U A, kde Ay je ,,0koli nekonecna”. Polozme Zp = 1 a
Z; = 0 pro vSechna i € As. D4 se potom ukdzat (nenf to ale trividlni)
ze pro 1 < |i] « D = dist(0, Aw) plati (uvazujme pro konkrétnost
pouze dimenzi d > 3)

Ti = CV (i) (1 +n),

kde 7; — 0 pro D — oo a |i] — oo (nebudeme zde piesné specifikovat
v jakém smyslu), C' je konstanta a V' je obvykly Coulombuv potencidl
z R%, tzn. funkce minimalizujici integral

/ | grad V|? dy
R\ K

za podminky V(y) = 1 na hranici K jednotkové koule K = {y :
ly| < 1}. Zduraznéme, ze zde je jiz fe¢ o euklidovské normé na
R?, tedy V(y) (a piiblizné i V(i) je centrdlné symetrickd funkce,
jejiz hodnoty zdvisi pouze na (euklidovské) vzdélenosti od pocatku.
V(y) =1/|y| pro d = 3.

Nyni udéldme jesté nékolik dtleZitych, byt elementdrnich a
hrubych, odhadu veliciny H(za) pro dimenze d = 2 a d = 3. Ne-
budeme se pokouset optimalizovat tyto odhady, ani ukazovat je-
jich vztah k odhadim pro energie harmonickych funkci v konti-
nuu (tedy v R? misto Z?). Tyto odhady umozni rozfesit problém
o (ne)ndvratnosti prochézek a tedy konecné uzaviit dukaz véty 1.
Bude pohodlnéjsi piejit z koneéného toru A na celou mifz Z<.

Volme hraniéni podminku o = 1, Z; = 0 pro |i| > N, i € Z4.
Situaci lze samoziejmé namodelovat i na dostateéné velikém toru A.

Necht
2™ = {aéf.N); li| < N}

oznaCuje konfiguraci minimalizujici H(zp) za této podminky.
Polozme Z; = limy _. iz(-N). Predpokladejme, ze pro kazdé N je to-
rus A zvolen tak veliky, ze mnozinu My = {4, |i| < N} i jej{ hranici
Mg = {i,dist(i, M) < R}, kde R je ,,dosah interakce” v Hamil-
tonidnu H(z,) (tedy a;; = 0 pro | — j| > R), lze do A izometricky
vnorit. Potom zfejmé velic¢ina H(EEXN)) nezavisi na volbé takovéhoto
toru, ozna¢me ji prosté H(af(N)). Mame potom zfejmé

H(z) = lim H(z™),

419



kde leva strana je podle vztahu 388 s uvazenim vyse zminéné okra-
jové podminky déna nekoneénou sumou pies vSechny prochazky
z pocatku 0 dorazivsi nakonec zpét do pocdtku (jejiz konvergence
snadno plyne z predchozich dvah)

H(z)=1-)» w}.

Méame zde samoziejmé na mysli hlavné ptipad € = 0, pro opatrnost
(hlavné v dimenzi d = 2) si predstavujme, ze € > 0 a limitn{ pfechod
€ — 0 udélame az v dplném zavéru. Z nasledujici véty jiz plyne
dokonéen{ ditkazu véty 1, nebot H(Z) =1 — p.

Véta 4: Pro d =2 je H(Z) = 0, zatimco pro d > 3 plati H(z) > 0.

Dukaz: a) Piipad d = 2. Sestrojme pro kazdou posloupnost {a, }
takovou, ze a, > 0a ) _, a, =1 konfiguraci danou piedpisem

Z;=1-— Zaj pokud |i| = n.
j=1

Jsme stdle na mi{zi, vyrazem |i| = Zizl lir| rozumime vzdélenost
,typu 11”7, mnozina i : |i| = n je kosoétvercem o délce prepony 2n.
Predpokladdme-li interakci pouze nejblizsich sousedu, je jasné podle
vztahu 383, Ze energie takovéto konfigurace je rovna sumé (prispivaji
pouze pary nejblizsich sousedu z ruznych ,,vrstevnic”)

H(i) = > alc(n),

n=1

kde c¢(n) je pocet nejblizsich sousedu mezi body z koso¢tverci
K(n) = {i,]i]| = n} a K(n —1). Nebudeme zde piesné odhadovat
¢islo ¢(n), je jasné, ze plati lim,, o ¢(n)/n = 4. Takze

~ c(n)

H(z) = Z aZc(n) = Z(ann)QF.

Volme nynf a, = Kny/n, n =1,...,N a jinak a, = 0 pron > N.
Necht Ky = (N 1)=1 tzn. Ky ~ (log N)~!. Poéitejme, s touto

n=1n
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volbou ay,, hodnotu H(Z) = Y77 a?c(n) = K% > c(n)/n* ~ Ky =
(log N)~t. Tedy vidime, ze H(z) = inf H(z) = 0.

b) Piipad d > 3. Tento odhad je komplikovangjsi a fakt, ze
pracujeme v Z? (misto RY) situaci neulehéuje, ba pravé naopak.
Rozsfifme konfiguraci € Z< linedrné (po &éstech, v kazdé buiice
H?Zl(ni, n; + 1)) na funkei v celém R?. Ozna¢me tuto funkei sym-
bolem V (y). Plati, pro jistou minimdln{ konstantu ¢ > 0, vztah

H(z) > cG(V),  kde G(V)z/ | grad V|2 dy
RI\K(0)

(tuto nerovnost sta¢i dokdzat v kazdé jednotlivé buice, ovéite). Pri
odhadu G(V') 1ze pouzit symetrie funkce minimalizujici G(V') (takové
symetrie na Z? nemame!) Vskutku, je-li T’ ortogonaln{ transformace
na RY, tak je jisté G(V) = G(V oT) a trochu (funkciondln{) analyzy
ukazuje, ze minimum funkce G, pii okrajové podmince na V' feknéme
V' =1 na hranici koule {y : |y = 1} a V = 0 v nekoneé¢nu, je nutno
hledat mezi ,,centrdlné symetrickymi” funkcemi V', jejichz hodnoty
zavisi pouze na vzdalenosti od pocatku. To je zndmy Coulombuv
potencidl, pro d = 3 roven V(y) = 1/|y| a mame téz odhad

2
H(z) > c/
R\ K(0)

1
grad —| dy.

|yl

20.30 Lorentzovy transformace

Definice. (Minkowskiho kvadratické formy) Na prostoru R* za-
vedme Minkowskiho pseudoskaldrni soucin (-,-)r : R* x R* — R,
definovany (v, w)p 1= vowg — V1w — vows — v3ws, kde v; resp. w;
jsou slozky v resp. w viéi kanonické béazi R%. Kvadratickd forma
(R*; (,)ar) =: RY? se nazyva (realny) Minkowskiho prostor.

Definice. (Lorentzovy grupy) O(1,3) = {A € M(4,R);
(Az, Ax)pr = (x,2)Mm), SO(1,3) = SL(4,R) N O(1,3). Grupa
O(1, 3) se nazyva Lorentzova grupa, SO(1,3) se nazyva Lorentzova
grupa orientaci zachovavajicich prvku.
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Ukol. Dokazte, ze vyse definované mnoziny jsou grupy.
ResSeni. Sta¢i ovérit uzavienost na ndsobeni a na inverzi.

Ukol. Dokaite, ze prostor vech hermitovskych matic typu 2 x 2
je vektorovy prostor nad télesem R dimenze 4. Naleznéte jeho bazi.
Tento prostor budeme znacit H(2).

Reseni. Kazd4 hermitovskéd matice

A= (“11 “12) —A = A (389)

a1 a2

ma na diagondle redlné cisla. Prvky ajs a as; jsou navzdjem kom-
plexné sdruzené, tj. pokud a2 = x1 — ixe, potom as; = x1 + 2.
Pro dalsi vypocty bude vhodné napsat diagonalni ¢leny ve tvaru
a11 = xg + T3, e = Ty — T3, coZ lze pravé jednim zpusobem pro
libovolnda dvé realnd ¢isla a1, aze. Kazdou hermitovskou matici lze
tedy psat ve tvaru

. Xog+ T3 X1 —iérz
A(:cl—I—i:Eg 330—333)’ (390)

kde z, € R, = 0,1, 2, 3. Naopak plati, ze kazd4d matice tohoto tvaru
je hermitovskd. Zvolme bézi {og,01,09,03} prostoru vech hermi-
tovskych matic ve tvaru:

(10 (01
0—07 01 I o1 = 10 I

(0 —i (10
2=\io0 ) 73=\0-1)

tyto matice se nazyvaji Paulitho matice. Lze snadno ovéfit, ze prvky
04 jsou linedrné nézavislé nad R.

Déle je ziejmé, ze pro libovolnd redlna x® plati, ze %o, je her-
mitovskd matice. Libovolnou hermitovskou matici je mozné psat ve
tvaru matice A vyse. Piimym vypoctem se lze pfesvédCit o tom, Ze
A = 1%, tj. Ze 04 generuji prostor H(2).

Tim jsme ovérili, Zze {o,} tvoii bazi redlného vektorového
prostoru H(2), a tak i dokdzali, ze dimg H(2) = 4.

(391)
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Umluva. Definujme realny izomorfizmus vektorového prostoru
H(2) na prostor R* a ozna¢me j : H(2) — R*, j71(x) = 2%, kde
x = (xq,...,z3)".

Ukol. Dokaite, 7e (x, )y = det(j7(z)), 2 € R%.
Reseni. O vyse uvedeném vztahu se lze presvédcit piimym
vypoctem.

Ukol. Dokaite, ze J : M(2,C) — M (4,C), definovany J(A)z :=
j(A;7 (x)A"), A € H(2), z € R*, je homomorfizmus semigrup. Ko-
mentdi: J(A) je matice 4x 4, a proto ji lze vy¢islit na vektoru z € R*,
J~(z) je matice 2 x 2.

Reseni. Nejprve ovéime, ze vyse definované zobrazeni mé smysl,
tj. ze matice Aj~!(x)A" je hermitovskd, a proto na ni lze aplikovat

izomorfizmus
jiH2) = RY: (Aj() AN = Aj~ (@) AT = 4571 (2) AT, (392)

nebot hermitovské sdruZenf je antiinvoluce (obraci pofadf a fot = id)
a j~Y(x) € H(2) pro kazdy vektor z € R*.

Nyni ukdzeme, ze J je homomorfizmem semigrup, tj. ovéiime, ze
plati J(AB) = J(A)J(B). Pro kazdé = € R* plati

J(AB)x = j(ABj ' (z)(AB)") = j(A(Bj~'(z)B")A") =
j{(ﬁﬂj(Brl(w)B*)}A*} = J(A)[j(Bj H(z)B")] =
J

) (B)x] = (J(A)J(B))z, (393)

coz bylo dokazat.

Ukol. Vypoctéte J-obrazy nasledujicich matic

ki) = (G0 ). (394)

sin¢g cos ¢
kde ¢ € [0,27), a
r 0
A(T) = (O T'l) ’ (395)
kde r € C. V tomto piipadé dosad'te volbu r = e* a r = €. Budeme

oznacovat A(r = %) =: K5(0), A(r = et) =: M(t).
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Reseni. Pifmym vypoctem (vycislenim .J(A) na prveich kanoni-
cké baze, J(A)e;) obdrzite nésledujici vysledek

1 0 0 0
J(K1(6)) = 8 co%2¢ (1)51n02¢ 7 (396)

0 —sin2¢ 0 cos2¢

cosh2t 0 0 sinh 2t
0 10 ©
sy =| o Y0 (307)

sinh 2¢ 0 0 cosh 2t

1 0 0 0
0 cos20 sin260 0
0 —sin26 cos26 0
0 0 0 1

J(K2(0)) = (398)

Pozn. Vyse definované matice K1(¢), A(r) spolu s matici

N (k) = <(1) f) (399)

predstavuji komponenty rozkladu libovolné matice z grupy SL(2,C)
na tzv. kompaktni, abelovskou a nilpotentni ¢ast. Tento rozklad
je zndmy v teorii Lieovych grup (pro libovolnou komplexni Lieovu
grupu) jako Twasawiv nebo KAN-rozklad.

Umite v tomto konkrétnim piipadé podat geometrickou inter-
pretaci matic v redlné verzi, tj. v .SL(2,R)? Uvédomte si, ze matice
z SL(2,R) jsou prvky zachovavajicf objem v R? - tj. obsah v roviné.
Nakreslete, na co piislusné matice K(¢), A(r), r € R, N(k), k € R
zobrazi obdélnik, jehoz stied koinciduje se stfedem soufadnic.

Ukol. Dokazte, Ze Jsr(2,c) je homomorfizmus grupy SL(2,C) na
grupu
Im(Jsr2.0))-

Reseni. Zizime-li J na SL(2,C), jeho obraz je podgrupou
O(1,3). Tento fakt dokdzeme ndsledovné.
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Dik ptfedchozimu vime, ze

(J(A)z, J(A)a)as = detlj~ (J(A)a)] = det(Aj () AT) =
= det(A) det j ' (x) det AT =
=1-(z,2)m 1= (z,2)m, (400)

nebot A € SL(2,C). Odtud plyne, ze J(A) € O(1,3). Zjistili jsme,
Ze obraz zizeného zobrazeni je podmnozinou grupy O(1, 3).

Dik tomu, ze J neni jen homomorfizmem semigrup, ale i grup
(staci ovérit, ze J(A)™! = J(A™1), coz nyni d4va smysl, nebof jsme
prave zjistili, ze J(SL(2,C)) € O(1,3) C GL(4,R), tj. invertibilnost
elementt z J(SL(2,C))), je jeho homomorfni obraz také grupou.

Definice. (Boost!!®)Matici A € O(1,3) nazveme boost, pokud
existuje matice @ € O(3), ze

coshu 0 0 sinhwu
_ . 0 10 O
QAQ ' = L7 = 0 01 0 : (401)

sinhuw 0 0 coshu

Pozn. Matici @, ktera je typu 3 x 3, si predstavujeme jako matici
4 x 4, kterd vznikne z A doplnénim nultého fadku a nultého sloupce
(nahoru a doleva), které az na svij prunik, kde se nachaz{ jednotka,
jsou nulové. @ je tedy blokové diagondlni matice s bloky: 1 a A.
Takovouto matici jiz umime nésobit s Lorentzovou transformaci A.

Ukol. Vsimnéte si, ze L? (nazyvany boost podél osy z s rapidi-
tou u) souvisi s béznymi Lorentzovymi transformacemi ze ,,stFedn{

gkoly”. Urcete vztah mezi faktory ~ := \/ﬁ, B = %, rychlost{
v na jedné strané a rapiditou w na strané druhé.
Reseni. Uvazujme, Ze transformace
p
t=~(t—-"=x
y(t =)
 =ux
/
Yy =Yy
2= y(z —vt) (402)

L5V gesting anglickému terminu boost odpovidé posouvani.
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,;,odpovida” transformaci L?. Napisme vySe uvedenou Lorentzovu
transformaci (402) pomoc{ matice a srovnejme jeji koeficienty s ko-
eficienty matice LZ.

Od ,,pasivn{” transformace soufadnic dané rovnicemi (402)
prejdeme k ,aktivni” transformaci vektoru A (tj. k matici prechodu),
ktera je jeji inverzi. Zjistime, ze

v 00 vy
0 100
A= 0010 |- (403)

2700 7

Rychlost svétla jsme povazovali za jednotkovou, nebot jsme
tento fakt jiz predpokladali, kdyz jsme definovali Minkowskiho
kvadratickou formu, kters se od ,,fyzikdlni” ligila pravé faktorem c?
u nulté (¢asové) souradnice. Pouzijeme-li tuto konvenci, dostaneme,
ze plati: v = athwu. Pomoci souc¢tovych vzorcu pro hyperbolicky
tangens lze snadno odvodit vzorec pro s¢itdni (bezrozmérnych)
rychlosti. Proved'te.

Pozn. V ramci elementarni diferencidlni topologie 1ze dokazat, ze
prvky Lorentzovy grupy, O(1, 3), tvoi{ Sestirozmérnou plochu (hlad-
kou diferencovatelnou varietu) vnofenou do Sestnictirozmérného
vektorového prostoru vSech matic 4 x 4. Tato plocha sestava ze ¢tyr
komponent souvislosti.

Ukol. Dokaite, 7e obraz homomorfizmu .J, ziizeného na SL(2, C)
je roven té komponenté souvislosti grupy O(1,3), kterd obsahuje
neutrdlni prvek. Tato souvisld komponeneta se znaci SO(1,3);
a nazyva vlastni Lorentzovou grupou.

Reseni. Nejdifve dokdzeme, ze ImJispiec) S SO(1,3)4,
opacnou inkluzi pozdéji.

Fakt plyne z tvrzeni, Ze obraz souvislé mnoziny spojitym zob-
razenim je souvisly. Nyni jiz sta¢i dokdzat souvislost SL(2,C).
Kazdy element SL(2,C) muzeme spojit hladkou kiivkou s elemen-
tem id € SL(2,C). Tento fakt plyne z toho, ze Jordanova matice J4
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k matici A € SL(2,C) (s jednotkovym determinantem) je tvaru

a O a 1
JA_(OCL_l)’ resp. JA_(Oa_l)' (404)
Tyto matice lze spojit s identitou pomoci kiivek
(1=t +ta 0
0= (T ) te 0 (a0s)
resp.
(A —t) +ta t

Oboji pokud je a > 0.

Pro ptipad a < 0 sta¢i provést drobnou modifikaci. K tomu, aby-
chom dokézali i opacnou inkluzi, je potieba si uvédomit, ze kazdou
vlastn{ Lorentzovu transformaci B € SO(1,3), lze psdt ve tvaru
B = Ry L% Ra, kde R; jsou (vlastni) rotace v t¥frozmérném podpros-
toru R? v Minkowskiho ¢asoprostoru R* a L? je boost ve sméru z
a rapiditou .

Oznaéme generdtor ¢asové soufadnice eq := (1,0,0,0)!. Defi-
nujme vztahem Bey =: (g, )" redlné é&islo zo a vektor 7, jehoz
slozky ozna¢me T = xie; + xoe2 + x3€3, kde ¢; jsou prvky kanonické
béize R? C R%.

Jelikoz B je Lorentzova transformace zachovava Minkowskiho
pseudoskaldrni soucin, plati, ze 22 — (Z,7) = 12 — (0,0) = 1.
Ziejmé existuje rotace Ry, kterd zobrazi ¥ do osy z, tj. R1Bey =
(20,0,0, (Z,7)2)".

Nyni pouzijeme boost, jehoz tvar vypocteme v J-obrazech.
Snazime se vektor Ry Beg pievést opét do toho fezu ¢asoprostorem,
ktery je urcen rovnici t = 1, tj. do vychoziho ¢asu. Chceme uzit boost

ve sméru osy z, ansatz je
r 0
M = <0 s> , (407)

kde rs = 1. Pozadujeme, aby

M;j~Y(RiBeg)M = (132 132) =571((1,0,0,2)").  (408)

427



Tuto rovnici lze splnit pro z = 0, r = [z + (£, 7)2]2, s = [xo —
(Z, f)%]%. Diky tomu, ze (x,z)p = 1, je podminka rs = 1 splnéna.

Ozna¢me L* = J(M). Celkem dostdvame L*R;Bey = eg. Je-
likoz L*R1 B je Lorentzova transformace, a dik predchozimu vime,
ze zachovavd ,,casovy” podprostor Reg, musi byt (,,pouhou” vlastn{
prostorovou) rotaci. Ozna¢me ji Ry. Z rovnosti L, Ry B = Ry plyne,
7e B = Ro(L*)" 'Ry, coz je pozadovany vztah, uvédomime-li si, ze
inverze rotace je opét rotace, tentokrate s opa¢nym thlem, a inverze
boostu je boost s opa¢nou rapiditou.

Tvrzeni, které mame dokazat, plyne z Eulerovy véty ktera tvrdi,
ze kazdou rotaci Ize napsat ve tvaru R = R;Rngb, kde R}, je rotace
kolem osy n o tihel a. Rotaci kolem osy y resp. z nagenerujem pomoci
K7 resp. K5 — viz tloha vysSe. Boost kolem osy z jsme spocetli jako
L# = J(M), viz tamtéz.

Celkem tedy

A

J(Kz)J(Kl)J(K2)J(M)J(K2)J(K1)J(Kz) =
J(KgKlKgMKgKle), (409)

a proto J je surjekce obsahujici SO(1,3);, coz spolu s vyse
dokazanou inkluzi implikuje Im(J|sr(2,c)) = SO(1,3) 4.

Ukol. Dokazte, ze J : SL(2,C) — SO(1,3), je zobrazeni typu
2:1, tj. ze #J~1(A) = 2 pro kazdou A € SO(1,3) .

Reseni. Staci zjistit, ze J~'(id) = {id, —id}, coz lze ovéfit
pifmym, byt pracnym, vypoétem. xSK
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Strucné popisy prikladui

1.1 Soustava 3 x 3 s komplexnimi koeficienty.
1.2 Soustava 4 x 4 s parametrem.

1.3 Soustava 5 linedrnich rovnic s mnoha nulami feSend
(nesystematicky) dosazovanim rovnic do sebe.

1.4 Dukaz regularity diagonélné dominantni matice potazmo
jednoznac¢nosti feSeni soustavy rovnic; ukazka fyzikalné
motivovanych tprav (zavedeni potencidlu).

2.1 Piiklad grupy symetrii, studium struktury neptilis velké grupy,
piimé a polopiimé souciny.

2.2 Neékolik piikladu koneénych grup.

2.3 Réd podgrupy déli #4d grupy, mals Fermatova véta, Eulerova
funkece p(n) (pocet prirozenych ¢isel nesoudélnych s n, mensich
nez n).

2.4 Zkonstruovani vSech grup s nejvyse sedmi prvky.

2.5 Generatory grupy.

2.6 Konjugované prvky, (tiidy) ekvivalence.

2.7 Pimé a poloptimé nasobeni grup a proces obraceny, tedy
rozkladani grup.

2.8 Vypocet znaménka konkrétni permutace riznymi zpusoby.
Sklddani permutaci. Jednoduchy morfizmus, reprezentace.

2.9 Permutace, inverze, transpozice, cyklus.

2.10 Aplikace pojmu permutace a znak permutace.

3.1 Z, — ptiklad jednoduchého komutativniho télesa.

3.2 Vypocet inverzni matice nad Zq1.

3.3 Urcovéani poctu vektoru v koneéném prostoru a jeho
podprostoru. Procvi¢ovani izomorfizmu mezi ruznymi
podprostory.

3.4 Priklad slozitéjsiho kone¢ného télesa — polynomy s koeficienty
ze Z, a nasobenim modulo polynom.

3.5 Nendpadné cviceni na nasobeni komplexnich ¢&isel.

3.6 dim Ker + dim Im linedrniho zobrazeni je rovno dimenzi
prostoru, na kterém pusobi.
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3.7 Viz piiklad 3.6.
3.8 Viz priklad 3.6.

3.9 Hodnost matice AB je mensi nebo rovna nez hodnost A
i hodnost B.

4.1 Studium mnoziny >, z;v;, 0< z; <lawv,...,v, € RY, d<n.
Trénink na linedrni kombinace, linedrni zavislost a nezdvislost.

4.2 Oveéreni podminek definice vektorového prostoru.

4.3 Ovéreni podminek definice vektorového prostoru, izomorfizmus
vektorovych prostoru.

4.4 Zjistovéani, zda je podmnozina vektorového prostoru také jeho
podprostorem.

4.5 Linearni zavislost konkrétné zadanych vektort z R*, linedrni
kombinace

4.6 Dimenze prostoru na jednoduchém piipadé (s parametrem).
Prostory funkci.

4.7 Dimenze linearniho obalu. Dimenze zobrazeni. Linedrni
zobrazeni. Restrikce zobrazeni. Nekomutativita skladani
zobrazeni.

4.8 Vypocet slozek vektoru v bazi soustavy bez a s pomoci
skaldrniho souéinu.

4.9 Ovérovani linedrni nezavislosti vektoru, matice prechodu mezi
bézemi, transformace slozek vektoru.

4.10 Vektorovy prostor matic se stejnymi fddkovymi a sloupcovymi
soucty. Dimenze vektorového prostoru. Afinni prostor.

4.11 Teoretickd dloha na jadro zobrazeni. Vse v prostoru Zj.
4.12 Linearni nezavislost polynomu. Aproximace funkce polynomy.

5.1 Urceni ortogonélniho dopliku ke konkrétnimu dvourozmérnému
prostoru v R%.

5.2 Popis Grammovy—Schmidtovy ortogonalizace.

5.3 Ukézka, jak 1ze v R™ sestrojit dva navzdjem ortogonalni
prostory o dimenzich k a n — k.

5.4 T¥i rtizné normy v R"; odpovéd na otdzku, zda je jim mozné
priradit skaldrni soucin.
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5.5 Priklady norem na prostorech ¢tvercovych matic.

5.6 Souvislost nékterych norem pro matice s normami pro vektory.

5.7 Aproximace metodou nejmensich ¢tverci: jednou pomoci
ortogondlni projekce prostor polynomu nejvyse prvniho stupné
a podruhé nalezenim minima funkce dvou proménnych.

6.1 Zékladn{ vlastnosti matic (hermicita, unitarita, komutativita,
podobnost) predvedené na jednoduchém piiklade. Ukazka
vypoc¢tu komutatoru, antikomutatoru, vlastnich ¢isel,
exponencidl ve specidlnim ptipadé Pauliho matic.

6.2 Matice linedrniho zobrazeni vzhledem k ruznym bézim.
Dimenze obrazu linedrniho zobrazeni. Invariantni podprostor.

6.4 Matice linedrniho zobrazeni vzhledem k ruznym bézim.

6.5 Vypocet inverzni matice 3 x 3 dvéma ruznymi standardnimi
zpusoby.

6.6 Oveéreni, ze je SL(2,7Z) grupa. Generédtory grupy, (krystalové)
miizky v roviné a jejich reparametrizace.

6.7 Popis systému podmnozin pomoci matic, ndsobeni obecnych
matic. Dvoji pocitani. Hodnost souc¢inu matic.

6.8 Jak lze permutovat matice pod znakem stopy?

7.1 Manipulace s obdélnikovymi maticemi (ndsobeni). Popis
orientovaného grafu pomoci matice.

7.2 Manipulace s obdélnikovymi maticemi (ndsobeni). Popis
orientovaného grafu pomoci matice.

7.3 Determinant Laplaceovy matice grafu je roven pocétu jeho
podgrafu, které jsou stromy. Piipad uplného grafu.

7.4 Priklad vektorového podprostoru Z3 a urceni jeho dimenze
pomoci konstrukce algebraického dopliku.

7.5 Urceni vlastnich ¢isel a vlastnich vektoru u t¥{ specidlnich matic
n x n. Vlastni ¢isla a vlastni vektory matic A a A™. Jak muze
vypadat napiiklad matice incidence?

7.6 Tvrzeni o vlastnich ¢islech a vlastnich vektorech pro matici,
ktera neni zadana explicitné, znamy jsou jen nékteré jeji
vlastnosti.
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7.7 Urceni vlastnich ¢isel specialni matice 10 x 10, aniz by se
pocitaly elementy matice. Spole¢né vlastni vektory raznych
matic.

7.8 Prostory vlastnich vektora ruznych matic.

7.9 Ruzné moznosti definice souc¢inu grafi. Matice incidence téchto
sou¢inu, mirnd podobnost s tenzorovym soucinem.

7.10 Jak lze charakterizovat “miru souvislosti” grafu pomoci
vlastnich ¢isel jeho matice incidence. Odhady ||Av|| pomoci
vlastnich ¢isel matice A.

7.11 Dalsi charakteristika grafu pomoci vlastnich ¢isel jeho matice
incidence.

8.1 Vypocet ¢iselného determinantu 4 X 4 ruznymi metodami.
Upravy, pfi nichz se hodnota determinantu nezmeéni.

8.2 Tridiagondlni (pdsovd) matice s obecnymi elementy.
Jednoduché cviceni na rekurentné zadané posloupnosti.

8.3 Vypocet zndmého determinantu standardni{ metodou (Gaussova
eliminace).

8.4 Vypocet determinantu obecné matice n X n trikem s uzitim
cyklickych vektort. Jako vedlejsi vysledek dostaneme vlastni
vektory a vlastni ¢isla.

8.5 Vypocet obecného determinantu n X n pomoci minoru.

8.6 det AB = det Adet B a dalsi upravy s velkou obecnou matici.
Jak rozpoznat vicenasobné kofeny polynomu na pocitaci.

8.7 Geometricky vyznam determinantu. Afinni prostor.

8.8 Diikaz tvrzeni o determinantech pomoci definice determinantu.
Tvrzeni ke geometrickému vyznamu determinantu.

9.1 Nalezeni vzorce pro n—ty ¢len v rekurentné zadané posloupnosti
pomoci diagonalizace matice 2 x 2.

9.2 Rychly odhad pro hodnoty vlastnich ¢isel zadané matice.
Jednoduchy dikaz, proc je ostfe diagonalné dominantni matice
reguldrni. Rychlé kritérium pro pozitivni definitnost.

9.4 Vlastni ¢isla konkrétni matice n x n. Determinant je soucin
vlastnich ¢isel, stopa je soucet vlastnich ¢isel.
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9.5 Determinant konkrétni matice 4 x 4 pocitany ruznymi zpusoby.
Jak rozkladat polynomy (zvlasté kubické a vyssi)
s celo¢iselnymi koeficienty.

9.6 Diagonalizace matice 2 x 2, po¢itani funkce matice. Vlastnosti
symetrickych matic na jednoduchém piikladeé.

9.7 Diagonalizace nesymetrické matice 2 x 2. Vypocet a diskuze
poctu feSeni odmocniny z matice.

9.9 Jednoduchéa soustava 4 x 4 s komplexnimi koeficienty. Matice
linearniho zobrazeni na prostoru funkci. Vlastni ¢isla a vlastni
funkce (vektory). Nediagonalizovatelnost, nilpotence zobrazeni.

9.10 Charakteristicky polynom matice 3 x 3 vyjadfeny pomoci
determinantu, stopy a stopy kvadratu matice.

9.11 Konkrétni piiklad soustavy n diferencidlnich rovnic prvniho
tfadu, ktera odpovida jednorozmérné vinové rovnici. Hledani
vlastnich ¢isel a vektoru matice n x n a jejich souvislost
s vlastnimi kmity krystalové miizky.

10.1 Matice linedrniho zobrazeni. Grupy SO(2) a SO(3).
Ortogonalni matice jsou matice rotaci. Jak poznat pro zadanou
ortogondlni matici osu a thel otoceni. Vlastni ¢isla a vlastni
vektory ortogondlnich matic.

10.2 Odvozeni matice pro obecné otoceni v R3 kolem zadané osy
o dany uhel. Eulerovy uhly. Rozklad prostoru na podprostor a
jeho ortogonalni doplnék.

10.3 Obecny tvar matice Lorentzovy transformace a nesouvisla
grupa takovych matic. Vlastni Lorentzovy transformace.

10.4 Reprezentace kone¢né grupy. Ireducibilni reprezentace.

11.1 Diagonalizace (vlastni ¢isla a vektory) a exponencidla matice
2 x 2. Souvislost s kvantovou mechanikou.

11.2 Soustava dvou diferencidlnich rovnic prvniho fadu, jejiz matice
neni diagonalizovatelna. Exponenciala takové matice a jak se
obejit bez piimého vypoctu této exponencidly.

11.3 Soustava dvou diferencidlnich rovnic prvniho fadu s pravou
stranou. ReSeni pomoci variace konstant.

434



11.4 Resen{ realné soustavy dvou diferencidlnich rovnic prvniho
radu, jejiz matice ma komplexni vlastni ¢isla. Jak odstranit
komplexni ¢isla z vysledku.

11.5 Soustava tif diferencidlnich rovnic prvniho fadu, jejiz matici
nelze diagonalizovat. Exponencidla této matice.

11.6 Wronskian. Derivace determinantu.

11.7 Upravy fad pro exponencidlu a logaritmus. Zonglovani
s kombina¢nimi ¢isly.

11.8 Vypocet exponencidly trikem pro specidlni matici 2 x 2.
Generatory SU(2), U(2). Torus, rank.

11.9 Elegantni preformulace vzorce pro determinant exponencialy
matice. Dostaneme vyjddreni logaritmu determinantu matice ve
tvaru nekoneéné rady, coz umoznuje napiiklad vypocet volné
energie translaéné invariantni gaussovské miry (nejjednodussitho
to objektu statistické fyziky a QFT).

12.1 Jednoduchy piiklad vektorového prostoru. Algebra §03: jeji
generatory, komutacni relace mezi nimi. Souvislost s grupou
SO pomoci exponencidly (infinitesiméln{ generdtory).

12.2 Izomorfizmus Lieovych algeber. Vlastni ¢isla a vlastni vektory
operatoru bez pocitani s maticemi. Jak ukazat, ze jsou dva
operatory totozné, aniz bychom je explicitné pocitali.

12.3 Resitelnd algebra, komutétory, idedly. Operace s hornimi
trojihelnikovymi maticemi.

12.4 Tvrzeni o ortogonalnich doplncich v jazyce dudlnich prostoru.

12.5 Cvicenf na skalarni sou¢in. Dynkinovy diagramy a kompaktni
Lieovy grupy.

13.1 Zména béze v dudlnim prostoru k R? na jednoduchém
pocetnim ptikladu. Matice pfechodu.

13.2 Pocetni piiklad na nalezeni duélni bize v R3. Soufadnice
vektoru a forem vuéi ruznym bazim. Matice prechodu. Indexy
dole a indexy nahote. Ztotoznéni prostoru a jeho duélu.

13.3 Konkrétni linedrni forma na prostoru polynomu, pocitani
jejich slozek. Dualita.

14.1 Spektralni rozklad. Chovani A™ pro n — oo.
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14.2 Stopa matice hustoty a jejiho kvadratu. Ortogondlni projekce.

14.4 Dukaz, Ze polynom spektra matice je spektrum polynomu
z matice. Souvislost s Hamilton—Cayleyovou vétou.

14.5 Vypocet funkce matice 3 x 3. Jordanuv tvar.

14.6 Nerozlozitelné matice a obecna véta o poloze vlastnich ¢isel.
Kriterium pro pozitivni definitnost u semidefinitnich matic.

14.7 Konstrukce a studium matic specidlnich vlastnosti
(Hadamardovych matic). Blokové ndsobeni matic.

14.8 Odvozeni vektorovych identit se skaldrnim a vektorovym
souc¢inem pomoci vlastnosti Levi-Civitova symbolu €; ;.

14.10 Komutatory matic. Kdy lze pouzit binomickou formuli pro
matice.

14.11 Vypocet Laplaceova operatoru v libovolnych ortogonélnich
soufadnicich v R™: trochu vektorové analyzy (derivovani
maticovych vyrazu, Laméovy koeficienty).

15.1 Diukaz, zZe 1ze bistochastické matice zapsat jako konvexni
kombinaci permutacnich matic. Ptiklad bipartitniho grafu, uziti
teorie grafu v linearni algebre.

15.2 Dukaz, ze stochastickd matice méa jednonasobné vlastni ¢islo
jedna.

15.3 Jordanovy tetézce. Pfevod nilpotentni matice 4 x 4 na
Jordanuv tvar.

15.4 Jordanuv tvar matice 3 X 3 s jednim vlastnim ¢islem a dvéma
fetézci.

15.5 Jordantv tvar matice 3 x 3 s jednim vlastnim ¢islem a
jedinym fetézcem.

15.6 Jordanuv tvar matice 4 X 4 s jednim vlastnim ¢islem a dvéma
fetézci ruznych délek.

15.7 Jordanuv tvar matice 4 X 4 s jednim vlastnim ¢islem a dvéma
fetézci délky dva.

15.8 Jordanuv tvar matice 3 x 3, kterd ma dvé vlastni ¢isla a neni
diagonalizovatelna.

15.9 Nalezeni matice C tak, aby platilo CAC~' = B, kde A, B jsou
dveé podobné (nediagonalizovatelné) matice. Jordantv tvar
matic 3 x 3.
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16.1 Obecna tvrzeni o posloupnostech ortogonalnich polynomt.
Momentovy funkcional.

16.2 Hleddn{ vlastnich ¢isel a vlastnich vektoru diferencidlniho
operatoru na prostoru funkei jedné proménné pomoci triku.
Fyzikalné: nalezeni vlastnich stavu a energii specidlniho
jednorozmérného hamiltonianu pomoci kreacnich a anihila¢nich
operatoru. Diracova notace.

16.3 Nalezeni spektra diferencidlniho operatoru na prostoru funkei
na R3 pomoci symetrif. Lieovy algebry u(n), su(2);
reprezentace U(n), SU(2). Symetrie hamiltonidnu atomu vodiku.

16.4 Spektrum diferencidlniho operatoru na prostoru funkci vice
proménnych pomoci rozkladu na operatory pusobici na
prostorech jedné proménné; krea¢ni a anihilaéni operétory.
Diagonalizace kvadratické formy. Tenzorové souciny (na
prikladu funkei). Fyzikédlné: nalezeni spektra anizotropniho
harmonického osciladtoru ve vice dimenzich.

16.5 Reprezentace algebry operdtortu. Nalezeni hodnot, jichz muze
nabyvat operator momentu hybnosti.

17.1 Typy kvadrik v R3. Urceni typu kvadriky pomoci jejich
invarianti (tj. uréitych vyrazu s determinanty).

17.2 Prevod kvadriky na kanonicky tvar pomoci vlastnich ¢isel: osy
kvadriky jsou vlastni vektory a jejich délky vlastni ¢isla matice
kvadratické formy. Ortogondlni transformace.

17.3 Diagonalizace konkrétni kvadratické formy na R? fadkovymi a
sloupcovymi upravami. Typ kvadratické plochy.

17.4 Diagonalizace konkrétni kvadratické formy na R® pomoci
vlastnich ¢isel. Typ kvadratické plochy.

17.5 Diagonalizace konkrétni kvadratické formy na R? fadkovymi a
sloupcovymi tpravami. Sylvestrovo kritérium.

17.6 Dva rychlé ptriklady na signaturu a pozitivni definitnost.
Spektréalni rozklad operdtoru. Sylvestrovo kritérium.

17.7 Analytickd geometrie v R™, obecny piiklad.

17.8 Jak poznat, zda zadany bod lezi uvniti n—dimenzionalni sféry
definované n + 1 body.

17.9 Rovnice véech tecen k jednodilnému hyperboloidu v R3.
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17.10 Rovnice tecen jednodilného hyperboloidu v R™. Diagonalizace
kvadratické formy v R?~1.

18.1 Polarni rozklad konkrétni matice 3 x 3 dvéma metodami.
Vyznam vlastniho vektoru u matice deformace.

18.2 Rozsiteni véty o polarnim rozkladu i na singularni matice.

18.3 Nejlepsi feseni soustavy s vice rovnicemi nez proménnymi,
kterd presné feSeni nemad. Teorie. Ortogondlni projekce.

18.4 Aproximace metodou nejmensich ¢tverci. ReSeni soustavy

s vice rovnicemi nez proménnymi. Konkrétni piiklad na
pseudoinverzi matice n x 2.

19.1 Slozky konkrétniho tenzoru typu (2,1). Transformace
soufadnic. Symetrie tenzoru.

19.2 Piiklad tenzoru typu (0,2) na R3. Symetrie, transformace pii
zméné baze. Dudlni béze.

19.3 Linearn{ zobrazeni R? — R? jako tenzor typu (1,1). Vypocet
slozek tenzoru setrvacnosti.

19.4 Fyzikalni ptiklady tenzoru druhého radu ze specidlni
relativity. Spousténi a zvedani indext. Derivovani.

19.5 Vzorecky pro Levi-Civitiv tenzor &;j;, (ovéfeni
transformacnich vlastnost{). Tenzorovy soucin tenzoru, dzen{
tenzoriu. Prace s determinanty.

19.6 Dimenze prostoru totalné symetrickych a totalné
antisymetrickych tenzoru typu (0, k). Symetrizovany a
antisymetrizovany tenzorovy soucin.

19.7 Tenzorovy souéin operdtoru. Stopa a ¢astecna stopa (zeni
tenzoru).

19.8 Antisymetrické tenzory, vnéjsi algebra. Anulator a
rozlozitelnost tenzoru.

20.1 Jak se chovaji jednotlivé bloky blokovych matic pii ndsobeni.

integrovani, nejjednodussi a nejzakladnéjsi ilohy vicerozmérné
integrace. Je to instruktivni pouziti kombinace linearné

algebraickych, analytickych i kombinatorickych uvah, vedoucich
m.j. k objasnéni role inverzn{ (korela¢ni) matice.
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20.4 Jednoduché, (téméf) jen kombinatorické odvozeni tvaru
mocninné fady pro logaritmus.

20.5 Upozornén{ na roli nejvétsiho vlastniho ¢isla (a piislusného
vlastntho vektoru) pii vypoétech velkych mocnin matic.

20.6 Algebra nasobeni matic se ¢tyfmi bloky.

20.7 Diskuse, jak souvisi existence tzv. cyklického vektoru s
jednoznac¢nosti Jordanovych bunék. Teorie Jordanova tvaru pro
pokrocilejsi.

20.8 Pomocné uloha: Vypocet zobecnéného Vandermondova
determinantu, kde k puvodnim Faddkum pfistupuji i jejich
derivace. Navazuje na ulohu o cyklickych vektorech.

20.9 Vypocet odmocniny z velmi jednoduché matice.

20.10 Pfaffidan: vyjadieni determinantu antisymetrické matice
Ctvercem.

20.11 Popula¢éni dynamika spole¢nosti muzi a Zen trochu
podrobnéji.

20.12 Resolventa: vse, co se o tomto dulezitém pojmu dé Fici
v kone¢né dimenzi.

20.14 Rozsazeni u kulatého stolu: jak vypocet stopy mocniny
matice pomoci spektra poméaha vytesit netrividlni
kombinatorické i fyzikalni problémy.

20.15 Symetricky cirkulant, tentokrat v prevleceni za kvadratickou
formu. K tomu jedna zdanlivé podobnd, ve skute¢nosti mnohem
elementarnéjsi tloha.

20.16 Priblizny vypocet A™x: opét o roli vlastniho vektoru
piislusného nejvétsimu vlastnimu éislu.

20.17 Ortogonalizace posloupnosti, cvi¢eni na aplikaci
Grammovy—Schmidtovy postupné ortogonalizace.

20.19 Goniometricky Vandermondiv determinat, spo¢teno
prevedenim na obyc¢ejny Vandermonduv determinant.

20.21 Systémy oscilatoru s narazy, procviceni prace s pojmem
exponencidla matice a Diracovou delta funkci.

20.22 Studium chovani nejjednodussiho vicerozmérného systému
pobliz jeho bodu resonance, vypocet amplitudy Feseni soustavy

vevs
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20.23 Nékolik vhodnych pfikladu matic typu 3 x 3 na procviceni
Jordanova tvaru (prevzato ze sbirky Filippova).

20.24 K ¢emu vsemu mohou slouzit fadkové tpravy matice, pokus
o shrnuti typickych situaci, kde se takovéto tipravy pouzivaji.

20.25 I zkoumani zdénlivé tak jednoduché funkce, jakou je axz? + bx,
dava zajimavé interpretace ve vicerozmérném piipadé, pro
systémy velmi mnoha spfalenych oscildtort. Kvadraticks forma
definovana jako “suma ¢tverct rozdili hodnot sousedi” vede ke
zkoumani teorie potencidlu na mtizi. To mé zajimavé souvislosti
s pravdépodobnosti, konkrétné s teorii ndhodnych prochéazek.

20.27 Jak vypada adjunkce k nilpotentnimu operatoru v jednom
charakteristickém specidlnim ptipadé.

20.28 Jak poznat, ze Sestitthelnik v roviné je ortogonalni projekci
krychle. Teoreticka tloha.

20.29 Translaéné invariantni kvadratické formy na miizi a jejich
podminénd minima (Coulombovy potencidly). Aplikace
na problém (ne)vratnosti ndhodné prochdzky a na otdzku
existence fazového prechodu piislusné gaussovské miry.
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Index

di5, 101
Eijk, 101
uzeni tenzoru, 352
dhly
Eulerovy, 187
Upravy
radkové a sloupcové: po-
moci matice, 315
Ctverec
magicky, 77
tad grupy, 25
tad prvku grupy, 32
feseni
partikularni, 12, 15

algebra
fesitelna, 225
Lieova, 213, 221,
292, 353
vnéjsi, 358
anihilator, 225
anihilace, 288
antikomutator, 101
antisymetrie, 101
anulator, 359
aproximace
polynomem, 81
aproximace (nejlepsi), 96

223,

béze, 78, 79

dualni, 233, 239

Jordanova, 246
blok

Jordanuv, 263
bod
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hromadny, 242
boost, 425
brakety, 226

cirkulant, 150, 218
cyklus, 35, 37

definitnost
pozitivni, momentovy
funkciondl, 286
determinant

multilinearita, 176
Vandermonduv, 139

Vandermonduv, Z0-
becnény (s derivo-
vanymi sloupci),
377

Wronského, 208
diagonalizace zobrazeni, 161
diagram

Dynkinuv, 227
Diracova notace, 226, 304
direktni soucet prostoru, 105
doména

fundamentdlni, 118
doplnék

algebraicky, 45, 125, 144

algebraicky (matice), 114

ortogondlni, 83, 89, 186,

226
dvoji pocitani, 119
Einsteinova sumac¢ni  kon-
vence, 101
ekvivalence, 32



elementarni cela mftizky, 117
eliminace

Gaussova, 67, 113, 146
elipsoid, 308, 315

rotacni, 313
Eukliduv algoritmus, 116
expandér, 135

faktorprostor, 13
forma
kvadraticka
pozitivné definitni, 320
formule
binomicka, 254
Feynman-Kacova, 408
funkce
Eulerova, 28
po ¢astech konstantni, 63
schodové, 63
funkcionél
momentovy, 281

generator
infinitesimalni, 214, 221
generator grupy, 42
generatory grupy, 31, 115
gradient, 255, 323, 347
graf, 122
d-regularni, 128
tplny, 124
bipartitni, 122
eulerovsky, 124
orientovany, 122
Petersenuv, 130
souvisly, 122
Gramm-Schmidtova ortogo-
nalizace, 88
grupa, 115
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SU(2), 212

cyklicka, 29

diedricka, 24
komutativni, 30
modularni, 114, 118
nekomutativni, 21
symetricka, 21, 25, 36
vlastni Lorentzova, 426

hamiltonian, 287, 290
harmonicky oscilator

izotropni, 301
hodnost

zobrazeni, 69
hodnost matice, 50
homomorfizmus, 183
hrana grafu, 122
hyperboloid, 308

ideal, 225
identita

bac minus cab, 252

Jacobiho, 353
indexy

nahote a dole, 233
integral

gaussovsky, 362
invarianty matice, 177
inverze, 36

v permutaci, 35
izometrie, 27
izomorfizmus, 25, 45, 61, 65,

105, 223, 246

jadro, 173
jadro zobrazeni, 50, 69

koeficienty
Laméovy, 256, 258



kombinace

afinni, 155

konvexni, 259

linearni, 17

s opakovanim, 355

s opakovanim, 294
komponenta

souvislosti, 122
komutator, 101, 220
komutacni relace

kanonické, 299
konformni ekvivalence miizek,

117

konstanta

Planckova, 194
konvence

sumacni,

251, 350

kostra, 124
kovektor, 345
kritérium

Sylvestrovo, 320
kvadrika

stfedovy tvar, 308, 311

Einsteinova,

ladder—operator, 302
linedrni nezéavislost
funkei, 104
linearni obal, 96
linearni regrese, 338
linearni zévislost, 65
linearita
obecné piiklady, 141
obecné, 221

miiz
reciproka, 236
miizka v C, 115
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matice
antihermitovska, 223
antisymetrické, 220
bistochastické, 78, 259
blokové diagondlni, 105,
175, 184
diagonédlné dominantni,
19, 128, 162, 214
Grammova, 85, 158
Hadamardova, 250
hermitovskd, 94, 100, 223
Hilbertova, 152
homomorfizmu, 75
idempotentni, 101
incidence, 125, 127
inverzni, 113
Jacobiho, 255
Jordanuv kanonicky tvar,
164
korela¢ni, 366
Laplaceova, 123
nerozlozitelna, 248
nilpotentni, 262, 268
normalni, 101, 170
ortogonalni, 168, 183, 331

prechodu, 73, 75, 106,
112, 237, 341

Pauliho, 100, 212, 292,
422

permutaéni, 259

pozitivné definitni, 94,
162, 248, 320
pozitivné  semidefinitni,

162

reguldrni, 100
stochasticka, 260
unitarni, 100

Vandermondova, 150, 153



zobrazeni, 107
minor, 45, 152

hlavni, 166, 176
minor matice, 114
mnozina

Gershgorinova, 162
model

populaéni, 383
moment hybnosti, 290
morfizmus grup, 36, 191
multilinearita determinantu,

138

néasobnost vlastnich ¢isel, 128
nadrovina, 155
nejvétsi spolecny délitel
Eukliduv algoritmus, 116
nerovnost
Cauchy—Schwarzova, 190
Fisherova, 119
Hoélderova, 99
Schwarzova (Cauchyova),
90
trojihelnikova, 90
norma, 89
euklidovskd (kulovd), 90
maximovd (kubickd), 89
oktaedrickd (man-
hattanskd), 89
souvislost se skalarnim
soucinem, 89
notace
Diracova, 241, 242

okruh, 29, 43

operator
anihila¢ni, 287
evoluéni, 197
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hermitovsky
288
krea¢ni, 288
krea¢ni a anihila¢ni, 298
ladder, 302
nilpotentni, 305
ortogonalizace
Gramm-—Schmidtova, 83,
108
oscilatory
harmonické,
404, 411

sdruzeny,

sprazené,

otoceni
vlastni, 185

parovani, perfektni, 259
ptrechod
fazovy (gaussovské miry),
414
paraboloid, 309
partita, 122
permutace, 36
pfaffian, 382
plocha
ekviskaldrni, 323
podgrupa
invariantni, 23, 33
normalni, 23, 33
podprostor
invariantni, 105, 175, 184
kotenovy, 174
pole
vektorové, 323
polomér
spektralni, itera¢ni me-
toda nalezeni, 392
polynom



charakteristicky,
165, 169, 176
minimélni, 247, 265
rozklad polynomu
S celo¢iselnymi
koeficienty, 166
polynomy
Cebysevovy, 286
Hermiteovy, 286
Legendreovy, 286
Legendrovy, 89
posloupnost
Fibonacciho, 160
potencial
Coulombuv, na m¥izi, 411
pravidlo
Cihakovo, 114
Cramerovo, 72, 97
Sarrusovo, 136, 166
prochazky
nahodné, na mfizi, 411
projekce
ortogondlni, 59, 106, 337
prostor
vektorovy
afinni, 13
afinni, 78, 156
dudlni
ztotoznéni s pi{mym
prostorem, 236
Hilbertuv, 197
invariantni, 293
kofenovy, 269, 276
projektivni, 306
tecny, 325
prvek
pivotni, 69
prvky grupy

102,
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konjugované, 32
pseudoinverze, 338
pseudovektor, 361

rank grupy, 214

reflexivita, 32

rekurentni vztah, 140

reprezentace, 32, 191, 293, 302
fundamentalni, 293
ireducibilni, 293, 303
reducibilni, 192

reprezentace grupy, 36

resolventa (matice), 385

resonance, 399

restrikce, 276, 296
zobrazeni, 68

rezultant, 153

rotace
vlastni, 332

rovnice
charakteristickd, 141
diferencidlni, linearni,

141
Maxwellovy, 348
Schrédingerova, 196

rovnobéznostén, 56

rovnost

rovnobéznikova, 91
rozklad

Iwasawuv  (téz KAN-

rozklad), 424
polarni, 331
spektralni, 161, 168, 175,
241, 320
vektorového
186
rozklad identity, 243

prostoru,



schémata, Youngova, 357
Schurovo lemma, 303
signatura kvadriky, 327
soucet prostori
direktni, 184, 226
soucin
skalarni, 281
smiseny, 235
tenzorovy, 132, 300, 352
antisymetrizovany,
356, 358
operatoru, 357
symetrizovany, 354
soucin grup, 21
piimy, 33
poloptimy, 33
soustava rovnic
nehomogenni, 201
spektrum, 164, 165
v kvantové mechanice,
196
spektrum matice, 164
stav
Gisty, 243
stopa, 120
strom, 122
stupen vrcholu, 122
symbol
Kroneckeruv, 101
Levi-Civittuv, 101
symetricka ¢ast
tenzoru, 294
symetrickd operace, 32
symetrie, 21, 27
soustavy rovnic, 15
systém  polynom,
gonalni, 281

orto-
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télesa
dualni, 27
téleso, 29
konecéné, 45, 48
ttida
leva, 28
tenzor
antisymetricky,
351
deformac¢niho gradientu,
331
elektromagnetického
pole, 347
kontragredientni
formace, 347
Levi-Civituv, 350
nerozlozitelny, 359
rozlozitelny, 359
setrvacnosti, 343
slozky, 341
tenzory
symetrické, 294
torus, 214, 218
transformace
Lorentzova, 421
podobnostni, 167
transpozice, 26, 36
v permutaci, 35
tranzitivita, 32

totalné,

trans-

véta
Birkhoffova, 259
Cauchyova—Binetova, 124
Gershgorinova, 162
Hamilton—Cayleyova, 244
Jacobiho—Sylvestrova,

99, 333

Lagrangeova, 28



mala Fermatova, 28
o derivovani  slozené
funkce na R"”, 255
Pythagorova, zobecnéna,
159
variace konstant, 202
vektor
charakteristicky, 134
cyklicky, 375
Runge-Lenzuv, 290
vektory
linedrné nezavislé, 45
vlastni, 314
vrchol
grafu, 122
vzorce
Vietovy, 177
vzorec
Cihdkav, 116
Wickuv, 371

wronskian, 208

zlaty fez, 161

znak permutace, 40

znaménko permutace, 139

ztotoznéni prostoru a jeho
dudlu, 236

447



