
Úvod
Doba, kdy k základńı výzbroji student̊u matematiky ale i fyziky

neodmyslitelně patřila kromě Jarńıkových a daľśıch knih i Sb́ırka
úloh z matematické analýzy B. P. Děmidoviče, je již za námi. Letošńı
(2002) srpnová povodeň, která mimo jiné zlikvidovala i veškerou rus-
kojazyčnou literaturu v karĺınské knihovně, tak jen zvýraznila po-
zvolný konec éry, ve které podstatnou část odborné knihovny mate-
matik̊u a fyzik̊u u nás tvořila literatura psaná v tomto jazyce, nyńı
již nečitelném pro většinu student̊u. Uvedená sb́ırka přitom bývala
prvńı, mnohdy na dlouhou dobu jedinou (někdy i posledńı...) cizo-
jazyčnou knihou v rukou generaćı jejich předch̊udc̊u.

Vzpomı́nám (M.Z.) na kolegu ze studíı, chlub́ıćıho se v letńım
semestru druhého ročńıku, že konečně vlastnoručně dopoč́ıtal všech
4460 př́ıklad̊u té sb́ırky! (Šlo o několikátý přetisk pátého vydáńı
z roku 1961, které přineslo 200 nových úloh.) Tahle doba je již pryč,
podobńı jedinci se dnes již asi sotva najdou — a pokud ano, tak
sṕı̌s tráv́ı většinu času v poč́ıtačové laboratoři. Obrázek cvič́ıćıho
matematické analýzy drž́ıćıho v ruce (často již značně rozpadlou)
Děmidovičovu sb́ırku patř́ı však dodnes ke koloritu MFF UK.

Paralelńı sb́ırka Proskurjakova z lineárńı algebry se u nás těšila
relativně menš́ı pozornosti. Nezaslouženě! Stoj́ı za to, prokousávat se
jej́ımi rafinovanými determinanty či kvadratickými formami stejně
podrobně a d̊usledně, jako probojovávat se řadou limit a integrál̊u.
Přesto asi patř́ı sb́ırka [Prosk] k ohroženěǰśımu druhu knih, než kniha
[Děm], jej́ıž odkaz žije neztenčenou silou v početné obci vyučuj́ıćıch
a student̊u matematické analýzy nejen na MFF UK.

Nebyl to však pouze takovýto altruistický d̊uvod, totiž zachránit
pro studenty prvńıch ročńık̊u hodnotné znalosti předchoźı gene-
race, který nás vedl k napsáńı předložené nové sb́ırky. Doba je
prostě již jiná, než před 50 lety, kdy výše uvedené sb́ırky vznikaly.
Některé tehdeǰśı, př́ılǐs speciálńı postupy a problémy byly pozapo-
menuty, jiné naopak vznikly či nabyly elegantněǰśı a stručněǰśı po-
doby.Naš́ım ćılem bylo sestavit moderněji pojatou sb́ırku řešených
úloh (a menš́ıch esej́ı) z lineárńı algebry, psanou podobně jako kniha
[PLA], tedy s d̊urazem na aplikace ve fyzice i jinde v matematice.

Předložená nová sb́ırka je kolektivńım d́ılem autor̊u, kteř́ı byli
v době jej́ıho psańı většinou ještě studenty MFF UK a kteř́ı
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s nadšeńım odpověděli na výzvu autor̊u knihy [PLA]. Máme radost,
jaké velikosti dosáhl autorský tým: můžete se sami přesvědčit ze
zkratek jmen za každým př́ıkladem.

I když maj́ı r̊uzńı autoři samozřejmě r̊uzný styl uvažováńı,
nezdálo se nám účelné (a popravdě řečeno ani možné) sb́ırku zcela
sjednotit. Př́ıstup k problému bude jiný u studenta a jiný u odborńıka
a nemá vždy smysl, zvláště ne v kńıžce podobného určeńı jako je
tato, přepisovat formulace toho prvńıho abstraktněǰśımi výrazovými
prostředky specialisty. Stane se tedy, že čtenář naraźı, třeba i ve
dvou po sobě následuj́ıćıch př́ıkladech psaných r̊uznými autory, na
dost odlǐsný zp̊usob vyjadřováńı a třeba i odlǐsnou mı́ru toho, co je-
den již považuje za triviálńı a druhý ještě nikoliv. Ale to je normálńı,
student 1. ročńıku může mı́t na přiměřenou obecnost a abstraktnost
výkladu zcela jiný názor než specialista s dlouhodobým tréninkem
v oboru. (Někdy je i tomu specialistovi jen kolem 20 let, ale to neńı
rozhodně typické.) Budiž zd̊urazněno, že tato sb́ırka je hlavně stu-
dentskou praćı. Nejstarš́ı člen autorského kolektivu (M.Z.) přitom
nechtěl nijak hrát roli cenzora — at’ již tlakem na změnu výkladu
těch část́ı, v nichž se ćıt́ı kompetentńım posoudit ,,adekvátńı abst-
raktnost” zvoleného př́ıstupu, či ovlivňováńım použitého jazyka.

Rádi bychom na tomto mı́stě vyzdvihli práci Dalibora Šmı́da,
který kromě toho, že celou sb́ırku přečetl a opravil v ńı mnoho
chyb, také pomohl srovnat ty největš́ı rozd́ıly mezi styly jednotlivých
př́ıklad̊u. Na vytvářeńı elektronické verze sb́ırky se kromě editora
K.V. významně pod́ılel Luboš Motl a na závěrečných korekturách
se pod́ılel také David Ondřich. Těmto koleg̊um a ještě jednou všem,
kteř́ı něč́ım do sb́ırky přispěli, patř́ı naše steré d́ıky.

Podobně jako sb́ırky uvedené na začátku, ani předložená
sb́ırka nekoṕıruje úplně přesně nějaký závazný sylabus. Je členěna
s p̊uvodńım úmyslem přizp̊usobit se knize [PLA], ale obsahuje i daľśı
témata, např́ıklad úlohy na lineárńı algebru nad konečnými tělesy.
Orientaci mezi př́ıklady snad usnadńı stručné obsahy uvedené na
konci knihy. Sb́ırka neńı vždy členěna stylem ,,od jednodušš́ıho
k složitěǰśımu”, což plyne i z procesu jej́ıho vzniku. Určitou omluvou
nám budiž, že např́ıklad ani prvně zmı́něné sb́ırky nejsou takto sy-
stematicky členěny a maj́ı na mnoha mı́stech, a to i po desetilet́ıch,
vždy trochu charakter soupisu, výběru popř. přepracováńı sb́ırek mi-
nulých s doplněńım nových originálńıch př́ıklad̊u stylem ,,co d̊um
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dal”. Co se starých sovětských sb́ırek týče, šlo samozřejmě o velmi
ctihodný ,,d̊um” ruské, speciálně moskevské matematiky, a kromě
výběru z předchoźıch světových sb́ırek do nich byla přidána i mnohá
nová tvorba, nápady prameńıćı z vlastńı pedagogické nebo výzkumné
matematické činnosti autor̊u a jejich koleg̊u.

Chtěli jsme, aby i tato sb́ırka přinesla nějaké nové nápady, ne-
jen přepis př́ıklad̊u ze starš́ıch zdroj̊u, a chtěli jsme též, aby zde
byly (kromě těch zcela standardńıch) i nové partie, které nebývaj́ı
část́ı starš́ıch sb́ırek. Takže, kromě (ne tak rozsáhlých) partíı beze
studu a beze změny okoṕırovaných1 třeba z Proskurjakova (metody
výpočtu determinant̊u), jsou ve sb́ırce i originálńı zpracováńı mnoha
moderněǰśıch témat. Věř́ıme, že některé z nových (či nově pojatých)
př́ıklad̊u budou stát za převzet́ı i autor̊um sb́ırek budoućıch.

Sb́ırka obsahuje jistě ještě dost chyb a nedokonalost́ı (zvláště
v posledńı kapitole, která byla doplněna na posledńı chv́ıli). Bu-
deme rádi, když na ně čtenáři upozorńı. Elektronickou verzi sb́ırky
považujeme do jisté mı́ry za otevřený projekt, kam mohou být,
třeba zat́ım jen s provizorńı a nehotovou grafickou úpravou, později
přidávána daľśı zaj́ımavá témata. Budeme vděčni za reakce a náměty
nových př́ıklad̊u, elektronická verze knihy by jim měla být otevřena.

Sb́ırka je určena pro 1.–5. ročńık MFF UK, přičemž převahu tvoř́ı
př́ıklady určené skutečně pro prvńı ročńık. Mnohé elegantńı apli-
kace lineárńı algebry však potřebuj́ı hlubš́ı znalosti i z jiných obor̊u.
Zdálo se nám škoda je sem nezařadit, ač kromě dobrých znalost́ı LA
vyžaduj́ı pokročileǰśı znalosti třeba z analýzy, teoretické fyziky nebo
přinejmenš́ım vyžaduj́ı zájem o daľśı obory matematiky, jakými jsou
kombinatorika či diskrétńı matematika obecně. Prostě matematika
je jen jedna (což je z hlediska LA obzvláště dobře patrné), je nav́ıc
provázána s fyzikou a ostatńımi vědami, dokonce i jej́ı klasické ob-
lasti jsou stále ve stadiu vývoje. Toto vědomı́ chce naše sb́ırka mezi
studenty těchto obor̊u a obecně uživateli LA dále posilovat.

Karel Výborný, Miloš Zahradńık

1Koṕırováńı beze změny, pokud se děje v přiměřeném rozsahu, považujeme
za výraz nejvyšš́ıho uznáńı těm, jejichž text koṕırujeme.
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2 Hrátky s grupami a permutacemi 21
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3.1 Tělesa modulo prvoč́ıslo . . . . . . . . . . . . . . . . . 43
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4.8 Složky vektoru vzhledem k ortogonálńı bázi . . . . . . 70
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5.4 Různé normy v Rn . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89
5.5 Normy pro matice . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 92
5.6 Jak daleko jsou vektory od matic, aneb Hrušky s jab-
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16.2 Variace na kreačńı operátory . . . . . . . . . . . . . . 287
16.3 SO(4) symetrie atomu vod́ıku . . . . . . . . . . . . . . 290
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20.5 Přibližné výpočty velkých mocnin matic . . . . . . . . 373
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1 Geometrie a soustavy rovnic

1.1 Jedna obyčejná soustava lineárńıch rovnic

Úkol: Nalezněte všechna řešeńı soustavy

2x + (2 + 2i)y + 2iz = 1
(1− i)x + (1 + 3i)y + (i− 1)z = 0
(1 + i)x + (1− i)y + (1 + i)z = 1 .

Řešeńı: Soustavu zaṕı̌seme pomoćı rozš́ı̌rené matice a řádkovými
úpravami ji převedeme na horńı trojúhelńıkový tvar (či přesněji tvar,
kdy je v (n+ 1). řádku zleva alespoň o jednu nulu v́ıce než v řádku
n-tém).




2 2 + 2i 2i 1
1− i 1 + 3i i− 1 0
1 + i 1− i 1 + i 1




(2)=2·(2)−(1−i)·(1)
(3)=2·(3)−(1+i)·(1)

−→

−→




2 2 + 2i 2i 1
0 −2 + 6i −4 −1 + i
0 2− 6i 4 1− i




(3)=(3)+(2)

−→




2 2 + 2i 2i 1
0 −2 + 6i −4 −1 + i
0 0 0 0


 .

Z posledńıho řádku vid́ıme, že celá soustava obsahuje jen dvě
nezávislé rovnice (a neobsahuje vzájemně si protǐreč́ıćı rovnice —
to by odpov́ıdalo např́ıklad posledńımu řádku (0 0 0 |1)), a bude mı́t
proto nekonečně mnoho řešeńı.

Nejprve nalezneme jedno (libovolné) řešeńı (x, y, z)T takto u-
pravené nehomogenńı soustavy. Posledńı řádek neklade žádnou
podmı́nku na z, zvoĺıme si např́ıklad2 z = 1. Ze druhého řádku
dopoč́ıtáme y = (4z − 1 + i)/(−2 + 6i) = − 1

2 i a konečně z prvńıho
řádku x =

(
1− 2iz− (2+2i)y

)
/2 = − 12 i. Partikulárńı řešeńı je tedy

(− 12 i,− 12 i, 1)T .
2Zde můžeme volit libovolné č́ıslo, ř́ıd́ıme se jen podle toho, s č́ım se nám

bude později lépe poč́ıtat.
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Dále budeme hledat všechna řešeńı odpov́ıdaj́ıćı homogenńı sou-
stavy, tedy




2 2 + 2i 2i 0
1− i 1 + 3i i− 1 0
1 + i 1− i 1 + i 0


 → · · · →




2 2 + 2i 2i 0
0 −2 + 6i −4 0
0 0 0 0




Homogenńı soustava má vždy tu vlastnost, že pokud jsou nějaké
vektory (x, y, z)T a (x′, y′, z′)T jej́ımi řešeńımi, pak i vektor (λx +
µx′, λy + µy′, λz + µz′)T je řešeńım pro libovolné λ, µ ∈ C. Řešeńı
homogenńı soustavy lineárńıch rovnic tedy tvoř́ı vektorový prostor,
a abychom jej popsali, stač́ı naj́ıt jeho bázi, nebo řečeno jinými slovy,
naj́ıt všechna lineárně nezávislá řešeńı (maximálńı množinu lineárně
nezávislých řešeńı).

V našem př́ıpadě bude existovat jediné nezávislé řešeńı (tři
neznámé, dvě rovnice) a najdeme ho podobně jako řešeńı parti-
kulárńı. Posledńı řádek neklade podmı́nku na z, zvoĺıme tedy3 z = 1
a z druhého řádku dopoč́ıtáme y = 4z/(−2 + 6i) = −(1 + 3i)/5.
Vid́ıme, že si můžeme zjednodušit život, když mı́sto z = 1 zvoĺıme
z = 5; pak vyjde samozřejmě y = −1 − 3i a konečně x = −i − 2.
Obecné řešeńı homogenńı soustavy je proto λ(−i − 2,−1 − 3i, 5)T ,
λ ∈ C.

Libovolné řešeńı celé (nehomogenńı) soustavy lze tedy zapsat ve
tvaru (− 12 i,− 12 i, 1)T + λ(−i− 2,−1− 3i, 5)T , λ ∈ C. Tato množina
tvoř́ı afinńı vektorový prostor: netvoř́ı tedy vektorový podprostor C3,
má tvar ,,vektor plus vektorový podprostor” (jinak řečeno, je to pr-
vek faktorprostoru C3/C). ∗KV

1.2 Soustava 4× 4 s parametrem

Úkol: Řešte soustavu vzhledem k parametru a ∈ R



a 1 1 1
1 a 1 1
1 1 a 1
1 1 1 a

1
1
1
1




3Zde nelze volit z = 0, protože pak bychom dostali triviálńı řešeńı x = y = 0.
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Řešeńı: Můžeme gaussovsky eliminovat:




a 1 1 1
1 a 1 1
1 1 a 1
1 1 1 a

1
1
1
1




(1)=(4)

(4)=(1)

−→




1 1 1 a
1 a 1 1
1 1 a 1
a 1 1 1

1
1
1
1




(2)=(1)−(2)
(3)=(1)−(3)
(4)=a(1)−(4)

−→




1 1 1 a
0 1− a 0 a− 1
0 0 1− a a− 1
0 a− 1 a− 1 a2 − 1

1
0
0

a− 1




(4)=(4)+(2)

a v daľśım
kroku

(4)=(4)+(3)

−→




1 1 1 a
0 1− a 0 a− 1
0 0 1− a a− 1
0 0 0 (a+ 3)(a− 1)

1
0
0

a− 1




(2)=(2)/(a−1)
(3)=(3)/(a−1)

a6=1
−→




1 1 1 a
0 −1 0 1
0 0 −1 1
0 0 0 (a+ 3)

1
0
0
1




tedy pro a ∈ R \ {1,−3} jde o soustavu nezávislých rovnic s je-
diným řešeńım x = (x1, x2, x3, x4) = ( 1

a+3 ,
1
a+3 ,

1
a+3 ,

1
a+3 ). Pro-

hazováńı rovnic v prvńım kroku nám ušetřilo v́ıce práce, než se
může zdát: pokud bychom totiž použili během eliminace úpravu
typu (2) = a · (2) + . . ., museli bychom př́ıpad a = 0 diskutovat
zvlášt’ (stejně jako to uděláme pro a = 1), nebot’ pro a = 0 neńı tato
úprava ekvivalentńı. V našem postupu se mohlo nejvýše stát, že jsme
např́ıklad přičetli ke čtvrté rovnici nulový násobek jiné rovnice, což
je dovoleno.

Pro a = −3 jsme dostali soustavu, která nemá řešeńı (posledńı
rovnici nelze splnit).




1 1 1 −3
0 −1 0 1
0 0 −1 1
0 0 0 0

1
0
0
1


 .
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Pro a = 1 jsou v soustavě čtyři shodné rovnice a hledáme proto
v R4 obecné řešeńı rovnice x1 + x2 + x3 + x4 = 1. Nejprve na-
jdeme jedno partikulárńı řešeńı — např. (1, 0, 0, 0). Pak nalezneme
v R4 obecné řešeńı homogenńı rovnice x1 + x2 + x3 + x4 = 0,
tedy lineárńı kombinaci kterýchkoli tř́ı lineárně nezávislých řešeńı
homogenńı rovnice (neboli kterékoli baze prostoru řešeńı rovnice,
např́ıklad (1,−1, 0, 0), (0, 1,−1, 0), (0, 0, 1,−1)). Obecné řešeńı pro
a = 1 je proto

(1, 0, 0, 0)+α(1,−1, 0, 0)+β(0, 1,−1, 0)+γ(0, 0, 1,−1) , α, β, γ ∈ R .

Speciálně tuto soustavu lze vyřešit i ,,upřeným pohledem”, když
využijeme jej́ı symetrii (co máme na mysli ,,symetríı” vysvětĺıme
za chv́ıli): nejprve budeme postupovat intuitivně. Čtyři rovnice sou-
stavy nečińı rozd́ılu mezi neznámými x1, . . . , x4, a tedy by mělo pla-
tit x1 = x2 = x3 = x4 = x. Dosazeńım do libovolné z rovnic máme
3x + ax = 1, tedy x = 1/(a + 3) pro a 6= −3. Všimněte si, že pro
a = 1 jsme nezjistili žádné význačné chováńı.

Nyńı upřesńıme, co máme na mysli symetríı soustavy: pokud
v celé soustavě libovolně zaměńıme proměnné x1, . . . , x4, dostaneme
opět p̊uvodńı soustavu. Např́ıklad, ṕı̌seme-li všude x2 mı́sto x3 a na-
opak, stane se z druhé rovnice třet́ı, ze třet́ı rovnice druhá a prvńı
a čtvrtá rovnice se nezměńı. Celkem jsme ale dostali zase p̊uvodńı
soustavu. Z toho plyne, že pokud je řešeńım (x1, x2, x3, x4), pak
i např́ıklad (x1, x3, x2, x4) muśı být řešeńım. Tuto úvahu lze zo-
pakovat pro libovolnou dvojici proměnných, takže pokud má mı́t
soustava jediné řešeńı, pak z toho plyne, že x1 = x2 = x3 =
x4 (k tomu ale samozřejmě potřebujeme invarianci v̊uči libovolné
záměně proměnných). Pokud má soustava řešeńı v́ıce, pak takto na-
lezneme jen jediné z nich.

Předchoźı dva odstavce lze shrnout i jinak: pokud všechny čtyři
rovnice sečteme a děĺıme (a + 3), dostaneme x1 + x2 + x3 + x4 =
4/(a+3). Pokud tuto rovnici odečteme postupně od prvńı až čtvrté
rovnice dostaneme (a−1)xi = 1−4/(a+3) pro i = 1, 2, 3, 4, což dává
náš výsledek. Tentokrát vid́ıme také, že pro a = 1 nastává význačný
př́ıpad, ale museli jsme zase na oplátku trochu poč́ıtat. ∗PK,KV

15



1.3 Odpor osmistěnu

Úkol: Procvičte si řešeńı soustav lineárńıch rovnic. Mějte drátěný
pravidelný osmistěn. Každá z jeho dvanácti hran necht’ má odpor R.

a) Př́ıvody jsou připojeny na protěǰśı vrcholy a procházej́ıćı proud
je I. Spočtěte napět́ı mezi těmito vrcholy. Využijte maximálně
symetrie problému.

b) Zopakujte předchoźı bod, ovšem s př́ıvody na sousedńıch vr-
cholech.

Řešeńı:

a) V každém vrcholu konč́ı 4 hrany. Dı́ky symetrii muśı v prvńım
př́ıpadě do každé hrany téci proud 1

4I. Napět́ı na každé z těchto 4
hran je 1

4RI, totéž plat́ı i pro protěǰśı 4 hrany. Celkově jsou mezi
proteǰśımi vrcholy dvě takové hrany, čili celkové napět́ı je rovno
2 14RI = 1

2RI, což je odpověd’ na prvńı otázku. Čtyřmi hranami
čtverce v rovině kolmé na spojnici připojených vrchol̊u neprotéká
d́ıky symetrii žádný proud.

I5
I4 I4

I1
I2

I5
I2I3

I5 I4 I5 I4

b) Na obrázku jsme označili proudy Ii.
Dı́ky symetrii problému jsme mohli označit
některé proudy protékaj́ıćı r̊uznými hranami
stejným symbolem. Kroužky označuj́ı elek-
trické př́ıvody. Kontinuita proudu u př́ıvod̊u,
resp. kontinuita proudu ve vrcholu vlevo
uprostřed, resp. kontinuita proudu v horńım
vrcholu (Kirchhoff̊uv zákon poprvé) nám
dává rovnice

I1 + I2 + 2I4 = I, I2 − I3 − 2I5 = 0 ,
(1− 1)(I4 + I5) = 0 .

(1)
Všimněte si, že posledńı podmı́nka je triviálńı právě proto, že horńı
vrchol lež́ı symetricky mezi př́ıvody. Podmı́nky pro napět́ı na předńı
stěně, zadńı stěně a levé stěně (Kirchhoff̊uv zákon podruhé) dávaj́ı
postupně

R(I1 − 2I4) = 0 , R(I3 − 2I5) = 0 , R(I2 + I5 − I4) = 0 . (2)
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Ostatńı podmı́nky jsou d́ıky symetríım bud’ totožné s podmı́nkami
(1) a (2), nebo jsou to jejich součty a rozd́ıly, (čemuž ř́ıkáme lineárńı
kombinace).

Pohledem na (1) a (2) zjist́ıme, že máme 5 netriviálńıch rovnic
pro 5 neznámých. Vyjádřeńım I4 =

1
2I1 a I3 = 2I5 z (2) a dosazeńım

do posledńı rovnice z (2) a do (1) dostáváme tři rovnice pro I1, I2, I5

I2 + I5 − 1
2I1 = 0, 2I1 + I2 = I, I2 − 4I5 = 0.

Sečteńım čtyřnásobku prvńı rovnice s třet́ı rovnićı dostáváme rovnici

5I2 − 2I1 = 0 ⇒ I2 =
2
5I1

a dosazeńım do druhé rovnice v (3) máme

2I1 +
2
5I1 = I ⇒ I1 =

5
12I.

Napět́ı mezi př́ıvody je tedy RI1 =
5
12RI. ∗LM

1.4 Soustavy lineárńıch rovnic a elektrické ob-
vody

Úkol: Uvažujme nějakou elektrickou śıt’ obsahuj́ıćı zdroje stej-
nosměrného proudu a spotřebiče (odpory). Formálně ji lze popsat
jako (orientovaný 2-souvislý) graf o N vrcholech, ve kterém každé
větvi (hraně) je přǐrazena velikost a směr protékaj́ıćıho proudu. Tyto
proudy vyhovuj́ı Kirchhoffovým zákon̊um

∑

j,(kj)∈H
Ikj = 0, k = 1, . . . , N (3)

∑

(i,j)∈C
IijRij =

∑

(i,j)∈C
Uij , C je libovolný cyklus v H, (4)

kde Ikj znamená proud tekoućı hranou spojuj́ıćı j-tý a k-tý vrchol
(uzel) grafu a Uij , resp. Rij označuje elektromotorické napět́ı zdroje,
resp. odpor v př́ıslušné větvi (hraně). V (3) se sč́ıtá přes všechny
uzly j spojené s k-tým uzlem hranou (což znač́ıme (kj) ∈ H, H
je množina všech hran grafu), ve (3) je tedy tolik rovnic, kolik je
vrchol̊u grafu (uzl̊u v obvodu). V (4) se sč́ıtá přes všechny hrany (ij)
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obsažené v daném cyklu grafu; v (4) je tedy tolik rovnic, kolik je
v celém obvodu cykl̊u (uzavřených smyček).
Dokažte, že soustava rovnic (3) a (4) má jednoznačné řešeńı pro

daná napět́ı Uij a odpory Rij > 0.

Řešeńı: Kdyby existovala dvě r̊uzná řešeńı Kirchhoffových zákon̊u,
potom bychom jejich odečteńım dostali netriviálńı řešeńı pro tentýž
obvod, avšak bez zdroj̊u napět́ı. Odhlédněme nyńı na chv́ıli od fy-
zikálńı interpretace, podle ńıž je takové řešeńı nepř́ıpustné (nebot’

bez baterie nám v obvodu proud nepoteče), a pod́ıvejme se na
lineárně algebraickou podstatu problému. Na řešeńı této úlohy bu-
deme demonstrovat jednu praktickou metodu řešeńı elektrických ob-
vod̊u, tzv. metodu uzlových napět́ı.

Na našem grafu zavedeme potenciál u (jakožto funkci na vrcho-
lech grafu) následuj́ıćım zp̊usobem. Vybereme libovolný uzel grafu,
necht’ je to třeba uzel 1, a přǐrad́ıme mu potenciál u1 = 0. Pro libo-
volný jiný uzel k existuje d́ıky souvislosti cesta i1i2 . . . in, spojuj́ıćı
jej s uzlem 1, tj. i1 = 1, in = k. V uzlu k pak definujeme potenciál
(zápis je jenom formálńı — muśıme být trochu opatrńı s orientaćı
proud̊u a polaritou napět́ı)

uk =

n−1∑

j=1

(
Uijij+1 − Iijij+1Rijij+1

)
.

Dı́ky druhému Kirchhoffovu zákonu (4) je tento potenciál dobře de-
finován, tj. nezáviśı4 na volbě cesty spojuj́ıćı vrcholy 1 a k.

Každému řešeńı (3) a (4) lze takto připsat potenciál a naopak ze
znalosti potenciálu můžeme jednoznačně rekonstruovat proudy podle

Iij =
1

Rij
(ui − uj + Uij).

Budeme tedy hledat potenciál (a pro něj také dokážeme jedno-
značnost řešeńı), přičemž rovnice (4) jsou pak splněny automaticky
a rovnice (3) přejdou na

∑

j,(kj)∈H

1

Rkj
(uk − uj + Ukj) = 0 , k = 2, . . . , N . (5)

4Pokud do cesty i1, . . . , ik přidáme libovolnou smyčku C, pak se uk změńı
o

∑
(i,j)∈C Uij −

∑
(i,j)∈C RijIij = 0.
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Uvažujeme přitom rovnice pro všechny uzly k 6= 1, pro k = 1 už je
rovnice (5) lineárně závislá na rovnićıch ostatńıch, nebot’ neznámých
je jen N − 1, a to u2, . . . , uN .

Vid́ıme, že když soustavu (5) pro potenciály uk zaṕı̌seme mati-
cově jako Zu = U s vektory

u = (u2, . . . , uN )T , U =
( ∑

j,(2j)∈H
U2j/R2j , . . . ,

∑

j,(Nj)∈H
UNj/RNj

)T
,

potom v k-tém řádku čtvercové matice Z bude v k-tém sloupci ko-
eficient

Zkk =
∑

j,(kj)∈H

1

Rkj

a v j-tém sloupci (j 6= k) koeficient

Zjk =

{
−1/Rjk pokud (jk) ∈ H a j 6= 1
0 jinak,

samozřejmě bereme Rkj = Rjk.
Dı́ky Rij > 0 budou elementy matice Z splňovat nerovnost

∑

j 6=k
|Zjk| ≤ |Zkk| , k = 2, . . . , N , (6)

přičemž existuje takové k, že pro něj nastane ostrá nerovnost (jsou
to právě ty uzly, které jsou spojeny s uzlem 1). Ř́ıkáme, že Z je
diagonálně dominantńı.

Zbývá dokázat, že za podmı́nek (6) už je matice Z regulárńı.
Necht’ tedy (pro spor) existuje nějaká netriviálńı lineárńı kombinace
řádk̊u matice Z, která je nulová, tj. existuj́ı č́ısla aj , z nichž aspoň
jedno je nenulové, že

N∑

j=2

ajZjk = 0 , ∀k = 2, . . . , N .

Jestliže nemaj́ı všechna aj stejnou velikost, vybereme z nich takové
aj0 , které je v absolutńı hodnotě největš́ı. Pro j0-tý sloupec matice
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Z potom plat́ı (použijeme (6))

|aj0Zj0j0 | =
∣∣∣∣
∑

j 6=j0
ajZjj0

∣∣∣∣ ≤

∑

j 6=j0
|ajZjj0 | < |aj0 |

∑

j 6=j0
|Zjj0 | ≤ |aj0Zj0j0 | ,

což je spor. Jestliže jsou všechna aj v absolutńı hodnotě stejně velká,
dostaneme spor analogicky tak, že se pod́ıváme na ten sloupec, pro
který nastane v (6) ostrá nerovnost.

Na závěr poznamenejme, že stejnou myšlenku lze použ́ıt i pro
d̊ukaz jednoznačnosti řešeńı Kirchhoffových zákon̊u v př́ıpadě ob-
vod̊u se stř́ıdavých proudem. Tam se kondenzátor̊um a ćıvkám
přǐrazuj́ı mı́sto odpor̊u obecně komplexńı impedance. Pro jedno-
značnost řešeńı pak bude stačit, když např́ıklad impedance každé
součástky bude mı́t kladnou reálnou část. ∗TB

20



2 Hrátky s grupami a permutacemi

2.1 Grupová rozcvička aneb Symetrie čtyřstěnu

Úkol: Popǐste grupu symetríı tetraedru a ukažte, že neńı komuta-
tivńı. Nalezněte všechny jej́ı netriviálńı podgrupy neobsahuj́ıćı zrcad-
leńı a zjistěte, které jsou komutativńı. Studujte strukturu grupy i
podgrup (rozložte je na součin podgrup). Srovnejte s rozkladem S4
v kapitole ,,Řešil byste rovnici pátého stupně?” Pěstitelské př́ıručky
[PLA].
Prvkem symetrie daného tělesa je každé shodné zobrazeńı (tj.

které zachovává vzdálenosti libovolných dvou bod̊u), které zobraźı
těleso samo na sebe. Pro čtyřstěn to znamená, že zobraźı každý z vr-
chol̊u do některého z vrchol̊u.

Řešeńı: Kdo nemá zkušenosti s grupami, necht’ si nejprve ověř́ı, že
množina symetríı čehokoliv je skutečně grupa (s operaćı skládáńı):
to znamená, že skládáńı je uzavřené, asociativńı a má jednotkový a
inverzńı prvek. Studium symetríı je hlavńı aplikaćı teorie grup.

Odpověd’ na prvńı otázku je velmi jednoduchá. Označ́ıme-li vr-
choly č́ısly 1,2,3,4, je grupa symetríı izomorfńı s grupou permutaćı
této množiny S4 (symetrickou grupou). A proč? Je zřejmé, že S4 obsa-
huje všechny symetrie, nebot’ při shodném zobrazeńı zachovávaj́ıćım
tetraedr se libovolný vrchol jednoduše muśı zobrazit zase na mı́sto
některého z vrchol̊u. Naopak libovolná permutace představuje sy-
metrii, nebot’ libovolné dva vrcholy jsou vždy ve stejném vztahu,
tedy soused́ı. Nemůže se proto stát, že by se některá hrana (či jiná
vzdálenost dvou bod̊u) natáhla či zkrátila.

Geometricky se jedná o tyto symetrie: rotace o ±120◦ kolem os
procházej́ıćıch vrcholem a středem protilehlé stěny (8 r̊uzných), ro-
tace o 180◦ kolem os, které spojuj́ı středy dvou protilehlých hran (3
r̊uzné) a identitu; to je celkem 12 př́ımých symetríı, odpov́ıdaj́ıćıch
sudým permutaćım A4. Zbylých dvanáct operaćı źıskáme složeńım
libovolného zrcadleńı s (které zachovává čtyřstěn; rovina zrcadleńı
procháźı jednou hranou a je kolmá na protěǰśı hranu) s postupně
jmenovanými př́ımými symetriemi; takto źıskáme 12 r̊uzných lichých
permutaćı, mezi nimi i jednoduchá zrcadleńı.
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Obrázek 1: Symetrie čtyřstěnu: zrcadleńı, rotace kolem dvoučetné a
tř́ıčetné osy.

Označ́ıme-li S2 = {1, s} (grupu5 generovanou ońım jedńım zrcad-
leńım), pak jsme právě řekli, že S4 je kartézským součinem dvou
svých podgrup A4 a S2; každý prvek g ∈ S4 lze zapsat např́ıklad
jako as, a ∈ A4, s ∈ S2. Všimněte si, že s (tedy S2) můžeme vybrat
v́ıce zp̊usoby a stále dostaneme stejnou S4. Pokud ale zvoĺıme S2
pevně, je pro každé g ∈ S4 rozklad g 7→ (a, s) jednoznačný. Takový
rozklad je jednoznačný pro libovolnou podgrupu.

Nyńı jsme ale grupu rozložili pouze jako množinu prvk̊u a ne-
zaj́ımali se o to, jak operace na grupě ,,dodržuje” tento rozklad.
Naš́ım ćılem je psát g1g2 = g3 jako (a1, s1) ∗ (a2, s2) = (a3, s3);
chceme rozložit i grupovou operaci: násobeńı dvou prvk̊u g1, g2
v S4 proběhne tak, že každý rozlož́ıme na dvě složky, a provedeme
určitou operaci s prvńımi složkami (přičemž z̊ustáváme v A4) a pak
určitou operaci s druhými složkami (z̊ustáváme v S2) a źıskáme
př́ımo rozklad výsledku g1g2 do složek. T́ım definitivně rozděĺıme
S4 na dvě menš́ı ,,nezávislé” části.

Jak muśı vypadat operace ∗? Nejjednodušš́ı myslitelný předpis
(a1, s1) ∗ (a2, s2) = (a1a2, s1s2) nefunguje, nebot’ to bychom tvrdili,
že a1s1a2s2 = g1g2 (tedy to, co je vlevo) je totéž co a1a2s1s2 (to, co
je vpravo). Prvky z grup A4 a S2 spolu ale nekomutuj́ı, takže muśıme

5Můžeme si ji představit jako {1,−1} s operaćı násobeńı. Tomuto ztotožněńı
se ř́ıká izomorfismus.
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použ́ıt složitěǰśı předpis

(a1, s1)(a2, s2) = (a1s1a2s
−1
1 , s1s2).

Ten odpov́ıdá a1s1a2s2 = a1s1a2s
−1
1 s1s2, což plat́ı. Abychom splnili

naše předsevzet́ı, že násobeńı ,,na prvńım mı́stě” se bude odehrávat
pouze v A4, muśıme k tomu předpokládat, že A4 je invariatńı pod-

grupa6, tedy že pro libovolné s1 ∈ S2 z̊ustane s1a2s
−1
1 stále v A4.

Tento předpis se zapisuje jako (a1, s1)(a2, s2) = (a1α
f
s1(a2), s1s2) a

máme j́ım na mysli, že jsme každému prvku ze S2 přǐradili pomoćı f
nějaký automorfismus A4 → A4; zde jsme tedy k s1 přǐradili zobra-
zeńı a1 7→ s1a1s

−1
1 , což je druhá nejjednodušš́ı volba f , která může

nastat. K nejjednodušš́ımu př́ıkladu se vrát́ıme za chv́ıli.
Celý tento popis se zapisuje jako grupové násobeńı7 S4 = A4of S2

(polopř́ımý součin daný zobrazeńım f : S2 → Aut(A4)) či S2 =
S4/A4, čili faktorizace (rozložeńı) grupy S4 na tř́ıdy A4 · 1 a A4 · s.

Zaměřme se nyńı na podgrupy A4 a odložme nekomutativitu.
Náš plán bude naj́ıt všechny malé (a dobře ,,viditelné”) podgrupy a
zkoumat, co vznikne za grupu, když k takovým podgrupám přidáme
daľśı prvek. V A4 jsou obsaženy cyklické podgrupy, tedy ty, které
jsou izomorfńı se Zp (sč́ıtáńım modulo prvoč́ıslo p). Jsou tud́ıž vždy
komutativńı a typicky se jedná o rotace kolem n-četné8 osy symet-
rie; takové podgrupy najdeme čtyři tř́ıprvkové Z3 (rotace o 120◦,
t1, t2, t3, t4, jejich inverzńı prvky a identita) a tři dvouprvkové Z2
(rotace o 180◦, d1, d2, d3). Složeńım dvou r̊uzných rotaćı o 180◦ do-
staneme rotaci o 180◦ podle třet́ı dvoučetné osy:

[1, 2, 3, 4] → [2, 1, 4, 3] → [3, 4, 1, 2], nebo d1d2 = d3

čili vid́ıme, že všechny rotace o 180◦ tvoř́ı (čtyřprvkovou) podg-
rupu, která je v [PLA] označena B4; ta je samozřejmě9 izomorfńı
s kartézským součinem Z2 se Z2 s operaćı sč́ıtáńı po složkách, tzv.

6Což je pravda: A4 jsou sudé permutace, tedy z−1az, a ∈ A4 je opět sudá
permutace. Použ́ıvá se také pojem normálńı podgrupa.

7Svislá čárka se ṕı̌se u grupy, která neńı invariantńı. Mnemotechnická
pomůcka: vezmete-li prvek z A4, proženete ho grupou S2 (pomoćı automorfizmu),
dostanete opět prvek z A4.

8Osa, vzhledem ke které je rotace o 2π/n symetríı.
9V př́ıkladu 2.4 je vysvětleno, proč existuj́ı pouze dvě neizomorfńı čtyřprvkové

grupy. Cyklická a diedrická (definovaná vztahem a2 = b2 = c2 = 1).
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diedrickou grupou D2, a tedy je i komutativńı. V geometrickém mo-
delu B4 vid́ıme komutativitu tak, že složeńım rotaćı o 180◦ kolem
dvou os dostaneme rotaci kolem třet́ı osy, a ta je jen jedna (nezávisle
na tom, v jakém pořad́ı jsme ony dvě rotace složili).

Diedrickou grupu (viz také 2.2) lze opět źıskat pomoćı grupového
násobeńı Z2 a Z2. Prvek di ∈ D2 zaṕı̌seme jako (ri, si), ri, si ∈ Z2 10
a násobeńı nyńı můžeme (na rozd́ıl od A4of Z2) provést jednodušeji:
(r1, s1)∗ (r2, s2) = (r1r2, s1s2), a to d́ıky r2s1 = s1r2. V terminologii
polopř́ımého součinu to znamená, že f přǐrad́ı každému s1 identitu
(přesněji identický automorfismus), čili αfs1(r2) = r2. Tento př́ıpad
se nazývá př́ımý součin a znač́ı se D2 = Z2 × Z2.

Když slož́ıme dvě rotace okolo dvou trojčetných os, vznikne ro-
tace okolo osy dvoučetné:

[1, 2, 3, 4] → [3, 1, 2, 4] → [3, 4, 1, 2], nebo t1t2 = d1

Z toho již plyne, že v A4 daľśı podgrupy nenalezneme. Představme
si, jak bychom takovou podgrupu budovali: k identitě bychom přidali
nějakou z uvedených rotaćı. U t1 bychom kv̊uli úplnosti museli přidat
i t−11 . Pokud bychom přidali ještě např́ıklad t2, museli bychom za-
hrnout i d1, d2, d3, a tud́ıž posléze i t3, t4. Pokud bychom přidali d1,
źıskali bychom t−12 (t1t2 = d1 ⇒ d1t1t2 = 1 ⇒ d1t1 = t−12 ). Po-
dobně můžeme rozebrat i př́ıpad, kdy bychom začali s d1 a přidali
t1. Můžeme takto rovněž ukázat, že B4 je invariantńı podgrupa A4,
a z toho plyne A4 = B4 of Z3.

1

3 4

2
t1

s

Obrázek 2: Cyklické
podgrupy v S4, které
se ,,prot́ınaj́ı”.

Podgrupy neobsahuj́ıćı zrcadleńı jsou te-
dy A4, D2 a cyklické grupy: tři Z2, a čtyři Z3.
Dodejme, že cyklické grupy Zp nelze rozložit
v součin, pokud je p prvoč́ıslo či mocnina
prvoč́ısla (prvńı př́ıpad je jasný; ve druhém
si uvědomte, že Z2 × Z2 = D2 6= Z4). V S4
je obsaženo několik (dvojic) cyklických pod-
grup, jejichž cykly se ,,prot́ınaj́ı”, ale nelež́ı
na sobě. Prvky takových cykl̊u s největš́ı
pravděpodobnost́ı nebudou komutovat (vskutku, např́ıklad st1 6= t1s
— viz obrázek 2). Pro lepš́ı ilustraci si představte Rubikovu kostku,

10Nezapomeneme ale, že ri ∈ {1, z} a si ∈ {1, z
′}, kde z, z′ jsou r̊uzná zrcadleńı

(tj. −1 na prvńım mı́stě neńı totéž, co −1 na druhém mı́stě).
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kde d1 znamená otočeńı vodorovného prostředńıho pásu o 90◦ a t1
otočeńı svislého prostředńıho pásu o 90◦ (t1, d1 by nyńı generovaly
dvě čtyřprvkové podgrupy). Kde se ocitne poĺıčko z pr̊useč́ıku obou
pás̊u při t1d1 a kde při d1t1?

Obrázek 3: Symetrie
tetraedru tvoř́ı pod-
grupu symetríı krychle.

Zcela na závěr poznamenejme, že grupa
symetríı čtyřstěnu je podgrupou symetríı
krychle L6. Zvoĺıme-li totiž v krychli stě-
nové úhlopř́ıčky v protilehlých stěnách (a
to ty dvě, které nejsou rovnoběžné), vid́ıme
v nich dvě protilehlé hrany čtyřstěnu.

Každé shodné zobrazeńı, které zacho-
vává tento čtyřstěn zachovává samozřejmě
i ,,opsanou” krychli. Naopak to ovšem ne-
plat́ı, rotace o 90◦ čtyřstěn zřejmě neza-
chovávaj́ı. Lze ukázat, že L6 = S4 of S2.

∗KV

2.2 Jednoduché grupy

Úkol: Dokažte, že následuj́ıćı množiny jsou grupy a nalezněte počet
jejich prvk̊u, který též nazýváme řádem grupy. Určete, které páry
grup v seznamu jsou vzájemně izomorfńı11 a které grupy jsou komu-
tativńı.

• Množina Zn = {0, 1, . . . n − 1} se sč́ıtáńım modulo n. Slovo
,,modulo n” znamená, že z výsledku vždy vezmeme jen zbytek
po děleńı n.

• Množina všech permutaćı n prvk̊u. Tuto grupu znač́ıme Sn a
nazývá se symetrická grupa.

• Množina An všech sudých permutaćı n prvk̊u.

• Množina Dn všech geometrických operaćı (rotaćı a zrcadleńı),
které ponechávaj́ı na mı́stě pravidelný n-úhelńık pro n ≥ 2;
pravidelným dvojúhelńıkem budeme rozumět tenký obdélńık.

11Prvky izomorfńıch grup lze jednoznačně přǐradit nějakým zobrazeńım φ tak,
že φ(xy) = φ(x)φ(y), tud́ıž dvě izomorfńı grupy lze považovat za stejnou grupu,
kde jen prvky nazýváme r̊uznými jmény; mı́sto značky pro izomorfismus si proto
dovoĺıme už́ıvat rovńıtko.
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• Množiny L4, L6, L8, L12 a L20 všech izometríı (symetríı)
každého z pěti pravidelných Platónových těles (čtyřstěnu,
krychle, osmistěnu, dvanáctistěnu a dvacetistěnu).

Obrázek 4: Pravidelná tělesa. Zleva: čtyřstěn, krychle, osmistěn,
dvanáctistěn a dvacetistěn.

Řešeńı: Všechny uvedené množiny maj́ı neutrálńı prvek, v aditivńı
grupě Zn je j́ım prvek 0, u grup permutaćı je j́ım identická permutace
1, u geometrických grup geometrická identita 1, ponechávaj́ıćı geo-
metrický objekt na mı́stě. Všechny uvedené množiny maj́ı inverzńı
prvek ke každému svému prvku a jsou uzavřeny vzhledem ke gru-
pové operaci: součet a+ b modulo n v grupě Zn opět nálež́ı množině
Zn, permutace složená s jinou permutaćı dá zase permutaci, stejně
tak každá množina geometrických operaćı definovaná t́ım, že ,,něco”
zachovává, je uzavřena na násobeńı, jelikož pokud b i a ,,něco” za-
chovává, potom to zachovává i ab. Jakákoliv kompozice je asocia-

tivńı, součin (ab)c = a(bc) odpov́ıdá jednoduše postupnému prove-
deńı operaćı c, b, a.

Jaké jsou řády grup? Zn má zjevně n prvk̊u, Sn má n! prvk̊u.
Grupa An pro n > 1 má n!/2 prvk̊u; sudých a lichých permutaćı
muśı totiž být stejně, protože je lze jednoznačně přǐradit násobeńım
nějakou transpozićı 12 (která existuje pro n > 1).

Stejně tak grupa Dn symetríı n-úhelńıka13 obsahuje 2n prvk̊u:
n r̊uzných rotaćı plus zrcadleńı (osová souměrnost) v̊uči n r̊uzným

12Permutace, která se od identity lǐśı jen t́ım, že prohod́ı dva prvky.
13Tyto symetrie si lze dobře představit takto: oč́ıslujeme-li vrcholy 1 až n,

pak operaci symetrie odpov́ıdá taková permutace těchto č́ısel, která zachovává
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osám. Tato zrcadleńı lze také chápat jako kompozici jednoho zvo-
leného zrcadleńı a jednoho z n možných otočeńı. Všimněte si, že
také grupa D2 symetríı obdélńıka má 2n = 4 prvky.

Dále budeme mluvit o symetríıch, nebo také o izometríıch, pokud
budeme cht́ıt zd̊uraznit, že operace zachovává vzdálenosti.

Nejsložitěǰśı jsou grupy Li. Uvažujme nejprve dvanáctistěn, který
má 12 pětiúhelńıkových stěn. Izometrie muśı zobrazit zvolenou stěnu
na jednu z 12 stěn a může tento pětiúhelńık otočit či zrcadlit celkem
2 · 5 = 10 zp̊usoby (jako řád D5), L12 má tedy 120 prvk̊u. Kupodivu
i L20 má obdobně 20 ·2 ·3 = 120 prvk̊u. Stejnou taktikou zjist́ıme, že
L8 má 8 · 2 · 3 = 48 prvk̊u a L6 má také 6 · 2 · 4 = 48 prvk̊u. Nakonec
L4 má 4 · 2 · 3 = 24 = 4! prvk̊u.

Lze se ptát: je náhoda, že L12 i L20 maj́ı 120 prvk̊u? Neńı to
náhoda, tyto grupy jsou ve skutečnosti izomorfńı, jelikož každý vr-
chol dvanáctistěnu lze ztotožnit se stěnou dvacetistěnu (a naopak).
Totéž plat́ı pro krychli a osmistěn. Zmı́něné dvojice těles jsou duálńı,
jak se lze doč́ıst v [PLA] v kapitole Dualita (15.2). Úplný seznam izo-
morfńıch grup v našem př́ıpadě je

A3 = Z3, L20 = L12, L8 = L6, D3 = S3, L4 = S4.

Prvńı rovnost ukazuje, že sudá permutace 3 prvk̊u je identita nebo
cyklus, posledńı dvě plat́ı proto, že libovolná permutace 3 resp.
4 vrchol̊u rovnostranného trojúhelńıka resp. čtyřstěnu je izometríı
(všimněte si, že obě grupy maj́ı 6 resp. 24 prvk̊u). Také lze naj́ıt
rovnost D2 = Z2 × Z2 (srov. s př́ıkladem 2.1), jelikož symetrie
obdélńıka lze vńımat jako dvě nezávislé a komutuj́ıćı grupy Z2, které
ho převracej́ı podle svislé nebo vodorovné osy. Co se týče komutati-
vity, z daného výčtu grup jsou komutativńı

Zn, S1 = Z1 = A1 = A2, S2 = Z2, D2 = Z2 × Z2, A3 = Z3

jak lehce ověř́ıte, ostatńı grupy Sn,An,Dn pro n > 2 a Li jsou neko-
mutativńı. ∗LM
vlastnost ,,sousedit s”. Tedy v praxi lze pouze ,,protočit” cyklus o 1 až n poloh
či obrátit směr ob́ıháńı.
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2.3 Grupy a teorie č́ısel

Úkol:

a) Dokažte, že pro každou konečnou grupu G je jej́ı řád |G|
dělitelný řádem libovolné jej́ı podgrupy P (Lagrangeova věta).

b) Použijte předchoźıho výsledku k d̊ukazu malé Fermatovy věty:
je-li p prvoč́ıslo a n ∈ N, potom np a n dávaj́ı stejný zbytek při
děleńı p, neboli

np ≡ n(mod p) .

c) Pro dané n ∈ N označme ϕ(n) počet přirozených č́ısel menš́ıch
než n a nesoudělných s n (včetně jedničky, tzv. Eulerova
funkce). Dokažte, že když (k, n) = 1 (kulatá závorka znamená
zde největš́ıho společného dělitele), potom

kϕ(n) ≡ 1(modn) .

Řešeńı: Na úvod připomeňme dvě známé skutečnosti. Množina
Mp = {0, 1, . . . , p − 1} s operaćı násobeńı modulo p tvoř́ı pro
prvoč́ıselné p grupu: inverzńı prvek k n muśı existovat, nebot’ č́ısla
0, n, 2n, . . . , (p − 1)n dávaj́ı r̊uzné zbytky po děleńı p (pokud jn ≡
j′n(mod p), pak p děĺı (j− j′)n, což nelze pro |j− j′| < p). Jelikož je
jich p− 1, muśı mezi těmito zbytky být i jednička. Toto je v kostce
obsah př́ıkladu 3.1.

Druhá skutečnost je, že pro p neprvoč́ıselné tvoř́ı multiplikativńı
grupu č́ısla z Mp, která jsou nesoudělná s p. Důkaz se provede po-
dobně.

a) P budiž podgrupa G = {g1, . . . , gn}. Pro libovolné g ∈ G definu-
jeme levou tř́ıdu gP := {gp | p ∈ P}. Dokažte si, že relace ¦ na G×G,
definovaná g1 ¦g2 ⇔ ∃p ∈ P, g1 = g2p, je ekvivalence (viz úlohu 2.6).
Je-li g ∈ G pevný prvek, pak gP je množina všech prvk̊u G ekviva-
lentńıch (podle ¦) s g. Všechny tř́ıdy gP tvoř́ı rozklad množiny G,
tzn. každé dvě takovéto tř́ıdy jsou bud’ totožné, nebo disjunktńı a
sjednoceńı g1P∪ . . .∪ gnP = G. Zřejmě ale všechny tř́ıdy maj́ı stejný
počet prvk̊u jako P (při d̊ukazu předpokládejte, že dva prvky gP jsou
stejné), odkud už plyne dokazované tvrzeńı.
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b) Uvažujme multiplikativńı grupu G = {1, 2, . . . , p − 1} s náso-
beńım modulo p. Každý jej́ı prvek n prostřednictv́ım násobeńı se
sebou samým generuje cyklickou podgrupu {1, n, n2, . . . , nr−1}, jej́ıž
řád r je nejmenš́ı přirozené č́ıslo takové, že nr ≡ 1(mod p). Dle bodu
a) ale r děĺı řád G, tj. p− 1. Plat́ı tedy také

np−1 ≡ 1(mod p)

a po přenásobeńı celé kongruence n

np ≡ n(mod p) ,

což bylo dokázat. Předchoźı úvaha samozřejmě plat́ı jen pro n, které
neńı dělitelné p. V opačném př́ıpadě je ale tvrzeńı triviálńı.

Skutečnost, že p je prvoč́ıslo, je potřeba k tomu, aby G byla
grupa, pro p neprvoč́ıselné nenajdeme vždy inverzńı prvek. Právě
pro prvoč́ıselné p je G ∪ {0} také těleso (s operacemi násobeńı a
sč́ıtáńı) — viz př́ıklad 3.1. Závěrem dodejme, že obrácená implikace
k malé Fermatově větě neplat́ı.

c) Vzpomeňme si na okruh Zn = {0, 1, . . . , n − 1} se sč́ıtáńım a
násobeńım modulo n. Tento okruh obecně neńı tělesem, nebot’ pro
ty prvky k ∈ Zn, pro které (k, n) > 1, neexistuje inverzńı multipli-
kativńı prvek. Uvažujme nyńı množinu P = {k ∈ Zn , (k, n) = 1},
která tvoř́ı s násobeńım modulo n grupu, jej́ıž řád je právě ϕ(n).
Stejně jako v b) pak pro k ∈ P využijeme j́ım generované cyklické
podgrupy grupy P k tomu, abychom dokázali

kϕ(n) ≡ 1(modn) .

∗TB

2.4 Nevelké grupy

Úkol: Nalezněte všechny grupy s nejvýše 7 prvky.

Řešeńı: Jednoprvková grupa je jediná, triviálńı. V dvojprvkové
grupě máme kromě neutrálńıho prvku 1 (jehož součiny s libovolnými
prvky jsou dány definićı grupy 1k = k = k1) daľśı prvek, který
značme (−1), a (−1)(−1) se nemůže rovnat (−1), jelikož ,,kráceńım”
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zprava (které je v grupě povoleno d́ıky existenci inverzńıho prvku)
bychom dokázali (−1) = 1. Existuje tedy jen jedna dvojprvková
grupa, Z2, kterou si lze představit (reprezentovat) jako č́ısla {±1}
s násobeńım, nebo třeba souměrnost podle jedné př́ımky či roviny.

Trojprvková grupa obsahuje neutrálńı prvek, který značme pro
změnu 0, a daľśı dva prvky 1, 2. Značme operaci ,,+”. Analogicky
jako výše, 1 + 2 se nesmı́ rovnat ani 1, ani 2 (kráceńı zprava či
zleva), tud́ıž 1 + 2 = 0. Podobně 1 + 1 už nemůže být ani 0 (což by
implikovalo 1 = 2), ani 1 (což by implikovalo 0 = 1), č́ımž docháźıme
k překvapivému závěru 1 + 1 = 2. Podobně lze ukázat 2 + 2 = 1 a
2 + 1 = 0 a máme tedy grupu Z3 jako jedinou tř́ıprvkovou grupu.

Dále se nám bude hodit, že je-li H podgrupou G, pak řád H děĺı
řád G. Důkaz naleznete v př́ıkladu 2.3.

Čtyřprvková grupa obsahuje prvky 1, a, b, c. Nyńı může být a2

rovno bud’ 1, nebo jednomu z prvk̊u b, c, řekněme b (volba c od-
pov́ıdá jen přejmenováńı b, c). Pokud je a2 = b, potom a4 = b2 = 1,
protože řád každého prvku muśı být dělitelem řádu grupy (r̊uzné
mocniny a tvoř́ı podgrupu {1, a, a2, . . . , ar−1} a mohou prostř́ıdat
nejvýše tolik hodnot, kolik má grupa prvk̊u). Každopádně nalezneme
nějaký prvek řádu 2, bud’ a, nebo b. Zbylé dva pak maj́ı řád bud’

také roven 2 a dostaneme grupu Z2×Z2, nebo maj́ı řád 4 a źıskáme
Z4, která neńı izomorfńı Z2 × Z2. Grupu Z2 × Z2 si lze jednoduše
představit jako {(x1, x2), x1, x2 ∈ {0, 1}} se sč́ıtáńım modulo dva
po složkách. Grupa Z4 je naproti tomu čtyřprvková cyklická grupa,
tedy např́ıklad {±1,±i} s násobeńım.

Podobně pětiprvková grupa muśı být izomorfńı Z5 (a sedmiprv-
ková Z7). Všimněte si, že všechny grupy s nejvýše pěti prvky jsou
Abelovy, neboli komutativńı grupy. Nejmenš́ı nekomutativńı grupou
je šestiprvková S3. Daľśı šestiprvková grupa Z6 = Z2×Z3 je opět ko-
mutativńı. Klasifikovat grupy s několika prvky nebo Abelovy grupy
je snadné, na klasifikaci všech konečných grup musely pracovat gene-
race algebraik̊u a nedávno dokončené výsledné d́ılo má řádově tiśıce
stran. ∗LM
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2.5 Grupa generovaná Pauliho maticemi

Úkol: Zkonstruujte multiplikativńı grupu P, která je generována
prvky iσx, iσy, iσz, kde i2 = −1 a‡

(σx)2 = (σy)2 = (σz)2 = 1, σxσy = iσz = −σyσx. (7)

Grupa generovaná danými prvky je nejmenš́ı grupa, která je obsa-
huje, tj. množina součin̊u libovolného počtu těchto prvk̊u (a prvk̊u
k nim inverzńıch) v libovolném pořad́ı. Nalezněte řád této grupy,
tř́ıdy konjugovaných prvk̊u a jejich řády. Srovnejte s grupou D4 sy-
metríı čtverce a ukažte, že nejsou izomorfńı navzdory stejnému řádu
grupy.
Rada: zkuste chápat iσx,y,z jako abstraktńı algebraické objekty,

o kterých v́ıme pouze to, že splňuj́ı vztahy 7. Přemýšlejte, jak by se
daly realizovat třeba jako matice.

Řešeńı: Uvedená grupa generovaná iσx, iσy, iσz obsahuje osm
prvk̊u:

P = {±1,±iσx,±iσy,±iσz}. (8)

Kromě identického prvku a generátor̊u muśıme do grupy zahrnout
i (iσx)2 = −1, jakož i inverzńı prvky ke generátor̊um (iσj)−1 =
−iσj , kde j = x, y, z. Postupným pronásobováńım ověř́ıte, že (8) je
uzavřena na násobeńı, např́ıklad iσx · iσy = −iσz. Řád grupy je tedy
osm.

Co se týče tř́ıd konjugovaných prvk̊u, neutrálńı prvek 1 má
vždycky svoji vlastńı tř́ıdu, jak jsme řekli; řád prvku 1 je samozřejmě
1. Stejně tak prvek −1 má svoji tř́ıdu, protože i ten komutuje se
všemi prvky grupy; jeho řád je 2, nebot’ (−1)2 = 1. Lze ověřit, že
pro všechna g, h ∈ P je ghg−1 = ±h, tud́ıž iσx a iσy nemohou
být konjugované. Naopak iσx ∼ −iσx (a podobně pro y, z), jelikož
např́ıklad

(iσy)(iσx)(iσy)−1 = (iσy)(iσz) = −iσx. (9)

‡V posledńım vztahu lze také cyklicky zaměňovat indexy, aniž by to mělo vliv
na jeho platnost. Celkově jej lze zapsat σkσj = iεkjlσ

l, kde za k, j, l dosazujeme
x, y, z a sč́ıtáme přes index l v duchu Einsteinovy sumačńı konvence. Symbol
εkjl je roven nule s výjimkou př́ıpad̊u εxyz = εzxy = εyzx = 1, εyxz = εzyx =
εxzy = −1.
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Tud́ıž máme pět r̊uzných tř́ıd:

{{1}, {−1}, {iσx,−iσx}, {iσy,−iσy}, {iσz,−iσz}} (10)

Řád každého z šesti prvk̊u (±iσj) je roven čtyřem, zat́ımco v grupě
D4 máme jen dva prvky řádu 4 (rotace o ±90◦), tud́ıž tyto grupy
nemohou být izomorfńı. Shodný řád je nutnou, nikoliv postačuj́ıćı,
podmı́nkou pro izomorfnost.

Pro zaj́ımavost uved’me, že grupu P lze reprezentovat pomoćı
Pauliho matic 2 × 2, které najdete jako vzorec 29 v př́ıkladu 6.1.
Tato reprezentace je ireducibilńı. ∗LM

2.6 Konjugované prvky

Úkol: Ř́ıkejme, že dva prvky B,C ∈ G jsou konjugované, pokud
existuje A ∈ G takové, že B = ACA−1. Dokažte, že relace ,,býti
konjugovaný”, kterou budeme značit B ∼ C, je reflexivńı (∀A ∈ G
plat́ı A ∼ A), symetrická (A ∼ B právě tehdy, pokud B ∼ A) a
tranzitivńı (pokud A ∼ B a B ∼ C, pak také A ∼ C); tyto tři
vlastnosti shrnujeme do pojmu ekvivalence. Definujme řád prvku
A ∈ G jako nejmenš́ı kladné celé č́ıslo n takové, že An = 1, kde 1
znač́ı neutrálńı prvek. Ukažte, že konjugované prvky maj́ı stejný řád.

Řešeńı: Zmı́něná relace je reflexivńı proto, že A = KAK−1 určitě
plat́ı pro K = 1. Symetrická je proto, že když A ∼ B tj. A =
KBK−1, tak také B = K−1AK = LAL−1 pro L = K−1, tj. B ∼ A.
Relativně nejsložitěǰśı je tranzitivita. Pokud A ∼ B a B ∼ C, tedy
pokud A = KBK−1 a B = LCL−1, potom A = K(LCL−1)K−1 =
MCM−1 pro M = KL.

Každou relaci, která splňuje tato kritéria, nazýváme ekvivalenćı

a prvky grupy G lze rozdělit na tř́ıdy ekvivalence, což jsou množiny
Mi takové, že pro A ∈Mi a B ∈Mj plat́ı A ∼ B právě když i = j.

Pokud máme A ∼ B tj. A = KBK−1, potom An ∼ Bn, nebot’

An = KBK−1 ·KBK−1 . . . KBK−1 = KBnK−1 ,

jelikož činitelé K−1K uvnitř se zkrát́ı. A má řád n, pokud n je
nejmenš́ı kladné celé č́ıslo, že An ∼ 1. Ale neutrálńı prvek je konju-
govaný jedině sobě, poněvadž K1K−1 = KK−1 = 1 pro každé K.
Tud́ıž An ∼ Bn je konjugované k 1 právě tehdy, když Bn = 1; jinými
slovy A a B maj́ı stejný řád. ∗LM
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2.7 Rozklady grup, př́ımé a polopř́ımé součiny

Úkol:

1. Uvažujme polopř́ımý součin dvou grup N,H daný zobrazeńım
(morfismem) f : H → Aut(N), G = N nf H. Ukažte, že N je
invariantńı podgrupa G.

2. Pro př́ımý součin G = N×H ukažte, že N i H jsou invariantńı
podgrupy G.

3. Necht’ N,H jsou disjunktńı14 invariantńı podgrupy G. Dokažte,
že prvky N a H mezi sebou komutuj́ı (ačkoliv ani N ani H
nemuśı být komutativńı).

Řešeńı:

1. Polopř́ımý součin15 dvou grup N,H je grupa G = {(n, h)| n ∈
N, h ∈ H} s operaćı definovanou (n1, h1) ∗ (n2, h2) = (n1α

f
h1
(n2),

h1h2). Potom je Ñ = {(n, 1)| n ∈ N} podgrupou G, která je izomorfńı
s N:

n1n2 = n ⇒ (n1, 1) ∗ (n2, 1) = (n1α1(n2), 1) = (n1n2, 1).

Využili jsme toho, že f je morfismus, tedy α1 přǐrad́ı jednotkovému
prvku H jednotkový prvek Aut(N), čili identitické zobrazeńı. T́ım
jsme ospravedlnili nonšalantńı tvrzeńı16, že N je podgrupou G.

Invariantnost dokážeme př́ımočaře. Zvoĺıme-li y = (a, b) ∈ G,

pak můžeme z rovnice y−1y = 1 vypoč́ıst y−1 = (αfb−1(a
−1), b−1).

Dále pak muśı platit

y−1xy =

=
(
αfb−1(a

−1), b−1
)
∗ (x, 1) ∗ (a, b) =

(
αfb−1(a

−1)αfb−1(x), b
−1) ∗

∗(a, b) =
(
αfb−1(a

−1)αfb−1(x)α
f
b−1(a), 1

)
=
(
αfb−1(a

−1xa), 1
)
∈ N .

14Až na společný jednotkový prvek.
15Viz také př́ıklad 2.1.
16Nonšalatńı je ale už i tvrzeńı, že G je grupa. Při d̊ukazu asociativity budeme

potřebovat αf
aα

f
b

= αf
ab

(f je morfismus). Neutrálńı prvek je (1, 1), inverzńı
prvek najdeme dále.
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Pokud bychom vzali z = (1, z) ∈ H a poč́ıtali y−1zy, zjistili bychom

y−1zy =
(
αfb−1(a

−1)αfb−1x(a), b
−1xb

)
/∈ H obecně.

H tedy nemuśı být obecně invariantńı podgrupa.

2. Př́ımý součin je speciálńı př́ıpad polopř́ımého součinu, kdy f :
x 7→ IdN, ∀x ∈ H. To lze ř́ıct i tak, že je to opět kartézský
součin množin N a H s operaćı (n1, h1) ∗ (n2, h2) = (n1n2, h1h2).
Můžeme se proto odvolat na předchoźı výpočty, z čehož plyne, že
tentokrát je i H normálńı podgrupa, jelikož αfb−1(a

−1)αfb−1x(a) =
IdN(a−1) IdN (a) = 1.

Důkaz se ale také jednoduše provede př́ımo. Např́ıklad

y−1zy = (a−1, b−1) ∗ (1, z) ∗ (a, b) = (a−1a, b−1zb) = (1, b−1zb) ∈ H.

3. Vezmeme dva libovolné prvky n ∈ N a h ∈ H. Dı́ky invarianci
N a H v G muśı platit h−1nh = n1 ∈ N a n−1hn = h1 ∈ H. Z prvńı
rovnice vyjádř́ıme např́ıklad n−1h = hn−11 a dosad́ıme do druhé
rovnice:

hn−11 n = h1 ⇒ n−11 n = h−1h1.

Na levé straně posledńı rovnice je prvek z N, na pravé straně prvek
z H. Jelikož jsou tyto množiny disjunktńı až na jednotkový prvek,
muśı být n−11 n = 1 a h−1h1 = 1. Neńı tedy rozd́ılu mezi n a n1 a
prvńı vztah h−1nh = n dokazuje nyńı komutativitu hn = nh.

Poučeńı z tohoto př́ıkladu je následuj́ıćı. Chceme-li grupu G za-
psat jako součin dvou svých podgrup N a H, muśı být předně G =
N.H (ve smyslu, že každý prvek g ∈ G lze jednoznačně rozložit na
g = nh, kde n ∈ N a h ∈ H). Abychom mohli rozložit i grupovou
operaci na G, muśı být alespoň jedna z podgrup invariantńı. Pokud
jsou invariantńı obě dvě, lze zapsat G jako jejich př́ımý součin, jinak
muśıme použ́ıt polopř́ımý součin.

Vzhledem k tomu, že N je invariantńı, lze provést rozklad G/N
a tento muśı být izomorfńı s H (to je právě rozklad g = nh). Z toho
plyne, že N a H jsou disjunktńı až na jednotkový prvek a muśı platit
|N||H| = |G|.

34



Postup při rozkladu G tedy je naj́ıt dvě ,,disjunktńı” podgrupy,
součin jejichž řád̊u je roven řádu G, ověřit, zda plat́ı17 G = N.H, a
zjistit, zda jsou obě invariantńı. Pokud je jenom jedna (viz př́ıklad

2.1), lze použ́ıt polopř́ımý součin s f : h 7→ αfh(n) = h−1nh, pokud
žádná, muśıme naj́ıt jiné podgrupy. Skutečnost, že podgrupy spolu
navzájem nekomutuj́ı, nás varuje, že tyto grupy nemohou být obě
invariantńı. ∗KV

2.8 Znaménko permutace

Úkol: Je zadána permutace

π =

(
1 2 3 4

π(1) π(2) π(3) π(4)

)
=

(
1 2 3 4
2 4 1 3

)
.

a) Určete znaménko π r̊uznými zp̊usoby: z počtu inverźı, trans-
pozic a cykl̊u sudých délek.

b) Proved’te totéž pro π2.

Řešeńı:

a) Inverze je každá dvojice (i, j), i < j, pro kterou je π(i) > π(j).
Pro naši permutaci jsou to (1, 3), (2, 3), (2, 4), tedy lichý, a permutace
je proto lichá.

Transpozice (i, j) je permutace σ, pro kterou σ(i) = j, σ(j) = i a
σ(k) = k pro k 6= i, j. Jinými slovy permutace, která vyměńı prvky
i, j a ostatńı nechá na mı́stě. Každou permutaci lze źıskat složeńım
konečně mnoha transpozic (viz body 2 a 3 v př́ıkladu 2.9). Pro naši
permutaci π to lze provést např́ıklad následovně: (2413)→ (2143)→
(1243) → (1234). Počet transpozic je opět lichý a π je i podle této
definice lichá.

Konečně π obsahuje jediný cyklus 1→ 2→ 4→ 3 a ten má sudou
délku. Celkový počet cykl̊u sudé délky je tedy lichý a permutace je
lichá. Tato metoda je pro většinu permutaćı zdaleka nejrychleǰśı.

b) Jak obecně vypadá π složená s %? Prvek i se zobraźı na π
(
%(i)

)
.

Všimněte si, že tud́ıž nemuśı platit π ◦ % = % ◦ π.
17To neńı formalita: srovnejte Z10 × Z10 a Z100). V prvńı grupě maj́ı všechny

prvky řád menš́ı nebo rovnen 10 (tj. g10 = 1, ∀g ∈ Z10 × Z10).
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V našem př́ıpadě je π2(1) = π(2) = 4, π2(2) = π(4) = 3, π2(3) =
π(1) = 2, π2(4) = π(3) = 1, tedy

π2 =

(
1 2 3 4
4 3 2 1

)
.

V této permutaci jsou v inverzi každé dva prvky. Takových dvojic je
celkem šest, a permutace je tedy sudá.

Permutaci π2 lze také zapsat dva cykly délky dva: 2→ 3, 1→ 4.
To jsou zároveň dvě transpozice.

Znaménko permutace definuje pěkný morfizmus ze symetrické

grupy Sn (permutace n-prvkové množiny) do C2 ({1,−1} s ope-
raćı násobeńı). Obecně je morfizmus grupy G1 do grupy G2 zob-
razeńı ϕ : G1 → G2, které zachovává grupovou operaci, tedy
ϕ(ab) = ϕ(a)ϕ(b) pro ∀a, b ∈ G1.

Pokud je grupa G2 tvořena lineárńımi zobrazeńımi na vektorovém
prostoru dimenze n, pak hovoř́ıme o n–rozměrné reprezentaci grupy
G1. V našem př́ıpadě je n = 1.

Vı́ce o reprezentaćıch (symetrických grup) naleznete v př́ıkladu
10.4. ∗KV

2.9 Permutace devětkrát jinak

Úkol:

1. Kolik nejv́ıc inverźı m̊uže být v permutaci množiny o n prvćıch?

2. Stač́ı n − 1 transpozic na vytvořeńı libovolné permutace na n
prvćıch?

3. Jaký je horńı odhad složitosti bublinkového tř́ıděńı?

4. Znám počet inverźı v permutaci a1, a2, . . . , an. Kolik je inverźı
v permutaci an, an−1, . . . , a1?

5. Kolik je inverźı ve všech permutaćıch na n prvćıch dohromady?

6. Kolik nejméně transpozic sousedńıch prvk̊u je třeba k převe-
deńı permutace o k inverźıch na tvar 1, 2, . . . , n?
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7. Označme [n, k] počet permutaćı na n prvćıch, které obsahuj́ı
právě k inverźı. Odvod’te rekurentńı relaci

[n+ 1, k] = [n, k] + [n, k − 1] + [n, k − 2] + . . .+ [n, k − n] ,

přičemž dodefinujeme [n, j] = 0 pro j mimo rozmeźı 0 až
1
2n(n− 1).

8. Mějme permutaci

A =

(
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
3 8 11 9 13 2 6 12 5 10 1 7 4

)
. (11)

Spočtěte A111. Pro jaké mocniny je An identická permutace?
Určete znak A a A111.

9. Za jakých podmı́nek existuje druhá odmocnina z permutace?
Kolik jich existuje?

Řešeńı:

1. Protože inverze je taková dvojice i < j, pro niž je p(i) > p(j),
bude nejv́ıc inverźı zřejmě v permutaci n, n − 1, . . . , 2, 1. Tam jsou
v inverzi každé dva prvky, proto celkový počet inverźı je 1

2n(n− 1).

2. Stač́ı. Vı́me, že každou permutaci lze složit z jednoho či v́ıce
cykl̊u. Cyklus na k prvćıch se dostane složeńım k − 1 transpozic
(a1, a2), (a2, a3), . . . , (ak−1, ak). Permutace, skládaj́ıćı se z jediného
cyklu, spotřebuje n− 1 transpozic, za každý daľśı cyklus se odpoč́ıtá
jednička. Je zřejmé, že méně transpozic obecně nestač́ı.

3. Bublinkové tř́ıděńı spoč́ıvá v prohazováńı sousedńıch prvk̊u,
jinými slovy se tedy ptáme na maximálńı počet transpozic sou-

sedńıch prvk̊u, které jsou potřeba k sestaveńı libovolné permutace.
Během prvńıho pr̊uchodu algoritmu se dostane určitě n na posledńı
mı́sto, protože je větš́ı než všechno a prohazujeme jej tud́ıž vždycky.
Potřebujeme k tomu n − 1 porovnáváńı. Při druhém pr̊uchodu al-
goritmu tedy stač́ı jen n−2 porovnáváńı, ve třet́ım n−3, atd. celkem
1
2n(n− 1) porovnáváńı. Nejhorš́ı, co se může stát, je, že po každém
porovnáváńı muśıme také prohazovat, to nastane v př́ıpadě permu-
tace n, n − 1, . . . , 2, 1. Tedy horńı odhad časové složitosti algoritmu
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je 12Kn(n−1), kde K je čas potřebný na porovnáńı a prohozeńı dvou
prvk̊u.

4. Při přechodu k druhé permutaci se obraćı pořad́ı všech prvk̊u,
tedy jestliže nejprve jsme měli k inverźı, po obráceńı jich bude 12n(n−
1)− k.
5. Sestav́ıme všech n! permutaćı do dvojic, v nichž permu-
taci a1, a2, . . . , an je přǐrazena obrácená permutace an, an−1, . . . , a1.
V každé dvojici je 1

2n(n − 1) inverźı (viz předchoźı otázku), tedy
celkový počet inverźı ve všech dvojićıch je 1

2n! · 12n(n− 1)

6. Také k. Stač́ı si uvědomit, že každý krok bublinkového tř́ıděńı
likviduje právě jednu inverzi a že bublinkové tř́ıděńı je, co se počtu
transpozic soused̊u týče, nejúsporněǰśı možné.

7. Jakými zp̊usoby lze realizovat (n + 1)-prvkovou permutaci s k
inverzemi? Prvńı člen na pravé straně dokazované relace odpov́ıdá
umı́stěńı prvku n + 1 na konec libovolné n-prvkové permutace o k
inverźıch (v této poloze neńı n+1 v inverzi s nič́ım) a k inverźım na
zbylých prvćıch. Druhý člen klade n+1 na předposledńı mı́sto, č́ımž
generuje jednu inverzi a na zbylých n prvk̊u zbývá k−1 inverźı, atd.
Posledńı člen odpov́ıdá situaci, kdy je n + 1 obrazem jedničky a je
tak v inverzi se všemi zbylými n prvky.

1 3

11

2 8

6 12

7

4 9

13 5

10

Obrázek 5: Rozklad permutace A (viz 11) na cykly délek 3,5,4,1.

8. Rozlož́ıme permutaci na cykly (1, 3, 11); (2, 8, 12, 7, 6); (10);
(4, 9, 5, 13), viz obrázek 5. Jelikož tato permutace obsahuje jeden
cyklus sudé délky, je to lichá permutace. Ostatńı metody určováńı
znaménka (poč́ıtáńı transpozic či inverźı) by zde byly pracněǰśı.
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Mocněńı permutace pouze toč́ı s cykly, nanejvýš je může roz-
trhnout, pokud je počet prvk̊u v cyklu soudělný s exponentem.
V opačném př́ıpadě zbytek po děleńı počtu prvk̊u v cyklu exponen-
tem udává, o kolik se tento cyklus pootoč́ı. V našem konkrétńım
př́ıpadě je to 0, 1, 3, 0, výsledná permutace je kompozićı cykl̊u
(1); (3); (11); (2, 8, 12, 7, 6); (4, 13, 5, 9); (10). Znaménko této permu-
tace je opět minus, což jsme ostatně již věděli d́ıky znAn = (znA)n

(viz př́ıklad 2.8).
Zjevně identitu dostaneme pro libovolný společný násobek délek

cykl̊u, tedy n = 60k, kde k je libovolné přirozené. Upozorňujeme, že
An = Id je něco jiného než An = A. Druhá rovnice je splněna pro
n = 60k + 1.

9. Každý cyklus délky 2n se po umocněńı na druhou rozpadne
na dva cykly délky18 n. Cykly délky 2n − 1 se mocněńım převáděj́ı
opět na cykly délky 2n − 1. Tedy pokud máme v zadané permu-
taci nějaký cyklus sudé délky, musel nutně vzniknout umocněńım
cyklu dvojnásobné délky. Tud́ıž takové permutace, které obsahuj́ı
pro některé sudé k lichý počet cykl̊u délky k, druhou odmocninu
nemaj́ı. K ostatńım permutaćım odmocninu najdeme vždycky, jed-
noznačně pouze za předpokladu, že pro lichá k máme nejvýše jeden
cyklus délky k a pro sudá k žádný19, protože každé sléváńı cykl̊u
deľśıch než jedna lze provést v́ıce zp̊usoby.

Pro permutaci rozloženou na N disjunktńıch lichých cykl̊u délky
n lze celkový počet odmocnin nalézt následuj́ıćı úvahou: počet per-
mutaćı na N prvćıch je N !. Za pozice 0, 2, 4, , . . . , N ′, kde N ′ je
nejvyšš́ı sudé č́ıslo menš́ı nebo rovno N , lze vsunout zarážku, která
odděluje cykly, které budeme slévat do dvojic, od cykl̊u, které ne-
slejeme. Slévat budeme vždy cykly, které se ocitnou na mı́stech
(1,2),(3,4) atd.; z nich můžeme sĺıt celkem k = 0, 1, . . . , 12N

′ dvo-
jic a zbylých N − 2k dvojic cykl̊u nesĺıt. Pro každé k zvlášt’ pak
muśıme N ! vydělit permutacemi slévaných dvojic, kterých je k!, kde
2k je pozice zarážky. Dále muśıme vydělit (N − 2k)!, což odpov́ıdá

18Jeden obsahuje členy na sudých mı́stech v p̊uvodńım cyklu, druhý členy na
lichých mı́stech.

19V rozporu s učebnićı Pěstujeme lineárńı algebru [PLA] zde pod pojmem
délky cyklu rozumı́me počet prvk̊u cyklu se účastńıćıch, viz obrázek 5. Pokud by-
chom se drželi tam uvedené definice, vedlo by to k matoućımu prohozeńı významů
slov ,,lichý” a ,,sudý”.
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permutaćım na neslévaných cyklech (za zarážkou), a pak ještě 2k,
protože v každé dvojici lze vyměnit jej́ı členy mezi sebou. Nakonec
muśıme ještě vynásobit počtem zp̊usob̊u, kolika lze sĺıt dva cykly.

Umocnit dlouhý cyklus na druhou vlastně znamená oddělit členy
na lichých pozićıch od člen̊u na sudých. Sléváńı tedy můžeme chápat
jako vložeńı jednoho cyklu do mezer mezi členy druhého cyklu tak,
že v každé mezeře śıdĺı právě jedno č́ıslo a zachovává se pořad́ı. Ta-
kových vložeńı je zjevně tolik, kolik je délka slévaných cykl̊u. Celkový
výraz pro počet odmocnin permutace, která obsahuje N cykl̊u liché
délky n, je tedy

bN2 c∑

k=0

(n
2

)k N !

k!(N − 2k)!
,

bN2 c označuje celou část č́ısla N
2 (tedy N ′

2 ). Pro př́ıpad sudých cykl̊u
nemáme na výběr, zda slévat, či neslévat, což situaci výrazně zjed-
noduš́ı. Odvoláme-li se na představu použitou u lichých cykl̊u, smı́me
tentokrát dát zarážku pouze na konec a vzorec pro počet odmocnin
je (n

2

)k (2k)!

k!
, kde k =

N

2
.

Počet odmocnin obecné permutace, v jej́ımž rozkladu jsou cykly
r̊uzných délek, se dostane prostým součinem. Čtenář si může rozmys-
let, jak by se řešila s-tá odmocnina — v prvoč́ıselném př́ıpadě se bude
výsledek podobat vzorc̊um pro s = 2, nebot’ bude docházet pouze
ke sléváńı s cykl̊u dohromady, pro s složené se bude moci slévat i r
cykl̊u, kde r je nějaký dělitel s. Zp̊usob̊u sléváńı bude (r − 1)!nr−1,
protože r−1 cykl̊u lze do mezer ukládat v libovolném pořad́ı a každý
lze n zp̊usoby pootočit. ∗DŠ

2.10 Lloydova patnáctka a permutace

Úkol: Lloydova20 patnáctka je hra s 4 × 4 hraćımi poli s ploškami
(figurami) oč́ıslovanými 1 až 15, přičemž č́ıslo 16 je vyjmuto, viz (13).
Úkolem je přesouvat hraćı figury a doćılit standardńıho pořad́ı, kdy
po řádkách zleva vpravo čteme č́ısla 1 až 15. Pozice patnáctky tedy

20Sam Lloyd byl americký ,,král kř́ıžovek”.
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odpov́ıdá permutaci i 7→ p(i), kde i = 1, 2, . . . , 16 a p(i) je č́ıslo na
pozici, kde má být správně i.

a) Zjistěte, jak se chová znak př́ıslušné permutace při vykonáńı
tahu a jak se měńı pozice prázdného pole 16, a vytvořte
veličinu, která se zachovává při každém tahu. Dokažte takto,
že nelze složit patnáctku, pokud jsou jen dvě figury (např. 14
a 15) prohozené. Obecněji dokážete, že nelze složit konfiguraci
s prázdným polem vpravo dole, ovšem figurami 1 až 15 permu-
tovanými lichou permutaćı.

b) Nalezněte vhodné základńı tahy, které generuj́ı cyklickou per-
mutaci poĺı. Užijte výsledku k d̊ukazu, že libovolnou sudou
permutaci s prázdným polem vpravo dole naopak složit lze.
Máte velkou volnost, jak k problému přistoupit, naše řešeńı je
jednou z mnoha možnost́ı.

Řešeńı:

a) V jazyce permutaćı i 7→ p(i) pro i = 1, . . . , 16 neńı tah nic jiného
než transpozice nějakého č́ısla s č́ıslem 16 (prázdným polem). Každá
transpozice je lichou permutaćı, proč tedy tvrd́ıme, že lze źıskat jen
sudé permutace? Důvod je v tom, že každý tah zároveň měńı o jednu
bud’ č́ıslo řádky s prázdným polem r, nebo č́ıslo sloupce s prázdným
polem s, kde r, s = 1, 2, 3, 4. Dı́ky tomu veličina

Z = znak p · (−1)(r+s) (12)

se zachovává, protože tah měńı obě znaménka. Pokud tedy uvažu-
jeme dvě konfigurace s d́ırou vpravo dole, r = s = 4, které maj́ı
opačný znak p, nelze je zjevně spojit libovolnou posloupnost́ı tah̊u,
jelikož maj́ı opačné Z.

b) Dokažme nyńı, že se lze sekvenćı tah̊u dostat z libovolné sudé
permutace s d́ırou na mı́stě r = s = 4 do standardńı pozice 1
až 15 po řádkách. Jelikož prázdné pole 16 je v počátečńım i kon-
covém stavu na mı́stě, uvažujme nyńı jen permutace 15 prvk̊u. Pro
větš́ı názornost následuj́ıćıch úvah přelepme kameny 1, 2, 3, 4, . . .
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nálepkami 10′, 9′, 6′, 5′, . . . podle obrázku

1 2 3 4
5 6 7 8
9 10 11 12
13 14 15 ×

→
10′ 9′ 6′ 5′

11′ 8′ 7′ 4′

12′ 15′ 1′ 3′

13′ 14′ 2′ ×
(13)

V pravé tabulce (13) vid́ıme, že kameny 1′, 2′, 3′, . . . 15′ vytvářej́ı
cyklus ve tvaru zdvojeného ṕısmene H (viz obrázek 6 vlevo); tato
tabulka také ukazuje ćılové srovnáńı čárkovaných kamen̊u. Je tedy
jasné, že lze těchto 15 kamen̊u cyklicky permutovat (a d́ıru ponechat
na mı́stě); př́ıslušnou permutaci značme H. Kromě toho máme cyk-
lickou permutaci 3 kamen̊u 1′, 2′, 3′, kterou označ́ıme C (obrázek 6
vpravo). Všimněte si, že obě permutace obsahuj́ı lichý počet kamen̊u,
a jsou tedy sudé.

H : C :

Obrázek 6: Užitečné permutace kamen̊u v Lloydově patnáctce.

Ačkoliv užit́ı pouze dvou cykl̊u C,H je neekonomické pro prak-
tické použit́ı, je velmi efektivńı pro teoretické účely. Při vhodné
orientaci H (jako na obrázku 6) je jasné, že permutace Ck =
HkCH−k se chová jako C ≡ C0, ovšem cyklicky permutuje kameny
(k+1)′, (k+2)′, (k+3)′ modulo 15. Permutace Ck nám ve skutečnosti
stač́ı na složeńı patnáctky21, jelikož libovolný kámen na začátku lze
,,probublat” na správné mı́sto. Začněme třeba s kamenem 15′ a po-
kračujme sestupně. Problém může nastat až v posledńı fázi, kdy se
snaž́ıme přemı́stit kameny 1′, 2′, 3′, zat́ımco kameny 4′ a výše už jsou
na správných mı́stech. Povede se nám to jen v př́ıpadě, že jsme začali
se sudou permutaćı. Čtenář jistě detaily domysĺı sám. ∗LM

21Ř́ıkáme, že C a H generuj́ı grupu všech sudých permutaćı množiny
{1, . . . , 15}.
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3 Konečná i jiná tělesa

3.1 Tělesa modulo prvoč́ıslo

Úkol: Dokažte, že Zp = {0, . . . , p − 1} je pro p prvoč́ıslo komuta-
tivńı těleso s operacemi sč́ıtáńı a násobeńı modulo p. Proč je potřeba
žádat, aby bylo p prvoč́ıslo?

Řešeńı: Asociativita, existence neutrálńıch prvk̊u a komutativita
jak sč́ıtáńı tak i násobeńı a existence inverzńıch prvk̊u vzhledem
k sč́ıtáńı je zřejmá. Zbývá tedy dokázat existenci inverzńıch prkv̊u
vzhledem k násobeńı. Pro i = 1, . . . , p − 1 uvažme následuj́ıćı zob-
razeńı: fi(x) = ix mod p. Nejprve ukážeme, že fi je na množině
{0, 1, . . . , p − 1} prostá funkce. Necht’ tomu tak neńı a tedy existuj́ı
x1 6= x2 takové, že fi(x1) = fi(x2), a tedy p děĺı fi(x1) − fi(x2) =
i(x1−x2). Protože p je prvoč́ıslo a 0 < i < p muśı nutně platit p děĺı
x1 − x2. Z toho okamžitě plyne x1 = x2. Funkce fi je tedy prostá,
ale protože zobrazuje p r̊uzných č́ısel do množiny p č́ısel, je nutně
bijektivńı. Potom ale existuje x, že fi(x) = 1 a toto x je hledaný
inverzńı prvek vzhledem k i v̊uči násobeńı (tento d̊ukaz je shrnut
také v př́ıkladu 2.3). T́ım je d̊ukaz, že Zp je těleso, hotov.

Pokud p neńı prvoč́ıslo, tvoř́ı množina {0, . . . , p− 1} se sč́ıtáńım
a násobeńım pouze komutativńı okruh. Pokud je totiž p = p1p2,
p1,2 > 1, pak pro žádný násobek p1 či p2 neexistuje inverzńı prvek
v̊uči násobeńı. Důkaz je jednoduchý: necht’ plat́ı αp1 = 1 mod p, tedy
αp1 = kp+1 pro nějaké k ∈ Z. Tato rovnost ale dává okamžitě spor
1 = 0 mod p1. ∗DK

3.2 Zmatené výpočty s inverzńı matićı

Úkol: V tělese Z11, které obsahuje prvky 0, 1, . . . , 10 a v němž
všechno sč́ıtáńı, odč́ıtáńı i násobeńı prob́ıhá modulo 11 (to zna-
mená, že z každého výsledku vezmeme jen zbytek po děleńı 11,
neboli přič́ıtáme násobky 11, dokud se nedostaneme do množiny
{0, 1, . . . 10}), spočtěte inverzńı matici k matici L ńıže (jako Ludolf,
v́ıte proč?), a to jak řádkovými úpravami (L| � ), tak metodou sub-
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determinantu (viz př́ıklad 8.1)

L =




3 1 4
1 5 9
2 6 5




Řešeńı: Nejdř́ıve muśıme přij́ıt do rytmu. Tak např́ıklad 5 + 8 = 2,
−6 = 5, 4 · 7 = 6 atd. Je užitečné si napsat tabulku inverzńıch prvk̊u

x 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
x−1 − 1 6 4 3 9 2 8 7 5 10

V prvńı metodě naṕı̌seme vedle sebe L a � a řádkovými úpravami
nejprve vynulujeme prostor pod diagonálou, a pak pokračujeme
s řádkovými úpravami a nulujeme nad diagonálou. Ve výpočtu za-
psaném ńıže jsme museli nejprve sedminásobek prvńı řádky přič́ıst
k druhé, abychom vynulovali jednotku vlevo (prvńı řádek máme
násobit − 13 , ale to je (−1)/3 = 10 · 3−1 = 10 · 4 = 7). V posledńım
kroku jsme prvńı i třet́ı řádku násobili čtyřmi (tedy 1/3), abychom
źıskali vlevo jednotkovou matici. Celý postup je:




3 1 4
1 5 9
2 6 5

∣∣∣∣∣∣

1 ◦ ◦
◦ 1 ◦
◦ ◦ 1




(2)+7·(1)→(2)
(3)+3·(1)→(3)

−→




3 1 4
◦ 1 4
◦ 9 6

∣∣∣∣∣∣

1 ◦ ◦
7 1 ◦
3 ◦ 1




2·(2)+(3)→(3)
−→




3 1 4
◦ 1 4
◦ ◦ 3

∣∣∣∣∣∣

1 ◦ ◦
7 1 ◦
6 2 1




(1)+6·(3)→(1)
(2)+6·(3)→(2)

−→




3 1 ◦
◦ 1 ◦
◦ ◦ 3

∣∣∣∣∣∣

4 1 6
10 2 6
6 2 1




(1)−(2)→(1)
−→




3 ◦ ◦
◦ 1 ◦
◦ ◦ 3

∣∣∣∣∣∣

5 10 ◦
10 2 6
6 2 1




4·(1)→(1)
4·(3)→(3)
−→




1 ◦ ◦
◦ 1 ◦
◦ ◦ 1

∣∣∣∣∣∣

9 7 ◦
10 2 6
2 8 4




Inverzńı matici lze odeč́ıst na konci vpravo od svislé čáry.
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Spočteme ji ještě pomoćı subdeterminantu, připomı́náme že‡

(L−1)ij = (−1)i+j |Lji|/detL, kde |Lij | je determinant matice L,
v ńıž jsme vynechali i–tý řádek a j–tý sloupec (bývá označován jako
minor či po opatřeńı znaménkem (−1)i+j algebraický doplněk.

Determinant L je roven

detL = (9 + 2 + 7)− (7 + 5 + 8) = −2 = 9

a inverzńı matice je tedy (např. v pravém horńım rohu inverzńı ma-
tice vlevo máme |L31|/detL = (1 · 9− 5 · 4)/9 = 0)

L−1 = 9−1




4 8 ◦
2 7 10
7 6 3


 =




9 7 ◦
10 2 6
2 8 4


 .

Zkontrolujte LL−1 = � . ∗LM

3.3 Podprostory nad konečným tělesem

Úkol: Určete, kolik r̊uzných k-dimenzionálńıch podprostor̊u má vek-
torový prostor Znp pro 0 ≤ k ≤ n, kde p je prvoč́ıslo.

Řešeńı: (Zp)n (psáno často bez závorek) nad tělesem Zp je podobně
jako Rn nad R prostor dimenze n. Pouze je to konečná množina,
která má pn prvk̊u. Dı́ky konečnosti plat́ı pěkná tvrzeńı, např́ıklad
že dva podprostory stejné dimenze k maj́ı stejný počet prvk̊u, který
je samozřejmě roven pk. Také plat́ı (jako u všech vektorových pro-
stor̊u), že všechny prostory stejné dimenze nad stejným tělesem jsou
navzájem izomorfńı, takže vlastnosti libovolného k rozměrného pod-
prostoru Znp lze zkoumat i na Zkp.

Nejprve spočtěme, kolik existuje r̊uzných m-prvkových posloup-
nost́ı lineárně nezávislých vektor̊u prostoru Znp . Necht’ je vybráno
prvńıch m− 1 lineárně nezávislých vektor̊u; m-tý vektor lze vybrat
libovolně z vektor̊u, které nelež́ı v lineárńım obalu již vybraných
vektor̊u, těch je pn − pm−1; pn je počet všech vektor̊u v prostoru di-
menze n a pm−1 je počet vektor̊u v podprostoru dimenzem−1. Celou
m-prvkovou posloupnost lineárně nezávislých vektor̊u v prostoru di-
menze n nad Zp lze tedy vybrat

∏m−1
i=0 (pn − pi) zp̊usoby. Každá

‡Dejte pozor na pořad́ı index̊u.
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k-prvková posloupnost lineárně nezávislých vektor̊u v Znp určuje k-
dimenzionálńı podprostor Znp a každý takový podprostor je určen∏k−1
i=0 (p

k − pi) r̊uznými posloupnostmi (tolika zp̊usoby lze vybrat k-
prvkovou posloupnost jeho lineárně nezávislých prkv̊u — v prostoru
Zkp je to zřejmé, a ten je takovému podprostoru izomorfńı). Tedy
počet podprostor̊u dimenze k je:

k−1∏
i=0

(pn − pi)
k−1∏
i=0

(pk − pi)
.

∗DK

3.4 Konečná tělesa polynomů

Úkol: Uvažujte těleso T všech polynom̊u ax + b, kde a, b ∈ Z7, se
sč́ıtáńım a násobeńım modulo polynom x2 + 2. Takové těleso má 49
prvk̊u, sč́ıtáńı v každém řádu x prob́ıhá modulo 7, např́ıklad 5x +
6x = 11x = 4x, 3·6 = 18 = 4, −(2x+6) = 5x+1, a pokud dostaneme
polynom alespoň druhého stupně, odečteme vhodný násobek22 x2+2,
abychom źıskali polynom nejvýše prvńıho stupně, např́ıklad (3x +
5)(2x+6) = 6x2+28x+30 = 6x2+2 = 6x2+2−6(x2+2) = −10 = 4.
Nalezněte metodou subdeterminantu inverzńı matici k matici

A =

(
5x 3x
1 4x+ 5

)
.

Poznamenejme, že toto těleso nemá myšlenkou daleko k C, kde
ale reálná a imaginárńı část je ze Z7. Mı́sto polynomů ax+b bychom
mohli uvažovat dvojice (a, b) s následuj́ıćımi pravidly pro sč́ıtáńı a
násobeńı (vše modulo 7):

(a1, b1) + (a2, b2)
df
= (a1 + a2, b1 + b2) ,

(a1, b1) · (a2, b2) df= (a1b2 + a2b1, b1b2 − 2a1a2) .

22Např́ıklad 5·(x2+2), (2x+1)·(x2+2) atp. Druhou možnost v tomto př́ıpadě
neuplatńıme, ale pokud poč́ıtáme modulo polynom vyšš́ıho stupně, tak ano.

46



Komplexńı č́ısla (z = b + ia) maj́ı u násobeńı mı́sto toho (a1b2 +
a2b1, b1b2 − a1a2).
Řešeńı: Připomı́náme

A−1 =
1

detA

(
a22 −a12
−a21 a11

)
,

srovnejte s př́ıklady 3.2 a 6.5.
Spočtěme si nejdř́ıve determinant matice A. Vyjde nám

detA = 5x(4x+ 5)− 3x = 20x2 + 22x = −x2 + x =

= −x2 + x+ (x2 + 2) = x+ 2.
(14)

Nyńı je třeba nalézt inverzńı prvek k prvku x + 2 v tělese T, bude
j́ım nějaký polynom ax+ b. Z podmı́nky

1 = (x+ 2)(ax+ b) = ax2 + (2a+ b)x+ 2b = (2a+ b)x+ (2b− 2a)

dostáváme 2a+ b = 0, 2b− 2a = 1 modulo 7. Sečteńım obou rovnic
źıskáme 3b = 1, b = 5 (neb 3 · 5 = 15 = 1), a = 1 (neb 2 · 1 + 5 = 0).
Inverzńı prvek k (x+2) je tedy (x+5) a matici A−1 spočteme lehce:

A−1 = (x+ 5)

(
4x+ 5 −3x
−1 5x

)
=

(
4x2 + 25x+ 25 −3x2 − 15x

−x− 5 5x2 + 25x

)

Po jednoduché úpravě dostáváme

A−1 =

(
4x+ 3 6x+ 6
6x+ 2 4x+ 4

)
.

Pilný čtenář může ověřit výsledek (15) také řádkovými úpravami
(A|1). My už ale uděláme jen zkoušku (ověřte, že následuj́ıćı matice
je skutečně jednotková).

AA−1 =

(
20x2 + 15x+ 18x2 + 6x 30x2 + 30x+ 12x2 + 12x

4x+ 3 + 24x2 + 38x+ 10 6x+ 6 + 16x2 + 36x+ 20

)

Poznamenejme ještě, že při vytvářeńı tělesa neńı volba polynomu
x2 + 2 jednoznačná, neńı ovšem ani neomezená. Polynom x2 + 2
je ireducibilńı, nedá se rozložit na součin jednodušš́ıch. Tohle by
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neplatilo např́ıklad pro polynomy x2, x2+6 = (x+1)(x+6), x2+3 =
(x+ 2)(x+ 5), x2 + 5 = (x+ 3)(x+ 4). Dı́ky tomu bychom nemohli
např́ıklad v ,,tělese” modulo polynom x2 + 5 nalézt inverzńı prvek
např. k23 (x+ 3).

Celkově ale plat́ı, že pro dané prvoč́ıslo p a daný stupeň n
polynomu q jsou všechna tělesa polynomů nad Zp modulo poly-
nom q (která maj́ı tedy pn prvk̊u) pro všechny ireducibilńı poly-
nomy q vzájemně izomorfńı. Takto definovaná komutativńı tělesa
zároveň vyčerpávaj́ı seznam všech konečných těles; obyčejné těleso
Zp źıskáme pro n = 1 a např́ıklad polynom x, v př́ıkladu výše jsme
pracovali s p = 7, n = 2, q = x2 + 2. ∗LM

3.5 Vzorec pro Ludolfovo č́ıslo od Johna Machina

Úkol: Zopakujte si násobeńı komplexńıch č́ısel. Užijte fakt, že
arg(xy) = arg(x) + arg(y) modulo 2π, a dokažte pomoćı násobeńı
vhodných komplexńıch č́ısel vzorec pro výpočet π nalezený Johnem
Machinem (1680–1752) v roce 1706 (autor tehdy spočetl π na 100
mı́st ručně!)

π = 16 arctg(1/5)− 4 arctg(1/239). (15)

Řešeńı: Jelikož tangenta je poměrem protilehlé a přilehlé odvěs-
ny, neńı těžké vidět, že arctg(1/5) = arg(5 + i). Podobně plat́ı
− arctg(1/239) = arg(239 − i). Uvažujme arg(reiφ) = φ vždy v in-
tervalu (−π, π〉. Dokažme nyńı rovnost (15) vydělenou čtyřmi. Dı́ky
vzorci arg(xy) = arg(x) + arg(y) lze psát

4 arctg(1/5)− arctg(1/239) = arg[(5 + i)4 · (239− i)]
Výsledek se má rovnat π/4, abychom dokázali (15). Spočteme tedy
onen součin.

(5 + i)4(239− i) = [(5 + i)2]2(239− i) =
= (24 + 10i)2(239− i) = 22(12 + 5i)2(239− i) =
= 22(119 + 120i)(239− i) = 22(119 · 239 + 120)(1 + i).

23Podobně jako v ,,tělese” Z14 nenajdeme inverzńı prvek k 2 a 7 (a jejich
násobk̊um). Ireducibilita x2+2 je tedy analogická k požadavku, že p je prvoč́ıslo
u Zp.
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V posledńım kroku jsme užili 120 ·239−119 = 119 ·239+120, jelikož
119 + 120 = 239. Vid́ıme, že výsledek (16) má shodnou (a kladnou)
reálnou a imaginárńı část, tud́ıž jeho argument je skutečně roven
π/4, č́ımž je d̊ukaz hotov. Čtenář by mohl protestovat, že argument
lze určit jen modulo 2π, ale snadno lze vidět, že o 2π jsme se zmýlit
nemohli, jelikož zjevně arctg x < x pro 0 < x, a tedy

0 < 4 arctg(1/5)− arctg(1/239) <
4

5
.

Poznamenejme závěrem, že vzorec (15) je jeden z mnoha poměrně
efektivńıch zp̊usob̊u, jak poč́ıtat č́ıslo π numericky. Lze totiž využ́ıt
řady

arctg(x) = x− x3

3
+
x5

5
− x7

7
+ . . . (16)

a jelikož pro x = 1/5 nebo dokonce x = 1/239 členy velmi rychle
klesaj́ı, stač́ı řádově N člen̊u pro spočteńı výsledku na N desetinných
mı́st.24 Pokud bychom poč́ıtali π/4 = arctg 1 podle (16), potřebovali
bychom řádově 10N člen̊u. Pokud jste ještě nedokazovali platnost
vzorce (16), zderivujte ho a spatř́ıte formuli pro geometrickou řadu
1/(1+x2); integračńı konstanta muśı být nulová, jelikož arctg 0 = 0.

Výpočet π na mnoho mı́st je samozřejmě výtečnou zábavou
mnoha lid́ı. V době vydáńı knihy již rekord bude nejsṕı̌se zasta-
ralý, ale v červnu 1997 spočetla skupina Japonc̊u na stroji Hitachi
SR2201 s 1024 procesory během dvou dn̊u 51 539 600 000 decimál π
pomoćı Borweinova algoritmu s konvergenćı 4. řádu. Výsledek zkon-
trolovali během daľśıch dvou dńı pomoćı Gaussova–Legendrova al-
goritmu, jehož výklad přesahuje rámec této knihy. Z počtu mı́st je
snad čtenáři zjevné, že tyto algoritmy jsou ještě mnohem rychleǰśı.

∗LM

3.6 Sudé podmnožiny se sudými pr̊uniky

Úkol: Necht’ A je množina velikosti n. Necht’ B je systém jej́ıch pod-
množin sudé velikosti takový, že pr̊unik libovolných dvou množin to-
hoto systému má sudou velikost. Dokažte, že |B| ≤ 2b

n
2 c; bxc pro

24Formule (15) neńı výjimečná a lze naj́ıt i mnohem jednodušš́ı, např́ıklad
Euler̊uv vztah arctg(1) = arctg(1/2) + arctg(1/3), který dokážeme podobně:
(2 + i)(3 + i) = (5 + 5i).
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x ∈ R je nejbližš́ı celé č́ıslo menš́ı nebo rovné x, tedy označuje zaok-
rouhlováńı dol̊u. Použijte větu o dimenzi jádra a obrazu zobrazeńı;
pracujte nad tělesem Z2. Dokažte, že tento odhad nelze zlepšit.

Řešeńı: Označme C matici, která jako řádky obsahuje charakteris-
tické vektory množin systému B. Charakteristický vektor množiny
D ⊆ A je vektor z prostoru Zn2 , jehož i-tá složka je jedna právě tehdy,
když i-tý prvek množiny A nálež́ı množině D. Pro lepš́ı porozuměńı
uved’me př́ıklad: A = {1, 2, . . . , 6},

B =




{1, 2, 3, 4}
{2, 3}

{2, 3, 5, 6}



 ⇒ C =




1 1 1 1 0 0
0 1 1 0 0 0
0 1 1 0 1 1


 .

Protože všechny množiny maj́ı sudou velikost a jejich pr̊uniky
po dvou taktéž, je charakteristický vektor (v) libovolné množiny
systému B prvkem jádra zobrazeńı odpov́ıdaj́ıćıho matici C (náso-
b́ıme-li Cv = u, pak každá z komponent u je sudé č́ıslo, tedy nula).

Označme h hodnost matice C, tj. dimenzi obrazu zobrazeńı od-
pov́ıdaj́ıćıho matici C; ta je určitě menš́ı nebo rovná počtu řádk̊u
matice C. Jádro tohoto zobrazeńı obsahuje (právě d́ıky podmı́nce
na sudost pr̊unik̊u) všechny řádky matice C a tedy jeho dimenze
je alespoň h. Dle věty o dimenzi jádra a obrazu zobrazeńı muśı
platit: h + h ≤ dimKerC + dim ImC = n. Tedy plat́ı h ≤ bn2 c.
Všechny charakteristické vektory množin systému B lež́ı v lineárńım
obalu řádk̊u matice C, protože samy jsou řádky této matice; ten má
dimenzi h a tedy obsahuje nejvýše 2h r̊uzných vektor̊u (všechny h–
dimenzionálńı podprostory maj́ı stejný počet prvk̊u). Systém B tedy
obsahuje nejvýše 2h ≤ 2b

n
2 c množin.

Nyńı sestroj́ıme systém množin B, který má vlastnosti popsané
v zadáńı př́ıkladu, a jehož velikost je 2b

n
2 c. Sdruž́ıme prvky množiny

A do bn2 c dvojic; je-li n liché, jeden prvek zbude. Vytvářený systém
B bude obsahovat všechny podmnožiny množiny A takové, že je lze
zapsat jako sjednoceńı právě vytvořených dvojic. Počet prvk̊u takto
vytvořeného systému B je 2b

n
2 c a zřejmě splňuje vlastnosti, které na

něj klade zadáńı př́ıkladu. ∗DK
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3.7 Doplňováńı systému sudých podmnožin se
sudými pr̊uniky

Úkol: Dokažte, že každý systém B podmnožin množiny A
z předchoźıho př́ıkladu lze rozš́ı̌rit na systém B′ splňuj́ıćı podmı́nky
př́ıkladu 3.6, jehož mohutnost je 2b

n
2 c.

Řešeńı: Označme C matici, která jako řádky obsahuje charakteris-
tické vektory množin systému B; definice charakteristického vektoru
množiny je uvedena v řešeńı př́ıkladu 3.6. Nejprve ukážeme, že bez
újmy na obecnosti lze předpokládat, že libovolný vektor z lineárńıho
obalu řádk̊u matice C je zároveň jej́ım řádkem. Necht’ tomu tak
neńı a w je vektor, který neńı řádkem matice C a přitom zároveň
nálež́ı do lineárńıho obalu jej́ıch řádk̊u. Tento vektor lež́ı v jádru
matice zobrazeńı odpov́ıdaj́ıćıho matici C (viz př́ıklad 3.6). Tedy
jeho složkový součin25 s libovolným z řádk̊u C je nula, a protože
je prvkem lineárńıho obalu řádk̊u matice C, je jeho složkový součin
se sebou samým taktéž nula (pracujeme stále nad Z2). Tedy počet
prvk̊u množiny odpov́ıdaj́ıćı vektoru w je sudý a velikost pr̊uniku
s libovolnou množinou ze systému B je taktéž sudá. Tedy množinu
odpov́ıdaj́ıćı vektoru w lze do systému přidat a takto lze postupovat,
dokud všechny prvky lineárńıho obalu řádk̊u matice C nejsou př́ımo
jej́ımi řádky.

Necht’ tedy všechny prvky lineárńıho obalu řádk̊u matice C jsou
jej́ımi řádky. Pokud je hodnost této matice bn2 c, odpov́ıdaj́ıćı systém
množin má 2b

n
2 c prvk̊u. Necht’ je tedy hodnost této matice menš́ı než

bn2 c. Ukážeme, že existuje množina, kterou lze do tohoto systému
přidat tak, aby byly nadále splněny všechny podmı́nky, které na něj
klademe. K matici C přidejme řádek obsahuj́ıćı samé jedničky. Hod-
nost matice C t́ım vzroste nejvýše o jedna a tedy bude nejvýše bn2 c.
Jádro zobrazeńı odpov́ıdaj́ıćıho takto upravené matici nadále obsa-
huje charakteristické vektory všech množin uvažovaného systému a
dle věty o dimenzi jádra a obrazu zobrazeńı je jeho dimenze alespoň
dn2 e; obsahuje tedy alespoň jeden nenulový vektor w, který neńı cha-
rakteristickým vektorem žádné z množin systému B (lineárńı obal

25Složkový součin dvou vektor̊u a a b je a ·b =
∑

i aibi. V konečných tělesech
a · b neńı skalárńım součinem, nebot’ nesplňuje a · a 6= 0 pro a 6= 0, a proto
nebudeme označeńı skalárńı součin pro toto zobrazeńı použ́ıvat.
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charakteristických vektor̊u tohoto systému má dimenzi menš́ı než
bn2 c). Množinu odpov́ıdaj́ıćı vektoru w lze k systému B přidat, aniž
bychom porušili některou z podmı́nek, které má systém B splňovat.
Takto rozš́ı̌rený systém množin lze pak ,,lineárně uzavř́ıt” postupem
popsaným v minulém odstavci, a tento postup př́ıpadně několikrát
zopakovat, dokud hodnost matice C nebude bn2 c a odpov́ıdaj́ıćı

systém množin nebude mı́t 2b
n
2 c prvk̊u. ∗DK

3.8 Liché podmnožiny s lichými pr̊uniky

Úkol: Necht’ A je množina velikosti n. Necht’ B je systém jej́ıch pod-
množin liché velikosti takový, že pr̊unik libovolných dvou prvk̊u to-

hoto systému má lichou velikost. Dokažte, že |B| ≤ 2b
n−1
2 c. Dokažte,

že tento odhad nelze zlepšit.
Návod: Pro liché n lze využ́ıt výsledk̊u př́ıkladu 3.6 – uvažte

systém tvořený doplňky množin ze systému B. Pro sudé n (ale lze
takto postupovat i pro liché n) zvolte D ∈ B uvažte systém B ′

tvořenými symetrickými diferencemi26 množin systému B a množiny
D. Nyńı již lze použ́ıt větu o dimenzi jádra a obrazu zobrazeńı, po-
dobně jako v 3.6 př́ıkladu, na charakterické vektory množin systému
B′ a množiny D.

Řešeńı: Postupujme dle návodu v př́ıkladu zároveň pro sudé i liché
n. Pracujme nad tělesem Z2, označme d charakteristický vektor
(viz př́ıklad 3.6) množiny D a necht’ u a v jsou charakteristické
vektory dvou libovolných (ne nutně r̊uzných) množin systému B.
Označme · složkový součin vektor̊u, tj. a · b =

∑
i aibi. Vektor u + d

je charakteristickým vektorem množiny, která je symetrickou dife-
renćı množiny D a množiny odpov́ıdaj́ıćı vektoru u. Tedy vektory
u + d jsou charakteristickými vektory množin systému B ′ a nav́ıc
charakteristické vektory všech množin tohoto systému jsou lze na-
psat v tomto tvaru. Podle zadáńı př́ıkladu plat́ı u · v = 1. Tedy
zejména plat́ı: (u + d) · (v + d) = u · v + u · d + d · v + d · d = 4 = 0 a
d · (v + d) = d · v + d · d = 2 = 0.

Uvažme nyńı matici C, jej́ıž řádky jsou charakteristické vektory
množin systému B′ a charakteristický vektor množiny D. Zřejmě

26Symetrická diference množin A,B je množina prvk̊u, které lež́ı jen v A nebo
jen v B.
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charakteristické vektory všech množin systému B ′ lež́ı v jádře zob-
razeńı odpov́ıdaj́ıćıho matici C; označme dimenzi lineárńıho obalu
těchto vektor̊u c. Hodnost matice C je c + 1, nebot’ vektor d ne-
lze vyjádřit jako lineárńı kombinaci27 ostatńıch řádk̊u matice D: os-
tatńı řádky (a i jejich součty) maj́ı totiž vždy sudý počet jedniček.
Tuto skutečnost lze ověřit i jinak: kdyby platilo d =

∑
i wi, kde wi

jsou některé z ostatńıch řádk̊u matice C, potom by nutně platilo
1 = d · d = d · (∑i wi) =

∑
i(d ·wi) =

∑
i 0 = 0. To ale neńı možné a

tedy d je vektor lineárně nezávislý na ostatńıch řádćıch matice C a
tedy hodnost této matice je c+1. Dle věty o dimenzi jádra a obrazu
zobrazeńı muśı platit: c+(c+1) ≤ dimKerC+dim ImC = n. Odtud

plyne c ≤ bn−12 c, neboli |B| = |B′| ≤ 2b
n−1
2 c.

Necht’ x je libovolný prvek množiny A a označme A′ = A \ {x}.
Necht’ B′′ je maximálńı systém podmnožin A′ sudé velikosti, jejichž
pr̊unik po dvou má sudou velikost. Dle výsledk̊u př́ıkladu 3.6 je ve-

likost tohoto systému 2b
n−1
2 c. Nyńı ke všem množinám systému B′′

přidejme prvek x a takto vzniklý systém množin označme B. Systém

B má zřejmě velikost 2b
n−1
2 c a splňuje podmı́nky př́ıkladu. Tedy od-

had, dokázaný v minulém odstavci, nelze zlepšit. ∗DK

3.9 Liché podmnožiny se sudými pr̊uniky

Úkol: Necht’ A je množina velikosti n. Necht’ B je systém jej́ıch
podmnožin liché velikosti takový, že pr̊unik libovolných dvou prvk̊u
tohoto systému má sudou velikost. Potom |B| ≤ n. Postupujte po-
dobně jako při d̊ukazu Fisherovy nerovnosti28 (př́ıklad 6.7) a pracujte
nad tělesem Z2. Dokažte, že tento odhad nelze zlepšit.

Řešeńı: Označme C matici, jej́ıž řádky jsou charakteristické vek-
tory množin systému B (viz př́ıklad 3.6). Pracujme nad Z2. Po-
dle podmı́nek kladených na systém B v zadáńı př́ıkladu je matice
CCT jednotková matice řádu |B|. Podle věty o hodnosti součinu
matic muśı být hodnost matice C alespoň |B| a protože počet jej́ıch
sloupc̊u je n, je jej́ı hodnost zároveň nejvýše n. Odtud tedy ihned
plyne |B| ≤ n.

27Lineárńı kombinace v Zn
2 je pouze sč́ıtáńı vektor̊u.

28Ta v podstatě ř́ıká, že v blokové matici (např. blokově diagonálńı matici)
n× n je počet blok̊u vždy nejvýše roven n.
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Uvažme systém B podmnožin A tvořený všemi jej́ımi jednoprv-
kovými podmnožinami. Velikost tohoto systému je n a zřejmě splňuje
podmı́nky, které na něj klade zadáńı př́ıkladu. Tedy právě dokázaný
horńı odhad na velikost systému B nelze zlepšit. ∗DK

3.10 Sudé podmnožiny s lichými pr̊uniky

Úkol: Necht’ A je množina velikosti n. Necht’ B je systém jej́ıch
podmnožin sudé velikosti takový, že pr̊unik libovolných dvou prvk̊u
tohoto systému má lichou velikost. Potom |B| ≤ n pro n liché a
|B| ≤ n − 1 pro n sudé. Postupujte podobně jako v př́ıkladu 3.9,
pro n sudé se zamyslete též nad regularitou matic vystupuj́ıćıch ve
vyšetřovaném součinu. Dokažte, že tento odhad již nelze zlepšit.

Řešeńı: Necht’ C je matice, jej́ıž řádky jsou charakteristické vektory
množin systému B (viz př́ıklad 3.6), pracujme nad Z2. Potom CCT

je matice � + J , kde � je jednotková matice řádu |B| a J je matice
téhož řádu tvořená samými jedničkami. Dále rozlǐsme dva př́ıpady,
podle parity n.

Necht’ n je liché a předpokládejme existenci systému B s n + 1
prvky (množinami). Ukážeme, že matice (sudého řádu n + 1) � +
J je regulárńı. Necht’ tedy existuje nenulový vektor w takový, že
( � + J)w = 0, tedy Jw = − � w = � w = w. Protože všechny řádky
matice J jsou stejné, muśı být všechny složky vektoru Jw stejné a
protože w je nenulový vektor, muśı nutně platit w = (1, . . . , 1)T , a
tedy i (� + J)w = � w+ (0, . . . , 0)T = w — což je spor. Matice � + J
je tedy regulárńı. Potom ale hodnost matice C muśı být, podle věty
o hodnosti součinu matic, alespoň n+1, což neńı možné, nebot’ matice
C má pouze n sloupc̊u. Tedy nemůže existovat (n + 1)-prvkový (a
t́ım sṕı̌se v́ıceprvkový) systém B s uvedenými vlastnostmi. Uvedený
odhad nelze zlepšit, což dosvědčuje systém B tvořený všemi (n− 1)-
prvkovými podmnožinami množiny A.

Necht’ je naopak n sudé a předpokládejme existenci systému B
s n prvky (množinami). Matice (sudého řádu n) � + J je regulárńı.
Tedy hodnost matice C muśı být, podle věty o hodnosti součinu
matic, alespoň n. To by ale znamenalo, že matice C je regulárńı (má
n sloupc̊u, n řádk̊u a plnou hodnost). Součet všech sloupc̊u matice
C je však nulový vektor (v každém řádku je sudý počet jedniček), a
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tedy matice C je singulárńı — což je spor. Tedy nemůže existovat n-
prvkový (a t́ım sṕı̌se v́ıceprvkový) systém B s uvedenými vlastnosti.

Uvedený odhad nelze zlepšit. Zvolme si libovolnou (n − 1)-
prvkovou podmnožinu množiny A a do systému B zařad’me všechny
jej́ı (n−2)-prvkové podmnožiny. Systém B splňuje podmı́nky zadáńı
př́ıkladu a obsahuje n− 1 podmnožin. ∗DK
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4 Vektorová odysea

4.1 Rozklad degenerovaného rovnoběžnostěnu

Pod́ıvejme se na obrázek na obálce knihy Pěstujeme lineárńı algebru

[PLA]. Vid́ıme projekce jednotkové krychle ve v́ıcerozměrném pro-
storu Rn (n = 3, 5, 11, . . . ) do roviny (zde jde o velmi speciálńı orto-
gonálńı projekce do některého z invariantńıch podprostor̊u cyklické
grupy operátor̊u ,,cyklická záměna souřadnic”, tedy např́ıklad ro-
viny kolmé na (1, 1, 1) v R3). Zobecněme tyto obrázky následuj́ıćı
formulaćı.
Úkol: Mějme n vektor̊u v1, . . . , vn v nějakém prostoru V dimenze d
kde d < n. Necht’ každá d-tice vybraných vektor̊u již tvoř́ı nezávislý
soubor vektor̊u (bázi V ). Definujeme degenerovaný rovnoběžnostěn

L = L(v1, . . . , vn) =
{

n∑

i=1

xivi , x1, . . . , xn ∈ 〈0, 1〉
}
. (17)

Dokažme, že (analogicky k obrázk̊um nakresleným na obálce
skript [PLA]) lze každý takovýto ,,degenerovaný rovnoběžnostěn”
L rozložit na disjunktńı sjednoceńı rovnoběžnostěn̊u dimenze d
(speciálně pro d = 2 kosočtverc̊u — neboli rhomb̊u — v uvedeném
př́ıkladě).

Poznámka: Pro d = n je vztahem 17 popsán obyčejný (nedegene-
rovaný) rovnoběžnostěn.

Řešeńı: Pro zadaný bod u =
∑
i xivi budeme xi nazývat sou-

řadnicemi u. Kv̊uli n > d nejsou tyto souřadnice jednoznačné. Pokud
z x1, . . . , xn libovolně, ale pevně zvoĺıme n − d souřadnic a zbylých
d necháme prob́ıhat 〈0; 1〉, potom {∑i xivi, xi ∈ 〈0, 1〉} popisuje ne-
degenerovaný d–rozměrný rovnoběžnostěn (viz obrázek 7).

Budeme se zabývat rozklady, u kterých maj́ı pevně zvolené
souřadnice hodnoty 0 nebo 1. Obt́ıž je v tom, že pro zadané d
a vektory v1, . . . , vn existuje takových rozklad̊u rovnoběžnostěnu L
v́ıce, viz opět obrázek 7. Při d̊ukazu potřebujeme nějak označit jeden
z rozklad̊u, abychom s ńım mohli dále pracovat.

Obrázek 7 nás může svést k tomu, abychom zvolili ,,rozklad”, kde
oněch n−d extremálńıch souřadnic budou samé nuly. V následuj́ıćım
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v1
v2

v3
A1 B1

C1

v1
v2

v3

A2
B2

C2

A1 : (0, x2, x3) A2 : (1, x2, x3)
B1 : (x1, 0, x3) B2 : (x1, 1, x3)
C1 : (x1, x2, 0) C2 : (x1, x2, 1)

Obrázek 7: Různé rozklady rovnoběžnostěnu L = L(v1, v2, v3), d = 2.
Pro každou oblast (A1, B1, C1, A2, B2, C2) je uvedeno, jak je para-
metrizován jej́ı vnitřek pomoćı vektor̊u v1, v2, v3: pomoćı (x1, x2, x3)
označujeme bod x1v1 + x2v2 + x3v3, přičemž 0 ≤ x1, x2, x3 ≤ 1.

př́ıkladě ale žádný rozklad nesplňuje tuto podmı́nku

w1 = (1, 0) , w2 = (0, 1) , w3 = (1, 1) . (18)

Možným rozkladem je např́ıklad (0, x2, x3), (x1, 0, x3), (x1, x2, 1).
,,Rozkladem”, kde by všechny extremálńı souřadnice (tedy ona jedna
v tomto př́ıpadě) byly nula, bychom ,,nedosáhli” do všech roh̊u L.
Prvńı zp̊usob ,,označeńı jednoho rozkladu” je založen na kĺıčové
ideji ,,optimalizace souřadnic” xi zvoleného bodu (vektoru) v =∑
i xivi ∈ L, xi ∈ (0, 1). Optimalizaćı zde přesněji mı́ńıme minima-

lizaci sumy s =
∑
i xi při zachováńı podmı́nky xi ∈ 〈0, 1〉. Hodláme

tedy tvrdit:
Tvrzeńı: Optimalizujeme-li souřadnice bodu (vektoru) v ∈ L,

tak výsledná n-tice koeficient̊u (x1, . . . , xn) je určena jednoznačně, a
nejméně n − d z těchto č́ısel xi má extremálńı hodnoty (tedy xi ∈
{0, 1}).

Toto tvrzeńı ovšem plat́ı pouze tehdy, když je splněn
Předpoklad #: Ṕı̌seme-li vztah lineárńı závislosti jakékoliv vy-

brané (d+1)-tice vektor̊u vi1 , . . . , vid+1 ve tvaru
∑
j=1,...,d+1 αjvij =

0, tak
∑
j αj 6= 0.
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Jinými slovy chceme pouze, aby jakákoliv (d + 1)-tice vy-
braná z vektor̊u v1, . . . , vn byla už lineárně nezávislá, pokud ke
každému vektoru vi = (v1i , . . . , v

d
i ) přidáme ještě jednu souřadnici

vd+1i = 1. Všechny d-tice takovýchto vektor̊u jsou už nezávislé podle
předpokladu na začátku.

Př́ıklad takové ,,optimálńı” volby souřadnic je na obrázku 7 vlevo.
Neńı těžké pochopit, že výše uvedené tvrzeńı je skutečně

již kĺıčem k hledané dekompozici L na disjunktńı bloky
rovnoběžnostěn̊u; tyto bloky budou prostě zadány specifikaćı
pořadových index̊u a hodnot (0 či 1) př́ıslušných n− d extremálńıch
souřadnic. Volba zbylých d proměnných z intervalu (0, 1) pak dává
parametrický popis uvedeného bloku. Je ovšem možné, že některé
z takto vytvořených blok̊u budou totožné.
Důkaz tvrzeńı: Necht’ v =

∑
i xivi je vyjádřeńı vektoru s nej-

menš́ım možným součtem s =
∑
i xi. Předpokládejme např́ıklad, že

to jsou souřadnice x1, x2, . . . xd+1, které maj́ı neextremálńı hodnoty,
tzn. z otevřeného intervalu (0, 1), a odvod́ıme spor. Vskutku, plat́ı-li
α1v1 + · · · + αd+1vd+1 = 0 a je-li přitom α1 + · · · + αd+1 6= 0, jak
předpokládáme, můžeme souřadnice x1, x2, . . . , xd+1 ,,zlepšit” (z hle-
diska zmenšeńı jejich sumy) t́ım, že vezmeme nové souřadnice, pro
i = 1, 2, . . . , d+ 1

x̃i = xi + ααi

tak, aby nové souřadnice stále ještě náležely intervalu (0, 1) (stač́ı
vźıt α dostatečně malé a vhodného znaménka). To ale je spor
s předpokládanou optimalitou xi. Tedy v́ıc než d hodnot optimálńı
volby souřadnic xi prostě nemůže nabývat hodnot z otevřeného in-
tervalu (0, 1).

Je třeba ještě ukázat, že takto vytvořené bloky jsou skutečně
disjunktńı, přesněji řečeno, že neńı možno naj́ıt dvě r̊uzná optimálńı
vyjádřeńı v =

∑
i xivi a v =

∑
i yivi taková, u nichž by bylo nejvýše d

index̊u i s neextremálńımi hodnotami, tj. xi ∈ (0, 1) nebo yi ∈ (0, 1).
Zkoumejme nyńı výraz

∑
i(xi − yi)vi = 0. Pokud je xi 6= yi pro

nejvýše d index̊u, dostáváme spor s lineárńı nezávislost́ı (libovolné
d–tice vektor̊u). Pokud je xi 6= yi pro v́ıce než d index̊u, pak je

v =
1

2
(v + v) =

∑

i

1

2
(xi + yi)vi
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rovněž optimálńı vyjádřeńı vektoru v, které ovšem má v́ıce než d
souřadnic s neextremálńımi hodnotami, což je spor.

Touto cestou jsme ovšem dokázali rozložitelnost L pouze za
předpokladu #. Př́ıpady, kdy zadaná dimenze d spolu s vektory
v1, . . . , vn tento předpoklad nesplňuje, maj́ı ,,mı́ru nula”, tedy stač́ı
vektory (téměř) libovolně málo pozměnit a předpoklad # již bude
splněn. Jako př́ıklad si vezměme vektory w1,w2,

1
2w3, viz vztah (18).

Lze tedy očekávat, že i pro vektory, které nesplňuj́ı podmı́nku #,
bude možné rozklad provést, i když onen ,,optimálńı rozklad” ne-
bude jednoznačně určen. V našem př́ıkladě jsou optimálńı rozklady

X1 : (x1, x2, 0) X2 : (0, x2, x3)
Y1 : (1, x2, x3) Y2 : (x1, 0, x3)
Z1 : (x1, 1, x3) Z2 : (x1, x2, 1)

Přesvědčte se, že např́ıklad bod w1 + w2 lze pomoćı rozkladu vlevo
zapsat jako (1, 1, 0) a pomoćı rozkladu vpravo jako ( 12 ,

1
2 , 1). Tato

dvě vyjádřeńı dávaj́ı stejný součet s = 2.
Druhý zp̊usob d̊ukazu rozložitelnosti pouze načrtneme, zkuste
provést podrobně. Máme-li konvexńı (d + 1)-dimensionálńı těleso,
můžeme ho (ortogonálně) promı́tnout na nějaký d-rozměrný pod-
prostor (vrat’te se k obrázku 7; tam jsme promı́tali na rovinu kolmou
na tělesovou úhlopř́ıčku (1, 1, 1)). Bylo-li těleso složeno z kvádr̊u či
obecněji rovnoběžnostěn̊u, máme na povrchu tohoto tělesa viditelné
d rozměrné hrany (tedy rovnoběžnostěny opět, ale v nižš́ı dimenzi;
na obrázku 7 jsou to tedy tři kosočtverce) těch blok̊u, které vystu-
puj́ı na povrch. Při uvedeném promı́táńı jsou tyto hrany bud’ celé
,,osvětlené” nebo naopak celé ve st́ınu (rozmyslete si, co t́ım asi
mı́ńıme pro obecné d; je možné např́ıklad pomoćı skalárńıho součinu
srovnávat normály ke stěnám mı́̌ŕıćı ven z tělesa s normálou k na-
drovině, na ńıž promı́táme). Takže projekci daného tělesa můžeme
rozložit na d-rozměrné rovnoběžnostěny dokonce dvěma zp̊usoby: na-
kresleńım projekce ,,osvětlené” či naopak ,,zast́ıněné” části povrchu.

Nyńı je tento postup třeba iterovat. Začneme s rovnoběžnostěnem
vybudovaným v Rn nad vhodnými vektory w1, . . . ,wn a postupně
projektujeme vzniklé konvexńı útvary do nižš́ıch dimenźı k = n −
1, . . . , d, rozkládaj́ıce vždy vzniklý k-rozměrný konvexńı útvar do
rovnoběžńıkových blok̊u podle výše uvedeného argumentu.
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Zde vid́ıme, že (pokud jsou všechny podprostory, na které
promı́táme, pevně zvoleny) máme celkem 2n−d možnost́ı rozkladu
(zkuste si rozmyslet, zda jsou vzájemně r̊uzné). Jak souviśı tyto
rozklady s t́ım, který jsme dostali prvńı metodou (optimalizaćı
souřadnic)? Polohy nadrovin, na které postupně promı́táme, je třeba
zvolit tak, abychom z vektor̊u w1, . . . ,wn ∈ Rn dostali správné vek-
tory v1, . . . , vn ∈ Rd. Směr osvětleńı pak souviśı s volbou nul a
jedniček v extremálńıch souřadnićıch. ∗MZ

4.2 Tři základńı vektorové prostory

Úkol: U následuj́ıćıch množin se zadanými operacemi sč́ıtáńı a
násobeńı prvkem z tělesa ukažte, že se jedná o vektorové prostory.
Těleso jsou zde vždy komplexńı č́ısla se sč́ıtáńım a násobeńım.

1. n je pevně zadáno. Cn ≡ V1 = {(v1, . . . , vn), xi ∈ C} s operaćı
sč́ıtáńı po složkách a násobeńı č́ıslem rovněž po složkách.

v = (v1, . . . , vn) , u = (u1, . . . , un) ⇒

v + u = (v1 + u1, . . . , vn + un) , λv = (λv1, . . . , λvn) .

2. Množina V2 posloupnost́ı (ai)
∞
i=0 s komplexńımi elementy.

Sč́ıtáńı a násobeńı č́ıslem λ opět ,,po složkách”, tedy

(ai)
∞
i=0 + (bi)

∞
i=0 = (ai + bi)

∞
i=0 , λ(ai)

∞
i=0 = (λai)

∞
i=0 .

Všimněte si, že plus na levé straně prvńıho vztahu znač́ı sč́ıtáńı
vektor̊u (které chceme definovat), zat́ımco na pravé straně je
obyčejné sč́ıtáńı č́ısel. Podobně u druhého vztahu násob́ıme
vlevo vektor č́ıslem (prvkem z tělesa) a vpravo násob́ıme č́ıslo
č́ıslem.

3. Množina V3 všech spojitých funkćı 〈0; 1〉 → C. Sč́ıtáńı je defi-
nováno podobně jako u posloupnost́ı, tedy bodově

(
f + g

)
(x) = f(x) + g(x) ,

(
λf
)
(x) = λf(x) .

Řešeńı: Důkaz provedeme pouze v prvńım př́ıpadě, ostatńı př́ıklady
jsou naprosto analogické. Prvky z prostoru V3 si můžeme představit
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podobně jako vektor z Cn, jednotlivé složky vektoru ale nejsou
označeny č́ısly i = 1, 2, . . . , n, ani i = 1, 2, . . . jako v př́ıpadě V2,
ale spojitým indexem 0 ≤ x ≤ 1.

Uvažujme tedy dva libovolné vektory v = (v1, . . . , vn), u =
(u1, . . . , un) z V1 a jakákoliv dvě č́ısla x, y ∈ C. Definici vektorového
prostoru shrneme do následuj́ıćıch bod̊u

1. V1 s operaćı sč́ıtáńı je komutativńı grupa. Vid́ıme, že u + v je
opět prvek z V1 a sč́ıtáńı prvk̊u z V1 je zřejmě asociativńı i
komutativńı. Neutrálńı prvek je (0, . . . , 0) a inverzńı prvek k v
je −v = (−v1, . . . ,−vn), které oba lež́ı ve V1.

2. Má platit (xy)v = x(yv); uvědomte si, že na levé straně
násob́ıme nejprve č́ısla x a y a výsledkem násob́ıme vektor,
zat́ımco vpravo násob́ıme dvakrát vektor č́ıslem. Tvrzeńı plat́ı,
obě strany jsou rovny (xyv1, . . . , xyvn).

3. (x+ y)v = xv + yv. Podobná situace jako v předchoźım bodě:
dáváme do souvislosti sč́ıtáńı č́ısel a sč́ıtáńı vektor̊u. V tomto
př́ıpadě jsou obě strany rovny

(
(x+ y)v1, . . . (x+ y)vn

)
.

4. x(v + u) = (xv1 + xu1, . . . , xvn + xun) = xv + xu.

5. 1v = v.
∗KV

4.3 Jeden neobvykleǰśı vektorový prostor

Úkol: Ukažte, že množina A = {a = (a1, a2), a1, a2 ∈ (0;∞)}
s operacemi

a + b = (a1b1, a2b2) , xa = (ax1 , a
x
2)

tvoř́ı vektorový prostor nad reálnými č́ısly. Najděte izomorfizmus
mezi t́ımto prostorem a R2.

Řešeńı: Stejně jako v př́ıkladu 4.2 projdeme pět bod̊u definice vek-
torového prostoru. Bud’te opět a = (a1, a2), b = (b1, b2) prvky z A a
x, y libovolná reálná č́ısla.
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1. Sč́ıtáńı prvk̊u z A dává opět vektor z a (součin dvou kladných
č́ısel je kladné č́ıslo) a je asociativńı a komutativńı, nebot’

těmito vlastnostmi oplývá i násobeńı kladných reálných č́ısel.
Neutrálńı prvek, tedy nulový vektor, je (1, 1) a inverzńı prvek
k a ∈ A je −a = (1/a1, 1/a2) ∈ A.

2. xya = (axy1 , a
xy
2 ) =

(
(ay1)

x, (ay2)
x
)
= x(ya)

3. (x+ y)a = (ax+y1 , ax+y2 ) =
(
ax1a

y
1 , a

x
2a
y
2

)
= xa + ya

4. x(a + b) =
(
(a1b1)

x, (a2b2)
y) =

(
ax1b

x
1 , a

x
2b
x
2

)
= xa + xb

5. 1a = (a11, a
1
2) = (a1, a2) = a.

Zobrazeńı
ϕ : A 3 (a1, a2) 7→ (ln a1, ln a2) ∈ R2

je bijekce mezi množinami A a R2, nebot’ je surjektivńı (ϕ(A) = R2)
i injektivńı (prosté). Protože se ,,chová správně” k operaćım

ϕ(a + b) = (ln a1 + ln b1, ln a2 + ln b2) = ϕ(a) + ϕ(b)

ϕ(xa) = (x ln a1, x ln a2) = xϕ(a) ,

je to také izomorfizmus mezi vektorovými prostory A a R2. Z toho
např́ıklad plyne, že oba prostory maj́ı stejnou dimenzi. Takových
izomorfizmů existuje v́ıce: lze např́ıklad volit logaritmy o r̊uzném
základu, ale ani t́ım ještě nejsou všechny možnosti vyčerpány.

∗KV

4.4 Je to podprostor, neńı to podprostor...

Úkol: U následuj́ıćıch podmnožin, které jsou součást́ı vekto-
rových prostor̊u V1, V2, V3 (z př́ıkladu 4.2), určete, zda se
jedná o vektorové podprostory. Pokud ano, určete jeho dimenzi.
U konečnědimenzionálńıch podprostor̊u nalezněte nějakou jejich
bázi. Tělesem je vždy C.

1. {(x, y, z, u) ∈ C4, x+ y + 5z = 0}

2. {(0, x, y, z, u) ∈ C5, x− 2y + 3z = 0, x+ y = 0}
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3. {(x, y, z) ∈ C3, x2 + y = 0}

4. {(x, y, z) ∈ C3, x+ y + z = 1}

5. Posloupnosti z V2, pro které konverguje řada
∑∞
i=0 |ai|2.

6. Všechny omezené funkce z V3 neboli funkce, pro něž existuje
M ∈ R takové, že |f(x)| ≤M , ∀x ∈ 〈0; 1〉.

7. Všechny funkce z V3, které splňuj́ı |f(x)| < 1, ∀x ∈ 〈0; 1〉.

8. Funkce z V3, které nemaj́ı žádný nulový bod.

9. Funkce z V3, které splňuj́ı f(0) = f(1) = 0 (homogenńı okra-
jové podmı́nky).

10. Funkce z V3, které splňuj́ı f(0) = f(1) = 5.

11. Všechny po částech konstantńı funkce z V3 (funkce, pro něž
lze rozdělit 〈0; 1〉 na konečný počet podinterval̊u, na nichž je
funkce konstantńı; použ́ıvá se také název schodové funkce).

12. Polynomy stupně n spolu s identicky nulovou funkćı.

13. Polynomy stupně nejvýše n.

14. Polynomy stupně nejvýše n, které maj́ı kořeny 1
2 a

1
4 .

15. Všechny funkce R → R s (nejmenš́ı) periodou 2π.

16. Všechny funkce R → R s racionálńı periodou.

17. Všechny periodické funkce R → R.

Poznámka: na př́ıklady vektorových prostor̊u naraźıte také
v př́ıkladu 12.1.

Řešeńı: Stač́ı vždy jen ověřit, zda je př́ıslušný podprostor uzavřený
vzhledem ke sč́ıtáńı vektor̊u a násobeńı vektor̊u č́ıslem a zda obsahuje
nulový vektor. V některých př́ıpadech z̊ustane tato práce čtenáři.
Prvńı slovo v následuj́ıćım výčtu je vždy odpověd’ na otázku, zda je
př́ıslušná množina vektorový podprostor.
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1. Ano. Pokud x1 + y1 + 5z1 = 0 a x2 + y2 + 5z2 = 0 pro nějaké
dva vektory v1, v2, pak to plat́ı i pro v1+ v2 (stač́ı obě rovnice
seč́ıst) a pro λv (stač́ı prvńı rovnici násobit λ).

Dimenze tohoto prostoru je 3, nebot’ jej lze chápat jako
množinu řešeńı soustavy s jednou nezávislou lineárńı rovnićı a
čtyřmi neznámými. Báze je např́ıklad (1,−1, 0, 0), (0, 5,−1, 0),
(0, 0, 0, 1).

2. Ano. Argumentace je podobná jako u bodu 1, dimenze je
dvě (5 − 3, jedna rovnice je v1 = 0), báze je např́ıklad
(0, 1,−1,−1, 0), (0, 0, 0, 0, 2).

3. Ne. Př́ıčina je, že rovnice podmı́nky neńı lineárńı. Následek pak
je, že např́ıklad pro prvek této množiny v = (2,−4, 1) lež́ı 2v
mimo množinu.

4. Ne. Rovnice podmı́nky je sice lineárńı, ale neńı homogenńı.
Tedy pokud v = (1, 1,−1) rovnici splňuje, pak 2v splňuje rov-
nici x+ y + z = 2, nikoliv x+ y + z = 1.

5. Ano. Pokud jsou (ai), (bi) dvě posloupnosti, pro něž uvedená
řada konverguje a součty jsou A a B, pak (ai+bi) konverguje se
součtem nejvýše A + B. To plyne z trojúhelńıkové nerovnosti
|ai|2 + |bi|2 ≤ |ai + bi|2, která plat́ı pro každý sč́ıtanec řady
zvlášt’. Prostor je nekonečnědimenzionálńı, označuje se někdy
`2.

6. Ano. Pokud jsou dvě funkce omezené konstantami M1, M2,
pak je součet těchto funkćı omezen M1 +M2.

7. Ne. Funkce f(x) = 1
2 sinπx v této množině lež́ı, ale 2f(x) ni-

koliv.

8. Ne. Např́ıklad už jenom proto, že v množině neńı nulový vektor
(identicky nulová funkce).

9. Ano. Součet dvou funkćı, které maj́ı v bodě nula hodno-
tu nula, má v bodě nula opět hodnotu nula. Prostor je ne-
konečnědimenzionálńı.

10. Ne. Už jen kv̊uli nulovému vektoru.
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11. Ano. Prostor má nekonečnou dimenzi d́ıky volnosti ve volbě
děleńı intervalu. Pokud bychom změnili definici této množiny
a žádali, aby bylo děleńı intervalu 〈0; 1〉 vždy stejné, např́ıklad
na 〈0;x0), 〈x0;x1), . . ., 〈xn; 1〉, bude dimenze n+1 (tedy počet
interval̊u). Všimněte si př́ımočaré podobnosti s Rn+1.

12. Ne. Že jsme přidali nulový vektor, nám nepomůže. Součet po-
lynomů xn + 1 a −xn je polynom stupně nula, tedy nikoliv
n.

13. Ano. Dimenze prostoru je n + 1, bázi tvoř́ı např́ıklad funkce
1, x, . . . , xn. Tento prostor je samozřejmě izomorfńı Cn+1,
př́ıslušný izomorfizmus přǐrad́ı např́ıklad f(x) = a0 + a1x +
. . .+ anx

n vektor (a0, . . . , an) ∈ Cn+1.

14. Ano. Prostor má dimenzi n− 1 pro n ≥ 2. Pro n = 1 a n = 0
obsahuje tento prostor pouze nulový vektor. Bázi prostoru tvoř́ı
např́ıklad funkce (x− 1

2 )(x− 1
4 ), x(x− 1

2 )(x− 1
4 ), . . . , x

n−2(x−
1
2 )(x− 1

4 ).

15. Ano. Prostor lze ztotožnit se spojitými funkcemi na 〈0; 2π) a
má nekonečnou dimenzi. To plyne z toho, že např́ıklad již jen
sinx, x sinx, x2 sinx, . . ., jako funkce f : 〈0; 2π) → R, tvoř́ı
bázi jednoho jeho nekonečnědimenzionálńıho podprostoru.

16. Ano. Pokud má f periodu P1 = p1/q1 a g periodu P2 = p2/q2
(p1,2, q1,2 ∈ N), pak plat́ı

(
f + g

)
(x + p1p2) = f(x + p1p2) +

g(x+ p1p2) = f(x+ q1p2P1) + g(x+ p1q2P2) = f(x) + g(x) =(
f + g

)
(x). Jinými slovy pro dvě racionálńı periody najdeme

vždycky společný celoč́ıselný násobek (společnou periodu).
Prostor je nekonečnědimenzionálńı.

17. Ne. Funkce sinx + sin
√
2x neńı periodická, je to již tzv. kva-

ziperiodická funkce (a prostor takovýchto funkćı, tedy součt̊u
periodických funkćıje již lineárńım prostorem).

∗KV

4.5 Lineárńı závislost vektor̊u z �

4
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Úkol: Jsou následuj́ıćı vektory z R4 lineárně závislé?

v1 = (4,−5, 2, 6), v2 = (2,−2, 1, 3),

v3 = (6,−3,−3, 9), v4 = (4,−1, 5, 6)
Pokud ano, najděte lineárńı kombinaci, která netriviálně dává 0 (nu-
lový vektor).

Řešeńı: Zadané vektory si zaṕı̌seme do matice jako řádky a snaž́ıme
se ji upravit Gaussovou eliminačńı metodou. Řádky matice nadále
budeme brát jako vektory a označovat je vij , kde i označuje pořad́ı
vektoru a j počet úprav, které byly na vektoru provedeny (tedy
např́ıklad vi0 ≡ vi ze zadáńı).




4 −5 2 6
2 −2 1 3
6 −3 −3 9
4 −1 5 6




v31=v30−3v20
v21=2v20−v10
v41=v40−v10

−→




4 −5 2 6
0 1 0 0
0 3 −6 0
0 4 3 0




v32=v31−3v21
v42=v41−4v21

−→




4 −5 2 6
0 1 0 0
0 0 −6 0
0 0 3 0




v43=2v42+v32
−→




4 −5 2 6
0 1 0 0
0 0 −6 0
0 0 0 0




Vid́ıme, že zadané vektory jsou lineárně závislé. Tzn. z daných vek-
tor̊u můžeme utvořit netriviálńı lineárńı kombinaci rovnaj́ıćı se vek-
toru (0, 0, 0, 0) (zpětně):

(0, 0, 0, 0) = v43 = 2v42 + v32 = 2[v41 − 4v21] + v31 − 3v21 =

= 2[v40 − v10 − 4(2v20 − v10)] + v30 − 3v20 − 3(2v20 − v10) =

= 9v1 − 25v2 + v3 + 2v4 .

T́ım jsme dostali hledanou netriviálńı kombinaci dávaj́ıci nulový vek-
tor. ∗MB,ZV
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4.6 Dimenze lineárńıho obalu

Úkol: Určete, jaká je dimenze prostoru napnutého29 na funkćıch f ,
g, h (uvažovaných na netriviálńım intervalu):

f(x) = a sinx− 4 cosx− sin 2x
g(x) = 4 sinx− 6 cosx− 3 sin 2x
h(x) = sinx+ cosx− a sin 2x

v závislosti na reálném parametru a.

Řešeńı: Uvažujme prostor V = L({sinx, cosx, sin 2x}), jehož je
L({f, g, h}) jistě podmnožinou. Funkce sinx, cosx, sin 2x jsou
nezávislé (viz př́ıklad 6.2), a tvoř́ı tedy bázi V . Můžeme např́ıklad
funkce f, g, h vyjádřit pomoćı složek v této bázi (můžeme si ale zvolit
i jakoukoliv jinou bázi), č́ımž převedeme problém do R3.

f = (a,−4,−1) , g = (4,−6,−3) , h = (1, 1,−a) .

Dimenzi lineárńıho obalu vektor̊u v R3 zjist́ıme snadno pomoćı
Gaussovy eliminace. Zaṕı̌seme vektory do řádk̊u matice a eliminu-
jeme.



a −4 −1
4 −6 −3
1 1 −a




(1)↔(3)
−→




1 1 −a
4 −6 −3
a −4 −1




(2)=(2)−4·(1)
(3)=(3)−a·(1)

−→




1 1 −a
0 −10 −3 + 4a
0 −4− a −1 + a2




(3)=−10·(3)+
+(4+a)·(2)
−→




1 1 −a
0 −10 −3 + 4a
0 0 −6a2 + 13a− 2




Vid́ıme, že pro −6a2 +13a− 2 = 0, tedy a1,2 =
1
6 , 2, jsou v posledńı

matici dva nezávislé řádky. V ostatńıch př́ıpadech jsou nezávislé
všechny tři řádky.

Dodejme, že pokud bychom nebyli prohodili na začátku prvńı a
třet́ı řádek, měli bychom podstatně v́ıce práce. Kromě toho, že by-
chom dostali v matici mnohem v́ıce element̊u závislých na a, museli

29Odpust’te autorovi tento anglický slovńı obrat. Lze ř́ıct také ,,dimenzi
lineárńıho obalu funkćı f , g, h”.
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bychom např́ıklad už v prvńım kroku (2) = a · (2)− 4 · (1) provádět
diskuzi. Tento krok je totiž možný pouze pro a 6= 0. V opačném
př́ıpadě uměle snižujeme dimenzi lineárńıho obalu řádk̊u matice t́ım,
že vymažeme druhý řádek a nahrad́ıme ho (−4)-krát prvńım. Při
úpravách, které jsme prováděli v našem řešeńı, diskuzi provádět neńı
třeba, nebot’ naše úpravy spoč́ıvaly v násobeńı upravovaného řádku
nenulovým (pevným) č́ıslem a přič́ıtáńı lineárńı kombinace ostatńıch
řádk̊u (která závisela na a). Samozřejmě nám nevad́ı, když např́ıklad
v prvńı úpravě ke třet́ımu řádku přičteme prvńı řádek krát nula.

∗KV

4.7 Hodnost lineárńıho zobrazeńı

Úkol: V prostoru V polynom̊u nejvýše třet́ıho stupně uvažujme pod-
prostor W = L({f1, f2, f3, f4})

f1(x) = 3x2 + x+ 2 , f3(x) = x3 + x− 3 ,

f2(x) = −3x3 + 6x2 − x+ 13 , f4(x) = 2x3 + 3x2 + 3x− 4 .

Dále uvažujme zobrazeńı a : V → V , a : f 7→ f ′ (derivace30) a
zobrazeńı b : L({1, x, x2})→ V , b : f(x) 7→ xf(x).

1. Určete dimenzi W .

2. Určete hodnost zobrazeńı a : V → V a hodnost a|W , jeho
restrikce na W (tedy derivace, která z W zobrazuje do V ).
Ověřte platnost tvrzeńı dim Im f +dimKer f = dimV pro obě
zobrazeńı.

3. Ukažte, že se zobrazeńı ab a ba na U = L({1, x, x2}) lǐśı.

Řešeńı: Hned na začátku je dobré si uvědomit, že obě zobrazeńı jsou
skutečně lineárńı, tedy že plat́ı a(f + g) = af + ag a a(λf) = λaf .

1. Zadané vektory zaṕı̌seme v bázi {x3, x2, x, 1}, č́ımž celou úlohu
převedeme do R4. Vektory složek zaṕı̌seme do řádk̊u matice a

30V tomto př́ıkladu budeme potřebovat vědět pouze to, že derivace je lineárńı
zobrazeńı a že (xn)′ = nxn−1.
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Gaussovou eliminaćı ji převedeme na horńı trojúhelńıkový tvar.




0 3 1 2
−3 6 −1 13
1 0 1 −3
2 3 3 −4




(1)↔(2)
−→ . . . −→




1 0 1 −3
0 6 2 4
0 0 0 0
0 0 0 0




Vid́ıme tedy, že dimenze W je dvě.
Prvńı krok (prohozeńı prvńıho a třet́ıho řádku) jsme udělali

proto, že prvek a11 (pivotńı prvek) muśı být nenulový. Podobná
situace může nastat samozřejmě i později. Pokud pracujeme nu-
mericky (na poč́ıtači, s konečnou přesnost́ı), je vždy výhodné proho-
dit řádky tak, aby byl pivotńı prvek co největš́ı.

2. Hodnost obecného zobrazeńı f : X → X je totéž co dimenze jeho
obrazu, tj. prostoru f(X). Zjist́ıme ji tedy např́ıklad tak, že v X
zvoĺıme nějakou bázi {v1, . . . , vn} a nalezneme dimenzi lineárńıho
obalu {f(v1), . . . , f(vn)}.

My si zvoĺıme ve V opět bázi B = {x3, x2, x, 1} a vid́ıme, že
a(B) = {3x2, 2x, 1, 0}, tedy h(a) = dimL

(
a(B)

)
= 3.

Jádro a je jednorozměrný prostor všech konstantńıch funkćı,
v našem zápisu L({1}). Rovnost dim Im a + dimKer a = 4 je tud́ıž
splněna.

Pro W to můžeme udělat podobně. Vı́me, že dimW = 2, za bázi
si tedy zvoĺıme např́ıklad funkce f1(x), f2(x), které jsou očividně
nezávislé, tedy L({f1, f2, f3, f4}) = L({f1, f2}) = Funkce af1(x) =
6x + 1, af2(x) = −9x2 + 12x − 1 jsou ale také nezávislé, a tedy je
h(a|W ) = 2.

Zobrazeńı a|W je injektivńı (prosté), protože31 v pr̊uniku W
a L({1}) = Ker a lež́ı jen nulový vektor. Pokud pro d̊ukaz této
skutečnosti nemůžeme použ́ıt dimKer a|W = dimW − h(a|W ) = 0
(např. proto, že to máme dokázat), je nejvýhodněǰśı ukázat, že
dimL({f1(x), f2(x), 1}) = 3.

3. I pro tento úkol je nejvhodněǰśı sledovat, jak p̊usob́ı zobra-
zeńı na nějakou bázi v daném prostoru. Pokud zvoĺıme za tuto
bázi př́ımo {1, x, x2}, vid́ıme, že baU = L({0, x, 2x2}); všimněte

31Lze samozřejmě také použ́ıt známé lemma pro lineárńı zobrazeńı a: dimW =
dim a(W )⇒ a prosté.
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si, že h(ba) ≤ min{h(b), h(a)} = 2, jak má být. Naproti tomu
abU1 = L({1, 2x, 3x2}), tedy nejenže ab a ba p̊usob́ı jinak např́ıklad
na x2, ale dokonce i hodnosti těchto zobrazeńı nejsou stejné. ∗KV

4.8 Složky vektoru vzhledem k ortogonálńı bázi

Úkol:

1. Určete souřadnice vektoru v = (2, 5, 6) vzhledem k bázi

B = {u1, u2, u3} = {(1, 2, 1), (1, 1,−3), (−7, 4,−1)}

a zapǐste (2, 5, 6) jako př́ıslušnou lineárńı kombinaci.

2. Udělejte totéž ,,chytřeǰśı” metodou, která využ́ıvá skutečnosti,
že báze je ortogonálńı.

Řešeńı:

1. Řeš́ıme soustavu

v1




1
2
1


+ v2




1
1
−3


+ v3



−7
4
−1


 =




2
5
6


 ,

neboli 


1 1 −7
2 1 4
1 −3 −1

∣∣∣∣∣∣

2
5
6


 .

Gaussovou eliminaćı źıskáme

A =




1 0 0
0 1 0
0 0 1

∣∣∣∣∣∣

3
−1
0


 .

Tedy v = (3,−1, 0)B neboli v = 3u1 − u2.

2. Báze B splňuje ui · uj = 0 pro i 6= j (ověřte). Dı́ky tomu plat́ı

v = v1u1 + v2u2 + v3u3 ⇒ v · ui = vi‖ui‖2 .

Tedy např́ıklad v1 =
(2,5,6)·(1,2,1)
‖(1,2,1)‖2 = 18

6 = 3.

∗PV,KV
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4.9 Báze, souřadnice, homomorfizmy

Úkol: Ve vektorovém prostoru R3 jsou dány dvě množiny vektor̊u
S a N .

S =








1
0
1






0
1
0






1
1
0





 = {si}

N =








2
1
1





−1
1
−1





−1
0
0





 = {ni}

Dále bud’ T lineárńı zobrazeńı T : R3 → R3 definované takto:

T x = T



x1
x2
x3


 =



x1 + x2
2x2

x1 − x3




1. Ověřte, že množiny S i N tvoř́ı bázi vektorového prostoru R3.

2. Určete souřadnice vektor̊u ni v̊uči bázi S. Určete souřadnice
vektor̊u si v̊uči bázi N . Jaké jsou souřadnice si v̊uči bázi S?

3. Bud’ c vektor, který má v̊uči bázi N souřadnice c1, c2, c3.
Najděte jeho souřadnice v bázi S.

4. Najděte matici lineárńıho zobrazeńı T v̊uči bázi S a v̊uči bázi
N .

Řešeńı:

1. Abychom ukázali, že dotyčný soubor vektor̊u S (resp. N) tvoř́ı
bázi, je třeba ověřit dvě podmı́nky. Každý vektor z prostoru R3 muśı
být možno vyjádřit jako lineárńı kombinaci prvk̊u množiny S (resp.
N) a dané vektory muśı být lineárně nezávislé. Protože dimenze pro-
storu R3 je tři a zadané množiny jsou tř́ıprvkové, stač́ı, když budou
vektory v množině S (resp. N) lineárně nezávislé a prvńı podmı́nka
bude splněna automaticky. Připomeňme si, že lineárńı nezávislost
vektor̊u si znamená platnost následuj́ıćı implikace

c1s1 + c2s2 + c3s3 = 0 ⇒ c1 = c2 = c3 = 0
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Muśıme tedy ukázat, že rovnice c1s1+ c2s2+ c3s3 = 0 (pro neznámé
c1, c2, c3) má pouze triviálńı řešeńı (tzn. samé nuly). Uvedená rov-
nice je

c1




1
0
1


+ c2




0
1
0


+ c3




1
1
0


 =




0
0
0


 ,

což můžeme v maticové podobě napsat jako



1 0 1
0 1 1
1 0 0





c1
c2
c3


 =




0
0
0


 .

Vid́ıme, že matice A soustavy je regulárńı (např́ıklad proto, že
detA = −1 6= 0; nebo proto, že když odečteme od třet́ıho řádku
prvńı řádek, dostaneme matici v horńım trojúhelńıkovém tvaru), a
tedy jediný vektor, který se zobraźı na nulový vektor, je nulový vek-
tor. Uvedená soustava vektor̊u si je proto nezávislá a množina S je
báze R3. Naprosto stejným postupem zjist́ıme, že také množina N
je báze R3.
2. Souřadnicemi vektoru n1 v̊uči bázi S rozumı́me takové koefici-
enty ai, že plat́ı

n1 = a1s1 + a2s2 + a3s3.

Po dosazeńı dostaneme

a1




1
0
1


+ a2




0
1
0


+ a3




1
1
0


 =




2
1
1


 ,

což v maticovém tvaru naṕı̌seme takto



1 0 1
0 1 1
1 0 0





a1
a2
a3


 =




2
1
1


 .

V tomto př́ıpadě lze koeficienty ai snadno uhádnout, ale to nemuśı
j́ıt vždy. K vyřešeńı soustavy použijeme třeba Cramerovo pravidlo

(nemáme-li rádi determinanty, použijeme např́ıklad Gaussovu elimi-
naci, viz př́ıklad 1.1). Pro koeficient ai dostaneme vyjádřeńı

ai =
detBi
detB

,
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kde B je matice soustavy a Bi je matice soustavy, v ńıž mı́sto i-tého
sloupce naṕı̌seme sloupec pravé strany. Koeficienty ai jsou

a1 =
1

−1

∣∣∣∣∣∣

2 0 1
1 1 1
1 0 0

∣∣∣∣∣∣
= 1 , a2 =

1

−1

∣∣∣∣∣∣

1 2 1
0 1 1
1 1 0

∣∣∣∣∣∣
= 0 ,

a3 =
1

−1

∣∣∣∣∣∣

1 0 2
0 1 1
1 0 1

∣∣∣∣∣∣
= 1 .

Pro vektor n1 jsme tedy našli vyjádřeńı pomoćı vektor̊u si jako
n1 = 1s1 + 1s3. Tuto skutečnost budeme zapisovat t́ımto zp̊usobem:
nT1 = (1, 0, 1)S , kde indexem S chceme naznačit, že se jedná o složky
vektoru n1 v̊uc̆i bázi S. Naprosto stejným postupem najdeme složky
ostatńıch vektor̊u ni v̊uči bázi S. Konečným výsledkem našeho
snažeńı bude

n1 =




1
0
1



S

, n2 =



−1
1
0



S

, n3 =




0
1
−1



S

.

Povšimněme si toho, že vztahy typu n1 = 1s1+0s2+1s3 lze ve zkratce
napsat jako

(n1, n2, n3) = (s1, s2, s3)




1 −1 0
0 1 1
1 0 −1


 = (s1, s2, s3)C , (19)

kde matice C má ve sloupćıch souřadnice vektor̊u báze N = {ni}
v̊uči bázi S = {si}. Taková matice se nazývá matice přechodu od
báze S k bázi N .

Naš́ım daľśım úkolem je naj́ıt souřadnice vektor̊u si v̊uči bázi N .
Bylo by jistě nad mı́ru úmorné opakovat znovu celý předcházej́ıćı
postup. Naštěst́ı nám stač́ı pod́ıvat se na výše uvedenou rovnici a
máme hned výsledek, totiž

(n1, n2, n3)C
−1 = (s1, s2, s3) ,

kde požadované hodnoty souřadnic vektor̊u si v̊uči bázi N čteme po
řadě ve sloupćıch matice C−1. Zbývá vypoč́ıtat inverzi matice C. To
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provedeme klasickým zp̊usobem, a sice tak, že si vedle sebe naṕı̌seme
matici C a matici identity I a provád́ıme povolené (rozuměj ekviva-
lentńı řádkové) úpravy matice (C | I) dokud nedostaneme matici
(I | U). Právě matice U je inverzńı matićı k matici C.




1 −1 0
0 1 1
1 0 −1

∣∣∣∣∣∣

1 0 0
0 1 0
0 0 1



(3)→(3)−(1)
−→




1 −1 0
0 1 1
0 1 −1

∣∣∣∣∣∣

1 0 0
0 1 0
−1 0 1



(3)→(3)−(2)
−→




1 −1 0
0 1 1
0 0 −2

∣∣∣∣∣∣

1 0 0
0 1 0
−1 −1 1



(2)→ 1

2 (3)+(2)

−→




1 −1 0
0 1 0
0 0 −2

∣∣∣∣∣∣

1 0 0
− 12 1

2
1
2

−1 −1 1




(1)→(1)+(2)
−→




1 0 0
0 1 0
0 0 −2

∣∣∣∣∣∣

1
2

1
2

1
2

− 12 1
2

1
2

−1 −1 1



(3)→− 12 (3)
−→




1 0 0
0 1 0
0 0 1

∣∣∣∣∣∣

1
2

1
2

1
2

− 12 1
2

1
2

1
2

1
2 − 12




Pro souřadnice vektor̊u s1 v̊uči bázi N konečně dostaneme

(s1, s2, s3) = (n1, n2, n3)
1

2




1 1 1
−1 1 1
1 1 −1


 .

Skutečně plat́ı např. s1 =
1
2 (n1 − n2 + n3).

Složky si v bázi S jsou samozřejmě sT1 = (1, 0, 0)S , s
T
2 = (0, 1, 0)S ,

sT3 = (0, 0, 1)S .

3. Při určováńı souřadnic vektoru c v̊uči bázi S bychom mohli po-
stupovat př́ımo, tzn. mohli bychom řešit rovnici (pro neznámé d1, d2
, d3)

c1n1 + c2n2 + c3n3 = d1s1 + d1s2 + d1s3.

To je ale zbytečné. Uvědomı́me si, že vektor c lze zapsat jako

c = c1n1 + c2n2 + c3n3 = (n1, n2, n3)
[
(c1, c2, c3)N

]T
,

a také si připomeneme nedávno odvozenou formulku

(n1, n2, n3)︸ ︷︷ ︸
báze N

= (s1, s2, s3)︸ ︷︷ ︸
báze S

C . (20)
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Kombinaćı těchto vzorc̊u dostaneme

c = (s1, s2, s3)C
[
(c1, c2, c3)N

]T
,

odkud je vidět, že souřadnice vektoru c v̊uči bázi S budou


d1
d2
d3



S

= C



c1
c2
c3



N

. (21)

Názorně vid́ıme, že matice přechodu C, která lineárńım kombi-
nováńım vyráb́ı z vektor̊u báze S vektory báze N (vektory psané
do řádku, vztah 20), funguje při práci se složkami nějakého vektoru
v opačném směru (složky psané do sloupce, vztah 21). Pro kontrolu
si zkuste do (21) dosadit (c1, c2, c3)

T = (1, 0, 0)T (matici C viz ve
vztahu 19) a ověřte, že dostaneme správný výsledek.

4. Matićı lineárńıho zobrazeńı T vzhledem k bázi S rozumı́me ma-
tici, kterou je potřeba násobit sloupec složek libovolného vektoru s
vzhledem k této bázi, abychom dostali sloupec složek vektoru T s
(opět vzhledem k S). Tuto definici je možné ještě rozš́ı̌rit, když bu-
deme cht́ıt s a T s vyjadřovat v r̊uzných báźıch.

Abychom zjistili jak bude vypadat matice zobrazeńı T v̊uči
bázi S, spočteme nejprve vektory T s1, T s2 a T s3. Poté najdeme
souřadnice těchto vektor̊u v̊uči bázi S stejným zp̊usobem jako
v předchoźıch bodech. Máme

T s1 = T
(
(1, 0, 1)

)
= (1, 0, 0) = −s2 + s3 = (0,−1, 1)S

T s2 = T
(
(0, 1, 0)

)
= (1, 2, 0) = s2 + s3 = (0, 1, 1)S

T s3 = T
(
(1, 1, 0)

)
= (2, 2, 1) = s1 + s2 + s3 = (1, 1, 1)S

Matice zobrazeńı je jakási tabulka MS . Povšimněme si, jak má ta-

bulka MS účinkovat na vektory s1 =
[
(1, 0, 0)S

]T
.

MS




1
0
0



S

=




0
−1
1



S

, MS




0
1
0



S

=




0
1
1



S

,

MS




0
0
1



S

=




1
1
1



S
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Nyńı si stač́ı uvědomit, že násobeńım matice vektorem, který má
jedničku v i-tém řádku a všude jinde nuly, dostaneme jako výsledek
i-tý sloupec matice. Nebo také lze uvedené tři rovnosti shrnout do
jedné

MS




1 0 0
0 1 0
0 0 1


 =




0 0 1
−1 1 1
1 1 1


 ⇒ MS =




0 0 1
−1 1 1
1 1 1


 .

Při hledáńı matice zobrazeńı T v̊uči bázi N bychom mohli postupo-
vat obdobně. Ale protože již máme tolik užitečných mezivýsledk̊u,
byla by škoda, kdybychom je nevyužili. Stač́ı řádně prostudovat
následuj́ıćı schéma

báze S zobrazeńı báze S

C

(
...

)

N

MS−→ MSC

(
...

)

Nx C
y C−1

(
...

)

N

MN−→ C−1MSC

(
...

)

N

báze N báze N

Působeńı matice MN (resp. zobrazeńı T ) lze také dostat takto: nej-
prve zkoumaný vektor (·)N (zadaný v bázi N) převedeme do báze S,
k čemuž nám poslouž́ı matice C. V bázi S již známe vyjádřeńı zobra-
zeńı T pomoćı matice MS . Najdeme obraz vektoru při p̊usobeńı ma-
tice MS . Tento výsledek vyjádř́ıme v bázi N , k čemuž nám poslouž́ı
matice C−1. Výsledek bude stejný jako př́ımé p̊usobeńı matice MN .
S vektorem (·)N byla celkem provedena složená operace C−1MSC,
a proto nemůže být jinak, než že

MN = C−1MSC .

Po dosazeńı konkrétńıch č́ısel máme

MN =
1

2




1 1 1
−1 1 1
1 1 −1






0 0 1
−1 1 1
1 1 1






1 −1 0
0 1 1
1 0 −1


 =
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=




3
2 1 − 12
1
2 1 1

2

− 12 1 − 12




∗VP

4.10 Magické čtverce

Úkol: Magické čtverce jsou čtvercové matice č́ısel, jejichž součty
po řádkách se rovnaj́ı sobě navzájem a také součt̊um ve sloupćıch,
př́ıpadně též součt̊um po diagonále.

a) Uvažujte prostor M1 reálných matic 3× 3 takových, že součty
v řádkách i sloupćıch se rovnaj́ı. Určete dimenzi tohoto pro-
storu a najděte libovolnou bázi.

b) Prostor M2 obsahuje matice z M1 s dodatečnou podmı́nkou,
že i součty po diagonálách se rovnaj́ı součt̊um v řádkách či
sloupćıch. Určete dimenzi M2 a nalezněte vhodnou bázi.

c) Nalezněte pravý magický čtverec 3 × 3, v němž se každé č́ıslo
z množiny 1, . . . , 9 vyskytuje právě jednou. Ukažte, že rota-
cemi a zrcadleńımi lze źıskat v́ıce magických čtverc̊u, než je
dimenze M2 z minulého bodu. Vysvětlete tento fakt. Pokud
Vaše odpověd’ bude obsahovat spojeńı ,,lineárńı kombinace”,
zvolte za bázi dim(M2) − 1 pravých magických čtverc̊u a ma-
tici se samými pětkami a zapǐste všechny ostatńı pravé magické
čtverce jako lineárńı kombinaci prvk̊u této báze.

d) Pokud přejdeme od čtverc̊u 3 × 3 ke čtverc̊um 4 × 4 nebo
obecněji n× n (a požadujeme stále to, co v bodech a,b), jaká
bude dimenze?

Řešeńı:

a) V prvńım úkolu označme nejdř́ıve součet v libovolné řádce nebo
sloupci s. Pǐsme do prvńı řádky a, b a posledńı položka řádky pak
muśı být s− a− b. Do druhé řádky pǐsme d, e a posledńı položka je
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nutně s−d−e. Třet́ı řádka je pak také jednoznačně určena a obecný
prvek M1 má tvar

M =




a b s− a− b
d e s− d− e

s− a− d s− b− e a+ b+ d+ e− s


 . (22)

Lehce zkontrolujeme, že pro libovolnou volbu pěti č́ısel a, b, d, e, s
splňuje M podmı́nky M1. Zároveň jsme zapsali nejobecněǰśı řešeńı,
protože ke každému vyjádřeńı nových položek pomoćı starých jsme
byli přinuceni. Tud́ıž dimenze M1 je rovna pěti. Za bázi lze zvolit
např́ıklad pět matic, které dostaneme dosazeńım jednotky za jednu
proměnnou a nul za ostatńı proměnné z množiny {a, b, d, e, s}, tedy

A1 =




1 0 −1
0 0 0

−1 0 1


 , A2 =




0 1 −1
0 0 0
0 −1 1


 , A3 =




0 0 0
1 0 −1

−1 0 1


 ,

A4 =




0 0 0
0 1 −1
0 −1 1


 , A5 =




0 0 1
0 0 1
1 1 −1


 .

Dodejme na závěr, že se v pravděpodobnostńıch úlohách vyskytuj́ı
takzvané bistochastické matice, což jsou čtvercové matice (např́ıklad
3×3), které maj́ı součty prvk̊u v každém řádku i sloupci rovné jedné.
Všechny takové matice tvoř́ı čtyřdimenzionálńı afinńı prostor, neboli
je lze zapsat ve tvaru

B = A5 + α1A1 + α2A2 + α3A3 + α4A4
df
= A5 + L .

Afinńı prostor v prostoru V je tedy ,,vektorový podprostor U ⊂ V
plus jeden prvek v ∈ V ”; v našem př́ıpadě tvoř́ı matice A1, A2, A3, A4
bázi U a matice A5 je prvek v z V . Pokud v /∈ U (jako v našem
př́ıpadě), pak tento afinńı prostor neńı vektorovým podprostorem
V . Názorně (v Rn) si jej lze představit jako ,,posunutý vektorový
podprostor”.

b) V daľśım úkolu, v prostoru M2, požadujeme ještě nav́ıc

a+ e+ a+ b+ d+ e− s = s, s− a− d+ e+ s− a− b = s,

78



což jsou dvě nezávislé rovnice, z nichž lze např́ıklad vyjádřit d, e.
Obecná matice je pak určena třemi nezávislými č́ısly a, b, s, dimenze
M2 je tedy rovna třem. Bázi lze zvolit podobně jako v minulém bodě.
Pro (a, b, s) rovno postupně (1, 0, 0), (0, 1, 0) a (0, 0, 1) vyjde

B1 =




1 0 −1
−2 0 2
1 0 −1


, B2 =




0 1 −1
−1 0 1
1 −1 0


, B3 =




0 0 1
4
3

1
3 − 23

− 13 2
3

2
3


.

c) Když v pravém magickém čtverci zaṕı̌seme č́ısla 1, . . . , 9, součet
všech č́ısel bude 9 · (1+9)/2 = 45, jinak řečeno součet v každé řádce
muśı být roven 15. Pr̊uměrné č́ıslo v každé řádce nebo sloupci či
diagonále pak muśı být 5 a můžeme ukázat, že i uprostřed muśı být
č́ıslo 5. Např́ıklad tak, že dvakrát součet součt̊u po obou diagonálách
plus součet prostředńı řady a součet prostředńıho sloupce (celkem
6 · 15 = 90) je roven součtu součt̊u na čtyřech hranách (4 · 15 = 60)
plus šestkrát prostředńı č́ıslo (6 · p = 30).

Na protěǰśıch stranách od č́ısla 5 muśıme napsat páry č́ısel, je-
jichž součet je roven 10. Jde jen o to, kam naṕı̌seme 1 − 9, 2 − 8
atd. Začneme třeba s jednotkou uprostřed nějaké hrany. Intuice nás
potom vede k tomu, že dvojku naṕı̌seme co možná nejdále od jed-
notky a zbytek magického čtverce je již určen jednoznačně (viz prvńı
matice ńıže v rovnici (23); pokud bychom dvojku umı́stili do některé
ze dvou zbývaj́ıćıch poloh, čtverec bychom nedokončili — zkuste
si). Každý takový magický čtverec lze otočit do 4 r̊uzných světových
stran a od každého otočeńı lze poř́ıdit zrcadlovou kopii, celkem máme
8 tvar̊u magických čtverc̊u. Výše jsme ale ukázali, že dimenze pro-
storu všech magických čtverc̊u je rovna třem. Důvod je v tom, že
každý prvek M2 (např. každý otočený magický čtverec) lze psát jako
lineárńı kombinaci základńıch čtverc̊u (z M2)

M ′ = A




8 1 6
3 5 7
4 9 2


+B




6 1 8
7 5 3
2 9 4


+ C




5 5 5
5 5 5
5 5 5


 . (23)

Všech 8 otočeńı a zrcadleńı pravého magického čtverce źıskáme z (23)
volbou (prvńı dva čtverce jsou př́ımo z (23) a daľśı dva jsou jejich
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středově souměrné obrazy)

(A,B,C) = (1, 0, 0), (0, 1, 0), (−1, 0, 2), (0,−1, 2),
( 54 ,− 34 , 12 ), (− 34 , 54 , 12 ), (− 54 , 34 , 32 ), ( 34 ,− 54 , 32 )

Všimněte si, že A + B + C = 1 ve všech př́ıpadech, což je nutné
k zachováńı součtu 45 všech č́ısel. Nezapomeňte také, že pravé ma-
gické čtverce netvroř́ı vektorový prostor (zkuste schválně dva pravé
magické čtverce seč́ıst).

d) Prostor obecných matic n × n má dimenzi n2, ovšem máme
2n − 2 podmı́nek32 definuj́ıćıch M1 a daľśı 2 podmı́nky definuj́ıćı
M2, celková dimenze M2 je tedy n2 − 2n = n(n − 2). Pro větš́ı
čtverce tedy očekáváme, že bude existovat v́ıce magických čtverc̊u a
podmı́nky nebude těžké splnit. ∗LM

4.11 Vektory se sudým počtem jedniček

Úkol: Necht’ P je (n− 1)-dimenzionálńı podprostor Zn2 . Necht’ se li-
bovolné dva r̊uzné vektory x, y ∈ P lǐśı alespoň ve dvou souřadnićıch.
Potom je P tvořen právě všemi vektory obsahuj́ıćımi sudý počet ne-
nulových složek.

Řešeńı: Uvažujme matici A, jej́ıž n− 1 řádk̊u je tvořeno báźı pod-
prostoru P . Hodnost této matice je n−1, a tedy dimenze obrazu zob-
razeńı odpov́ıdaj́ıćıho této matici je n−1. Dimenze jádra tohoto zob-
razeńı je dle věty o dimenzi jádra a obrazu jedna, a tedy jádro obsa-
huje právě jeden (pracujeme nad Z2) nenulový vektor — označme ho
w. Dále označme B matici, která obsahuje jediný řádek a t́ım je vek-
tor w. Jádro zobrazeńı odpov́ıdaj́ıćıho této matici má dimenzi n− 1
a je nadmnožinou podprostoru P — kterýkoliv řádek A násobený
složkově (

∑
i xiyi) s w dá nulu. Potom toto jádro je ale právě pod-

prostorem P . Kdyby w měl nějakou nulovou složku (řekněme i-tou),

32Celkem 2n r̊uzných součt̊u se má rovnat sobě navzájem, což znamená
obecně 2n − 1 podmı́nek, jelikož součet může být libovolný. Ovšem součty
všech č́ısel v řádkách (součet všech řádkových součt̊u) a všech č́ısel ve sloupćıch
(součet všech sloupcových součt̊u) se automaticky rovnaj́ı, což znamená, že jedna
z podmı́nek byla lineárně zavislá na ostatńıch (porovnáńım součt̊u n ,,̌rádkových”
rovnic a n ,,sloupcových” rovnic dostáváme triviálńı rovnici ns = ns). Proto jen
2n− 2 je nezávislých.
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potom by vektor ei (samé nuly, jednička na i–tém mı́stě) náležel do
podprostoru P a od nulového vektoru, který v tomto podprostoru
také lež́ı, by se lǐsil v jediné složce. Tedy muśı platit w = (1, . . . , 1).
Z předchoźıch úvah plyne, že jádro B = wT je právě P , a tedy P
obsahuje právě ty vektory, jejichž počet nenulových složek je sudý
(stále pracujeme nad Z2). ∗DK

4.12 Bernštejnovy polynomy

Úkol: Dokažte, že polynomy Pk(x) = xk(1 − x)n−k, k = 0, . . . , n
tvoř́ı bázi na prostoru reálných polynom̊u stupně nejvýše n.

Řešeńı: Postup je celkem př́ımočarý. Vzhledem k tomu, že dimenze
uvažovaného prostoru je n + 1, stač́ı zřejmě dokázat, že polynomy
Pk jsou lineárně nezávislé. Předpokládejme tedy, že nějaká jejich
lineárńı kombinace je identicky nulová:

a0(1−x)n+a1x(1−x)n−1+ · · ·+an−1xn−1(1−x)+anxn = 0, (24)

kde a0, . . . , an jsou libovolná (reálná) č́ısla. Dosazeńım x = 1 do
(24) dostaneme okamžitě an = 0. Ted’ rovnost (24) zderivujeme
podle x, přičemž použijeme tvrzeńı, že při derivováńı se násobnost
všech kořen̊u polynomu sńıž́ı o 1 (nepoṕıráme ale, že při derivováńı
mohou vzniknout kořeny nové). Postupujeme tedy indukćı tak, že
vždy zderivujeme a dosad́ıme x = 1, č́ımž postupně anulujeme
an−1, an−2, . . . , a0.

Na Bernštejnovy polynomy naraźıme např́ıklad v d̊ukazu Weier-
strassovy věty, která ř́ıká, že každou funkci f spojitou na uzavřeném
intervalu 〈a, b〉 lze s libovolnou přesnost́ı aproximovat polynomem
ve smyslu ,,pro každé ε > 0 existuje polynom P (x) takový, že
|f(x)−P (x)| < ε pro všechna x ∈ 〈a, b〉”. Pokud si tuto větu budete
cht́ıt dokázat sami, zkuste vźıt posloupnost polynomů

Bn(x) =

n∑

k=0

(n
k

)
xk(1− x)n−kf

(
k

n

)
(25)

a dokázat, že na intervalu 〈0, 1〉 konverguje stejnoměrně k funkci
f(x) (přechod od obecného př́ıpadu k intervalu 〈0, 1〉 přeškálováńım
je jednoduchý).
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Vyjádřeńı (25) má jednoduchou statistickou interpretaci. Známe-
li hodnoty funkce f(x) jenom v bodech k/n, kde k = 0, . . . , n,
můžeme jej́ı hodnotu v libovolném bodě přibližně spoč́ıtat jako
vážený pr̊uměr známých hodnot. Formule (25) nám pak ř́ıká, že váhu
hodnoty f(k/n) máme vźıt jako pravděpodobnost, že při n hodech
minćı padne k-krát hlava, přičemž x je pravděpodobnost padnut́ı
hlavy při jediném hodu. To, že posloupnost (25) konverguje k funkci
f(x), je pak jen ukázkou platnosti známé centrálńı limitńı věty.

∗TB
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5 Úlohy pro ortogonalisty

5.1 Ortogonálńı doplněk

Úkol: Nalezněte ortonormálńı bázi ortogonálńıho doplňku V =
L({(1, 0, 2, 1), (2, 1, 2, 3), (0, 1,−2, 1)}), je-li skalárńı součin 〈x, y〉 =∑n
i=1 xiyi.

Řešeńı: Nejdř́ıv zjist́ıme dimenzi prostoru V .




1 0 2 1
2 1 2 3
0 1 −2 1




(2)−2·(1)→(2)
−→




1 0 2 1
0 1 −2 1
0 1 −2 1




Tady už vid́ıme, že jeden z vektor̊u je lineárně závislý. A jelikož
zjevně všechny tři vektory nejsou násobkem jediného vektoru, muśı
být dimenze V rovna dvěma. Za bázové vektory V si můžeme zvolit
např́ıklad prvńı dva řádky z matice vpravo (označ́ıme je v1, v2).

Hledáńı ortogonálńıho doplňku k V provedeme nyńı následovně.
Vektory v1, v2 doplńıme (libovolným zp̊usobem) na bázi v R4; zbylé
dva vektory označme v3, v4. Pak provedeme Grammovu–Schmidtovu

ortogonalizaci a źıskáme vektory w1,w2,w3,w4. Přitom ale w1,w2
generuj́ı V a w3,w4 jsou na oba tyto vektory kolmé. Lineárńı obal
w3,w4 je tedy kolmý na V , a je tud́ıž roven V ⊥.

Vektory v3, v4 zvoĺıme tak, aby matice, v ńıž budou v1, v2, v3, v4
jako řádky, byla v horńım trojúhelńıkovém tvaru. T́ım bude hned na
začátku jasné, že jsou tyto vektory lineárně nezávislé, a tedy že tvoř́ı
bázi R4. 


v1
v2
v3
v4


 =




1 0 2 1
0 1 −2 1
0 0 1 0
0 0 0 1


 .

Za prvńı bázový prvek si zvoĺıme vektor w1 = v1. Pro druhý
muśı platit: 〈w1,w2〉 = 0 (muśı být kolmý na prvńı vektor) a zároveň
w2 = v2 + kw1 (lež́ı v rovině vektor̊u v2, v1 = w1).

0 = 〈w1, v2 + kw1〉 = 〈w1, v2〉+ k〈w1,w1〉 = −3 + 6k ⇒

⇒ k =
1

2
⇒ w2 =

1

2
(1, 2,−2, 3) .
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Abychom si zjednodušili poč́ıtáńı a vyhnuli se zlomk̊um, můžeme
tento vektor nahradit jeho dvojnásobkem. Kolmost w1 a w2 ani je-
jich lineárńı obal t́ım samozřejmě nezměńıme. Voĺıme tedy w2 =
(1, 2,−2, 3).

Podobně postupujeme pro třet́ı a čtvrtý vektor, tady už však
muśı být splněná kolmost na všechny předešlé vektory. Hledáme w3
ve tvaru w3 = v3+ kw1+ lw2, při úpravách využ́ıváme 〈w1,w2〉 = 0.

0 = 〈w3,w1〉 = 〈v3,w1〉+ k〈w1,w1〉+ l〈w2,w1〉 = 2+6k ⇒ k = −1

3

0 = 〈w3,w2〉 = 〈v3,w2〉+ k〈w1,w2〉+ l〈w2,w2〉 = −2+18l ⇒ l =
1

9

⇒ w3 =
1

9
(−2, 2, 1, 0) → w3 = (−2, 2, 1, 0) .

Posledńı krok jsme opět udělali jen pro naše pohodĺı při poč́ıtáńı.
Nakonec se ještě vypořádáme s w4 = v4 + kw1 + lw2 +mw3

0 = 〈w4,w1〉 = 〈v4,w1〉+ k〈w1,w1〉+ l〈w2,w1〉+m〈w3,w1〉 =

= 1 + 6k + 0l + 0m ⇒ k = −1

6

0 = 〈w4,w2〉 = 〈v4,w2〉+ k〈w1,w2〉+ l〈w2,w2〉+m〈w3,w2〉 =

= 3 + 0k + 18l + 0m ⇒ l = −1

6

0 = 〈w4,w3〉 = 〈v4,w3〉+ k〈w1,w3〉+ l〈w2,w3〉+m〈w3,w3〉 =
= 0 + 0k + 0l + 9m ⇒ m = 0

⇒ w4 =
1

3
(−1,−1, 0, 1) → w4 = (−1,−1, 0, 1) .

Vektory w3, w4 na závěr děĺıme jejich normami a podáváme je podle
chuti s okurkovým salátem

w3 =
1

3
(−2, 2, 1, 0) , w4 =

1√
3
(−1,−1, 0, 1) .
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Na závěr doplňme, že úlohu lze vyřešit také rychleji. Hledáme
prostor řešeńı soustavy




1 0 2 1
2 1 2 3
0 1 −2 1






x1
x2
x3
x4


 =




0
0
0
0


 . (26)

Každá z těchto tř́ı rovnic vyjadřuje podmı́nku, že vektor x má být
kolmý na jeden z vektor̊u, pomoćı nichž jsme definovali V . Bázi to-
hoto prostoru pak ortonormalizujeme např́ıklad výše uvedeným po-
stupem.

Pokud bychom potřebovali pracovat s nějakým obecným skalár-
ńım součinem 〈x, y〉 =∑i,j A

ijxiyj , stač́ı ve vztahu 26 vsunout mezi

matice na levé straně čtvercovou matici A = (Aij). Tato matice (též
Grammova matice) je ale pro náš skalárńı součin rovna � .

∗MB,ZV

5.2 Grammova–Schmidtova ortogonalizace

Úkol: a) Uvažujme množinu vektor̊u

{v1, v2, v3} =








1
1
0


 ,




2
0
1


 ,




0
1
1







Proved’te s t́ımto souborem vektor̊u Gramm–Schmidt̊uv ortogonali-
začńı proces, tzn. najděte takové vektory {w1,w2,w3}, pro které plat́ı

• wi ·wj = δij , aneb
33 je–li i 6= j, pak wi ·wj = 0, jinak pro i = j

je wi · wj = 1

• L({v1}) = L({w1}), L({v1, v2}) = L({w1,w2}),
L ({v1, v2, v3}) = L ({w1,w2,w3})

nebo ještě jinak: máme nalézt takový systém vektor̊u {w1,w2,w3},
které maj́ı jednotkovou velikost, jsou navzájem kolmé a každý z vek-
tor̊u vi lze zapsat jako lineárńı kombinaci vektor̊u wj .

33symbol · znač́ı eukleidovský skalárńı součin, a · b =
∑3

i=1 aibi, plat́ı a · b =
‖a‖‖b‖ cosφ, kde φ úhel mezi vektory a a b
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b) Poté co se oprost́ıte od zápisu vektor̊u se šipkami a výhradńıho
už́ıváńı skalárńıho součinu ,, · ”, proved’te totéž pro vektory (položte
si otázku: Z jakého vektorového prostoru?)

{f1, f2, f3} =
{
1, x, x2

}
,

se skalárńım součinem zadaným předpisem

b(f, g)
df
=

∫ 1

−1
f(x)g(x) dx ,

norma v tomto prostoru je přirozeně ‖h‖ =
√
b(h, h).

Řešeńı: Před vlastńım výpočtem by bylo vhodné zjistit, zda jsou
zadané vektory lineárně nezávislé. Letmým pohledem se ujist́ıme, že
tomu tak skutečně je. Nyńı se budeme věnovat vlastńı ortogonalizaci.

Za prvńı vektor ze souboru wi vezmeme jednoduše správně nor-
movaný vektor v1, připomeňme si, že požadujeme, aby velikost vek-
tor̊u wi byla rovná jedné. Tedy

w1 =
v1

‖v1‖
=




1/
√
2

1/
√
2

0


 .

Za druhý vektor zvoĺıme (pod́ıvejte se na obrázek 8, vlevo)

w2 =
v2 − w1 (w1 · v2)
‖v2 − w1 (w1 · v2) ‖

=
1√
3




1
−1
1


 .

Takto zvolený vektor má skutečně jednotkovou velikost (o tom se
snad nedá pochybovat) a nav́ıc je w1 ·w2 = 0, což ověř́ıme jednoduše
tak, že oba vektory vynásob́ıme

w1 · w2 =
w1 · v2 − (w1 · w1) (w1 · v2)

‖v2 − w1 (w1 · v2) ‖
=

(w1 · v2)− (w1 · v2)
‖v2 − w1 (w1 · v2) ‖

= 0 ,

geometrická interpretace vektoru w2 je patrná z obrázku. Vektor v2
jsme si představili jako součet vektoru v2,⊥, který je kolmý na vektor
w1, a vektoru v2,‖, který je rovnoběžný s vektorem w1. Evidentně pak
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je v2,⊥ = v2 − v2,‖ = v2 − w1 (‖v2‖ cosφ) = v2 − w1 (w1 · v2). Stač́ı
proto zvolit w2 = v2,⊥/‖v2,⊥‖, č́ımž jsme ospravedlnili volbu vektoru
w2. Pro dosažeńı naprosté dokonalosti bychom měli ověřit, že jsme
při děleńı normou ‖v2−w1 (w1 · v2) ‖ nedělili nulou: stač́ı si ale vzpo-
menout, že u vektor̊u v1 a v2 předpokládáme lineárńı nezávislost.
Srovnejte tyto úvahy s př́ıkladem 6.3 o ortogonálńıch projekćıch.

v2

w1

φ

v2,⊥
v2,||

v3

w1 v3,||

v3,⊥

w2

Obrázek 8: Princip Grammovy–Schmidtovy ortogonalizace. Z n–tého
vektoru ponecháme pouze složku kolmou na rovinu (lineárńı obal)
prvńıch n− 1 vektor̊u.

Třet́ı vektor zvoĺıme podle obdobné logiky (viz obrázek 8 vpravo)

w3 =
v3 − w2 (w2 · v3)− w1 (w1 · v3)
‖v3 − w2 (w2 · v3)− w1 (w1 · v3) ‖

=
1√
6



−1
1
2


 .

Zde se již nebudeme pouštět do obsáhlého popisu tohoto kroku, který
by čtenář jistě dokázal provést sám. Hledaný soubor vektor̊u je

{w1,w2,w3} =





1√
2




1
1
0


 ,

1√
3




1
−1
1


 ,

1√
6



−1
1
2





 .

Jelikož je V rovno R3, źıskali jsme t́ımto zp̊usobem jednu z nekonečně
mnoha ortonormálńıch báźı v R3.

Zaměřme se na zobecněńı tohoto postupu pro větš́ı počet vek-
tor̊u. Gramm–Schmidtovu ortogonalizačńı proceduru shrneme takto:
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chceme–li z vektor̊u {v1, . . . , vn} vytvořit ortonormálńı soustavu vek-
tor̊u {w1, . . . ,wn} v̊uči skalárńımu součinu b(·, ·), postupujeme podle
receptu

w1 =
v1

‖v1‖
, . . . , wi =

vi −
i−1∑
j=1

wjb(wj , vi)

‖vi −
i−1∑
j=1

wjb(wj , vi)‖
, . . .

Pokud netrváme na normalizaci vektor̊u wi (tu lze vždy provést až
nakonec), lze tyto vzorce napsat jako

wi = vi −
i−1∑

j=1

b(wj , vi)

‖wj‖2
wj , j = 1, . . . , n .

Tyto vzorce také přesně vystihuj́ı proceduru popsanou na obrázku 8.

b) Nyńı aplikujeme tento př́ıstup na druhou část zadáńı, tj. na
vektory {f1, f2, f3} =

{
1, x, x2

}
. Při výpočtu budeme potřebovat

znát pouze skalárńı součin mezi bázovými vektory
{
1, x, x2

}

b(xi, xj) =

∫ 1

−1
xi+j dx =

{
2/(i+ j + 1) pro i+ j sudé,
0 jinak,

speciálně ‖xk‖ =
√
b(xk, xk) = 1/

√
k + 1

2 .

g1 =
f1
‖f1‖

=
1√
2

g2 =
f2 − g1b(g1, f2)
‖f2 − g1b(g1, f2)‖

=
x− 1

2b(1, x)

‖x− 1
2b(1, x)‖

=
x

‖x‖ = x

√
3

2

g3 =
f3 − g2b(g2, f3)− g1b(g1, f3)
‖f3 − g2b(g2, f3)− g1b(g1, f3)‖

=

=
x2 − 3

2xb(x, x
2)− 1

2b(1, x
2)

‖x2 − 3
2xb(x, x

2)− 1
2b(1, x

2)‖ =
x2 − 1

3

‖x2 − 1
3‖

=
x2 − 1

3√
b(x2 − 1

3 , x
2 − 1

3 )

88



=
x2 − 1

3√
b(x2, x2)− 2b(x2, 13 ) + b( 13 ,

1
3 )

=

√
5

8

(
3x2 − 1

)
,

č́ımž jsme dostali prvńı tři Legendreovy polynomy. Obvykle se však
Legendreovy polynomy uváděj́ı v jiném tvaru, ve kterém nejsou nor-
movány na jedničku v normě ale ve vedoućım koeficientu. ∗VP

5.3 Ortogonálńı doplněk jednoho řádkového pro-
storu

Úkol: Necht’ A je podprostor generovaný řádky matice (Ik|P ) typu
k × n, kde Ik je jednotková matice řádu k a P je libovolná matice
typu k × (n − k). Dokažte, že ortogonálńı doplněk podprostoru A
je podprostor generovaný řádky matice B =

(
−PT |In−k

)
typu (n−

k)× n. Za skalárńı součin bereme složkový součin x · y =
∑
i xiyi

Řešeńı: Hodnost matice A je k (svědč́ı jej́ıch prvńıch k sloupc̊u) a
hodnost matice B je n− k (svědč́ı jej́ıch posledńıch n− k sloupc̊u).
Pokud ukážeme, že A lež́ı v ortogonálńım doplňku B, budeme vědět
(podle věty o dimenzi ortogonálńıho doplňku), že A je právě orto-
gonálńı doplněk B. Stač́ı tedy ukázat, že řádky matice A jsou kolmé
na řádky matice B, neboli ABT je nulová matice. Násobeńı ABT

lze provést názorně, pokud A chápeme jako řádkový vektor o dvou
složkách Ik, P a podobně BT jako sloupcový vektor (rozmyslete si,
že takto skutečně dostaneme správný výsledek).

ABT = (Ik, P )

( −P
In−k

)
= −IkP + PIn−k = 0 .

T́ım je d̊ukaz tvrzeńı př́ıkladu hotov. ∗DK

5.4 Různé normy v �

n

Úkol: Ověřte u následuj́ıćıch zobrazeńı Rn → 〈0;∞), že to jsou
normy v Rn:

a) |x|∞ = max
i
|xi| (maximová, kubická norma)

b) |x|1 =
∑
i

|xi| (manhattanská, oktaedrická norma)
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c) |x|2 =
√∑

i

|xi|2 (euklidovská, kulová norma)

Které z těchto norem mohou být generovány skalárńım součinem?

x1

x2

1

1

0

|x|
1
= 1

x1

x2

1

1

0

|x|
2
= 1

x1

x2

1

1

0

|x|∞ = 1

Obrázek 9: Jednotková kružnice v R2 při r̊uzných normách.

Řešeńı: Linearita a nulovost právě pro nulový vektor jsou u všech
uvedených norem zřejmé. Zbývá tedy ověřit trojúhelńıkovou nerov-

nost pro libovolné dva vektory x a y:

a) |x+y|∞ = max
i
|xi+yi| ≤ max

i

(
|xi|+|yi|

)
≤ max

i
|xi|+max

i
|yi| =

|x|∞ + |y|∞
b) |x+y|1 =

∑
i

|xi+yi| ≤
∑
i

|xi|+|yi| =
∑
i

|xi|+
∑
i

|yi| = |x|1+|y|1

c) Dokážeme trojúhelńıkovou nerovnost umocněnou na druhou.
Použijeme přitom Schwarzovu či Cauchyovu) nerovnost, kterou
dokážeme za chv́ıli.

(
|x + y|2

)2
=
∑

i

|xi + yi|2 ≤
∑

i

(|xi|2 + |yi|2 + 2|xi||yi|)
∗
≤

≤
∑

i

(|xi|2 + |yi|2) + 2
√

(
∑
i |xi|2)(

∑
i |yi|2) =

=

(√∑
i |xi|2 +

√∑
i |yi|2

)2
= (|x|2 + |y|2)2 .
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Ověřili jsme tedy, že i euklidovská norma splňuje trojúhelńıkovou
nerovnost, a pod́ıváme se ještě na Schwarzovu nerovnost.

∑

i

2|xi||yi|
∗
≤ 2

√
(
∑
i |xi|2)(

∑
i |yi|2)

(∑
i |xi||yi|

)2 ≤ (
∑
i |xi|2)(

∑
i |yi|2)

∑

i,j

|xi||xj ||yi||yj | ≤
∑

i,j

|xi|2|yj |2

∑

i6=j
|xi||xj ||yi||yj | ≤

∑

i6=j
|xi|2|yj |2

0 ≤
∑

i<j

(|xi|2|yj |2 + |xj |2|yi|2 − 2|xi||xj ||yi||yj |)

0 ≤
∑

i<j

(|xi||yj | − |xj ||yi|)2 .

Nyńı se obrát́ıme k otázce, zda pro uvedené normy existuje ska-
láńı součin, který je generuje. Euklidovská norma je generována
skalárńım součinem

〈x|y〉2 =
∑

i
xiyi , tedy |x|2 =

√
〈x|y〉2 .

Ostatńı dvě normy pro n ≥ 2 (pro n = 1 splývaj́ı s euklidovskou
normou) nesplňuj́ı rovnoběžńıkovou rovnost

|x + y|2 + |x− y|2 = 2|x|2 + 2|y|2 ,
a tedy nemohou být generovány skalárńım součinem. Tato rovnost je
nutnou podmı́nkou pro to, aby bylo možné napsat |x|2 = 〈x|x〉: pokud
totiž takový skalárńı součin existuje, lze levou stranu rovnoběžńıkové
rovnosti rozepsat d́ıky linearitě (〈x+ y|x+ y〉 = 〈x|x〉+ 〈x|y〉+ 〈y|x〉+
〈y|y〉) a celá rovnost je pak triviálńı identita.

Př́ıslušné protipř́ıklady pro normy | · |1, | · |∞ jsou následuj́ıćı:

a) x = (0, 1, 0, . . . , 0) a y = (1, 0, 0, . . . , 0); pak je |x + y|∞ =
|x− y|∞ = |x|∞ = |y|∞ = 1.

b) Zvoĺıme vektory x, y stejně jako v předchoźım př́ıpadě a dosta-
neme |x + y|1 = |x− y|1 = 2 a |x|1 = |y|1 = 1.

∗DK
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5.5 Normy pro matice

Úkol: Ověřte u následuj́ıćıch zobrazeńı, že jsou to normy na prostoru
matic n× n s komplexńımi koeficienty.

a) |A|row = max
i

∑
j

|Aij |

b) |A|col = max
j

∑
i

|Aij |

c) |A|spc = max
i

√
λi, kde λi jsou vlastńı č́ısla matice

34 A†A

d) |A|Sch =
√∑

i,j |Aij |2 (Schwarzova norma)

U prvńıch tř́ı norem nav́ıc dokažte, že plat́ı |AB| ≤ |A||B|.
Řešeńı: Linearita všech norem je zřejmá, stejně tak jejich nulovost
právě pro nulovou matici. Zbývá tedy ověřit trojúhelńıkovou nero-
vnost pro libovolné dvě matice A a B:

a) |A + B|row = max
i

∑
j

|Aij + Bij | ≤ max
i

(
∑
j

|Aij | +
∑
j

|Bij |) ≤

max
i

∑
j

|Aij |+max
i

∑
j

|Bij | ≤ |A|row + |B|row

b) Zde lze provést d̊ukaz stejně jako v předchoźım bodě. Lze ale

také využ́ıt následuj́ıćı trik: |A + B|col =
∣∣(AT + BT

)T ∣∣
col

= |AT +

BT |row ≤ |AT |row + |BT |row = |A|col + |B|col .
c) Vlastńı č́ısla matice A†A jsou nezáporná (a samozřejmě reálná),
nebot’ pro A†Av = λv plat́ı

λ(|v|2)2 = λ
∑

i

vivi = v†λv = v†A†Av = (|Av|2)2 ∈ 〈0;∞) . (27)

Necht’ w je libovolný vlastńı vektor odpov́ıdaj́ıćı největš́ımu vlast-
ńımu č́ıslu matice (A+B)†(A+B) a | · |2 je euklidovská norma (viz

34A† označuje hermitovsky sdruženou matici k A, tedy transponovanou ma-
tici s komplexně sdruženými elementy. V komplexńıch prostorech je |v|2 =√∑

i |vi|2.
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př́ıklad 5.4). Potom plat́ı (u druhé nerovnosti použ́ıváme výsledky
př́ıkladu 5.6)

|A+B|spc|w|2 = |(A+B)w|2 ≤ |Aw|2+|Bw|2 ≤ (|A|spc+|B|spc)|w|2 .

d) Pro d̊ukaz této trojúhelńıkové nerovnosti si stač́ı matice A
a B představit jako n2-složkové vektory a a b, definované jako
a(i−1)n+j = Aij a b(i−1)n+j = Bij . Potom |A|Sch = |a|2 (viz př́ıklad
5.4), pro B a A+B analogicky a tedy tato trojúhelńıková nerovnost
(d́ıky výsledk̊um uvedeného př́ıkladu) plat́ı.

Pro prvńı tři normy jsme měli nav́ıc dokázat daľśı nerovnost.
Opět použijeme výsledk̊u př́ıkladu 5.6 a źıskáváme

|AB| = sup
x

|ABx|
|x| = sup

x,|Bx|6=0

|ABx|
|Bx|

|Bx|
|x| ≤

≤ sup
x

|Ax|
|x| sup

x

|Bx|
|x| = |A||B| .

Za maticovou a vektorovou normu je potřeba si dosadit vždy vhod-
nou dvojici (viz př́ıklad 5.6). V př́ıpadě, že Bx je nulový vektor pro
všechny vektory x, muśı být nutně |B| = 0 i |AB| = 0 a tvrzeńı
př́ıkladu je triviálńı. ∗DK

5.6 Jak daleko jsou vektory od matic, aneb Hruš-
ky s jabkama

Úkol: Dokažte, v označeńı př́ıklad̊u 5.4, 5.5 plat́ı

a) |A|row = sup
x

|Ax|∞
|x|∞

b) |A|col = sup
x

|Ax|1
|x|1

c) |A|spc = sup
x

|Ax|2
|x|2
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Dokažte též, že se supremum nabývá.

Řešeńı: Budeme postupovat pro každou dvojici maticové a vekto-
rové normy zvlášt’. Nejprve dokážeme, že maticové normy ze zadáńı
př́ıkladu jsou vždy větš́ı nebo rovny př́ıslušným výraz̊um, které stoj́ı
za znakem suprema.

a)

|Ax|∞
|x|∞

=
maxi |

∑
j Aijxj |

maxi |xi|
≤

maxi
∑
j |Aij ||xj |

maxi |xi|
≤

≤
maxi

∑
j |Aij | (maxk |xk|)
maxi |xi|

= max
i

∑

j

|Aij | = |A|row .

b)
|Ax|1
|x|1

=

∑
i |
∑
j Aijxj |∑
i |xi|

≤
∑
i,j |Aij ||xj |∑

i |xi|
=

=

∑
j |xj | (

∑
i |Aij |)∑

i |xi|
≤
∑
j |xj | (maxk

∑
i |Aik|)∑

i |xi|
=

(maxk
∑
i |Aik|)

(∑
j |xj |

)

∑
i |xi|

= maxk
∑

i
|Aik| = |A|col .

c) Již jsme ukázali, že matice M = A†A je pozitivně semidefinitńı,
neboli že jej́ı vlastńı č́ısla jsou nezáporná (viz rovnici 27). Jelikož
je to hermitovská matice (M =M †), existuje ortonormálńı báze Rn
tvořená jej́ımi vlastńımi vektory (označme je e1, . . . , en); bez újmy na
obecnosti lze předpokládat λ1 ≥ . . . ≥ λn ≥ 0. Je-li tedy x libovolný
vektor, muśı platit

〈A†Ax|x〉 =
〈
A†A

∑

i

〈ei|x〉ei
∣∣∣∣
∑

j

〈ej |x〉ej
〉

=

=

〈∑

i

λi〈ei|x〉ei
∣∣∣∣
∑

j

〈ej |x〉ej
〉

=
∑

i

λi|〈ei|x〉|2 ≤

≤
∑

i

λ1|〈ei|x〉|2 = λ1〈x|x〉 .
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Dokázali jsme tedy |Ax|22 ≤ λ1|x|22 = |A|2spc|x|22, což je kvadrát doka-
zované nerovnosti.

Nyńı dokažme, že se suprema ve všech př́ıpadech nabývaj́ı:

a) Necht’ se maximum v maticové normě nabývá v k-tém řád-
ku. Uvažme vektor w = (|Ak1|/Ak1, . . . , |Akn|/Akn). Potom
|w|∞ = 1 a |Aw|∞ ≥

∑
i |Aki| = |A|row.

b) Necht’ se maximum v maticové normě nabývá v k-tém sloupci.
Uvažme vektor w, jehož jedinou nenulovou složkou je jeho k-
tá složka a ta má velikost jedna. Potom |w|1 = 1 a |Aw|1 =∑
i |Aik| = |A|col.

c) Rovnost se nabývá pro libovolný vlastńı vektor př́ıslušný
k největš́ımu (v absolutńı hodnotě) vlastńımu č́ıslu matice
A†A.

Pokud některý ze zlomk̊u v řešeńı tohoto př́ıkladu nebyl korektně
definován (měl nulového jmenovatele), uvažujme mı́sto něj nulu.

∗DK

5.7 Lineárńı regrese tak nebo jinak

Úkol: Určete lineárńı funkci φ (x) = ax+ b, tak aby pro funkci f (x)
danou následuj́ıćı tabulkou byla aproximaćı metodou nejmenš́ıch
čtverc̊u.

i 0 1 2 3 4 5

xi -2 0 2 4 6 8
f (xi) 2 1 3 5 4 6

Řešeńı: Řešeńı této úlohy nalezneme třemi r̊uznými postupy. Nej-
prve budeme danou lineárńı funkci hledat jako kolmou projekci do
podprostoru všech lineárńıch funkćı, druhý postup bude založen na
hledáńı minima funkce v́ıce proměnných. Posledńı postup využije
pseudoinverze matice a je proto zařazen jako samostatný př́ıklad
18.4.
Prvńı zp̊usob: Připomeňme si nejprve, co mysĺıme aproximaćı dané
funkce metodou nejmenš́ıch čtverc̊u. Ve zvolené tř́ıdě funkćı (v našem
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př́ıpadě lineárńı funkce) hledáme takovou funkci φ, aby byl výraz

D(φ)
df
=

n∑

i=0

wi (f(xi)− φ(xi))2

minimálńı. wi > 0 jsou pevně zadaná č́ısla a znač́ı váhu daného
bodu (v našem př́ıpadě má každý bod váhu rovnou jedné). Nyńı se
již můžeme pustit do řešeńı.

Jak bylo řečeno, prvńı postup využije vlastnost́ı kolmé projekce.
K tomu abychom v̊ubec mohli mluvit o kolmosti potřebujeme zavést
skalárńı součin. Nuže, skalárńı součin dvou funkćı u, v (definovaných
v bodech xi) definujeme jako

〈u|v 〉 df=
n∑

i=0

wiu(xi)v(xi) . (28)

Uvědomme si, že funkce na bodech {xi}ni=0 neńı nic jiného než
obyčejný vektor z Rn+1. Povšimněme si toho, jak vypadá norma,
resp. definice vzdálenosti s použit́ım tohoto skalárńıho součinu

‖u‖ =
√
〈u|u〉 =

√√√√
n∑

i=0

wiu(xi)
2
,

‖u− v‖ =
√
〈u− v|u− v〉 =

√√√√
n∑

i=0

wi (u(xi)− v(xi))2

Označme ještě

L = L{1, x} = {a(1, . . . , 1) + b(x0, . . . , xn) , a, b ∈ R}

lineárńı obal funkćı př́ıslušné množiny. V L lež́ı všechny možné
lineárńı funkce (definované na bodech xi). Zbývá ocitovat následuj́ıćı
větu:
V je prostor se skalárńım součinem, L je jeho podprostor. Je-li f ∈ V ,
pak φ ∈ L je nejlepš́ı aproximaćı f v L (tzn. ‖f−φ‖ ≤ ‖f−m‖, ∀m ∈
L), právě když ∀m ∈ L plat́ı 〈f − φ|m〉 = 0.

Jinak řečeno: nejlepš́ı aproximaci funkce f lineárńı funkćı (ve
smyslu vzdálenosti, která pro náš skalárńı součin odpov́ıdá součtu
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čtverc̊u f(xi)− φ(xi)) źıskáme tak, že promı́tneme (kolmo) f do L.
Kolmou projekci, označujme ji φ, najdeme užit́ım podmı́nky 〈f −
φ|m〉 = 0, která má platit pro všechny funkce v L. Splńıme–li danou
podmı́nku na vektorech báze L, bude pak automaticky splněna pro
každou funkci z L. Muśı tedy platit:

〈f − φ|1〉 = 0 , 〈f − φ|x〉 = 0 .

Hledaná funkce φ lež́ı v L, proto ji lze napsat jako kombinaci
bázových vektor̊u. Předchoźı podmı́nky maj́ı tvar

〈f − (ax+ b) |x〉 = 〈f |x〉 − a〈x|x〉 − b〈1|x〉 = 0
〈f − (ax+ b) |1〉 = 〈f |1〉 − a〈x|1〉 − b〈1|1〉 = 0 .

Dosazeńım definice skalárńıho součinu 28 dostaneme

n∑

i=0

f(xi)xi − a
n∑

i=0

xi
2 − b

n∑

i=0

xi = 0

n∑

i=0

f(xi)− a
n∑

i=0

xi − b
n∑

i=0

1 = 0 ,

neboli v maticovém zápisu
(
(n+ 1)〈x2〉 (n+ 1)〈x〉
(n+ 1)〈x〉 (n+ 1)

)(
a
b

)
=

(
(n+ 1)〈xf(x)〉
(n+ 1)〈f(x)〉

)
,

(
〈x2〉 〈x〉
〈x〉 1

)(
a
b

)
=

(
〈xf(x)〉
〈f(x)〉

)
.

Pro zkráceńı jsme označili pr̊uměry r̊uzných veličin

〈x〉 = 1

n+ 1

n∑

i=0

xi , 〈x2〉 =
1

n+ 1

n∑

i=0

x2i ,

〈f(x)〉 = 1

n+ 1

n∑

i=0

f(xi) , 〈xf(x)〉 =
1

n+ 1

n∑

i=0

xif(xi) .

Tuto soustavu rovnic vyřeš́ıme např. užit́ım Cramerova pravidla a
výsledkem je:

a =
〈f(x)〉〈x〉 − 〈xf(x)〉

〈x〉2 − 〈x2〉 , b =
〈xf(x)〉〈x〉 − 〈f(x)〉〈x2〉

〈x〉2 − 〈x2〉 .
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V našem př́ıpadě je
∑n
i=0 f (xi) = 21,

∑n
i=0 f (xi)xi = 94,∑n

i=0 xi = 18,
∑n
i=0 xi

2 = 124 a n + 1 = 6. Po dosazeńı do právě
odvozených vzorc̊u nalézáme a

.
= 0, 44 a b

.
= 2, 17.

Druhý zp̊usob: Daľśı zp̊usob řešeńı využ́ıvá metod analýzy funkce
v́ıce proměných. Dı́vejme se na výraz, který chceme minimalizovat,
jako na funkci v proměnných a a b. Tedy

F (a, b) =
n∑

i=0

wi (f(xi)− (axi + b))
2
.

Najděme body, ve kterých může funkce F (a, b) nabývat extrému.
Tyto body jsou řešeńım rovnic:

∂F (a, b)

∂a
= 0 ,

∂F (a, b)

∂b
= 0 .

V našem př́ıpadě (wi = 1) jsou tyto rovnice

−2
n∑

i=0

(f(xi)− (axi + b))xi = 0

−2
n∑

i=0

(f(xi)− (axi + b)) = 0 ,

což je po rozepsáńı a převedeńı do maticového tvaru opět



n∑
i=0

xi
2

n∑
i=0

xi
n∑
i=0

xi n+ 1



(
a
b

)
=




n∑
i=0

f(xi)xi
n∑
i=0

f(xi)




Vid́ıme, že jsme dospěli k stejné maticové úloze jako v předchoźım
př́ıpadě. Abychom dosáhli naprosté matematické preciznosti, je třeba
ověřit, že právě nalezený stacionárńı bod je skutečně minimem.
Muśıme proto ukázat, že kvadratická forma druhého diferenciálu je
pozitivně definitńı. Máme



∂2F (a, b)

∂a2
∂2F (a, b)

∂b∂a
∂2F (a, b)

∂a∂b

∂2F (a, b)

∂b2


 = 2




n∑
i=0

xi
2

n∑
i=0

xi
n∑
i=0

xi n+ 1


 .
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Vzpomeneme si na větu pán̊u Jacobiho a Sylvestra . . .

Reálná kvadratická forma s matićı A je pozitivně definitńı, právě
když jsou všechny hlavńı subdeterminanty matice A kladné.

. . . a zkontrolujeme, že pokud neuvažujeme degenerované př́ıpa-
dy, jako prokládáńı př́ımky jediným bodem, pak jest

∑n
i=0 xi

2 > 0 a

(n+1)
∑n
i=0 xi

2−(
∑n
i=0 xi)

2
> 0 (podle daľśı vzpomı́nky, tentokráte

ovšem na nerovnost pana Höldera).
Srovnejte oba postupy a uvědomte si, že druhý postup je ve

obecněǰśı, aplikovatelný i pro aproximace v neline arńıch prostorech
funkćı. ∗VP
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6 Matice a jim podobné

6.1 Pauliho spinové matice

Úkol: Kdo z Vás přǐrad́ı Pauliho matićım nejv́ıce př́ıvlastk̊u35? Jde
o tyto matice:

σ1 =

(
◦ 1
1 ◦

)
, σ2 =

(
◦ −i
i ◦

)
, σ3 =

(
1 ◦
◦ −1

)
. (29)

a) Jsou regulárńı, hermitovské (samoadjungované), unitárńı, i-
dempotentńı?

b) Je jejich součin komutativńı? Spoč́ıtejte jejich komutátory a
antikomutátory.

c) Ověřte jejich vzájemnou podobnost.

d) Přes jaké matice jsou si podobné?

Dále spočtěte

e) jejich vlastńı č́ısla,

f) vlastńı vektory a

g) determinanty,

h) exponenciály z iϕσx,y,z

i) a determinanty exponenciál.

j) Daľśı fantazii se meze nekladou.

Řešeńı:

a) Ano (suverénně). Lineárńı nezávislost řádk̊u, z ńıž regularita

plyne, je nasnadě. Stejně tak s hermicitou (A = A†
df
= AT ) a s uni-

taritou (AA† = � , A†A = � ; druhá relace plyne v konečné dimenzi
z prvńı relace).

35Gramatická pozn.: tzn. slov, která je charakterizuj́ı (např.: b́ılý, tv̊uj, prvńı).
Doporučeńı: Nejdř́ıve se snažte přij́ıt na co možná nejv́ıce vlastnost́ı Pauliho
matic sami, a teprve poté, až Vám dojde fantazie, se začtěte do následuj́ıćıch
řádk̊u.
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Mimochodem — kterákoliv z posledńıch dvou podmı́nek zaru-
čuje, že se jedná o matice normálńı (A je normálńı, pokud AA† =
A†A). Naopak z toho, že posledńı dvě podmı́nky plat́ı současně,
plyne idempotence, neboli že jsou to samy sobě inverzńı matice
(A2 = � ).

b) Antikomutativńı. σ1 ·σ2 = −σ2 ·σ1 = i ·σ3; −σ1 ·σ3 = σ3 ·σ1 =
i · σ2; σ2 · σ3 = −σ3 · σ2 = i · σ1. Těchto šest relaćı spolu s σ2j = � se
obvykle shrnuje do jednoho vzorečku

σjσk = iεjklσl + δjk � . (30)

V něm použ́ıváme Einsteinovu sumačńı konvenci, tedy na pravé
straně sč́ıtáme přes opakuj́ıćı se index (

∑3
l=1). Kronecker̊uv symbol

δjk je roven jedné pro j = k a jinak nule. Symbol εjkl (Levi–Civitt̊uv
symbol) má hodnoty ε123 = ε312 = ε231 = 1, ε213 = ε132 = ε321 = −1
a εjkl = 0 jinak (tj. když jsou některé z index̊u stejné); je to tedy
veličina totálně antisymetrická (při záměně libovolných dvou index̊u
měńı znaménko).

Z relace 30 snadno odvod́ıme vzorce pro komutátory [A,B] =
AB−BA a antikomutátory {A,B} = AB+BA. Stač́ı vźıt na vědomı́,
že εjkl − εkjl = 2εjkl a εjkl + εkjl = 0.

[σj , σk] = 2iεjklσl , {σj , σk} = 2δjk � . (31)

c, d) Podobnostńı vztahy jsou třeba

(σ1 + σ2)σ2(σ1 + σ2)
−1 = σ1 ,

daľśı dva źıskáme cyklickou záměnou index̊u. Inverzńı prvek k σ1+σ2
je 1

2 (σ1 + σ2); to ověř́ıme nejjednodušeji pomoćı antikomutačńıch
relaćı a idempotence:

(σ1+σ2)(σ1+σ2) = σ21+σ1σ2+σ2σ1+σ
2
2 = � +σ1σ2−σ1σ2+ � = 2� .

Stejně můžeme zkontrolovat i podobnostńı relaci.
Matic, které zprostředkovávaj́ı podobnostńı relaci, je samozřejmě

nekonečně mnoho.

e) Ze σ2i = � plyne, že vlastńı č́ısla mohou být pouze 1 či −1.
Kdyby byla obě dvě rovna 1, resp. −1, musela by př́ıslušná matice
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být � , resp. −� . Jelikož tomu tak neńı, muśı být vlastńı č́ısla každé
Pauliho matice 1 a −1. Varianta, že by matice měla jediné vlastńı
č́ıslo a nebyla diagonalizovatelná (viz kapitolu o Jordanově tvaru),
nemůže pro hermitovské matice nastat.

Lze to samozřejmě ověřit i standardńım postupem: urč́ıme cha-

rakteristické polynomy χ(λ) = det(A−λ � ) a zjist́ıme, že jsou u všech
Pauliho matic totožné, totiž χ(λ) = λ2 − 1.

f) Pro každou matici źıskáme jej́ı vlastńı vektory řešeńım soustavy
dvou rovnic o dvou neznámých s použit́ım vlastńıch č́ısel. Vyjde nám
např́ıklad

σ1 :

(
1

1

)
,

(
1

−1

)
σ2 :

(
1

i

)
,

(
1

−i

)
σ3 :

(
1

0

) (
0

1

)
,

prvńı vektor př́ısluš́ı vždy vlastńımu č́ıslu 1, druhý −1. Každý nenu-
lový násobek vlastńıho vektoru je samozřejmě také vlastńım vekto-
rem dané matice.

g) detσx,y,z = −1. Determinant je také součin vlastńıch č́ısel, takže
už ani nemuśıme nic poč́ıtat.

h) Nejprve urč́ıme exp(iϕσ3). Exponenciála matice je definována
pomoćı mocninné řady. Mocniny diagonálńı matice se poč́ıtaj́ı ob-
zvláště snadno: stač́ı jen umocňovat jednotlivé elementy na dia-
gonále. Velmi snadno se dopracujeme k výsledku

exp (iϕσ3) =

∞∑

n=0

(
1
n! (iϕ)

n ◦
◦ 1

n! (−iϕ)n
)

=

=

(
eiϕ ◦
◦ e−iϕ

)
= cosϕ� + i sinϕσ3 .

S maticemi σ1,2 budeme mı́t trochu v́ıce práce. Důležitý postřeh na
úvod je

σ1 =

(
◦ 1
1 ◦

)
, σ21 =

(
1 ◦
◦ 1

)
.

V mocninné řadě, kterou je definovaná exponenciála, budou tedy
sudé mocniny přisṕıvat (pouze) do diagonálńıch člen̊u (a11, a22)
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a liché zase (pouze) do nediagonálńıch člen̊u (a12, a21). Postupně
dostáváme

∞∑

n=0

(iϕσ1)
n

n!
=

∞∑

n=0

(iϕ)2n

(2n)!

(
1 0
0 1

)
+

∞∑

n=0

(iϕ)2n+1

(2n+ 1)!

(
0 1
1 0

)
=

=

∞∑

n=0

(
(−1)n
(2n)! ϕ

2n i (−1)
n

(2n+1)!ϕ
2n+1

i (−1)
n

(2n+1)!ϕ
2n+1 (−1)n

(2n)! ϕ
2n

)
=

(
cosϕ i sinϕ
i sinϕ cosϕ

)
.

Estetičtěji lze tento výsledek zapsat jako

exp (iϕσ1) = � cosϕ+ iσ1 sinϕ .

Stejným trikem (sudé mocniny přisṕıvaj́ı na diagonálu, liché mocniny
mimo diagonálu) spoč́ıtáme podobný vztah jako před chv́ıĺı(plyne to
taky z podobnosti těch matic σ3 a σ1)

exp (iϕσ2) =

(
cosϕ sinϕ

− sinϕ cosϕ

)
= � cosϕ+ iσ2 sinϕ .

Všimněte si, že matice exp(iϕσj) jsou unitárńı. To je zaručeno již
t́ım, že ϕσj jsou hermitovské. Toto tvrzeńı je analogíı věty z = z ⇒
| eiz | = 1, která plat́ı pro komplexńı č́ısla.

i) det expσ1,2,3 = expTrσ1,2,3 = 1. Determinanty exponenciál lze
ale spoč́ıtat samozřejmě i př́ımo.

j) Tyto tři matice spolu s jednotkovou matićı tvoř́ı nad R bázi
prostoru všech hermitovských matic 2 × 2, který je tud́ıž izomorfńı
R4. Nad C to je báze prostoru všech matic 2 × 2 s komplexńımi
elementy. Ten je samozřejmě izomorfńı C4.

Operátor spinu elektronu v kvantové mechanice je Ŝ = 1
2~(σ1,

σ2, σ3), kde ~ je Planckova konstanta. Operátory v kvantové mecha-
nice nejsou nic jiného než lineárńı zobrazeńı na určitém prostoru.
Prostorem, na kterém se pohybujeme v tomto př́ıpadě, jsou stavy
jednoho (volného) elektronu, nezaj́ımáme-li se o jeho pohyb, ale po-
uze o jeho spin. Je to prostor dvourozměrný, a uvedené Pauliho ma-
tice popisuj́ı operátor spinu, pokud si v tomto prostoru zvoĺıme bázi
| ↑〉 ≡ (1, 0)T , | ↓〉 ≡ (0, 1)T . Prvńı vektor označuje stav, kdy při
měřeńı pr̊umětu spinu elektronu s jistotou naměř́ıme 1

2~, druhý vek-
tor odpov́ıdá stavu s pr̊umětem spinu − 1

2~.
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Je-li elektron ve stavu v ≡ |ψ〉 = α| ↑〉 + β| ↓〉 normovaném na
jedničku (tedy |α|2 + |β|2 = 1), pak

〈Ŝ〉ψ = 〈ψ|Ŝ|ψ〉 = 1

2
~(vTσ1v, vTσ2v, vTσ3v)

udává hodnoty pr̊umětu spinu do směr̊u souřadných os, které
źıskáme v pr̊uměru při mnoha měřeńıch. ∗AK,ZJ

6.2 Matice homomorfizmu

Úkol: Je zadán homomorfizmus F : V → V , V = L{sinx, cosx,
sin 2x, cos 2x}, F : f 7→ 2f ′ + f ′′. Najděte jeho matici vzhledem
k bázi

a) A = {sinx, cosx, sin 2x, cos 2x} (matice FA)

b) B = {sinx+cosx, sinx−cosx, sin 2x+cos 2x, sin 2x−cos 2x}
(matice FB).

Jaká je dimenze obrazu F? Existuje nějaký invariantńı podprostor
V vzhledem k F?

Řešeńı: Na úvod dokažme, že v A jsou lineárně nezávislé funkce.
Předpokládejme, že existuj́ı č́ısla α, β, γ, δ, pro která je

α sinx+ β cosx+ γ sin 2x+ δ cos 2x = 0 , ∀x ∈ R .

Pokud do této rovnice dosad́ıme jednou x = 0 a podruhé x = π,
dostaneme podmı́nky β + δ = 0 a β − δ = 0, tedy β = δ = 0. Pro
x = 1

2π a x = 3
2π dostaneme podobně α = γ = 0. Funkce jsou tedy

nezávislé už jen kdybychom je uvažovali na množině {0, 12π, π, 32π},
natož pak na celém R.

a) Ze zadáńı homomorfizmu plynou vztahy:

F (sinx) = 2 cosx− sinx , F (cosx) = −2 sinx− cosx ,
F (sin 2x) = 4 cos 2x− 4 sin 2x , F (cos 2x) = −4 sin 2x− 4 cos 2x .

(32)
V bázi A znamená např́ıklad prvńı vztah F : (1, 0, 0, 0) 7→
(−1, 2, 0, 0), podobně můžeme zapsat i ostatńı vztahy. Matice FA
má tedy (násobeńım zleva) ze sloupce (1, 0, 0, 0) učinit sloupec
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(−1, 2, 0, 0). To je možné jen tehdy, pokud v prvńım sloupci matice
FA bude právě (−1, 2, 0, 0). Když probereme ostatńı vektory báze,
dostaneme takto celou matici.

Pravidlo tedy zńı: koeficienty ze vztah̊u 32 zapsat do sloupc̊u
matice FA.

FA =



−1 −2 0 0
2 −1 0 0
0 0 −4 −4
0 0 4 −4




Hodnost této matice je čtyři, zobrazeńı F má tedy plnou dimenzi,
a je tud́ıž izomorfizmem (tato implikace plat́ı samozřejmě pouze pro
lineárńı zobrazeńı).

Matice má blokově diagonálńı tvar a to znamená, že při p̊usobeńı
na lineárńı kombinaci sinx a cosx obdrž́ıme opět lineárńı kombi-
naci těchto vektor̊u. Ř́ıkáme, že podprostor L({sinx, cosx}) je in-

variantńı v̊uči zobrazeńı F . Podobně toto plat́ı pro vektory sin 2x
a cos 2x. Pro toto zobrazeńı lze tedy zapsat prostor V jako direktńı

součet invariantńıch podprostor̊u

V = L({sinx, cosx})⊕ L({sin 2x, cos 2x}) .
Zobrazeńı F tedy pracuje na každém z těchto dvou podprostor̊u
nezávisle.

b) Zde můžeme postupovat stejně a vyjádřit si F (fi) jako lineárńı
kombinace prvk̊u báze fi: f1 = sinx+ cosx, f2 = sinx− cosx, . . .

F (f1) = cosx− 3 sinx = −f1 − 2f2
F (f2) = sinx+ 3 cosx = 2f1 − f2
F (f3) = −8 sin 2x = −4f3 − 4f4
F (f4) = 8 cos 2x = 4f3 − 4f4

Takže matice homomorfizmu F v̊uči bázi B je

FB =



−1 2 0 0
−2 −1 0 0
0 0 −4 4
0 0 −4 −4




Matice je opět blokově diagonálńı. Existuj́ı ale i báze, kde tomu tak
neńı. Např́ıklad báze, jejichž některé vektory obsahuj́ı zároveň sinx
i sin 2x.
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Druhá metoda, jak vypoč́ıtat matici FB , je naj́ıt matici přechodu

od báze A k bázi B, tedy matici C, pro niž

(sinx, cosx, sin 2x, cos 2x) · C =

= (sinx+ cosx, sinx− cosx, sin 2x+ cos 2x, sin 2x− cos 2x) .
(33)

Potom muśı pro matici B platit

FB = C−1 · FA · C .

Všimněte si, že zat́ımco matice C převád́ı bázové funkce A na bázové
funkce B (psané do řádk̊u), složky nějaké funkce vzhledem k bázi
A (psané do sloupc̊u) se na složky téže funkce vzhledem k bázi B
převáděj́ı pomoćı matice C−1.

Matici C urč́ıme vytrvalým pohledem na rovnici 33. Pro výpočet
matice C−1 je vhodné si uvědomit vztahy

2 sinx = f1 + f2 , 2 sin 2x = f3 + f4

2 cosx = f1 − f2 , 2 cos 2x = f3 − f4 .
Výsledkem je

C =




1 1 0 0
1 −1 0 0
0 0 1 1
0 0 1 −1


 , C−1 =

1

2




1 1 0 0
1 −1 0 0
0 0 1 1
0 0 1 −1


 .

∗JK

6.3 Ortogonálńı projektory na podprostor

Ortogonálńı projekce z V doW ⊂ V je zobrazeńı, které v ∈ V přǐrad́ı
w = P v tak, že v − w je kolmý na podprostor W , viz obrázek. Lze
jednoduše ukázat, že P v je mezi vektory z W nejlepš́ı aproximace
vektoru v ∈ V , tedy ‖v− x‖, x ∈W nabývá minima pro x = P v.
Úkol: Najděte matice zobrazeńı, které v ∈ R4 přǐrad́ı ortogonálńı
projekci v na následuj́ıćı zadané podprostory (matice určete vzhle-
dem ke kanonické bázi):
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Ww

v− wv

Obrázek 10: Ortogo-
nálńı projekce vekto-
ru z R3 do R2.

a) W1 = L
(
(1,−2, 0, 2)

)
,

b) W2 = L
(
{(1, 1,−1,−1), (1, 0,−1, 0)}

)
,

c) W3 = L
(
{(1,−1, 1,−1), (1, 1, 1, 1)}

)
.

d) Ověřte, že všechny tyto matice jsou
symetrické a idempotentńı (A2 = A), a
vysvětlete, proč tomu tak muśı být u všech
ortogonálńıch projektor̊u.
Za skalárńı součin berte složkový součin x · y =

∑
i xiyi.

Řešeńı:

a) Je třeba si uvědomit, že skalárńı součin libovolného vektoru v
s libovolným jednotkovým vektorem j je velikost (ortogonálńıho)
pr̊umětu vektoru v do směru daného vektorem j (do podprostoru
L(j)). Nav́ıc v́ıme, že promı́tnutý vektor lež́ı ve zvoleném podpros-
toru, takže vektor p vzniklý projekćı je

p = (v · j )j

Z libovolného vektoru vytvoř́ıme jednotkový vektor t́ım, že jej
vyděĺıme jeho velikost́ı (normou). Zobrazeńı f , které vektoru v
přǐrad́ı jeho projekci do směru daného obecným vektorem s, má proto
předpis

f(v) =
1

‖s‖2 (v.s) s

Nyńı můžeme s využit́ım vzorečku pro skalárńı součin vyjádřit i-tou
složku f(v):

[f(v)]i =
1

‖s‖2 si
4∑

j=1

sjvj

To lehce uprav́ıme do tvaru

[f(v)]i =
4∑

j=1

(
1

‖s‖2 sisj
)
vj

Lineárńı zobrazeńı lze napsat ve tvaru součinu matice (které ř́ıkáme
matice zobrazeńı) a vektoru, na který toto zobrazeńı p̊usob́ı. Tvar,
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do kterého jsme převedli naše zobrazeńı, přesně odpov́ıdá mati-
covému násobeńı. Když si rozmysĺıme, co která část výrazu znamená,
zjist́ıme, že matice zobrazeńı A je

Aij ≡ (f)ij =
1

‖s‖2 sisj , A =
1

9




1 −2 0 2
−2 4 0 −4
0 0 0 0
2 −4 0 4




b) Využijeme tvrzeńı (viz př́ıklad 4.8), že pokud je u1, . . . , un orto-
gonálńı báze, pak lze složky libovolného vektoru w v̊uči této bázi
psát jako wi = ui · w/‖ui‖2. Je proto nejprve potřeba naj́ıt ve
W2 = L({u1, u2}) nějakou ortogonálńı bázi {o1, o2}. Projekce na pro-
stor L({o1, o2}) je potom dána součtem projekćı na L(o1) a L(o2).
To samé pak plat́ı i pro jejich matice.

Ortogonálńı bázi najdeme např́ıklad Gramm–Schmidtovou orto-
gonalizaćı:

o1 = u1 = (1, 1, −1, −1) , u2 = (1, 0, −1, 0)

Vektor o2, pak hledáme ve tvaru

o2 = o1 + αu2 ,

přičemž o1 a o2 na sebe muśı být kolmé, tedy jejich skalárńı součin
muśı být nulový. Z 0 = u1 · u1 + αu1 · u2 lehce spoč́ıtáme α = −2,
neboli

o2 = (−1, 1, 1, −1) .
Matice projekce na prvky báze jsou

Po1 =
1

4




1 1 −1 −1
1 1 −1 −1
−1 −1 1 1
−1 −1 1 1


 , Po2 =

1

4




1 −1 −1 1
−1 1 1 −1
−1 1 1 −1
1 −1 −1 1




Matice B je součtem Po1 a Po2 :

B = Bo1 + Bo2 =
1

2




1 0 −1 0
0 1 0 −1
−1 0 1 0
0 −1 0 1



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c) Tady odpadá práce s hledáńım ortogonálńı báze, protože za-
dané vektory (u3 a u4) už jsou na sebe kolmé. Najdeme tedy matice
projekćı na tyto vektory:

Pu3 =
1

4




1 −1 1 −1
−1 1 −1 1
1 −1 1 −1
−1 1 −1 1


 , Pu4 =

1

4




1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1




Výsledná matice projekce na celý podprostor je opět součtem těchto
matic:

P = Pu3 + Pu4 =
1

2




1 0 1 0
0 1 0 1
1 0 1 0
0 1 0 1




Tuto úlohu šlo řešit ještě jinak; ale jen pokud si všimneme, že
W2

⋃
W3 = R4 a W2 ⊥ W3 (všechny zadané vektory jsou lineárně

nezávislé). Ortogonálńı projekćı vektoru na celý prostor źıskáme
p̊uvodńı vektor. Půjde tedy o identické zobrazeńı. Dı́ky tomu
můžeme projekci na prostor L(u1, u2, u3, u4) napsat jako součet pro-
jekćı na prostory W2 = L(u1, u2) a W3 = L(u3, u4). Maticově řečeno

B + C = �

a to nám skutečně vyšlo. Takže matici C jsme mohli dopoč́ıtat podle
C = � − B.

d) Symetrii matic A,B,C vid́ıme př́ımo a ověřeńı idempotence po-
necháme čtenář̊um, kteř́ı rádi násob́ı matice (třeba na poč́ıtači). Je-
likož f(v) ∈ W , v ∈ V , pro obecný projektor muśı platit f [f(v)] =
f(v), neboli f2 = f — ve smyslu tvrzeńı za definićı v úvodu př́ıkladu
(o f(v) ∈W ) už neńı co aproximovat.

V obecném př́ıpadě dokážeme také symetrii (fT = f): necht’

v, u jsou libovolné vektory z V , které rozlož́ıme na jejich ortogonálńı
projekci do W a zbytek: v = f(v) + v⊥ a u = f(u) + u⊥. Vı́me,
že zcela obecně plat́ı v · f(u) = fT (v) · u, a chceme tedy dokázat
v · f(u) = f(v) · u. To nám nedá mnoho práce, pokud budeme mı́t na
paměti, že f(v) · u⊥ = 0, f(u) · v⊥ = 0:

v · f(u) = [f(v) + v⊥] · f(u) = f(v) · f(u) ,
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f(v) · u = f(v) · [f(u) + u⊥] = f(v) · f(u) .
Jiný zp̊usob: Z̊ustaneme u projekce na jednorozměrné prostory,

rozš́ı̌reńı na větš́ı prostory je ale př́ımočaré. Použijeme vyjádřeńı pro-
jekce, které jsme odvodili v bodě a) a polož́ıme pro jednoduchost
‖s‖ = 1.

f(v) = (v · s) s

Nejprve dokážeme idempotenci zobrazeńı f . Spočtěme si, čemu se
rovná

f [f(v)] = f [(v · s) s] = {[(v · s)s] · s}s,
což je po úpravě

(s · s) (v · s) s = (v · s) s = f(v) ,

č́ımž byla dokázána idempotence. Dále máme dokázat, že zobrazeńı
f je symetrické, tzn. že plat́ı f = fT . Transponované zobrazeńı k zob-
razeńı f je takové zobrazeńı, které pro každé u a v splňuje rovnost:

f (u) · v = u · fT (v)

Začneme tedy upravovat levou stranu tak, abychom dostali skalárńı
součin u s nějakým vektorem. Jest

f (u) · v = ((u · s) s) · v = (u · s)(s · v) = u · ((v · s) s) = u · f (v) ,

nelze proto jinak, než že f = fT . ∗JK,KV

6.4 Matice vektorového součinu

Úmluva: Zápisem (x1, x2, x3)B mysĺıme složky určitého vektoru
vzhledem k bázi B.
Úkol: Mějme pevně zadaný vektor v ∈ R3 a uvažujme zobrazeńı
ϕ : x 7→ v× x.

1. Ukažte, že se jedná o lineárńı zobrazeńı, pokud vektorový
součin definujeme předpisem

(x1, x2, x3)×(y1, y2, y3) = (x2y3−x3y2, x3y1−x1y3, x1y2−x2y1)
(34)
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2. Najděte jeho matici vzhledem ke kanonické bázi (K = {e1,
e2, e3}) a pomoćı této matice spoč́ıtejte ϕ(y) pro vektor zadaný
ve složkách v kanonické bázi y = (1, 1, 0)K .

3. Nalezněte matici zobrazeńı ϕ vzhledem k bázi B = {b1, b2,
b3} = {(1, 1, 0), (1,−1, 0), (0, 0, 1)} a spoč́ıtejte pomoćı ńı opět
ϕ(y).

Řešeńı:

1. Plat́ı ϕ(λx) = (λv2x3 − λv3x2, λv3x1 − λv1x3, λv1x2 − λv2x1) =
λϕ(x) a podobně se ukáže ϕ(x + y) = ϕ(x) + ϕ(y).

2. Chceme aby platilo



a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33





x1
x2
x3



K

=



v2x3 − v3x2
v3x1 − v1x3
v1x2 − v2x1



K

. (35)

To je rovnost dvou sloupcových vektor̊u; aby byl splněn jej́ı prvńı
řádek (pro každé x1, x2, x3), muśı být a11 = 0, a12 = −v3, a13 = v2.
Ze druhého a třet́ıho řádku pak urč́ıme zbylé elementy matice:

AK =




0 −v3 v2
v3 0 −v1
−v2 v1 0


 . (36)

Dosazeńım do vztahu (35) x1 = 1, x2 = 1, x3 = 0 dostaneme ϕ(x) =
(−v3, v3,−v2 + v1)K .

3. Prvńı zp̊usob: naṕı̌seme rovnici odpov́ıdaj́ıćı vztahu (35), ten-
tokrát ale v bázi B. Sloupcový vektor vlevo i vpravo potřebujeme
vyjádřit v této bázi. Budiž tedy x = (b1, b2, b3)B . Na pravou stranu
potřebujeme vypoč́ıtat ϕ(x) a hodnotu ϕ(x) umı́me poč́ıtat jen v ka-
nonické bázi. Vid́ıme ale př́ımo, že x = b1b1 + b2b2 + b3b3 =
(b1 + b2, b1 − b2, b3)K , tedy (viz definičńı vztah 34)

ϕ(x) =
(
v2b3−v3(b1−b2), v3(b1+b2)−v1b3, v1(b1−b2)−v2(b1+b2)

)
K
.

Tento výsledek je nutné ještě převést do báze B. Plat́ı (y1, y2, y3)K =(
1
2 (y1+ y2),

1
2 (y1− y2), y3

)
B
(to je vidět d́ıky jednoduchosti báze B,
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e1 = 1
2 (b1 + b2), e2 = 1

2 (b1 − b2), e3 = b3; ve složitěǰśıch př́ıpadech
bychom museli řešit soustavu rovnic), a tud́ıž

ϕ(x) =
(
1
2 (v2−v1)b3+v3b2,−v3b1+ 1

2 (v1+v2)b3, b1(v1−v2)−b2(v1+v2)
)
B

Analogie vztahu (35) je tedy




0 v3
1
2 (v2 − v1)

−v3 0 1
2 (v1 + v2)

v1 − v2 −v1 − v2 0





b1
b2
b3



B

=

=




1
2 (v2 − v1)b3 + v3b2
−v3b1 + 1

2 (v1 + v2)b3
b1(v1 − v2)− b2(v1 + v2)



B

,

matice vlevo je hledaná matice ϕ vzhledem k bázi B. Tato matice
má podobný tvar, jako matice v bodě 2. Odchylka (matice nyńı neńı
antisymetrická) je zp̊usobena t́ım, že jsme provedli neortonormálńı

transformaci báze. Č́ısla v1, v2, v3 v matici jsou složky v samozřejmě
stále v kanonické bázi.

Pro vektor x = (1, 0, 0)B dostaneme ϕ(x) = (0,−v3, v1 − v2)B ,
což je totéž jako (−v3, v3, v1 − v2)K , jak nám také mělo vyj́ıt.
Druhý zp̊usob: Použijeme vztahy pro transformaci matice

lineárńıho zobrazeńı při změně báze. Matice přechodu S od báze K
k bázi B je

(b1, b2, b3) = (e1, e2, e3)




1 1 0
1 −1 0
0 0 1




︸ ︷︷ ︸
S

,

čili jsme psali (kanonické) složky vektoru bi do i–tého sloupce matice
S (skutečně, např́ıklad b1 = (1, 1, 0) = 1 · e1 + 1 · e2 + 0 · e3). Matice
S také transformuje složky obecného vektoru x vzhledem k bázi B
zapsané do sloupcového vektoru na složky vzhledem ke kanonické
bázi (to se opět jednoduše zkontroluje: je-li x = (1, 0, 0)B = b1, pak
S(1, 0, 0)T = (1, 1, 0)T , což je skutečně b1 v kanonické bázi).

Matice zobrazeńı ϕ v bázi B pak bude AB = S−1AKS: pokud
násob́ıme zleva matićı AB sloupcový vektor složek zobrazovaného
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vektoru vzhledem k bázi B, matice S nejprve tyto složky ,,přelož́ı”
do kanonických složek. Matice AK provede zobrazeńı (v kanonických
složkách) a na závěr S−1 ,,přelož́ı” výsledek zpět do složek v bázi
B. ∗KV

6.5 Výpočet inverzńı matice

Úkol: Je dána matice

A =




3 −4 5
2 −3 1
3 −5 −1




Určete matici A−1 inverzńı k A.

Řešeńı:

1. Můžeme provést např́ıklad poněkud rozš́ı̌renou Gaussovu elimi-

naci (viz také př́ıklad 4.9). Vedle A naṕı̌seme jednotkovou matici a
upravujeme vzniklou matici 3× 6 řádkovými úpravami na tvar, kdy
je vlevo jednotková matice 3× 3. Zbytek matice je potom A−1.

Metoda vycháźı z toho, že pokud z (A|� ) vytvoř́ıme řádkovými
úpravami matici (B|C), pak plat́ı CA = B. Vyzkoušejte si to nejprve
na matici v druhém řádku a uvědomı́te si, že řádkové úpravy matice
A lze simulovat násobeńım A zleva vhodnou matićı. Když potom
v matici (B|C), která splňuje CA = B, provedeme řádkovou úpravu
popsanou matićı M , dostaneme (MB|MC), a tud́ıž (MC)A =MB
z̊ustane v platnosti.




3 −4 5
2 −3 1
3 −5 −1

1 0 0
0 1 0
0 0 1




−3·(2)+2·(1)→(2)
(1)−(3)→(3)
−→




3 −4 5
0 1 7
0 1 6

1 0 0
2 −3 0
1 0 −1




(2)−(3)→(3)
−→




3 −4 5
0 1 7
0 0 1

1 0 0
2 −3 0
1 −3 1




(2)−7·(3)→(2)
(1)−5·(3)→(1)

−→
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


3 −4 0
0 1 0
0 0 1

−4 −15 −5
−5 18 −7
1 −3 1




1
3 ·((1)+4·(2))→(1)

−→




1 0 0 −8 29 −11
0 1 0 −5 18 −7
0 0 1 1 −3 1


, tedy A−1 =



−8 29 −11
−5 18 −7
1 −3 1


.

2. Jiná možnost je využ́ıt vzorce

(A−1)ij = (−1)i+j detAj,i
detA

(37)

kde Ai,j je determinant matice vzniklé z A vypuštěńım i-tého řádku
a j-tého sloupce (tzv. minoru). Pro (−1)i+j detAj,i se také použ́ıvá
termı́n algebraický doplněk. Ve vzorci 37 si všimněte, že vlevo jsou
indexy i, j a vpravo j, i.

Pro matice 2 × 2 na nás z tohoto vzorce vykukuje Čihákovo

pravidlo ,,prohodit prvky na diagonále, mimo diagonálu obrátit
znaménka a celé dělit determinantem”

(
a b
c d

)−1
=

1

ad− bc

(
d −b
−c a

)
. (38)

Vypoč́ıtáme tedy nejprve detA = −1 a pak determinanty minor̊u
A1,1 = 8, A2,1 = 29, A3,1 = 11, A1,2 = −5, A2,2 = −18, A3,2 = −7,
A1,3 = −1, A2,3 = −3, A3,3 = −1, odkud už je již zřejmě vidět
výsledek. Pro přehled to shrňme

A−1 =
1

−1




∣∣∣∣
−3 1
−5 −1

∣∣∣∣ −
∣∣∣∣
−4 5
−5 −1

∣∣∣∣
∣∣∣∣
−4 5
−3 1

∣∣∣∣

−
∣∣∣∣
2 1
3 −1

∣∣∣∣
∣∣∣∣

3 5
3 −1

∣∣∣∣ −
∣∣∣∣

3 5
2 1

∣∣∣∣
∣∣∣∣
2 −3
3 −5

∣∣∣∣ −
∣∣∣∣

3 −4
3 −5

∣∣∣∣
∣∣∣∣
3 −4
2 −3

∣∣∣∣



.

∗PK

6.6 Modulárńı grupa

Úkol: Uvažujte množinu SL(2,Z) všech matic 2× 2 s celoč́ıselnými
elementy a jednotkovým determinantem.
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a) Ukažte, že je to grupa v̊uči násobeńı: najděte inverzńı matici
k danému prvku SL(2,Z). Ukažte, že libovolné dvě sousedńı
položky v matici jsou nesoudělná č́ısla.

b) Ukažte, že matice

S =

(
◦ −1
1 ◦

)
, A =

(
1 1
◦ 1

)
(39)

jsou generátory této grupy. Muśıte tedy dokázat, že lze libo-
volný prvek grupy psát jako součin (konečně mnoha) matic A
a S.

c) Uvažujte mř́ıžku v komplexńı rovině, neboli množinu bod̊u
G(v1, v2) = {mv1 + nv2, m, n ∈ Z} pro dvě zadaná nenulová
komplexńı č́ısla v1, v2, v1/v2 /∈ R (viz obrázek 11). Ukažte, že
mř́ıžky G(v1, v2) a G(v

′
1, v

′
2), kde

(
v′1
v′2

)
=M

(
v1
v2

)
, M ∈ SL(2,Z)

jsou totožné.

d) Prozkoumejte mř́ıžky G(v1, 1) a zjistěte, z jaké podmnožiny
F komplexńı roviny je třeba brát v1, abychom žádnou mř́ıžku
nedostali dvakrát a zároveň žádnou z mř́ıžek nevynechali.

v1

v2

v′1
v′2 Re

Im

0

Obrázek 11: Mř́ıžka v komplexńı rovině. v′1, v
′
2 odpov́ıdaj́ı repa-

rametrizaci této mř́ıžky popsané matićı M = ( 2 11 1 ).
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Řešeńı: a) Násobeńı matic je asociativńı, jednotková matice tvoř́ı
neutrálńı prvek. Pro matici libovolného rozměru s jednotkovým de-
terminantem a celoč́ıselnými položkami bude nutně i inverzńı matice
celoč́ıselná podle vzorce pro inverzńı matici ,,subdeterminant lomeno
determinant” (vztah 37 v př́ıkladu 6.5). Konkrétně z Čihákova vzorce

(38) (
a b
c d

)−1
=

1

ad− bc

(
d −b
−c a

)

vid́ıme, že inverzńı matice má pro a, b, c, d ∈ Z a ad − bc = 1
také celoč́ıselné položky. Jelikož je ad − bc násobkem libovolného
společného dělitele č́ısel a, b a zároveň má být ad − bc rovno jedné,
muśı být a, b nesoudělná č́ısla (ale stejně tak a, c nebo d, b či d, c).

b) Nyńı chceme ukázat, že je grupa generována maticemi A,S.
Uvědomme si několik věćı. Např́ıklad S2 = − � tj. S4 = � neboli
S−1 = S3. Stejně tak je užitečné vědět, že

AS =

(
1 −1
1 ◦

)
, (AS)2 =

(
◦ −1
1 −1

)
, (AS)3 =

(
−1 ◦
◦ −1

)
,

a tedy ASASAS = − � , násobeńım A−1 zleva SASAS = −A−1.
Tud́ıž inverzńı matice A−1 a S−1 lze źıskat jako součiny A,S. Dı́ky
tomu je zapsáńı M ∈ SL(2,Z) jako součin A,S ekvivalentńı úkol,
jako násobit M maticemi A,S zleva tak, abychom nakonec dostali
jednotkovou matici d́ıky vzorc̊um typu (ABC)−1 = C−1B−1A−1.

Každý sloupec matice M se při násobeńı maticemi zleva chová
jako vektor. Užijeme Euklidova algoritmu pro hledáńı nejvěťśıho

společného dělitele č́ısel a, c (v prvńım sloupci M). Ten spoč́ıvá
v tom, že opakovaně nahrad́ıme větš́ı z č́ısel a, c rozd́ılem |a − c|,
jelikož č́ısla a, c a a − c, c maj́ı stejný největš́ı společný dělitel. Ite-
raćı tohoto kroku, d́ıky němuž očividně č́ısla klesaj́ı, se po konečném
počtu krok̊u jedno č́ıslo vynuluje a druhé udává největš́ı společný
dělitel.

V jazyce matic využijeme toho, že

A−1
(
v1
v2

)
=

(
v1 − v2
v2

)
, S3AS

(
v1
v2

)
=

(
v1

v2 − v1

)
, (40)

S

(
v1
v2

)
=

(
−v2
v1

)
, S2 = −� (41)
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Postupujeme např́ıklad tak, že p̊usobeńım matice S srovnáme rela-
tivńı znaménko a, c, pokud bylo opačné, p̊usobeńım S2 učińıme toto
společné znaménko kladným, pokud bylo záporné. A hlavńı krok
spoč́ıvá v p̊usobeńı jedné z matic A−1 nebo S3AS, kterou nahrad́ıme
větš́ı z č́ısel v1, v2 jejich rozd́ılem, viz (40).

Jelikož počátečńı matice měla a, c nesoudělná, jak jsme řekli
výše, iterováńım kroku z minulého odstavce dostaneme v prvńım
sloupci č́ısla 0, 1. Př́ıpadným p̊usobeńım −S lze přesunout jednotku
do levého horńıho rohu. Determinant všech zmı́něných matic byl ro-
ven jedné, tud́ıž i determinant źıskané matice s prvńım sloupcem
(1, 0)T muśı být roven jedné, d́ıky čemuž i v pravém dolńım rohu
muśı být jednotka. Př́ıpadně nenulové č́ıslo k v pravém horńım rohu
lehce vynulujeme daľśım násobeńım matićı A−k, č́ımž dostaneme
jednotkovou matici.

c) Matice M ∈ SL(2,Z) účinkuje takto:
(
v1
v2

)
7→
(
a b
c d

)(
v1
v2

)
=

(
av1 + bv2
cv1 + dv2

)
=

(
v′1
v′2

)

Uvažujme nyńı nějakou nedegenerovanou (v1/v2 /∈ R) mř́ıžku
G(v1, v2) v C. Nahrazeńım (v1, v2) dvojićı (v′1, v

′
2) dostaneme pro

M ∈ SL(2,Z) tutéž mř́ıžku, jelikož je každý prvek nové mř́ıžky i
celoč́ıselnou kombinaćı v1, v2, nebot’ M je celoč́ıselná. Totéž plat́ı i
naopak, jelikož i M−1 je celoč́ıselná.

Při přechodu od (v1, v2) k (v′1, v
′
2) jsme tedy jen změnili ge-

nerátory mř́ıžky, což lze chápat také jako reparametrizaci mř́ıžky,
neboli změnu souřadnic bod̊u mř́ıžky (č́ıslam,n v definici). Všimněte
si podobnosti se změnou báze vektorového prostoru.

Podmı́nka detM = 1 má ještě jeden vedleǰśı d̊usledek, totiž
že objem elementárńı cely (obsah rovnoběžńıku vymezeného body
0, v1, v2, v1 + v2) z̊ustane při transformaci nezměněn.

d) Definujme nejprve ekvivalenci mezi mř́ıžkami tak, že výše defi-
novaná mř́ıžka daná č́ısly v1, v2 ∈ C je konformně ekvivalentńı všem
mř́ıžkám generovaným κv1, κv2, kde κ ∈ C \ {0}, jinak řečeno všem
otočeným a zvětšeným či zmenšeným mř́ıžkám. Všechny mř́ıžky
jsou potom konformně ekvivalentńı nějaké mř́ıžce G(v1, 1) nebo ji-
nak řečeno všechny mř́ıžky se stejnou hodnotou τ = v1/v2 jsou
konformně ekvivalentńı.
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Některé mř́ıžky s r̊uzným τ jsou ale také konformně ekvivalentńı.
Je ještě totiž třeba ztotožnit r̊uzné mř́ıžky, pro které

τ ′ ≡ v′1
v′2

=
av1 + bv2
cv1 + dv2

=
aτ + b

cτ + d

pro nějakou matici M z SL(2,Z). Budeme tedy hledat největš́ı ta-
kovou oblast F v C (množinu všech τ), pro kterou τ ′ (M 6= Id) lež́ı
vždy mimo tuto oblast.

Vezměme si nějakou mř́ıžku. Nalezneme nejkratš́ı (podle abso-
lutńı hodnoty) nenulový prvek této mř́ıžky, označme toto komplexńı
č́ıslo v2. Nejkratš́ı vektor z těch na v2 nezávislých označme v1.
Znaménko v1 volme tak, aby pod́ıl τ = v1/v2 měl kladnou ima-
ginárńı část. Dı́ky tomu, že v2 je nejkratš́ı, zjevně plat́ı |τ | ≥ 1 a
také |Re τ | ≤ 1

2 , jinak by totiž jedno z č́ısel v1±v2 mělo menš́ı abso-
lutńı hodnotu než v1. Představte si v2 = 1, potom v1±v2 má stejnou
imaginárńı část jako v1, ovšem reálnou část má jedno z těchto č́ısel
menš́ı než v1, pokud bylo |Re τ | > 1

2 .

1

1
2− 12

Im

0 Re

Obrázek 12: Funda-
mentálńı doména
mř́ıžky.

Tyto nerovnosti |τ | ≥ 1, 2|Re τ | ≤ 1,
Im τ > 0 ohraničuj́ı fundamentálńı doménu

F grupy ze zadáńı (viz obrázek 12). Toto
tvrzeńı znamená, že je-li v2 = 1, pak pro
všechna v1 ∈ F dostaneme r̊uzné (a také sa-
mozřejmě konformně neekvivalentńı) mř́ıžky,
zat́ımco pro v1 /∈ F dostaneme tutéž mř́ıžku
pouze definovanou nějakým jiným v1 ∈ F .

Grupa SL(2,Z) se nazývá často modu-

lárńı grupou, jde tedy o grupu všech ne-
triviálńıch reparametrizaćı mř́ıžky Γ ∈ C re-
spektive reparametrizaćı toru36 C/Γ. Tato
grupa se objevuje na mnoha mı́stech v kvan-
tové teorii pole a v teorii strun: dualitová revoluce v posledńıch
pěti letech 20. stolet́ı ve skutečnosti ukázala, že tyto napohled zcela
odlǐsné výskyty jsou často ekvivalentńı. ∗LM

36T́ım mysĺıme množinu C ,,modulo” v1, v2, to znamená rovnoběžńık {mv1 +
nv2|m,n ∈ 〈0; 1)}, v němž ztotožńıme rovnoběžné strany. Pokud bychom
ztotožněné strany slepili k sobě, vznikl by při prvńım lepeńı plášt’ válce a při
druhém torus. To odpov́ıdá fyzikálně dvourozměrnému systému s periodickými
okrajovými podmı́nkami.
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6.7 Fisherova nerovnost

Úkol: Necht’ B je systém k-prvkových podmnožin n-prvkové mno-
žiny A ( 2 ≤ k < n). Necht’ každá dvouprvková podmnožina A je
obsažena v právě λ ≥ 1 množinách systému B. Označme b = |B| a
E matici typu n× b takovou, že Eij = 1 právě tehdy když i-tý prvek
množiny A je obsažen v j-té množině systému B, jinak Eij = 0
(tedy sloupce E popisuj́ı jednotlivé množiny systému). Ukažte, že
EET =

(
kb
n − λ

)
� + λJ , kde J je matice samých jedniček. Odtud

dokažte, že b ≥ n; tato nerovnost se nazývá Fisherova nerovnost.
Návod: užijte dvoj́ı poč́ıtáńı.

Řešeńı: Dle definice matice E je hodnota prvku matice EET

o souřadnićıch (i, j) (i 6= j) počet množin systému B, ve kterých
je i-tý a j-tý prvek množiny A zároveň. Jeho hodnota je tedy λ.
Součet kvadrát̊u prvk̊u v i–tém řádku matice E (označme jej ni)
je i–tý prvek na diagonále EET a udává počet množin systému B,
které obsahuj́ı i–tý prvek množiny A.

Každý prvek množiny A je obsažen v n − 1 r̊uzných dvojićıch
prvk̊u (množiny A). Každá množina systému B, která tento prvek
obsahuje, obsahuje k−1 r̊uzných dvojic s t́ımto prvkem. Zafixujme si
jeden prvek ai ∈ A. Spoč́ıtejme, kolikrát se v množinách B vyskytuje
nějaká dvojice s ai. Na jednu stranu v́ıme, že každá dvojice z A se
v systému B vyskytuje právě λ–krát. Dvojic v A obsahuj́ıćıch ai je
n − 1, tedy v B napoč́ıtáme takových dvojic λ(n − 1). Na druhou
stranu je v každé množině B, která obsahuje ai, celkem k− 1 dvojic
s ai. Tedy je v množinách B celkem ni(k−1) dvojic s ai. Určili jsme
takto ni = λ(n− 1)/(k− 1) pomoćı postupu zvaného dvoj́ı poč́ıtáńı.

Matici EET lze tedy zapsat ve tvaru (λn−1k−1 − λ)� + λJ . Podle

př́ıkladu 9.3 má taková matice jednonásobné vlastńı č́ıslo λn−1k−1 −λ+
nλ = λ(n− 1) k

k−1 6= 0 a (n− 1)-násobné vlastńı č́ıslo λn−1k−1 − λ 6= 0

(nenulovost plyne z n > k). Matice EET je tedy regulárńı, a tedy
hodnost matice E muśı být alespoň n (h(AB) ≤ min{h(A), h(B)}).
Potom ale nutně muśı platit b ≥ n.

Jiným dvoj́ım poč́ıtáńım zjist́ıme, že každý prvek A je obsažen
v kb

n množinách systému B. Označme tento neznámý počet opět ni
(v́ıme ale již, že ni je pro všechny prvky, tedy i, stejné) a vytvořme
množinu BB sjednoceńım všech množin systému B, přičemž prvky
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BB se opakuj́ı, podle počtu výskytu v množinách z B. Počet prvk̊u
BB je roven jednak nin (každý prvek se ni-krát opakuje), ale taky kb
(B obsahuje b množin po k prvćıch). Srovnáńım těchto výraz̊u máme
ni = kb/n. Tedy vskutku plat́ı také vyjádřeńı EET =

(
kb
n − λ

)
� +

λJ . ∗DK

6.8 Cykličnost stopy

Úkol: Vı́me, že stopa má vlastnost cykličnosti, tj. plat́ı, že TrAB =
TrBA. Jak je to pro součin v́ıce než dvou matic (třeba TrABC)?
Lze z cykličnosti odvodit, že m̊užeme matice v součinu libovolně
permutovat?

Řešeńı: Z cykličnosti plyne, že pokud prvńıch několik matic
v součinu označ́ıme jako A a zbylé jako B, plat́ı:

Tr(IJK︸ ︷︷ ︸
A

LMNO︸ ︷︷ ︸
B

) = TrAB = TrBA = Tr(LMNOIJK)

a obdobně lze pokračovat dále. Permutaci tohoto typu nazvěme ,,blo-
kovou transpozićı” (prohozeńı dvou blok̊u) a zaj́ımá nás tedy, jaké
permutace lze źıskat skládáńım blokových transpozic n-prvkové po-
sloupnosti (p̊ujde o nějakou podgrupu Sn — grupy všech permutaćı
na n prvćıch), př́ıpadně zda lze takto źıskat všechny permutace.

Pohled’me na blokovou transpozici na n-prvkové posloupnosti,
kde prvńı blok má m prvk̊u a druhý pak n − m. Prohozeńım se
druhý blok posune doleva o m a prvńı posune doprava o n − m,
což, chápeme-li posun cyklicky, je také posun doleva o m. Tato blo-
ková transpozice je tedy vlastně cyklická permutace o m, stejně tak
jakékoli složeńı blokových transpozic je nějaká cyklická permutace,
nebot’ tyto permutace tvoř́ı grupu. Grupa cyklických permutaćı je
izomorfńı Zn — množině {0, . . . , n− 1} se sč́ıtáńım modulo n. Tato
grupa je ovšem obvykle menš́ı než grupa Sn, protože má n prvk̊u
oproti n! prvk̊um grupy Sn. Pro součin v́ıce než dvou matic tedy
z cykličnosti stopy neplyne, že by matice v součinu bylo možno li-
bovolně permutovat. (Najděte konkrétńı př́ıklad, kdy to skutečně
nelze.)

Zjistili jsme tedy, že cykličnost stopy znamená jej́ı invarianci v̊uči
cyklickým permutaćım, odtud zřejmě název. Tuto invarianci můžeme
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též uvidět, když si naṕı̌seme vzorec pro stopu součinu v́ıce matic,
třeba

TrABCD =
∑

i,j,k,l

aijb
j
kc
k
ld
l
i .

Obecněji pro součin n matic A1, . . . , An, Ai = (ai)
l
k, k, l =

1, . . . ,m můžeme psát

Tr

n∏

i=1

Ai =
∑

P

n∏

i=1

(ai)
P (i)

P (i+1)

kde P jsou ,,uzavřené procházky po indexech”, tj. posloupnosti in-
dex̊u37 z množiny {1, . . . ,m} délky n+1, jejichž prvńı a posledńı pr-
vek je stejný (proto jsou uzavřené), a suma je přes všechny procházky
tohoto typu.

Tento vzorec neńı invariantńı v̊uči libovolné permutaci matic.
Sousedńı matice jsou v něm totiž ,,svázány” t́ım, že se sč́ıtá přes
jejich společné indexy, což by se obecnou permutaćı porušilo. Protože
matice jsou takto ,,svázány” do kruhu (nebot’ prvńı je ,,svázána”
s posledńı), neporuš́ı se vzorec cyklickou permutaćı. Viz též kapitolu
20, úlohu ,,jak rozsadit hosty u kulatého stolu”. ∗PC

37Indexy se mohou i opakovat.
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7 Lineárńı algebra pro grafiky

Pro úspěšné zdoláńı této kapitoly je vhodné mı́t alespoň základńı
znalosti z teorie graf̊u. Většinu potřebných pojmů z tohoto oboru
sice v následuj́ıćım textu vysvětlujeme, pokud by to však čtenáři
nepostačovalo, doporučujeme prolistovat libovolnou učebnici teorie
graf̊u, např. [MatNeš].

Graf G je množina vrchol̊u V (G) spolu s množinou hran E(G),
tedy dvojic r̊uzných prvk̊u z V (G), o kterých si představujeme, že je
hrana spojuje. Graf může být také orientovaný, pak jsou prvky E(G)
uspořádané dvojice, a dva vrcholy tedy mohou být spojeny ve směru
i→ j, j → i či i↔ j, nebo nemuśı být spojeny v̊ubec. Stupeň vrcholu

je počet všech hran, které z něho vycházej́ı (plus těch, které vcházej́ı,
u orientovaných graf̊u). Graf je souvislý, pokud lze mezi libovolnými
dvěma vrcholy přej́ıt po hranách. Pokud graf neńı souvislý, rozpadá
se přirozeně na komponenty souvislosti (přesná definice komponenty
souvislosti je ,,každý maximálńı souvislý podgraf”). Graf se nazývá
bipartitńı, pokud lze jeho vrcholy rozdělit do dvou množin (partit )
tak, že žádné dva vrcholy z jedné množiny nejsou spojeny hranou.
Podobně definujeme n-partitńı grafy (děĺıme vrcholy do n skupin).
Strom je souvislý graf, který neobsahuje cyklus.

7.1 Je to strom nebo neńı to strom?

Úkol: Necht’ G je orientovaný graf na n ≥ 2 vrcholech s n − 1
hranami. Označme A matici typu n× (n− 1) takovou, že Aij = −1,
pokud hrana j vycháźı z vrcholu i, Aij = 1, pokud hrana j vcháźı
do vrcholu i a Aij = 0 jinak. Necht’ A′ je matice, která vznikne z A
vynecháńım prvńıho řádku. Dokažte, že A′ je singulárńı právě tehdy,
pokud G obsahuje cyklus; to je v našem př́ıpadě ekvivalentńı tomu,
že G neńı strom, a také tomu, že G neńı souvislý. Nav́ıc, pokud A′

neńı singulárńı, potom plat́ı |detA′| = 1.

Řešeńı: Necht’ G obsahuje kružnici; můžeme zvolit takovou, která
sama sebe nekř́ıž́ı. Označme w vektor řádu n − 1, jehož nenulové
složky jsou pouze na pozićıch hran lež́ıćıch na této kružnici. Zvolme
si směr ob́ıháńı po této kružnici a za každou hranu na této kružnici,
která jde po směru (resp. proti směru) ob́ıháńı, naṕı̌seme do w do
př́ıslušné složky 1 (resp. −1). Potom A′w je nulový vektor: aby mohla
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být j-tá složka vektoru w a zároveň i i-tého řádku A′ nenulová, muśı
i-tý vrchol ležet na zvolené kružnici a muśı j́ım procházet j-tá hrana.
Pro daný bod to bud’to neńı žádná hrana, nebo jsou to právě dvě
hrany. V každém př́ıpadě (obě dovnitř; obě ven; jedna ven a jedna
dovnitř) je složkový součin w s i-tým řádkem A′ roven nule. Je tedy
A′w = 0, a tud́ıž muśı být matice A′ singulárńı.

Necht’ naopak G neobsahuje kružnici, a je tedy strom (vzhledem
k počtu hran nelze v takovém př́ıpadě sestrojit nesouvislý graf). Je-
li n = 2, je tvrzeńı zřejmé, necht’ tedy n > 2. Protože G je strom,
obsahuje alespoň dva vrcholy stupně jedna. Alespoň jeden z těchto
vrchol̊u, označme ho v, odpov́ıdá některému z řádk̊u matice A′. Po-
dle tohoto řádku, který obsahuje pouze jediný nenulový prvek, lze
determinant matice A′ rozvinout — vzniklá matice A′′ odpov́ıdá
grafu G′, který vznikne z G vynecháńım vrcholu v. Tento graf je
také strom: cyklus jsme nepřidali, ani jsme graf neroztrhli na dvě
nesouvislé části. Nyńı řekneme, že d̊ukaz vedeme indukćı dle počtu
vrchol̊u grafu G; dle indukčńıho předpokladu plat́ı |detA′′| = 1 a
tedy |detA′| = |± 1||detA′′| = 1, č́ımž je tvrzeńı př́ıkladu dokázáno.

∗DK

7.2 Laplaceova matice

Úkol: Necht’ G je orientovaný graf s n vrcholy a m hranami. Necht’

B označuje matici typu n ×m takovou, že Bij = −1, pokud hrana
j vycháźı z vrcholu i, Bij = 1, pokud hrana j vcháźı do vrcholu i,
Bij = 0 jinak.
Označme dále Q matici typu n×n takovou, že Qii je rovno stupni

vrcholu i, Qij = −1 pokud je vrchol i spojený hranou s vrcholem j
a Qij = 0 jinak. Tato matice se nazývá Laplaceova.
Dokažte, že Q je singulárńı a Q = BBT . Označme Q′ matici,

která vznikne vynecháńım prvńıho řádku a sloupce z matice Q a B ′

matici, která vznikne vynecháńım prvńıho řádku z matice B. Potom
plat́ı Q′ = B′B′T .

Řešeńı: Vztah Q = BBT je zřejmý, pokud si uvědomı́me, že Qij =
bi ·bj , kde bi je i-tý řádek matice B. Uvažme vektor wT = (1, . . . , 1).
Potom Qw je nulový vektor, a matice Q je tedy singulárńı. Vztah
Q′ = B′B′T je též zřejmý. ∗DK
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7.3 Počet koster

Úkol: Dokažte, že v orientovaném grafu G s n ≥ 2 vrcholy se skrývá
právě detQ′ r̊uzných koster. Q′ je Laplaceova matice bez prvńıho
řádku a prvńıho sloupce (viz př́ıklad 7.2). Kostra grafu je jeho li-
bovolný podgraf, který je strom. Návod: použijte př́ıklady 7.1, 7.2,
8.8.
Pomoćı tohoto vzorce pak určete počet koster úplného grafu, tedy

grafu, kde každé dva vrcholy jsou spojeny hranami v obou směrech.

Řešeńı: Nejprve se budeme věnovat graf̊um, které maj́ı alespoň n−1
hran. Podle Cauchyovy–Binetovy věty (př́ıklad 8.8), je determinant
matice Q′ roven součtu kvadrát̊u determinant̊u všech podmatic ma-
tice B′ s n− 1 sloupci. Tyto podmatice odpov́ıdaj́ı (bijektivně) pod-
graf̊um grafu G s právě n − 1 hranami a podle př́ıkladu 7.1 maj́ı
determinanty ±1 právě tehdy, pokud je tento podgraf strom, tedy
je kostrou grafu G; jinak je jejich hodnota nula. Tedy determinant
matice Q′ je roven počtu podgraf̊u grafu G, které jsou stromy, neboli
je roven počtu koster grafu G.

Nyńı obrát́ıme pozornost ke graf̊um s méně jak n − 1 hranami.
Takový graf G nemá žádnou kostru (nebot’ neńı souvislý), a tedy
stač́ı ukázat singularitu matice Q′. Hodnost matice B′ je nejvýše
n− 2 (tolik má nejvýše sloupc̊u). Tedy hodnost matice Q′ je nejvýše
n−2 dle věty o hodnosti součinu matic a tedy matice Q′ je singulárńı.
Jej́ı determinant je tedy nula, což je i počet podgraf̊u grafu G, které
jsou stromy.

Je-li G úplný graf, potom Q′ = n � − J , kde � je jednotková
matice a J matice ze samých jedniček, obě jsou řádu n − 1. Podle
výsledk̊u př́ıkladu 9.3 má matice Q′ dvě vlastńı č́ısla: (n−2)-násobné
n a jednonásobné n− (n− 1) = 1. Determinant matice je součinem
jej́ıch vlastńıch č́ısel (braných v jejich algebraické násobnosti) a tedy
plat́ı detQ′ = nn−2. Počet koster úplného grafu na n vrcholech je
tedy nn−2. ∗DK

7.4 Prostor cykl̊u grafu

Úkol: OznačmeGE množinu eulerovských podgraf̊u souvislého grafu
G, čili podgraf̊u, jejichž všechny vrcholy maj́ı sudé stupně. Uvažme
Zm2 , kde m je počet hran G, a ztotožněme přirozeným zp̊usobem
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vektory tohoto prostoru s podgrafy grafu G. Označme E množinu
vektor̊u reprezentuj́ıćıch podgrafy z GE . Dokažte, že E je vektorový
podprostor a je algebraickým doplňkem38 množiny S, obsahuj́ıćı vek-
tory odpov́ıdaj́ıćı podgraf̊um Sv, kde v jsou vrcholy grafu G (vše nad
tělesem Z2). Podgraf Sv obsahuje právě ty hrany grafu G, které jsou
incidentńı39 s vrcholem v. Odtud dokažte, že dimenze E je m−n+1,
kde n je počet vrchol̊u grafu G.

Řešeńı: E je vektorový podprostor (nad Z2, tedy 1+ 1 = 0), nebot’

obsahuje nulový vektor (prázdný podgraf je eulerovský) a součet
dvou jeho libovolný vektor̊u mu také nálež́ı (symetrická diference
dvou eulerovských graf̊u je eulerovský graf). Necht’ w ∈ E a sv je
vektor odpov́ıdaj́ıćı libovolnému podgrafu Sv. Potom počet nenu-
lových složek v součtu

∑m
i=1 wi(s

v)i je roven stupni vrcholu v v pod-
grafu odpov́ıdaj́ıćım vektoru w, a je tedy sudý, neboli nulový (mo-
dulo dvě). Nav́ıc, každý vektor w, který splňuje výše uvedenou rov-
nost pro všechny sv, nutně odpov́ıdá nějakému eulerovskému podg-
rafu. Tedy E je právě algebraickým doplňkem S. Pokud ukážeme, že
dimL(S) = n−1, obdrž́ıme okamžitě dimE = m−(n−1) = m−n+1.

Dimenze S je nejvýše n − 1, nebot’
∑
v sv je nulový vektor, a

tedy vektory v S nejsou lineárně nezávislé. Necht’ W je libovolná
neprázdná podmnožina vrchol̊u, jej́ıž mohutnost je nejvýše n − 1.
Potom

∑
v∈W sv (to je obecná lineárńı kombinace nad Zm2 ) má ne-

nulovou složku na mı́stě hrany, spojuj́ıćı některý z vrchol̊u z W
s některým z vrchol̊u mimo W . Tedy vskutku libovolných (nejvýše)
n−1 vektor̊u množiny S je lineárně nezávislých a tedy dimS = n−1.

∗DK

7.5 Spektrum matice incidence grafu

Úkol: Necht’ IG je matice incidence grafu G o n vrcholech, tj.
(IG)ij = 1 právě tehdy, když vrchol i je spojený hranou s vrcho-

38Algebraický doplněk množiny M tvoř́ı všechny ty vektory, které maj́ı s li-
bovolným vektorem z M nulový složkový součin. Pokud by byl složkový součin
skalárńım součinem (např́ıklad v Rn), stal by se z algebraického doplňku or-
togonálńı doplněk. Tvrzeńı, že součet dimenze L(M) a dimenze algebraického
doplňku je dimenze celého prostoru, je pouze variace na téma dimenze jádra plus
dimenze obrazu.

39Vcházej́ıćı či vycházej́ıćı.
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lem j; prvky na jej́ı diagonále jsou nulové. Určete vlastńı č́ısla a
vlastńı vektory matice incidence pro následuj́ıćı grafy:

1. Matice úplného grafu (na n vrcholech).

2. Matice úplného bipartitńıho grafu s partitami o velikostech m
a k (samozřejmě muśı být m+ k = n).

3. Matice cyklu na n vrcholech. Matici ICn vyjádřete jako součet
matic A a B (viz ńıže) a povšimněte si, že An−1 = B.

A =




0 1 0 . . . 0

0 0 1
...

...
...
. . . 0

0 0 0 1
1 0 . . . 0 0



, B =




0 0 . . . 0 1
1 0 0 0

0 1
. . .

...
... 0 0
0 . . . 0 1 0




Řešeńı: Předevš́ım si povšimněme, že matice incidence grafu jsou
matice symetrické, a tedy jejich vlastńı č́ısla jsou reálná a z je-
jich vlastńıch vektor̊u lze sestavit ortogonálńı bázi. Protože je stopa
těchto matic nulová, sč́ıtaj́ı se vlastńı č́ısla matic incidence na nulu.
Rozeberme nyńı matice incidence ze zadáńı př́ıkladu:

1. K nalezeńı vlastńıch č́ısel matice lze použ́ıt výsledk̊u př́ıkladu
9.3 (o determinantu matice x� + yJ ; zde x = −1, y = 1). Nale-
zeńı vlastńıch č́ısel a vektor̊u této matice je však snadné i bez tohoto
př́ıkladu: matice má jednoduché vlastńı č́ıslo n−1, kterému odpov́ıdá
vlastńı vektor (1, . . . , 1), a (n− 1)-násobné vlastńı č́ıslo −1, kterému
odpov́ıdá libovolný vektor kolmý na vektor (1, . . . , 1), tj. např. vek-
tory tvaru (0, . . . , 0, 1,−1, 0, . . . , 0).
2. Pro větš́ı názornost oč́ıslujeme vrcholy tak, aby bylo za sebou
nejprve všechm vrchol̊u z prvńı partity a pak následovalo zbývaj́ıćıch
k vrchol̊u z druhé partity. Matice incidence pak má blokový tvar

IG =

(
0 (m×m) 1 (m× k)
1 (k ×m) 0 (k × k)

)
, (42)

bloky maj́ı velikost uvedenou vždy v závorkách a jsou v nich bud’

samé nuly, nebo samé jedničky. Tato matice incidence má (n − 2)-
násobné vlastńı č́ıslo nula, kterému odpov́ıdaj́ı vlastńı vektory tvaru
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(0, . . . , 0, 1,−1, 0, . . . , 0) s dvěma nenulovými složkami na mı́stech
odpov́ıdaj́ıćıch dvěma vrchol̊um v téže partitě.

Zbývaj́ıćı dvě vlastńı č́ısla jsou potom
√
mk a −

√
mk a k nim

př́ısluš́ı vlastńı vektory (
√
k, . . . ,

√
k,
√
m, . . . ,

√
m) a (

√
k, . . . ,

√
k,

−√m, . . . ,−√m).

3. Povšimněme si nejprve, že An je jednotková matice — pokud se
vám nechce násobit matice, rozmyslete si, co se stane, když za se-
bou n–krát posuneme složky n–složkového vektoru o jednu nahoru.
Vlastńı č́ısla matice A mohou být tedy pouze n-té komplexńı od-
mocniny jedničky; ukážeme, že mezi vlastńımi č́ısly žádná nechyb́ı.
Existuj́ı totiž následuj́ıćı vlastńı vektory (a k nim př́ıslušná vlastńı
č́ısla)

εk = exp (2πik/n) , k = 0, . . . , n− 1, vk = (1, εk, . . . , ε
n−1
k ) .

Vektor Avk je totiž vektor, v němž cyklicky posuneme všechny složky
o jednu nahoru. Vlastńı č́ısla matice B jsou (n − 1)-té mocniny
vlastńıch č́ısel matice A (jelikož An−1 = B), vlastńı vektory se
shoduj́ı. Vlastńı č́ısla matice A + B jsou pak součtem př́ıslušných
vlastńıch č́ısel matic A a B a maj́ı tedy hodnotu λk = 2 cos 2πk/n,
k = 0, . . . , n− 1.

Všimněte si, že mezi λk je kromě jedničky (λ0) — a pro n sudé
také kromě λn/2 = −1 — každé č́ıslo dvakrát (λk = λn−k). To
znamená, že všechna tato vlastńı č́ısla budou dvojnásobná. Za bázi
vlastńıho podprostoru k λk lze zvolit např́ıklad vektory vk, vn−k.
Symetrie (reálné) matice A+B nám ale zaručuje, že lze zvolit bázi
z reálných vektor̊u. Když si všimneme, že λk = λn−k, v́ıme automa-
ticky, že vk = vn−k a pak už neńı těžké vymyslet

1

2
(vk + vk) =

(
1, cos 2πk/n, . . . , cos 2π(n− 1)k/n

)
,

1

2i
(vk − vk) =

(
0, sin 2πk/n, . . . , sin 2π(n− 1)k/n

)
.

∗DK

7.6 Vlastnosti matice incidence grafu

Úkol: Označme IG matici incidence grafu G s n vrcholy (definici viz
v př́ıkladu 7.5). Dokažte následuj́ıćı tvrzeńı.
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1. Všechna jej́ı vlastńı č́ısla jsou reálná. Nav́ıc pro všechna vlastńı
č́ısla je jejich geometrická a algebraická násobnost stejná.

2. Všechna jej́ı vlastńı č́ısla jsou v absolutńı hodnotě menš́ı nebo
rovna maximálńımu stupni v grafu G.

3. Existuje vlastńı vektor s nezápornými složkami př́ıslušej́ıćı
největš́ımu vlastńımu č́ıslu. Použijte výsledk̊u př́ıkladu 14.1.

4. Největš́ı vlastńı č́ıslo je alespoň velikost minimálńıho stupně
v grafu G.

5. Pokud je největš́ı vlastńı č́ıslo v́ıcenásobné, potom je graf G
nesouvislý. Dokažte, že opačná implikace nemuśı platit.

6. Určete největš́ı vlastńı č́ıslo a k němu př́ıslušný vlastńı vektor
pro d-regulárńı graf (každý vrchol je spojen právě s d ostatńımi
vrcholy).

7. Pokud je graf G bipartitńı a λ je jeho vlastńı č́ıslo, potom i −λ
je jeho vlastńı č́ıslo. Nav́ıc násobnost vlastńıch č́ısel λ a −λ je
stejná.

Řešeńı:

1. Matice incidence jsou symetrické, a tedy algebraické a geomet-
rické násobnosti jejich vlastńıch č́ısel se shoduj́ı a jejich vlastńı č́ısla
jsou reálná. Nav́ıc z jejich vlastńıch vektor̊u lze sestavit ortogonálńı
bázi.

2. Pokud by λ bylo vlastńı č́ıslo matice incidence větš́ı než ma-
ximálńı stupeň v grafu, potom by byla matice IG − λ� ostře diago-
nálně dominantńı, tedy regulárńı (definici a d̊ukaz viz v př́ıkladu 1.4
či 9.2). Pak ale λ nemůže být vlastńım č́ıslem matice IG.

3. Za vektor x z př́ıkladu 14.1 budeme volit postupně prvky
kanonické báze. Všechny takto vytvořené posloupnosti obsahuj́ı
nezáporné vektory (nebot’ matice IG má nezáporné elementy). Mo-
hou nastat dva př́ıpady. Bud’ některá z posloupnost́ı konverguje
k vlastńımu vektoru odpov́ıdaj́ıcmu největš́ımu kladnému vlastńımu
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č́ıslu (λmax) matice incidence a pak jsme hotovi. Nebo mohla mı́t ma-
tice IG také vlastńı č́ıslo −λmax, ale pak alespoň jedna z posloupnost́ı
má dva hromadné body, jejichž součet je vlastńı vektor k λmax.

4. Označme v1 nezáporný vektor př́ıslušej́ıćı největš́ımu vlastńımu
č́ıslu λ1. Pokud je λ1 nulové (a přitom největš́ı), muśı být všechna jej́ı
vlastńı č́ısla nulová (nebot’ stopa IG je nula), a tedy je IG nulová a
uvažovaný graf je tvořen pouze izolovanými vrcholy. Tvrzeńı př́ıkladu
je v tomto př́ıpadě triviálńı.

Necht’ nadále λ1 > 0. Necht’ i0 je složka vektoru v1 s nejmenš́ı
nenulovou hodnotou a necht’ I je množina index̊u, které odpov́ıdaj́ı
vrchol̊um, které lež́ı ve stejné komponentě souvislosti jako i0. Zřejmě
(v1)i ≥ (v1)i0 pro i ∈ I; žádná z těchto složek totiž nemůže být
nulová40, nebot’ jejich vrcholy lež́ı ve stejné komponentě souvislosti
jako vrchol odpov́ıdaj́ıćı i0. Označme δ minimálńı stupeň v grafu G.
Potom plat́ı

λ1(v1)i0 = (IGv1)i0 ≥
∑

i∈N(i0)
(v1)i ≥ δ(v1)i0 ,

sč́ıtá se přes sousedy vrcholu odpov́ıdaj́ıćıho i0. Odtud pak již př́ımo
plyne λ1 ≥ δ.

5. Označme v1 a v2 lineárně nezávislé vlastńı vektory př́ıslušej́ıćı
vlastńımu č́ıslu λ1 > 0 (př́ıpad λ1 = 0 je triviálńı). Bez újmy na
obecnosti lze předpokládat, že v1 je nezáporný, a že vektor v2 ob-
sahuje nějaké kladné složky. Uvažme nyńı vektor v = v1 − αv2, kde
α je největš́ı kladné č́ıslo takové, že vektor v je ještě nezáporný.
Některé složky v jsou nulové (jinak lze zvolit α větš́ı), ale ne všechny
jeho složky (v1 a v2 jsou lineárně nezávislé). Žádný z vrchol̊u, jehož
složka ve v je nulová, nemůže být spojen cestou s kterýmkoli vr-
cholem, jehož složka je ve v nenulová; jinak by totiž nemohlo platit
λ1v = IGv. Potom ale tyto vrcholy lež́ı v r̊uzných (ne nutně dvou)
komponentách grafu, a tedy uvažovaný graf neńı souvislý.

Protipř́ıklad k opačnému tvrzeńı (k bodu 5) najděte sami, stač́ı
uvažovat vhodný graf se třemi vrcholy.

40To je netriviálńı tvrzeńı. Nejprve ukažte, že nenulové složky muśı mı́t všichni
sousedé i0, pak sousedé soused̊u, atd.; použijete přitom bod 3 tohoto př́ıkladu.
My budeme toto tvrzeńı potřebovat ve skutečnosti jen pro sousedy.
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6. Největš́ı vlastńı č́ıslo je d (d́ıky bod̊um 2 a 4 nemůže být ani
větš́ı ani menš́ı) a odpov́ıdaj́ıćı vlastńı vektor je (1, . . . , 1).

7. Necht’ v je vlastńı vektor př́ıslušný k vlastńımu č́ıslu λ. Změňme
znaménko u všech složek vektoru v, které odpov́ıdaj́ı vrchol̊um
v jedné z partit; takto źıskáme vektor v ′. Potom IGv ′ = −λv ′ (viz
též př́ıklad 7.5, bod 2), a tedy i −λ je vlastńım č́ıslem matice inci-
dence. Z postupu d̊ukazu je též vidět, že se násobnosti vlastńıch č́ısel
λ a −λ shoduj́ı. Existuje totiž izomorfismus př́ıslušných vlastńıch
podprostor̊u (toto zobrazeńı spoč́ıvá v záměně znamének u složek
odpov́ıdaj́ıch vrchol̊um v jedné z partit). ∗DK

7.7 Spektrum matice incidence Petersenova grafu

Úkol: Najděte vlastńı č́ısla matice incidence Petersenova grafu. Pe-
tersen̊uv graf je graf na deseti vrcholech, které ztotožňujeme s dvou-
prvkovými podmnožinami množiny {1, 2, 3, 4, 5}. Dva vrcholy jsou
v tomto grafu spojeny hranou právě tehdy, když jim přǐrazené
množiny jsou disjunktńı. (Návod: Zkoumejte druhou mocninu matice
incidence tohoto grafu.)

Řešeńı: Označme matici incidence Petersenova grafu IP . Petersen̊uv
graf je 3-regulárńı (každý vrchol má stupeň 3). Tedy podle př́ıkladu
7.6 je největš́ı vlastńı č́ıslo IP tři a je jednonásobné, protože Pe-
tersen̊uv graf je souvislý. Dva sousedńı vrcholy v Petersenově grafu
nemaj́ı žádného společného souseda a dva nesousedńı vrcholy maj́ı
právě jednoho. Odtud plyne (stač́ı si rozmyslet, jak se matice násob́ı),
že plat́ı I2P = J+2 � −IP , kde J je matice tvořená samými jedničkami.
Přepǐsme výše uvedenou rovnost do tvaru

I2P + IP − 2 � = J .

Matice J má vlastńı vektor ze samých jedniček (k jednonásobnému
vlastńımu č́ıslu 10), ten je vlastńım vektorem i IP a � . Tento vektor
má u IP vlastńı č́ıslo 3. Všimněte si, že posledńı rovnice odpov́ıdá
po násobeńı t́ımto vlastńım vektorem zprava rovnici 9 + 3− 2 = 10.

Ostatńı vlastńı vektory všech zkoumaných matic jsou na něj
kolmé (všechny tyto matice jsou symetrické) a tedy lež́ı ve vlastńım
podprostoru matice J (viz př́ıklad 9.3) odpov́ıdaj́ıćımu vlastńımu
č́ıslu 0 (v něm lež́ı právě vektory, které jsou kolmé na vektor tvořený
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samými jedničkami). Tedy pro vlastńı č́ıslo λ matice IP muśı platit:
λ2 + λ− 2 = 0 a tedy λ ∈ {1,−2}.

Nyńı si uvědomı́me, že stopa matice IP je nulová, a tedy součet
všech jej́ıch vlastńıch č́ısel (braných v násobnostech) je nula. Zároveň
muśı být součet násobnost́ı deset. Těmto dvěma podmı́nkám vy-
hov́ıme jen tehdy, pokud má matice IP jednoduché vlastńı č́ıslo 3,
pětinásobné 1 a čtyřnásobné −2. ∗DK

7.8 Rozklad úplného grafu na tři Petersenovy
grafy

Úkol: S využit́ım výsledk̊u př́ıkladu 7.7 dokažte, že úplný graf na
deseti vrcholech nelze zapsat jako sjednoceńı tř́ı (disjunktńıch) Pe-
tersenových graf̊u.

Řešeńı: Dokazujme sporem. Předpokládejme, že I1, I2 a I3 jsou
matice incidence Petersenova grafu takové, že I1 + I2 + I3 = J − � ,
kde J je matice tvořená samými jedničkami a � je jednotková ma-
tice. Uvažme matici J − � − I1 − I2. Spektrum této matice je dle
výsledk̊u př́ıkladu 7.7 {3, 1, −2}. Uvažme nyńı vlastńı podprostor
matice J odpov́ıdaj́ıćı vlastńımu č́ıslu 0. Ten obsahuje vlastńı pod-
prostory (dimenze pět) pro vlastńı č́ıslo 1 jak matice I1 tak i I2.
Protože je však jeho dimenze (pouze) devět, muśı mı́t výše zmiňované
vlastńı podprostory matic I1 a I2 neprázdný pr̊unik — tedy exis-
tuje jejich společný vlastńı vektor, který označ́ıme v. Nyńı již stač́ı
provést několik jednoduchých úprav: I3v = (J − � − I1 − I2)v =
Jv− � v− I1v− I2v = −v− v− v = −3v. To je ale spor, nebot’ matice
I3 nemá vlastńı č́ıslo −3. ∗DK

7.9 Spektrum matice incidence součinu graf̊u

Úkol: Znáte-li spektrum matice incidence graf̊u G a H, určete,
jak vypadá spektrum matice incidence jejich součinu. Prozkoumejte
r̊uzné typy součin̊u graf̊u (viz obrázek 13):

• V (G×H) = V (G)× V (H) a
E(G×H) =

{[
[a, u], [b, v]

]∣∣[a, b] ∈ E(G), [u, v] ∈ E(H)
}

• V (G H) = V (G)× V (H) a
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E(G H) =
{[

[a, u], [a, v]
]∣∣[u, v] ∈ E(H)

}
∪

∪
{[

[a, u], [b, u]
]∣∣[a, b] ∈ E(G)

}

• V (G⊗H) = V (G)× V (H) a
E(G⊗H) = E(G×H) ∪ E(G H)
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Obrázek 13: Různé typy součin̊u graf̊u.

Řešeńı: Označme vi a λi vlastńı vektory a vlastńı č́ısla matice
incidence grafu G a wj a σj vlastńı vektory a vlastńı č́ısla ma-
tice incidence grafu H. Uvažme nyńı vektory ui,j definované jako
(ui,j)[k,l] = (vi)k(w

j)l, [k, l] jsou vrcholy součinu graf̊u, tedy indexy
složek u. Všimněme si podobnosti s tenzorovým součinem dvou vek-
tor̊u.

Nejprve nahlédneme, že vektory ui,j jsou lineárně nezávislé. Ne-
cht’ jsou lineárně závislé, tedy necht’ existuj́ı nenulové koeficienty αi,j

takové, že
∑
i,j

αi,jui,j = 0. Pro každé k a l pak plat́ı:

∑

i,j

αi,j(vi)k(w
j)l =

∑

i

(∑

j

αi,j(wj)l

)
(vi)k = 0 .

Protože vi jsou lineárně nezávislé vektory, muśı být
∑
j α

i,j(wj)l = 0
pro všechna i. Avšak alespoň jedna z těchto lineárńıch kombinaćı je
netriviálńı (alespoň jedno z αi,j je nenulové), tedy jsou vektory wj

lineárně závislé. Obdrželi jsme spor, a proto jsou vektory ui,j lineárně
nezávislé.

Nyńı přistupme k určeńı spektra př́ıslušných matic incidence:
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• Zřejmě plat́ı (IG×H)[k,m][l,n] = (IG)kl(IH)mn. Spočtěme nyńı,
jak IG×H p̊usob́ı na ui,j :

(
IG×Hui,j

)
[k,m]

=
∑

[l,n]

(IG)kl(IH)mn(v
i)l(w

j)n =

= λiσj(vi)k(w
j)m = λiσj(ui,j)[k,m] .

Vlastńı č́ısla matice incidence grafu G×H jsou tedy tvaru λiσj

a odpov́ıdaj́ıćı vlastńı vektory jsou ui,j .

• Zřejmě (IG H)[k,m][l,n] = δmn(IG)kl + δkl(IH)mn. Spočtěme
nyńı IG Hui,j :

(
IG Hui,j

)
[k,m]

=
∑

[l,n]

(
δmn(IG)kl + δkl(IH)mn

)
(vi)l(w

j)n =

= λi(vi)k(w)
j
m+σj(vi)k(w

j)m = (λi+σj)(ui,j)[k,m]

Vlastńı č́ısla matice incidence grafu G H jsou tedy tvaru λi+
σj a odpov́ıdaj́ıćı vlastńı vektory jsou ui,j .

• Zřejmě IG⊗H = IG×H + IG H , tedy vlastńı č́ısla matice inci-
dence grafu G⊗H jsou tvaru λiσj+λi+σj a př́ıslušné vlastńı
vektory jsou stále ui,j .

∗DK

7.10 Jak poznat stupeň souvislosti v grafu?

Úkol: Necht’ G je d-regulárńı graf s n vrcholy a E(A,B) je množina
hran, které spojuj́ı nějaký vrchol z A ⊂ V (G) s nějakým vrcholem
z B ⊂ V (G). Určete, jak souviśı

min
∅(W(V (G)

|E(W,V (G) \W )|
|W ||V (G) \W | (43)

s rozd́ılem prvńıho (λ1) a druhého (λ2) největš́ıho vlastńıho č́ısla
matice incidence grafu G.
Tento výraz vyjadřuje ,,stupeň souvislosti grafu”. Pokud se graf

např́ıklad skládá ze dvou uvnitř dobře propojených část́ı, které jsou
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spojeny jen několika málo hranami, bude výraz 43 malý. U nesou-
vislých graf̊u je tento výraz nulový.

Poznámka k označeńı: V řešeńı budeme použ́ıvat složkový skalárńı
součin 〈a|b〉 =

∑
i aibi. Tento zápis lze chápat také jako násobeńı

řádkového vektoru sloupcovým vektorem. Pro vektor a tedy znamená
|a〉 sloupcový vektor jeho složek a 〈a| = |a〉T .
Řešeńı: Označme n počet vrchol̊u grafuG, j = (1, . . . , 1), e = j/

√
n a

w charakteristický vektor množiny vrchol̊u W , tedy vektor, který ob-
sahuje jedničky pouze na mı́stech odpov́ıdaj́ıćıch vrchol̊um z množiny
W a jinde nuly. Budeme vyšetřovat výraz |E(W,V (G) \ W )| =
〈j − w|IGw〉. Dı́ky d–regularitě v́ıme, že IG|j〉 = d|j〉 (tedy také
〈j|IG = d〈j|) a podobně IG|e〉 = d|e〉. Podle př́ıkladu 7.6 je λ1 = d.

〈j− w|IG|w〉 = 〈j|IG|w〉 − 〈w|IG|w〉 =

λ1〈j|w〉 −
〈
〈e|w〉e

∣∣IG
∣∣〈e|w〉e

〉
−
〈
w− 〈e|w〉e

∣∣IG
∣∣w− 〈e|w〉e

〉
.

Použili jsme 〈w − e〈e|w〉|IG|e〉 = d〈w − e〈e|w〉|e〉 = 0. Tato kol-
most také ukazuje, že pokud rozvineme vektor x = w − e〈e|w〉 do
báze vlastńıch vektor̊u IG, bude složka u e nulová. Potom ovšem
〈x|IG|x〉 ≤ λ2〈x|x〉.

〈j− w|IG|w〉 ≥ λ1〈j|w〉 − λ1〈j|w〉2/n− λ2||w− 〈e|w〉e||2 =

λ1|W | − λ1|W |2/n− λ2(〈w|w〉 − 〈e|w〉2) =
λ1(|W | − |W |2/n)− λ2(|W | − |W |2/n) = (λ1 − λ2)(|W | − |W |2/n) .
Tyto výpočty lze shrnout (pro libovolné W ⊂ V (G), 0 < |W | < n)

|E(W,V (G) \W )|
|W ||V (G) \W | ≥ (λ1 − λ2)|W |(n− |W |)

n|W |(n− |W |) =
λ1 − λ2

n
.

To je spodńı odhad pro minimum výrazu 43. Jako dodatek k bodu
5 př́ıkladu 7.6 tedy vid́ıme, že u nesouvislých d–regulárńıch graf̊u je
už maximálńı vlastńı č́ıslo automaticky v́ıcenásobné (λ2 = λ1).

∗DK
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7.11 Expandéry

Úkol: Dejte prvńı a druhé největš́ı vlastńı č́ıslo (λ1, λ2) matice inci-
dence d–regulárńıho grafu s n vrcholy do souvislosti s následuj́ıćım
výrazem:

E = min
W⊂V (G)
0<|W |≤ 12n

|W ∪ {v|∃w ∈W, (vw) ∈ E(G)}|
|W | . (44)

Použijte výsledek př́ıkladu 7.10.
Výraz za znakem minima je poměr počtu vrchol̊u veW plus jejich

př́ımých soused̊u ku |W |. Je tedy nasnadě, proč se grafy, pro něž je
výraz 44 ,,velký”, nazývaj́ı expandéry.

Řešeńı: Proved’me nejprve př́ımočarou úpravu

E = 1 + min
W⊂V (G)
0<|W |≤ 12n

|{v 6∈W |∃w ∈W, (vw) ∈ E(G)}|
|W | .

Označme nW počet vrchol̊u lež́ıćıch mimo W , které jsou ale spojeny
hranou s nějakým vrcholem z W . Toto č́ıslo lze odhadnout pomoćı
počtu hran hW mezi W a ostatńımi vrcholy. Pokud u nějakého vr-
cholu z W nějaká hrana ,,neuteče” jinam, než do V (G) \W (tedy
pokud jsou W , V (G) \ W partity grafu), bude hW = nW d. Jinak
bude samozřejmě hW < nW d, tedy

E ≥ 1 + min
W⊂V (G)
0<|W |≤ 12n

|E(W,V (G) \W )|
d|W | ≥

≥ 1 + min
W⊂V (G)
0<|W |≤ 12n

(λ1 − λ2)|V (G) \W |
dn

.

Nalezli jsme tedy odhad

E ≥ 1 +
λ1 − λ2

2d
=

3

2
− λ2

2λ1
.

∗DK
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8 Determinátoři

Jak se poč́ıtaj́ı determinanty? [Prosk]

Determinanty matic 2× 2 a 3× 3 se většinou vyplat́ı poč́ıtat př́ımo
pomoćı známých vzorečk̊u (v př́ıpadě matic 3 × 3 se použ́ıvá název
Sarrusovo pravidlo)

∣∣∣∣
a11 a12
a21 a22

∣∣∣∣ = a11a22 − a12a21
∣∣∣∣∣∣

a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣
= a11a22a33 + a21a32a13 + a31a12a23−

−a21a12a33 − a31a22a13 − a21a32a23 .

Pokud máme zpracovat větš́ı matici, můžeme vždy použ́ıt rozvoj
podle sloupce či řádku (viz př́ıklad 8.1), č́ımž determinant n × n
vyjádř́ıme pomoćı n determinant̊u (n− 1)× (n− 1). Než provedeme
tento rozvoj, rozhodně se vyplat́ı vynulovat41 všechny prvky kromě
jednoho ve sloupci (řádku), podle kterého budeme rozv́ıjet: t́ım nám
zbude v rozvoji jediný člen. Determinant se totiž nezměńı, pokud
k libovolnému řádku přičteme lineárńı kombinaci ostatńıch řádk̊u.
U determinantu (n−1)×(n−1) použijeme stejnou techniku a postup
opakujeme, až se dostaneme k determinantu 3× 3.

Cesta postupného rozv́ıjeńı ale vede obecně k výraz̊um, které
źıskáme př́ımým výpočtem z definice determinantu. To je těžkopádné
v př́ıpadě determinant̊u s neznámými prvky, nebo determinant̊u se
sice č́ıselnými prvky, ale s předem neurčeným řádem. Obecná metoda
výpočtu takových determinant̊u neexistuje, neuvažujeme-li př́ımé
vyjádřeńı z definice. V mnoha př́ıpadech lze ale použ́ıt nějaký trik,
který výpočet velmi zjednoduš́ı, a my v tomto úvodu několik ta-
kových postup̊u představ́ıme.

Metoda převodu na trojúhelńıkový tvar

Někdy se lze i u matic n × n dopracovat pomoćı řádkových úprav
k horńımu (dolńımu) trojúhelńıkovému tvaru. Determinant horńı

41Základńı možnosti, jak upravovat determinant, jsou uvedeny v př́ıkladu 8.1.
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(dolńı) trojúhelńıkové matice je pak roven součinu element̊u na
diagonále, jak se lze přesvědčit př́ımo v definici. Povolená úprava
je v tomto př́ıpadě pouze přič́ıst k libovolnému řádku lineárńı kom-
binaci ostatńıch řádk̊u. Pokud nějaký řádek násob́ıme č́ıslem λ, zvětš́ı
se i determinant λ–krát.

Př́ıklad 1. Vypočtěte determinant matice n× n

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 . . . 1
1 0 1 1
1 1 0 1
...

. . .
...

1 1 1 . . . 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Řešeńı: Odečteme prvńı řádek od všech ostatńıch

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 . . . 1
0 −1 0 0
0 0 −1 0
...

. . .
...

0 0 0 . . . −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= (−1)n−1

Př́ıklad 2. Vypočtěte determinant

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1 x x . . . x
x a2 x x
x x a3 x
...

. . .
...

x x x . . . an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Řešeńı: Odečteme prvńı řádek od všech ostatńıch:

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1 x x . . . x
x− a1 a2 − x 0 0
x− a1 0 a3 − x 0

...
. . .

...
x− a1 0 0 . . . an − x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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Z prvńıho sloupce vytkneme a1−x, z druhého a2−x, atd. až z n-tého
an − x. Dı́ky multilinearitě máme tedy

D = (a1 − x) · · · (an − x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1
a1−x

x
a2−x

x
a3−x . . . x

an−x
−1 1 0 0
−1 0 1 0
...

. . .
...

−1 0 0 . . . 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Pro lepš́ı estetický dojem naṕı̌seme a1
a1−x jako 1 + x

a1−x , všechny
sloupce přičteme k prvńımu a označ́ıme A = 1 +

∑
i x/(ai − x)

D = (a1 − x) . . . (an − x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

A x
a2−x

x
a3−x . . . x

an−x
0 1 0 0
0 0 1 0
...

. . .
...

0 0 0 . . . 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= x(a1 − x) . . . (an − x)
(
1

x
+

1

a1 − x
+

1

a2 − x
+ · · ·+ 1

an − x

)
.

Vytýkáńı lineárńıch výraz̊u

Pokud se v matici A vyskytuje proměnná x, můžeme na determinant
D(x) = |A| hledět jako na mnohočlen v x. Po určité d̊umyslné úpravě
matice můžeme zjistit, že D muśı být dělitelný nějakým lineárńım
výrazem: např́ıklad pokud je jeden sloupec násobkem x− 1 a žádný
prvek v matici neobsahuje (x − 1)−1. Pokud najdeme takových (po
dvou nesoudělných) dělitel̊u v́ıce, muśı být D(x) dělitelný i jejich
součinem. Pokud je stupeň tohoto součinu S(x) stejný jako stupeň
D(x), muśı nutně platit D(x) = αS(x) pro nějaké α ∈ C. Toto
č́ıslo zjist́ıme např́ıklad tak, že srovnáme členy s nejvyšš́ı mocninou
x u D(x) a S(x).

Tento postup lze zobecnit i pro determinanty s v́ıce proměnnými.
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Př́ıklad 3. Vypočtěte determinant

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣

0 x y z
x 0 z y
y z 0 x
z y x 0

∣∣∣∣∣∣∣∣

Řešeńı: Jestliže k prvńımu sloupci přičteme všechny ostatńı sloupce,
vid́ıme, žeD je dělitelný x+y+z. Jestliže k prvńımu sloupci přičteme
druhý a odečteme od něj třet́ı a čtvrtý sloupec, můžeme vytknout
−x+ y + z. Podobně, jak tuš́ıme ze symetrie matice v̊uči záměnám
x, y, z, lze vytknout i x−y+z (po (1)+(3)−(2)−(4)→ (1)), a x+y−z
(po (1)+(4)−(2)−(3)→ (1)). Jelikož jsou x, y, z nezávislé proměnné,
jsou tyto čtyři vytknuté členy po dvojićıch vzájemně nesoudělné a
determinant je dělitelný S = (x+y+z)(y+z−x)(x−y+z)(x+y−z).

Vid́ıme, že D jako funkce proměnné x je polynom čtvrtého
stupně, (stejně jako v y a z), což se shoduje se S. Muśı proto platit
D = αS. Vid́ıme, že v D je člen z4 s koeficientem 1 (a14a23a32a41,
př́ıslušná permutace je sudá). Naproti tomu v S je −z4, tedy muśı
být α = −1 a

D = −(x+ y + z)(y + z − x)(x+ z − y)(x+ y − z) .
Př́ıklad 4. Vypočtěte Vandermond̊uv determinant n-tého řádu
pomoćı vytýkáńı lineárńıch výraz̊u.

Dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 x1 x
2
1 . . . x

n−1
1

1 x2 x
2
2 xn−12

...
. . .

...
1 xn x

2
n . . . x

n−1
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Řešeńı: Na determinant nahĺıž́ıme jako na polynom neznámé xn
s koeficienty, které záviśı na x1, . . . , xn−1. Vid́ıme, že Dn je nula, po-
kud xn = x1, xn = x2, . . ., nebo xn = xn−1. Determinant proto muśı
být dělitelný xn − x1, xn − x2,. . . , xn − xn−1. Všechny tyto výrazy
jsou po dvou nesoudělné (poněvadž x1, x2, . . . , xn jsou nezávislé42).

42Nezávislost znamená, že x1, . . . , xn−1 mohou nabývat libovolných hodnot.
Nikdo jistě nepochybuje, že pro x1 = 1, . . . , xn−1 = n − 1 jsou výrazy xn − 1,
. . ., xn − (n− 1) nesoudělné.
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To znamená, že Dn je dělitelný jejich součinem

Dn = q(x1, x2, . . . , xn)(xn − x1)(xn − x2) . . . (xn − xn−1) , (45)

kde q je polynom v uvedených proměnných.
Rozlož́ıme-li Dn podle posledńıho řádku, vid́ıme, že je to poly-

nom stupně n − 1 vzhledem k xn, přičemž koeficient členu xn−1n

je roven Vandermondovu determinantu Dn−1 v proměnných x1, x2,
. . . , xn−1. Součin lineárńıch výraz̊u v pravé části rovnice 45 obsahuje
xn−1n s koeficientem 1, tud́ıž mnohočlen q(x1, . . . , xn) nesmı́ obsaho-
vat xn. Srovnáme-li koeficienty u xn−1n na obou stranách rovnice,
dostaneme Dn−1 = q(x1, x2, . . . , xn−1), neboli

Dn = Dn−1(xn − x1)(xn − x2) . . . (xn − xn−1) .
Použijeme-li tuto rovnost, jen zaměńıme n za n − 1, pak máme
Dn−1 = Dn−2(xn−1 − x1) . . . (xn−1 − xn−2). Tento výraz pro Dn−1
dosad́ıme do vztahu pro Dn a opakujeme tuto úvahu, až se dosta-
neme k D2 = D1(x2 − x1), D1 = 1. Závěr je tedy

Dn−1 = (x2 − x1)(x3 − x1)(x3 − x2) . . . (xn − x1) . . . (xn − xn−1) =

=
∏

i>j

(xi − xj) .

Rekurentńı vztahy

Determinant Dn stupně n se nám může podařit vyjádřit pomoćı de-
terminant̊u Di, i < n (obvykle po rozvinut́ı podle řádku či sloupce).
Źıskanou rovnost (viz např́ıklad 46 či 45) nazýváme rekurentńım

vztahem pro posloupnost Dn.
Z rekurentńıho vztahu se můžeme pokusit ,,uhodnout” př́ımo

,,vzorec pro n–tý člen”, tedy vyjádřeńı Dn pouze pomoćı n a ni-
koliv Dn−1. Uhodnutý vzorec pak dokážeme obvykle nejsnáze mate-
matickou indukćı. Při hádáńı nám může pomoci, pokud si vyṕı̌seme
prvńıch několik člen̊u posloupnosti Dn, nebo naopak, když např́ıklad
do vztahu Dn = f(Dn−1) dosad́ıme za Dn−1 = f(Dn−2).

Často se setkáváme s lineárńımi rekurentńımi vztahy. Ukážeme,
jak u nich lze nalézt explicitńı vzorec pro Dn. Necht’ má rekurentńı
vztah tvar

Dn = pDn−1 + qDn−2 , n > 2 , (46)
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kde p, q jsou konstanty nezávislé na n.
Při q = 0 se vypočte Dn jako člen geometrické posloupnosti

Dn = pn−1D1, kde D1 je determinant prvńıho řádu (často je to
prvek determinantu Dn lež́ıćı v levém horńım rohu). Necht’ q 6= 0
a α, β jsou kořeny charakteristické rovnice x2 − px − q = 0. Pak
p = α+ β, q = −αβ a rovnici 46 můžeme vyjádřit jako:

Dn − βDn−1 = α (Dn−1 − βDn−2) (47)
Dn − αDn−1 = β (Dn−1 − αDn−2) (48)

Prvńı př́ıpad: Nejprve budeme předpokládat, že α 6= β. Podle
formule pro (n−1)-ńı člen geometrické posloupnosti najdeme z rovnic
47 a 48

Dn − βDn−1 = αn−2 (D2 − βD1)
Dn − αDn−1 = βn−2 (D2 − αD1)

a odtud řešeńım soustavy dvou lineárńıch rovnic

Dn =
1

α− β
(
αn−1 (D2 − βD1)− βn−1 (D2 − αD1)

)

neboli

Dn = C1α
n + C2β

n , C1 =
D2 − βD1
α(α− β) , C2 =

D2 − αD1
β(α− β) . (49)

Posledńı výraz pro Dn se snadno pamatuje: všimněte si, jak se po-
dobá obecnému řešeńı lineárńı diferenciálńı rovnice druhého řádu
s konstantńımi koeficienty y(n) = C1 e

λ1n+C2 e
λ2n. Vztah 49 je sice

odvozen pro n > 2 ale plat́ı i pro n = 1, 2. Konstanty C1, C2 lze
proto nalézt jednoduše řešeńım soustavy

D1 = C1α+ C2β , D2 = C1α
2 + C2β

2 .

Druhý př́ıpad: Necht’ nyńı je α = β 6= 0. Rovnosti 47 a 48
přejdou v jednu

Dn − αDn−1 = α (Dn−1 − αDn−2) ,

a odtud
Dn − αDn−1 = Aαn−2 , (50)
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kde A = D2 − αD1.
Zaměńıme n za n−1, dostanemeDn−1−αDn−2 = Aαn−3 a odtud

Dn−1 = αDn−2 + Aαn−3. Když dosad́ıme toto do 50, dostaneme
Dn = α2Dn−2 + 2Aαn−2. Opakujeme tento postup ještě několikrát
((n− 3)-krát) a dostaneme Dn = αn−1D1 + (n− 1)Aαn−2 nebo

Dn = αn
(
(n− 1)C1 + C2

)
, C1 =

A

α2
, C2 =

D1
α
.

Konstanty C1, C2 lze opět určit z rovnic D1 = αC2, D2 = α2(C1 +
C2). Všimněte si opět podobnosti s řešeńım lineárńıch diferenciálńıch

rovnic, např́ıklad y′′ − 2y′ + y = 0.

Př́ıklad 5. Vypočteme rekuretńı metodou determinant
z př́ıkladu 2.

Řešeńı: Představ́ıme si prvek v pravém dolńım rohu determinatu
ve tvaru an = x + (an − x) a pak můžeme determinat napsat jako
jako součet dvou determinant̊u:

Dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1 x x . . . x
x a2 x x
...

. . .
...

x x an−1 x
x x . . . x x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1 x x . . . 0
x a2 x 0
...

. . .
...

x x an−1 0
x x . . . x an − x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

V prvńım determinantu odečteme posledńı sloupec od ostatńıch,
č́ımž dostaneme matici v horńım trojúhelńıkovém tvaru. Druhý de-
terminant rozlož́ıme podle posledńıho sloupce

Dn = x (a1 − x) (a2 − x) . . . (an−1 − x) + (an − x)Dn−1

To je rekurentńı vztah. Po dosazeńı analogického výrazu pro Dn−1

Dn = x (a1 − x) (a2 − x) . . . (an−1 − x) +
+x (a1 − x) (a2 − x) . . . (an−2 − x) (an − x) +
+Dn−2 (an−1 − x) (an − x) .

Opakujme toto (n − 2)–krát, a jelikož D1 = a1 = x + (a1 − x),
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dostaneme:

Dn = x(a1 − x)(a2 − x) . . . (an−1 − x) +
+x (a1 − x) . . . (an−2 − x) (an − x) +
+ . . . + x (a2 − x) . . . (an − x) +
+ (a1 − x)(a2 − x) . . . (an − x) ,

což odpov́ıdá výsledku př́ıkladu 2.

Př́ıklad 6. Máme spoč́ıtat determinant n-tého řádu

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

5 3 0 . . . 0
2 5 3 0
0 2 5 0
...

. . .
...

0 0 0 . . . 5

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Řešeńı: Rozlož́ıme D podle prvńı řádky a druhý sč́ıtanec rozlož́ıme
dle prvńıho sloupce. Najdeme tak rekurentńı vztah

Dn = 5Dn−1 − 6Dn−2 .

Rovnice x2 − 5x + 6 = 0 má kořeny α = 2, β = 3, tedy očekáváme
Dn = C12

n + C23
n (rovnice 49). Konstanty C1, C2 urč́ıme z rovnic

D1 = 5, D2 = 19 a dostaneme (srovnejte s př́ıkladem 8.2)

Dn = C1α
n + C2β

n = 3n+1 − 2n+1 .

Vyjádřeńı determinantu jako sumy determinant̊u
s využit́ım linearity

Některé determinanty lze lehce spoč́ıtat tak, že je rozlož́ıme na součet
determinant̊u téhož řádu podle věty

∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 + b11 a12 . . .
a21 + b21 a22 . . .

...
...

. . .

an1 + bn1 an2 . . .

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 . . .
a21 a22 . . .
...

...
. . .

an1 an2 . . .

∣∣∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣∣∣

b11 a12 . . .
b21 a22 . . .
...

...
. . .

bn1 an2 . . .

∣∣∣∣∣∣∣∣
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Př́ıklad 7.

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1 + b1 a1 + b2 . . . a1 + bn
a2 + b1 a2 + b2 a2 + bn

...
. . .

...
an + b1 an + b2 . . . an + bn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Řešeńı: Tento determinant lze vzhledem k prvńımu řádku rozložit
na dva determinanty, každý z nich vzhledem k druhé řádce lze opět
rozložit na dva atd. Když dojdeme k posledńı řádce, dostaneme cel-
kem 2n determinant̊u. Každý z nich lze popsat n–tićı (x1, . . . , xn),
kde každé č́ıslo je bud’ nula nebo jednička, xi = 0, resp. xi = 1
znamená, že i–tý řádek je ai, . . . , ai, resp. b1, . . . , bn.

Dva řádky prvńıho typu jsou ale úměrné a řádky druhého typu
jsou si př́ımo rovny. Při n > 2 každý źıskaný determinant obsahuje
alespoň dva řádky alespoň jednoho typu, a je tedy nulový. Tedy

D1 = a1 + b1 , D2 =

∣∣∣∣
a1 a1
b1 b2

∣∣∣∣+
∣∣∣∣
b1 b2
a2 a2

∣∣∣∣ , Dn = 0 , n > 2 .

Přičteńı konstanty ke všem prvk̊um matice

Tento postup se použ́ıvá v těch př́ıpadech, kdy po přičteńı stejného
č́ısla ke všem prvk̊um matice dostaneme determinant, který lze
spoč́ıtat a u něhož lze pohodlně určit algebraické doplňky všech
prvk̊u. Metoda je založena na vlastnosti, že pokud ke všem prvk̊um
A přičteme stejné č́ıslo x, pak se detA zvětš́ı o x–krát součet algeb-
raických doplňk̊u všech prvk̊u matice A.

Pod́ıvejme se na

D =

∣∣∣∣∣∣∣

a11 . . . a1n
...

. . .
...

an1 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣
, D′ =

∣∣∣∣∣∣∣

a11 + x . . . a1n + x
...

. . .
...

an1 + x . . . ann + x

∣∣∣∣∣∣∣

Rozlož́ıme D′ na dva determinanty vzhledem k prvńı řádce, každý
z nich na dva determinanty vzhledem k druhé řádce a pokračujeme,
až dostaneme D pomoćı součtu 2n determinant̊u (podobně jako
u př́ıkladu 7). Ty z nich, které obsahuj́ı v́ıce než jednu řádku prvk̊u
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rovných x, jsou rovny nule. Složky obsahuj́ıćı jednu řádku prvk̊u
rovných x rozlož́ıme podle této řádky. Dostaneme

D′ = D + x
∑

i,j=1

Aij ,

kde Aij je determinant matice A bez i–tého řádku a j–tého sloupce
násobený znaménkem (−1)i+j , což jsme chtěli dokázat. Výpočet D′

tedy vede k výpočtu D a sumy jeho algebraických doplňk̊u.

Př́ıklad 8. Vypočtěte determinant Dn z př́ıkladu 2.

Řešeńı: Odečteme od všech prvk̊u č́ıslo x a dostaneme determinant
diagonálńı matice

D′ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1 − x 0 . . . 0
0 a2 − x 0
...

. . .
...

0 0 . . . an − x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Algebraické doplňky prvk̊u D′, které nelež́ı na hlavńı diagonále jsou
rovny nule. Pro prvek na diagonále je algebraický doplněk roven
součinu všech zbylých prvk̊u na diagonále. Proto

Dn = (a1 − x) . . . (an − x) + x

n∑

i=1

∏

j 6=i
(aj − x) ,

což je stejný výsledek jako v př́ıkladu 2.

8.1 Obyčejné determinanty s č́ısly

Úkol: Spoč́ıtejte determinant

D =

∣∣∣∣∣∣∣

2 −5 1 2
−3 7 −1 4
5 −9 2 7
4 −9 1 2

∣∣∣∣∣∣∣

Zjistěte, jaká metoda je pro vás nejpohodlněǰśı.

Řešeńı:
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1. Zkuśıme nejprve rozvoj podle prvńıho řádku.

D = 2 · (−1)1+1
∣∣∣∣∣∣

7 −1 4
−9 2 7
−9 1 2

∣∣∣∣∣∣
+ (−5) · (−1)1+2

∣∣∣∣∣∣

−3 −1 4
5 2 7
4 1 2

∣∣∣∣∣∣
+

+1 · (−1)1+3
∣∣∣∣∣∣

−3 7 4
5 −9 7
4 −9 2

∣∣∣∣∣∣
+ 2 · (−1)1+4

∣∣∣∣∣∣

−3 7 −1
5 −9 2
4 −9 1

∣∣∣∣∣∣
=

= 2 · 60− 5 · 21 + 1 · (−45) + (−2) · 3 = −36 .

Museli jsme tedy vypoč́ıtat čtyři determinanty 3× 3.

2. Většinou si můžeme ušetřit dost práce, pokud nejprve po-
moćı řádkových úprav vynulujeme jeden sloupec či řádek. Řádkovou
úpravou nyńı mysĺıme to, že k libovolnému řádku můžeme přič́ıst
lineárńı kombinaci ostatńıch řádk̊u. Při takové úpravě se determi-
nant nezměńı. Můžeme také libovolný řádek vynásobit č́ıslem λ, ale
pak se determinant změńı λ-krát (je tud́ıž vhodné žádat λ 6= 0).

V našem př́ıpadě nám dá nejméně práce vynulovat třet́ı sloupec.
Provedeme úpravy (2)+(1)→ (2), (3)−2 ·(1)→ (3), (4)−(1)→ (4)
a rozvineme D podle třet́ıho sloupce

D =

∣∣∣∣∣∣∣

2 −5 1 2
−1 2 0 6
1 1 0 3
2 −4 0 0

∣∣∣∣∣∣∣
= (−1)1+3 · 1

∣∣∣∣∣∣

−1 2 6
1 1 3
2 −4 0

∣∣∣∣∣∣

Jelikož jsme ted’ už zpohodlněli a obáváme se, že i při výpočtu deter-
minantu 3×3 uděláme chybu, provedeme ještě úpravu (1)−2 ·(2)→
(1). T́ım dosáhla námaha potřebná pro výpočet naprostého minima

D =

∣∣∣∣∣∣

−3 0 0
1 1 3
2 −4 0

∣∣∣∣∣∣
= −3

∣∣∣∣
1 3

−4 0

∣∣∣∣ = −3 · (0 + 12) = −36 .

3. Pro milovńıky Gaussovy eliminace existuje ještě daľśı možnost.
Pomoćı řádkových úprav uvedených v bodě 2 můžeme matici za zna-
kem determinantu převést na horńı trojúhelńıkový tvar. Determinant
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je pak roven součinu č́ısel na diagonále.

∣∣∣∣∣∣∣

2 −5 1 2
−3 7 −1 4
5 −9 2 7
4 −9 1 2

∣∣∣∣∣∣∣

2·(2)+3·(1)→(2)
2·(3)−5·(1)→(3)
(4)−2·(1)→(4)

=
1

2
· 1
2

∣∣∣∣∣∣∣

2 −5 1 2
0 −1 1 14
0 7 −1 4
0 1 −1 −2

∣∣∣∣∣∣∣

(3)+7·(2)→(3)
(4)+(2)→(4)

=

=
1

4

∣∣∣∣∣∣∣

2 −5 1 2
0 −1 1 14
0 0 6 102
0 0 0 12

∣∣∣∣∣∣∣
= −36 .

∗KV

8.2 Determinant s řeckými ṕısmeny

Úkol: Pro α, β ∈ C, α 6= β spočtěte determinant řádu n

Dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

α+ β αβ 0 . . . 0
1 α+ β αβ . . . 0
0 1 α+ β . . . 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 . . . α+ β

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Řešeńı: Z rozvoje determinantu podle prvńıho sloupce plyne re-
kurentńı relace

Dn = (α+ β)Dn−1 − αβDn−2 .

Naṕı̌seme-li si výsledek pro několik prvńıch n,

D1 = α+ β
D2 = α2 + αβ + β2

D3 = α3 + α2β + αβ2 + β3 ,

snadno uhodneme výsledek

Dn =
αn+1 − βn+1

α− β ,

který dokážeme indukćı. ∗TB
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8.3 Vandermond̊uv determinant

Úkol: Spočtěte Vandermond̊uv determinant

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 · · · 1
x0 x1 x2 · · · xn
x20 x

2
1 x

2
2 · · · x2n

...
...
...
. . .

...
xn0 x

n
1 x

n
2 · · · xnn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Výstraha: xi zde znač́ı exponent, nikoliv horńı index.

Řešeńı: Tento determinant jsme již velmi rychle spoč́ıtali ve 4.
př́ıkladu v úvodu této kapitoly. Nyńı jej spoč́ıtáme znovu ,,stan-
dardńı” metodou.

K výpočtu je bezpodmı́nečně nutná znalost vzorce pro rozd́ıl n-
tých mocnin.

an − bn = (a− b)
(
an−1 + an−2b+ an−3b2 + · · ·+ abn−2 + bn−1

)

Komentáře k použitým úpravám:

1. prvńı sloupec odečteme od všech ostatńıch

2. vyškrtneme prvńı sloupec a řádek (rozvoj determinantu)

3. použijeme vzorec pro rozd́ıl n-tých mocnin

4. z prvńıho sloupce vytkneme x1 − x0, z druhého x2 − x0, atd.,
až z posledńıho xn − x0

5. od druhého řádku odečteme x0-násobek prvńıho řádku, od
třet́ıho řádku odečteme x20-násobek prvńıho řádku, atd.

6. od třet́ıho řádku odečteme x0-násobek druhého řádku, od
čtvrtého řádku odečteme x20-násobek druhého řádku, atd.

7. postupně výše uvedeným zp̊usobem ,,vyčist́ıme” celý determi-
nant

8. dostali jsme opět Vandermond̊uv determinant, ale o stupeň
menš́ı, celý postup znouvu zopakujeme
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∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 · · · 1
x0 x1 · · · xn
x20 x

2
1 · · · x2n

...
...

. . .
...

xn0 x
n
1 · · · xnn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(1)
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 · · · 0
x0 x1 − x0 · · · xn − x0
x20 x21 − x20 · · · x2n − x20
...

...
. . .

...
xn0 x

n
1 − xn0 · · · xnn − xn0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(2),(3)
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x1 − x0 · · · xn − x0
(x1 − x0)(x1 + x0) · · · (xn − x0)(xn + x0)

(x1 − x0)(x21 + x1x0 + x20) · · · (xn − x0)(x2n + xnx0 + x20)
...

. . .
...

(x1 − x0)(xn−11 + · · ·+ xn−10 ) · · · (xn − x0)(xn−1n + · · ·+ xn−10 )

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(4)
=

n∏

i=1

(xi − x0)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 · · · 1
x1 + x0 · · · xn + x0

x21 + x1x0 + x20 · · · x2n + xnx0 + x20
...

. . .
...

xn−11 + · · ·+ xn−10 · · · xn−1n + · · ·+ xn−10

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(5)
=

n∏

i=1

(xi − x0)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 · · · 1
x1 · · · xn

x21 + x1x0 · · · x2n + xnx0
...

. . .
...

xn−11 + · · ·+ x1x
n−2
0 · · · xn−1n + · · ·+ xnx

n−2
0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(6)
=

n∏

i=1

(xi − x0)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 · · · 1
x1 · · · xn
x21 · · · x2n
...

. . .
...

xn−11 + · · ·+ x21x
n−3
0 · · · xn−1n + · · ·+ x2nx

n−3
0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(7)
=

(7)
=

n∏

i=1

(xi − x0)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 · · · 1
x1 x2 · · · xn
x21 x22 · · · x2n
...

...
. . .

...
xn−11 xn−12 · · · xn−1n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(8)
=

149



n∏

i=1

(xi − x0)
n∏

i=2

(xi − x1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 · · · 1
x2 x3 · · · xn
x22 x23 · · · x2n
...

...
. . .

...
xn−22 xn−23 · · · xn−2n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(8)
=

n∏

i,j=0
i>j

(xi − xj)

∗VP

8.4 Výpočet cirkulantu využit́ım znalosti spektra

Úkol: Vypočtěte determinant cyklické matice ( cirkulantu)

detC = det




c0 c1 c2 · · · cn−1 cn
cn c0 c1 · · · cn−2 cn−1
cn−1 cn c0 · · · cn−3 cn−2
...

...
...
. . .

...
...

c2 c3 c4 · · · c0 c1
c1 c2 c3 · · · cn c0




Řešeńı: Budeme se zaj́ımat o determinant součinu matice C s Van-
dermondovou matićı V (viz př́ıklad 8.3). Prvky xm (m = 0, . . . , n)
v matici V zvoĺıme tak, že m-tý prvek bude m-tým řešeńım rovnice
xn+1 = 1. Bude tedy xm = εm = exp 2πi

n+1m, kde i je imaginárńı
jednotka a m = 0, . . . , n.

V =




1 1 1 · · · 1 1
ε0 ε1 ε2 · · · εn−1 εn
ε20 ε21 ε22 · · · ε2n−1 ε2n
...

...
...

. . .
...

...
εn−10 εn−11 εn−12 · · · εn−1n−1 ε

n−1
n

εn0 εn1 εn2 · · · εnn−1 εnn




Základńım pozorováńım, které povede k vyřešeńı úlohy je překvapivá
rovnost

εnmεm = εn+1m = 1 , (51)

což plat́ı pro každé m. Dále budeme cht́ıt použ́ıt

detCV = detC detV .
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Součin matic na levé straně můžeme vypoč́ıtat př́ımo (vypisujeme
pouze prvńı sloupec)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

c0 + c1ε0 + c2ε
2
0 + · · ·+ cn−1ε

n−1
0 + cnε

n
0 · · ·

cn + c0ε0 + c1ε
2
0 + · · ·+ cn−2ε

n−1
0 + cn−1εn0 · · ·

cn−1 + cnε0 + c0ε
2
0 + · · ·+ cn−2ε

n−1
0 + cn−1εn0 · · ·

...
...

c1 + c2ε0 + c3ε
2
0 + · · ·+ cnε

n−1
0 + c0ε

n
0 · · ·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Užijeme vztah 51, označ́ıme f(x) = c0+c1x+c2x
2+· · ·+cn−1xn−1+

cnx
n a dostaneme

detCV =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

f(ε0)1 f(ε1)1 · · · f(εn)1
f(ε0)ε0 f(ε1)ε1 · · · f(εn)εn
f(ε0)ε

2
0 f(ε1)ε

2
1 · · · f(εn)ε20

...
...

. . .
...

f(ε0)ε
n
0 f(ε1)ε

n
1 · · · f(εn)ε2n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

To neńı nic jiného než detV
∏n
m=0 f(εm), z každého sloupce vy-

týkáme f(εl). Právě źıskaný výsledek má být ovšem také roven
detC detV , takže

detC detV =

n∏

m=0

f(εm) detV

Determinant Vandermondovy matice, která má r̊uzné prvky, je ne-
nulový, a proto j́ım může celou rovnost zkrátit

detC =
n∏

,=0

f(εm) , f(x) =
n∑

k=0

ckx
k , εm = exp

2πim

n+ 1
.

∗VP

8.5 Zobecněná Hilbertova matice

Úkol: Spočtěte determinant a inverzńı matici k

Bkl =
1

ck + dl
, k, l = 1, . . . , n .
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Volba cn = n, dn = n− 1 vede k Hilbertově matici.

Řešeńı: Nejprve budeme hledat inverzńı matici. Vypoč́ıtáme minor

Bij . Vynulujme j-tý sloupec všech řádk̊u matice B t́ım, že odečteme
př́ıslušný násobek i-tého řádku, který jediný z̊ustává nezměněn. Tuto
operaci můžeme napsat pro element Bkl, k 6= i jako

1

ck + dl
→ 1

ck + dl
− ci + dj
ck + dj

1

ci + dl
=

1

ck + dl

(
ck − ci
ck + dj

dl − dj
ci + dl

)
.

Spočtěme determinant Bkl rozvinut́ım právě odvozené ekvivalentńı
matice podle j-tého sloupce. Z linearity determinantu plyne, že
z každého řádku můžeme vytknout ck−ci

ck+dj
a z každého sloupce

dl−dj
dl+ci

:

zbude matice Bij , která je totožná s B s vyškrtnutým i-tým řádkem
a j-tým sloupcem. Dostaneme tak

detB =
(−1)i+j
ci + dj


∏

k 6=i

ck − ci
ck + dj




∏

l 6=j

dl − dj
dl + ci


 detBij . (52)

Bij vystupuje také v definici inverzńı matice (viz také př́ıklad 6.5)

(B−1)ji = (−1)i+j detB
ij

detB
.

Užit́ım (52) tedy dostaneme pro inverzńı matici předpis

(B−1)ji = (ci + dj)
∏

k 6=i

ck + dj
ck − ci

∏

l 6=j

dl + ci
dl − dj

.

Všimněme si, že detBii je roven determinantu matice B, z ńıž jsme
vynechali i–tý řádek a i–tý sloupec. Vzorec (52) je pak rekurentńım
vztahem pro detB. Jeho n-násobnou aplikaćı dostaneme

detB =

n∏

i=1

1

ci + di

∏

k<i

ck − ci
ck + di

dk − di
dk + ci

=

∏

i<k

(ci − ck)(di − dk)
∏

i,k

(ci + dk)

∗BK
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8.6 Rezultant

Úkol: Rezultantem dvou polynom̊u f(x) =
∑n
0 aix

i, g(x) =∑s
0 bjx

j , jejichž kořeny označme αi, resp. βj , se nazývá výraz

R(f, g) = asnb
n
s

n∏

i=1

s∏

j=1

(αi − βj) = asn

n∏

i=1

g(αi) =

= (−1)nsbns
s∏

j=1

f(βj) = (−1)nsR(g, f).

Tedy rezultant je nulový, právě když maj́ı polynomy f a g společný
kořen. Dokažte, že rezultant lze vyjádřit ve formě determinantu ma-
tice řádu n+ s, která má tvar

D =




an an−1 · · · a1 a0 ◦ · · · ◦
◦ an an−1 · · · a1 a0 · · · ◦
...

. . .
. . .

. . .
. . .

◦ · · · ◦ an an−1 · · · a1 a0
bs bs−1 · · · b1 b0 ◦ · · · ◦
◦ bs bs−1 · · · b1 b0 · · · ◦
...

. . .
. . .

. . .
. . .

◦ · · · ◦ bs bs−1 · · · b1 b0




,

kde ,,a-série” řádk̊u č́ıtá s člen̊u a ,,b-série” n člen̊u. Při d̊ukazu vám
možná pom̊uže součin matic DM , kde M je Vandermondova matice
ze všech kořen̊u obou polynom̊u

M =




βn+s−11 βn+s−12 · · · βn+s−1s αn+s−11 · · · αn+s−1n

βn+s−21 βn+s−22 · · · βn+s−2s αn+s−21 · · · αn+s−2n
...

...
. . .

...
...

. . .
...

β21 β22 · · · β2s α21 · · · α2n
β1 β2 · · · βs α1 · · · αn
1 1 · · · 1 1 · · · 1




Řešeńı: Determinant matice M je, jak známo (viz př́ıklad 8.3), ro-
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ven

detM =
s∏

i<j

(βi − βj)
s∏

j=1

n∏

i=1

(βj − αi)
n∏

i<j

(αi − αj) =

= a−sn b−ns R(g, f)V (f)V (g) .

Zde jsme označili V (f) a V (g) Vandermondovy determinanty složené
z kořen̊u pouze polynomu f resp. g. Chceme využ́ıt toho, že deter-
minant součinu je součinem determinant̊u, potřebujeme tedy vědět,
že DM je




βs−11 f(β1) · · · βs−1s f(βs) ◦ · · · ◦
βs−21 f(β1) · · · βs−2s f(βs) ◦ · · · ◦

...
. . .

...
...

. . .
...

β1f(β1) · · · βsf(βs) ◦ · · · ◦
f(β1) · · · f(βs) ◦ · · · ◦
◦ · · · ◦ αn−11 g(α1) · · · αn−1n g(αn)
◦ · · · ◦ αn−21 g(α1) · · · αn−2n g(αn)
...

. . .
...

...
. . .

...
◦ · · · ◦ α1g(α1) · · · αng(αn)
◦ · · · ◦ g(α1) · · · g(αn)




Determinant blokově diagonálńı matice je roven součinu determi-
nant̊u blok̊u a nav́ıc lze z každého sloupce vytknout f(βi) či f(αi),
takže

det(DM) =




s∏

j=1

f(βj)


V (g)

[
n∏

i=1

g(αi)

]
V (f) =

= b−ns R(g, f)V (g)a−sn R(f, g)V (f) .

Když toto srovnáme s vyjádřeńım determinantu M , vid́ıme, že
opravdu detD = R(f, g).

Poznamenejme, že rezultantu je možné už́ıt k detekci v́ıce-
násobných kořen̊u, a to v podobě R(f, f ′). ∗DŠ
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8.7 Poloha bodu v̊uči nadrovině

Úkol: Necht’ x1, . . . , xn, y ∈ Rn, xi = (xi1, . . . , x
i
n) jsou (navzájem

r̊uzné) body v obecné poloze. Určete, jak souviśı znaménko deter-
minantu následuj́ıćı matice s polohou bodu y vzhledem k nadrovině
určené body x1, . . . , xn (obrázek 14)




x11 . . . x
1
n 1

...
. . .

...
...

xn1 . . . x
n
n 1

y1 . . . yn 1




0

x1

x2x3

x1 − x3 x1 − x2

Obrázek 14: Nadrovina v R3 (tedy
rovina) definovaná body x1, x2,
x3. Algebraicky je tato množina
popsána lineárńımi kombinacemi
53.

Řešeńı: Nejprve si povšimně-
me, že determinant ze zadáńı
př́ıkladu je právě tehdy nu-
lový, když daný bod y lež́ı
v nadrovině definované body
x1, . . . , xn (označme ji µ).

Tento determinant vymiźı
totiž právě tehdy, pokud jsou
řádky matice lineárně závislé,
což je právě tehdy, když lze
posledńı řádek vyjádřit jako li-
neárńı kombinaci řádk̊u ostat-
ńıch (prvńıch n řádk̊u je li-
neárně nezávislých, nebot’ body x1, . . . , xn jsou dle zadáńı př́ıkladu
v obecné poloze). Determinant je nulový tedy právě tehdy, pokud
existuj́ı koeficienty ai (1 ≤ i ≤ n) takové, že plat́ı y =

∑n
i=1 aix

i a
zároveň 1 =

∑n
i=1 ai, což je právě tehdy, když y je afinńı kombinaćı

bod̊u x1, . . . , xn, neboli právě tehdy, když y lež́ı v nadrovině µ. Toto
tvrzeńı se oṕırá o skutečnost, že libovolný bod nadroviny lze zapsat
jako

x1 +

n∑

i=2

bi(x
i − x1) , b2, . . . , bn ∈ R . (53)

V této lineárńı kombinaci je součet všech koeficient̊u právě 1 +∑
i bi −

∑
i bi = 1. Množina definovaná vztahem 53 se nazývá afinńı
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prostor (dimenze n − 1). Pokud tato množina neobsahuje nulový
vektor, neńı to vektorový prostor (to je např́ıklad když x1 6 0 a
x1 /∈ L({x2, . . . , xn})).

Nyńı si rozmysĺıme, že pro všechny body ve stejném otevřeném
poloprostoru určeném nadrovinou µ je determinant ze zadáńı př́ı-
kladu nenulový a má stejné znaménko. Zvolme libovolný bod y0

nelež́ıćı v µ a necht’ v je libovolný vektor z Rn. Necht’ je funkce
f(λ) definována následovně:

f(λ) = det




x11 . . . x1n 1
...

. . .
...

...
xn1 . . . xnn 1

y01 + λv1 . . . y
0
n + λvn 1




Zřejmě f(0) je hodnota diskutovaného determinantu v bodě y0; roz-
vojem determinantu dle posledńıho řádku snadno nahlédneme, že
funkce f je lineárńı funkćı v proměnné λ. Necht’ je nyńı y libovolný
bod v Rn nelež́ıćı v µ a necht’ v = y−y0. Pokud y a y0 lež́ı ve stejném
otevřeném poloprostoru určeném nadrovinou µ, potom f(0) a f(1)
maj́ı stejné znaménko, jinak by totiž funkce f musela být nulová pro
nějaké λ ∈ (0, 1), potom by ale bod y0 + λv byl bodem nadroviny µ,
a tedy by body y0 a y = y0 + v by ležely v r̊uzných otevřených po-
loprostorech určených nadrovinou µ. Pokud naopak body y a y0 lež́ı
v r̊uzných otevřených poloprostorech určených nadrovinou µ, potom
existuje λ ∈ (0, 1) takové, že bod y0 + λv lež́ı v nadrovině µ, a tedy
f(λ) = 0. Potom ale z linearity funkce f plyne, že hodnoty f(0) a
f(1) maj́ı r̊uzné znaménko.

Naše úvahy lze tedy shrnout následovně: Determinant ze zadáńı
př́ıkladu je nulový právě tehdy, když y lež́ı v nadrovině určené body
x1, . . . , xn. Nav́ıc pro všechny body lež́ıćı ve stejném otevřeném po-
loprostoru určeném touto nadrovinou má stejné znaménko. ∗DK

8.8 Cauchy–Binetova věta

Úkol: Necht’ A a B jsou matice typu n×m pro m ≥ n a AI , resp.
BI , pro I ⊆ {1, . . . ,m} je matice vzniklá z A, resp. B, pokud v ńı
ponecháme pouze sloupce s indexy z množiny I. Dokažte, že potom
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plat́ı

det(ABT ) =
∑

I⊆{1,...,m}
|I|=n

det(AIB
T
I ) . (54)

Řešeńı: Rozepsáńım definice determinantu a součinu matic okam-
žitě zjist́ıme, že levá strana dokazované rovnosti je rovna:

det(ABT ) =
∑

π

sgnπ
n∏

i=1

(ABT )i,π(i) =

=
∑

π

sgnπ

n∏

i=1

m∑

ki=1

Ai,kiBπ(i),ki =
∑

π

sgnπ

m∑

k1,...,kn=1

n∏

i=1

Ai,kiBπ(i),ki

Zjednodušme si zápis t́ım, že v prostředńı sumě budeme sč́ıtat přes
všechny funkce f : {1, . . . , n} → {1, . . . ,m} (rozmyslete si tento
krok)

det(ABT ) =
∑

π

sgnπ
∑

f

n∏

i=1

Ai,f(i)Bπ(i),f(i) =

=
∑

f

∑

π

sgnπ

n∏

i=1

Ai,f(i)Bπ(i),f(i) .

Ukážeme, že pokud funkce f neńı prostá, pak je př́ıslušný sč́ıtanec
ve výše uvedené sumě nulový. Necht’ tedy f(i1) = f(i2) pro i1 6=
i2 a necht’ permutace π′ je π pozměněná pouze pro i1 a i2 tak,

že π′(i1)
df
= π(i2) a π′(i2)

df
= π(i1). Protože sč́ıtáme přes všechny

permutace, můžeme každou permutaci π nahradit j́ı odpov́ıdaj́ıćı π′,
na všechny se dostane43.

∑

π

sgnπ
n∏

i=1

Ai,f(i)Bπ(i),f(i) =
∑

π

sgnπ′
n∏

i=1

Ai,f(i)Bπ′(i),f(i) =

=
∑

π

− sgnπ

n∏

i=1

Ai,f(i)Bπ′(i),f(i) = −
∑

π

sgnπ

n∏

i=1

Ai,f(i)Bπ(i),f(i)

43Toto je typický př́ıklad sč́ıtáńı přes konečnou grupu. Plat́ı totiž G =
{a1, . . . , an} = {ba1, . . . , ban}, kde b je libovolný prvek grupy G.
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V posledńım kroku jsme použili zaměnitelnost {[π(i1), f(i1)], [π(i2),
f(i2)]} = {[π′(i2), f(i2)], [π′(i1), f(i1)]}, která se oṕırá o f(i1) =
f(i2). Porovnáńım levé a pravé strany ihned zjist́ıme, že muśı platit

∑

π

sgnπ

n∏

i=1

Ai,f(i)Bπ(i),f(i) = 0 ,

samozřejmě pouze pokud f neńı prostá.
Můžeme tedy předpokládat, že všechny funkce f : {1, . . . , n} →

{1, . . . ,m}, přes které se sč́ıtá, jsou prosté, a tedy rozepsat pravou
stranu následovně:

det(ABT ) =
∑

I⊆{1,...,m}
|I|=n

∑

f
f({1,...,n})=I

∑

π

sgnπ

n∏

i=1

Ai,f(i)Bπ(i),f(i) .

Nyńı již zbývá jen zaměnit sumy a znovu si připomenout definici
součinu matic

det(ABT ) =
∑

I⊆{1,...,m},
|I|=n

∑

π

sgnπ
∑

f
f({1,...,n})=I

n∏

i=1

Ai,f(i)Bπ(i),f(i) =

=
∑

I⊆{1,...,m},
|I|=n

∑

π

sgnπ

n∏

i=1

(AIB
T
I )i,π(i) =

∑

I⊆{1,...,m},
|I|=n

∑

I

det(AIB
T
I ) .

Vztah 54, který jsme právě dokázali, má pěknou geometrickou inter-
pretaci. Pokud polož́ıme B = A a řádky matice A chápeme jako n
vektor̊u z Rm, m ≥ n, pak det(AAT ) je kvadrát n–rozměrného ob-
jemu rovnoběžnostěnu P definovaného těmito vektory. Toto tvrzeńı
je triviálńı pro n = m (pak je det(AAT ) = (detA)2), pro n < m na
něj lze narazit při integraci přes n–dimenzionálńı plochu v Rm (AAT

je Grammova matice).
Determinanty na pravé straně (54) souviśı podobně s orto-

gonálńımi pr̊uměty P do VI = L({ei , i ∈ I}), kde ei je vektor ze
samých nul a s jedničkou na i–tém mı́stě (to jsou pak m–rozměrné
rovnoběžnostěny v m–rozměrném prostoru). Takové promı́táńı se
dělá jednoduše tak, že z promı́taného vektoru vynecháme všechny
souřadnice, jejichž index neńı v I.
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Např́ıklad pro m = 3 a n = 2 ř́ıká (54), že kvadrát plochy
kosočtverce K definovaného vektory v1, v2 ∈ R3 je roven součtu
kvadrát̊u ploch kosočtverc̊u, které vzniknou pr̊umětem K do rovin
x1x2 (V12 v terminologii předchoźıho odstavce), x2x3 (V23) a x1x3
(V13).

Rovnici (54) můžeme také chápat jako jisté zobecněńı Py-

thagorovy věty, nebot’ pro m = 2 a n = 1 dává tato rovnice známé
tvrzeńı |v|2 = v21 + v22 . ∗DK
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9 Naše prvńı vlastńı č́ısla

9.1 Fibonacciho posloupnost

Úkol: Nalezněte explicitńı vzorec pro n-tý člen Fibonacciho posloup-
nosti, která je definovaná počátečńımi podmı́nkami a1 = a2 = 1 a
rekurzivńım předpisem an+1 = an+an−1 (tedy 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, . . . ).
Spočtěte limitu pod́ılu an/an−1 pro n→∞. Návod: najděte zobra-
zeńı f : R2 → R2, f(an−1, an) = (an, an+1) a diagonalizujte jej.

Poznámka: Úlohu také lze vyřešit, aniž bychom zmı́nili pojem
,,diagonalizace zobrazeńı”. V úvodu ke kapitole 8 jsme odvodili
vztah 49, který lze použ́ıt pro libovolnou posloupnost definovanou
lineárńım rekurentńım vztahem Dn = pDn−1+qDn−2. Metoda, kte-
rou použijeme nyńı, je početně stejně pracná jako odvozeńı v kapi-
tole 8. Jej́ı výhodou je ale systematičnost a to, že použ́ıvá standardńı
nástroj lineárńı algebry, vlastńı č́ısla.

Řešeńı: Dı́ky linearitě předpisu an+1 = an + an−1 lze posloupnost
popsat pomoćı lineárńıho zobrazeńı

f :

(
an−1
an

)
7→
(

an
an+1

)
= A

(
an−1
an

)
, A =

(
◦ 1
1 1

)

Matici A nyńı zdiagonalizujeme; že to p̊ujde, zaručuje jej́ı symetrie.
Charakteristickou rovnici 0 = det(A−λ� ) = λ2−λ−1 řeš́ı vlastńı

č́ısla

λ± =
1±

√
5

2
, λ+

.
= 1, 618, λ−

.
= −0, 618 .

Vlastńı vektory v±, které splňuj́ı rovnici (A− λ± � )v± = 0, maj́ı (až
na libovolný násobek) tvar

v+ =

(
1

λ+

)
, v− =

(
1

λ−

)
.

a tyto vektory je třeba zapsat jako sloupce matice C do formule
diagonalizace A = CDC−1.

(
◦ 1
1 1

)
=

(
1 1
λ+ λ−

)(
λ+ ◦
◦ λ−

)(
−λ− 1
λ+ −1

)
1√
5

(55)
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Inverzńı matici C−1 rozměru 2×2 jsme spočetli jako ostř́ıleńı pionýři
z hlavy podle Čihákova vzorce:

(
a b
c d

)−1
=

1

ad− bc

(
d −b
−c a

)

Matici An, prǐrazuj́ıćı (a0, a1)
T vektor (an, an+1)

T , źıskáme z (55)
lehce:(

◦ 1
1 1

)n
=

(
1 1
λ+ λ−

)(
λn+ ◦
◦ λn−

)(
−λ− 1
λ+ −1

)
1√
5
= . . .

Jedno maticové násobeńı nám dává

· · · =
(

1 · λn+ 1 · λn−
λ+ · λn+ λ− · λn−

)(
−λ− 1
λ+ −1

)
1√
5

(56)

a jelikož a0 = a2−a1 = 0 a a1 = 1, výsledek an lze odeč́ıst na pozici
12 — zaj́ımá nás horńı složka vektoru (an, an+1)

T = An(a0, a1)
T =

An(0, 1)T a vid́ıme an = (An)12a1.
Prvek matice (56) v pravém horńım rohu je

an =
1√
5
(λn+ − λn−). (57)

Všimněte si, že pro velká n lze zanedbat druhý člen, a tud́ıž poměr
an/an−1 se asymptoticky bĺıž́ı právě k vlastńımu č́ıslu λ+

.
= 1, 618,

jak jsme mohli očekávat od chv́ıle, kdy jsme spoč́ıtali vlastńı č́ısla.
Ptáte se proč? Násobit nějaký vektor v matićı A znamená zapsat jej
jako αv+ + βv− a prvńı složku násobit λ+ a druhou λ−

A(αv+ + βv−) = λ+αv+ + λ−βv− .

Takto tedy vypadá diagonalizované zobrazeńı44 A. Při násobeńı vek-
toru matićı An zaměńıme λ± za λn± a vid́ıme, že ve výsledku bude
dominovat složka př́ıslušná největš́ımu vlastńımu č́ıslu (srovnejte
s př́ıkladem 14.1). Exaktně zapsáno An(a1, a0)

T = λn+(a1, a0)
T +

o(λn+) · (1, 1)T , a tud́ıž an+1/an = λn+1+ /λn+ + o(1) = λ+ + o(1).
Uvedenému poměru se ř́ıká zlatý řez, je to zároveň poměr stran

obdélńıka, z něhož po odř́ıznut́ı čtverce zbude obdélńık p̊uvodńımu
podobný, což Fibonacciho posloupnost napodobuje. ∗LM

44Věta o spektrálńım rozkladu nám zaručuje, že takovou diagonalizaci lze
provést pro libovolný hermitovský operátor (A† = A; stač́ı dokonce pouze, aby
byl operátor normálńı, AA† = A†A).
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9.2 Gershgorinova věta

Úkol: Necht’ A je matice typu n× n. Necht’ Ki je kruh v komplexńı
rovině se středem v bodě Aii a poloměru ri =

∑
j 6=i |Aij |. Necht’ K =⋃

iKi. Dokažte, že všechna vlastńı č́ısla matice A lež́ı v množině K
(Gershgorinova věta). Množina K se nazývá Gershgorinova množina
a Ki se nazývaj́ı Gershgorinovy kruhy.
Pomoćı této věty dokažte následuj́ıćı dvě tvrzeńı

1. Necht’ A je ostře diagonálně dominantńı matice, tedy

∀i : |Aii| >
∑

j 6=i
|Aij | . (58)

Potom je A regulárńı.

2. Hermitovská (A† = A) diagonálně dominantńı (neostrá ne-
rovnost v definici 58) matice s kladnými prvky na diagonále
je pozitivně semidefinitńı. Pokud je matice dokonce ostře dia-
gonálně dominantńı, potom je pozitivně definitńı.

Řešeńı: Necht’ v je libovolný vlastńı vektor matice A př́ıslušný
k vlastńımu č́ıslu λ. Necht’ je jeho k-tá složka největš́ı (v absolutńı
hodnotě). Z definice násobeńı matic ihned plyne: λrk =

∑
iAkiri.

Tedy plat́ı:
(λ−Akk)vk =

∑
i6=k

Akivi

|λ−Akk||vk| =
∣∣∣
∑
i6=k

Akivi

∣∣∣
|λ−Akk||vk| ≤

∑
i6=k
|Aki||vi|

|λ−Akk||vk| ≤
∑
i6=k
|Aki||vk|

|λ−Akk| ≤
∑
i6=k
|Aki|

Tedy λ ∈ Kk a tedy všechna vlastńı č́ısla matice A lež́ı v Gershgori-
nově množině.

1. Pokud je matice A ostře diagonálně dominantńı, potom žádný
jej́ı Gershgorin̊uv kruh neobsahuje nulu. Vlastńı č́ısla jsou tedy
nenulová a matice A je regulárńı.
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2. Hermitovské matice maj́ı pouze reálná vlastńı č́ısla. Pokud je
taková matice diagonálně dominantńı (resp. ostře diagonálně
dominantńı) a na diagonále má kladná č́ısla, potom jej́ı Ger-
shgorinova množina obsahuje pouze nezáporná (resp. kladná)
reálná č́ısla. Taková matice je tedy pozitivně semidefinitńı
(resp. definitńı).

∗DK

9.3 Vlastńı č́ısla jedné obyčejné matice

Úkol: J je matice typu n×n se samými jedničkami (Jij = 1). Určete
vlastńı č́ısla a vlastńı vektory matice x � + yJ , kde x, y ∈ R. Určete
determinant této matice.

Řešeńı: Libovolný nenulový vektor je vlastńım vektorem matice �

a př́ıslušným vlastńım č́ıslem je jednička. Matice � má tedy jediný
vlastńı podprostor a t́ım je celý prostor. Matice J má jednonásobné
vlastńı č́ıslo n (př́ıslušné vlastńı vektory jsou tvaru (α, . . . , α), α 6= 0)
a (n − 1)-násobné vlastńı č́ıslo 0 (př́ıslušné vlastńı vektory jsou
všechny vektory, jejichž složky se sč́ıtaj́ı na nulu). Protože, vlastńı
podprostory matice J jsou podprostory (jediného) vlastńıho pod-
prostoru matice � , můžeme shrnout:

• Pro y = 0 má matice n-násobné vlastńı č́ıslo x a př́ıslušné
vlastńı vektory jsou všechny nenulové vektory.

• Pro y 6= 0 má matice jednonásobné vlastńı č́ıslo x + ny,
př́ıslušné vlastńı vektory jsou všechny nenulové vektory tvaru
(α, . . . , α), a dále (n − 1)-násobné vlastńı č́ıslo x, př́ıslušné
vlastńı vektory jsou všechny vektory, jejichž složky se sč́ıtaj́ı
na nulu.

Determinant matice je součin vlastńıch č́ısel, tedy xn−1(x+ ny).
Srovnejte s př́ıkladem 2 v úvodu kapitoly 8. Všimněte si také, že
součet vlastńıch č́ısel je n(x + y), tedy roven stopě matice, jak má
být. ∗DK
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9.4 Vlastńı č́ısla pro začátečńıky

Úkol: Je dána matice A:

A =




5 −3 2
6 −4 4
4 −4 5




a) Určete spektrum A (nalezněte vlastńı č́ısla A).

b) Nalezněte vlastńı vektory A.

c) Určete Jordan̊uv kanonický tvar JA matice A a matici Q tak,
aby platilo A = QJAQ

−1.

Řešeńı:

a) Spektrum matice A, značeno σ(A), je množina kořen̊u charakte-
ristického polynomu χ(λ) ≡ det(A−λ� ). Tento polynom lze spoč́ıtat
bud’ př́ımo, nebo pomoćı lemmatu (srovnejte s př́ıkladem 9.10)

χ(λ) = −λ3 +TrA · λ2 − (A1 +A2 +A3) · λ+ detA ,

Ai je determinant matice vzniklé z A vypuštěńım i-tého řádku a
i-tého sloupce. Takto dostáváme

χ(λ) = −λ3 + 6λ2 − 11λ+ 6 = −(λ− 1)(λ− 2)(λ− 3) ,

tedy σ(A) = {1, 2, 3}. Při hledáńı kořen̊u χ(λ) jsme nejprve zkusmo
nalezli λ = 1 a pak jsme vydělili χ(λ)/(λ− 1) = −λ2 + 5λ− 6.
b,c) Protože jsou všechna vlastńı č́ısla jednonásobná, je matice A
diagonalizovatelná. Matice Q pak bude mı́t jako sloupce vlastńı vek-
tory př́ıslušné jednotlivým vlastńım č́ısl̊um.

Pokud je v vlastńım vektorem A př́ıslušej́ıćım vlastńımu č́ıslu λ,
znamená to (A− λ � )v = 0. Pro naše tři vlastńı č́ısla to představuje
tři soustavy dvou rovnic pro tři neznámé (jednu složku vždy voĺıme,
vlastńı vektor lze vždy násobit libovolným č́ıslem). Řešeńım postup-
ně dostaneme vlastńı vektory A, např́ıklad

λ = 1 : v1 =




1
2
1


 , λ = 2 : v2 =




1
1
0


 , λ = 3 : v3 =




1
2
1
1


 .
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Nalezli jsme tedy

JA =




1 0 0
0 2 0
0 0 3


 , Q =




1 1 1
2 1 2
1 0 2


 .

∗PK

9.5 Vlastńı č́ısla matice 4× 4

Úkol: Je dána matice A:

A =



−2 5 −10 15
0 6 0 2
0 2 8 −2
0 2 0 6




Určete charakteristický polynom χ(λ) a spektrum (množinu vlast-
ńıch č́ısel) σ(A) matice A.

a) Vyjděte př́ımo z definice χ(λ).

b) Využijte vzorce (pro matice 4× 4)

χ(λ) = λ4 − λ3 · TrA+
+λ2 · (A1,2 +A1,3 +A1,4 +A2,3 +A2,4 +A3,4)−

−λ · (A1 +A2 +A3 +A4) + detA .
(59)

Ai,j je determinant matice typu 2× 2 vzniklé z A vypuštěńım
dvou sloupc̊u a stejných dvou řádk̊u (i-tý a j-tý sloupec, i-tý a
j-tý řádek). Ak je determinant matice typu (3 × 3) vytvořené
z A vypuštěńım sloupce a stejného řádku (i-tý sloupec a i-tý
řádek). Srovnejte s př́ıkladem 9.10.

c) Prohazováńım řádk̊u a sloupc̊u v determinantu převed’te ma-
tici A−λ � na blokově horńı trojúhelńıkovou matici a použijte
lemmatu

det(A− λ� ) = det

(
X Y
0 Z

)
= detX detZ ,

v němž X, Z jsou obecně libovolné čtvercové matice, jejichž
dimenze dávaj́ı dohromady dimenzi A. V našem př́ıpadě to
budou matice 2× 2 a 2× 2.
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Řešeńı:

a) χ(λ) ≡ det(A−λ� ), determinant snadno spočteme rozvojem po-
dle prvńıho sloupce (pouze jeden nenulový člen) a pomoćı Sarrusova
pravidla:

∣∣∣∣∣∣∣

−2− λ 5 −10 15
0 6− λ 0 2
0 2 8− λ −2
0 2 0 6− λ

∣∣∣∣∣∣∣
= −(λ+ 2)

∣∣∣∣∣∣

6− λ 0 2
2 8− λ −2
2 0 6− λ

∣∣∣∣∣∣
=

= −(2 + λ)[(6− λ) · (8− λ) · (6− λ)− 32 + 4λ] =

= −(2 + λ)[−λ3 + 20 · λ2 − 128 · λ+ 256]

Při rozkladu polynomu v hranatých závorkách45 (ozn.Q(λ)) můžeme
využ́ıt věty o racionálńıch kořenech polynomu s celoč́ıselnými koefi-

cienty:

Necht’ P (λ) =
∑n
i=0 aiλ

i. Je-li λ = p
q , p, q ∈ Z kořenem P (x), pak p

děĺı a0 a q děĺı an.

V našem př́ıpadě to znamená, že pokud existuje λ nějaký racionálńı
kořen Q(λ), pak λ ∈ {±2,±4, . . . ,±256}. Postupným dosazováńım
zjist́ıme, že λ = 4 je kořenem Q(λ). Pak Q(λ)/(λ−4) = −λ2+16λ−
64 = −(λ− 8)2, a tedy

χ(λ) = (λ− 8)2(λ− 4)(λ+ 2) , odkud σ(A) = {−2, 4, 8}

b) Hodnoty Ai,j (hlavńıch minor̊u 2×2) jsou A1,2 = 48, A1,3 = 32,
A1,4 = 48, A2,3 = −12, A2,4 = −16, A3,4 = −12. Hlavńı minory
3 × 3 jsou A1 = 256, A2 = −96, A3 = −64, A4 = −96 a konečně
detA = −512. Dosad́ıme do vzorce 59 a dostaneme charakteristický
polynom

χ(λ) = λ4 − 18λ3 + 88λ2 − 512 ,

o němž d́ıky větě z bodu b) v́ıme, že jeho racionálńı kořeny lež́ı
v {±2,±4,±8, . . . ,±256}. S jistou dávkou vytrvalosti se dopracu-
jeme i tentokrát k σ(A) = {−2, 4, 8}.

45Pokud jsme si náhodou nevšimli, že lze z hranaté závorky vytknout λ− 8.
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c) Pokud prohod́ıme druhý a třet́ı řádek a potom druhý a třet́ı
sloupec v matici A− λ � , dostaneme pro χ(λ)

−

∣∣∣∣∣∣∣

−2− λ 5 −10 15
0 2 8− λ −2
0 6− λ 0 2
0 2 0 6− λ

∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣

−2− λ −10 5 15
0 8− λ 2 −2
0 0 6− λ 2
0 0 2 6− λ

∣∣∣∣∣∣∣
.

Nezapomněli jsme přitom měnit znaménko za každé prohozeńı. Toto
je blokově horńı trojúhelńıkový tvar, takže lze použ́ıt naše lemma:

χ(λ) =

∣∣∣∣
−2− λ −10

0 8− λ

∣∣∣∣
∣∣∣∣
6− λ 2
2 6− λ

∣∣∣∣ = (−2−λ)(8−λ)(λ2−12λ+32)

Když rozlož́ıme kvadratický trojčlen, dostaneme opět správný vý-
sledek. Všimněte si, že jsme maximálně zužitkovali nuly v matici a
celé poč́ıtáńı se ztenčilo na determinant 2× 2. ∗PK,KV

9.6 Sinus matice

Úkol: Spoč́ıtejte

sin

(
π
2

π
4

π
4

π
2

)
.

Řešeńı: Tento př́ıklad ilustruje, jak lze obecně poč́ıtat funkci z ma-
tice. Jiný možný postup je předveden v př́ıkladu 9.8. Jediná známá
operace s maticemi je násobeńı (a sč́ıtáńı), proto se snaž́ıme funkci
rozvinout v mocninnou řadu, kde se vyskytuje právě jen sč́ıtáńı a
násobeńı matic. Aby se nám obecné mocniny dobře poč́ıtaly, matici
diagonalizujeme.

Matici označ́ıme π
4A a budeme ji pomoćı podobnostńı trans-

formace diagonalizovat. Hledáme tedy matici C takovou, aby bylo
C−1AC = D a D byla diagonálńı matice. Vı́me totiž, že plat́ı An =
(CDC−1)n = CDnC−1, a tedy pokud sinus matice definujeme jako
mocninnou řadu, bude platit i sinA = sin(CDC−1) = C(sinD)C−1,
kde sinus diagonálńı matice znamená použ́ıt sinus na jednotlivé e-
lementy na diagonále (představte si sinD opět jako řadu; umocnit
diagonálńı matici znamená umocnit prvky na diagonále).

Nejprve urč́ıme vlastńı č́ısla matice A pomoćı rovnice det(A −
λ� ) = 0. Řešeńım kvadratické rovnice zjist́ıme λ1 = 3, λ2 = 1.
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Protože jsou tato č́ısla r̊uzná, v́ıme, že je diagonalizace možná (neńı
třeba hledat kapitolu o Jordanově tvaru matic). Č́ısla musela vyj́ıt
reálná, nebot’ matice A je symetrická a reálná.

Dále urč́ıme transformačńı matici C. Vztah A = CDC−1 ř́ıká,
že matice C−1 muśı převádět z kanonické báze — {(1, 0), (0, 1)} —
do báze vlastńıch vektor̊u v1, v2 matice A. Násobeńı matićı D pak
ř́ıká, že pokud matićı A násob́ıme vektor v, nestane se nic jiného, než
že složka v ve směru v1 se násob́ı λ1 a složka ve směru v2 se násob́ı
λ2 ( spektrálńı rozklad zobrazeńı). Jelikož máme ale nyńı výsledek
vyjádřen v bázi {v1, v2}, je třeba se ještě vrátit do báze kanonické,
což zař́ıd́ıme násobeńım matićı C.

Vlastńı vektory matice A najdeme jako řešeńı rovnic (A −
λi � )vi = 0. Źıskáme v1 = (1, 1) a v2 = (1,−1) a podle předchoźıho
odstavce je třeba tyto vektory zapsat do sloupc̊u matice C (srov-
nejte s př́ıklady 6.2,4.9). Ježto byla matice A symetrická a reálná a
jej́ı vlastńı č́ısla r̊uzná, musely tyto vektory vyj́ıt kolmé. Pokud vek-
tory nav́ıc normujeme na jedničku, dostaneme ortogonálńı maticiM
a inverzńı matice se k ńı hledá obzvlášt’ jednoduše46: M−1 = MT .
Plat́ı |v1| = |v2| =

√
2, tedy matice M = (1/

√
2)C je ortogonálńı a

matice (1/
√
2)CT je k ńı inverzńı.

Pro obecnou matici 2×2 lze ale inverzńı matici naj́ıt snadno také
podle Čihákova pravidla (př́ıklad 6.5): zaměnit členy na diagonále,
změnit znaménka u člen̊u mimo diagonálu a celé dělit determinan-
tem. Oběma postupy dojdeme k podobnostńı transformaci:

(
2 1
1 2

)
=

1

2

(
1 1
1 −1

)(
3 0
0 1

)(
1 1
1 −1

)
.

Sinus p̊uvodńı matice pak už neńı žádný problém

sin
π

4

(
2 1
1 2

)
=

1

2

(
1 1
1 −1

)[
sin

(
3π/4 0
0 π/4

)](
1 1
1 −1

)
=

=
1

2

(
1 1
1 −1

)(
1/
√
2 0

0 1/
√
2

)(
1 1
1 −1

)
=

1√
2

(
1 0
0 1

)
.

∗KV
46Obvykle se připomı́ná, že U† = U−1 pro matice unitárńı, tedy matice je-

jichž řádky tvoř́ı ortonormálńı systém ve smyslu skalárńıho součinu komplexńıch
vektor̊u. Pro reálné matice jsou pojmy “unitárńı” či “ortogonálńı” ekvivalentńı.
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9.7 Odmocnina z matice

Úkol: Je zadána matice

A =

(
6 2
3 7

)

Určete
√
A (tj. všechny takové matice

√
A pro které plat́ı (

√
A)2 =

A).

Řešeńı: Matici A převedeme na diagonálńı tvar, který už lze jed-
noduše odmocnit (srovnejte s př́ıkladem 9.6). Pokud totiž najdeme
matice D (diagonálńı) a C, které splňuj́ı A = CDC−1, pak plat́ı√
A = C

√
DC−1. Pro d̊ukaz stač́ı pravou stranu rovnosti umocnit

na druhou:

(C
√
DC−1)2 = C

√
DC−1C

√
DC−1 = C(

√
D)2C−1 = CDC−1 = A

což dokazuje výše uvedené tvrzeńı. Odmocninu z diagonálńı matice
provedeme prostě tak, že odmocńıme jednotlivé elementy (nebot’ D2

znamená umocnit diagonálńı elementy na druhou).
Nejdř́ıve urč́ıme vlastńı č́ısla matice A jako kořeny charakteri-

stického polynomu P (λ) = det(A−λ� ). V našem př́ıpadě je to (srov-
nejte s př́ıkladem 9.10)

P (λ) = λ2 − λTrA+ detA = λ2 − 13λ+ 36 (60)

a jeho kořeny jsou λ1 = 4, λ2 = 9. Matice D má tedy tvar

D =

(
4 0
0 9

)

Nyńı urč́ıme vlastńı vektory matice A z rovnice (A − λ � )v = 0.
Pro λ1 = 4 dostaneme např́ıklad v1 = (1,−1)T , pro λ2 = 9 třeba
v2 = (2, 3)T . Pomoćı vlastńıch vektor̊u vytvoř́ıme matici C a to tak,
že do sloupc̊u47 matice C zapisujeme vlastńı vektory A ve stejném
pořad́ı, v jakém jsme psali vlastńı č́ısla A do diagonálńı matice D.

47Matice C má z vektoru zapsaného ve složkách v bázi {v1, v2} udělat složky
v bázi kanonické. Srovnejte s př́ıkladem 4.9.
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Kmatici C hned také spoč́ıtáme inverzńı matici, budeme ji za chvilku
potřebovat

C =

(
1 2
−1 3

)
, C−1 =

1

5

(
3 −2
1 1

)

Nyńı tedy plat́ı

A =

(
6 2
3 7

)
=

(
1 2
−1 3

)(
4 0
0 9

)
1

5

(
3 −2
1 1

)

a stač́ı odmocnit diagonálńı matici D. To lze provést celkem čtyřmi
zp̊usoby

√
D =

(
±2 0
0 ±3

)

a dostaneme tedy čtyři r̊uzná řešeńı pro
√
A

√
A1,2 = ±

1

5

(
1 2
−1 3

)(
2 0
0 3

)(
3 −2
1 1

)
= ±1

5

(
12 2
3 13

)

√
A3,4 = ±

1

5

(
1 2
−1 3

)(
−2 0
0 3

)(
3 −2
1 1

)
= ±

(
0 2
3 1

)

Na závěr poznamenejme, že je t́ımto zp̊usobem zřejmě možné odmoc-
nit libovolnou diagonalizovatelnou matici (pokud nejsou vlastńı č́ısla
nezáporná, muśıme přej́ıt do komplexńıch č́ısel). Autorovi př́ıkladu
však neńı známo, jestli existuje odmocnina libovolné matice.

∗KK

9.8 Sinus či odmocnina matice jinak

Úkol: V př́ıkladu 9.6 jsme měli za úkol naj́ıt sinus matice, v př́ıkladu
9.7 jsme hledali odmocninu z matice. Metody použité v citovaných
př́ıkladech využ́ıvaly teorie Jordanova tvaru. Zde si ukážeme, jak
m̊užeme poč́ıtat funkce matic (ale jenom některých, viz dále) bez
použit́ı Jordanova tvaru. Vaš́ım úkolem bude nejprve dokázat slabš́ı
variantu následuj́ıćıho pozorováńı

Budiž A matice, jej́ıž Jordan̊uv tvar je čistě diagonálńı (což nastane
např. pokud je A normálńı tzn. AA† = A†A). Dále necht’ jsou f a
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g funkce spojité v bodech spektra σ (A) a plat́ı f(x) = g(x), ∀x ∈
σ (A). Pak je také f (A) = g (A).

Stač́ı pokud dokážete toto pozorováńı pro analytické funkce. Toto
pozorováńı použijte k řešeńı př́ıklad̊u 9.6, 9.7, tzn. spočtěte

• sinA, kde A =

(
π
2

π
4

π
4

π
2

)

•
√
A, kde A =

(
6 2
3 7

)

Řešeńı: Podle předpoklad̊u je Jordan̊uv tvar matice A čistě diago-
nálńı, tud́ıž existuje diagonálńı matice D (na diagonále jsou vlastńı
č́ısla A ) a matice C, pro něž A = CDC−1. Funkce f a g jsou podle
předpoklad̊u analytické, lze je tedy rozvinout do mocninné řady:

f(x) =

∞∑

n=0

anx
n , g(x) =

∞∑

n=0

bnx
n

Pro výpočet funkce matice A samozřejmě použijeme vyjádřeńı po-
moćı řady, aneb f(A) =

∑∞
n=0 anA

n, obdobně pro g(A). Za A do-
sad́ıme CDC−1 a dostaneme

f(A) = f(CDC−1) =
∞∑

n=0

an(CDC
−1)n =

=

∞∑

n=0

anCD
nC−1 = Cf(D)C−1 .

Obdobně pro funkci g(x). Prozkoumejme jak vypadá f(D). Samo-
zřejmě je

f(D) =




∞∑
n=0

anλ
n
1 . . . 0

...
. . .

...

0 . . .
∞∑
n=0

anλ
n
m




=




f(λ1) 0 . . . 0
0 f(λ2) . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . f(λm)




pro g(D) dospějeme k obdobnému výsledku, pouze na diagonále
bude mı́sto funkce f (λi) funkce g (λi). Ovšem podle předpoklad̊u
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je f (λi) = g (λi) (připomeňme, že na diagonále matice D jsou
vlastńı č́ısla A) a matice f(D) a g(D) jsou proto stejné. Je tedy
Cf(D)C−1 = Cg(D)C−1, odkud f(A) = g(A).

Předved’me si nyńı využit́ı tohoto pozorováńı. Chceme spoč́ıst√
A, kde

A =

(
6 2
3 7

)
.

Vlastńı č́ısla této matice jsou λ1 = 4, λ2 = 9 a Jordan̊uv tvar je
proto nutně diagonálńı. Funkce odmocnina (označme si ji f) má na
spektru hodnoty f(λ1) =

√
4 = 2 a f(λ2) =

√
9 = 3. Funkci g

nadefinujeme tak, aby v ńı vystupovalo pouze násobeńı a sč́ıtáńı,
čili operace, které jsou na matićıch přirozené. Obecně se snaž́ıme,
aby funkce g, byla polynomem co možná nejnižš́ıho stupně. Můžeme
třeba proložit př́ımku body (λ1, f(λ1)) a (λ2, f(λ2)), odkud

g(x) =
1

5
(x+ 6) .

Potom skutečně f(λ1) = g(λ1) a f(λ2) = g(λ2). Podle předchoźıho
pak muśı být

√
A =

1

5
(A+ 6 � ) =

1

5

(
12 2
3 13

)
,

což je jeden z výsledk̊u v př́ıkladu 9.7. Ostatńı výsledky bychom
dostali, pokud bychom položili např́ıklad f(9) = −3, f(4) = 2, atd.

Spočtěme si ještě sinA, kde

A =

(
π
2

π
4

π
4

π
2

)
.

Opět označ́ıme sinx jako f(x). Vlastńı č́ısla matice A jsou λ1 =
3
4π,

λ2 = π
4 a hodnota funkce f na spektru je f(λ1) = sin 3

4π = 1
2

√
2 a

f(λ2) = sin π
4 = 1

2

√
2. Fukce g, která se rovná funkci f na spektru

je v tomto př́ıpadě obzvlášt’ jednoduchá g(x) =
√
2
2 , tud́ıž

sinA =

( √
2
2 0

0
√
2
2

)
,

a to je naše řešeńı př́ıkladu 9.6 na pět řádk̊u. ∗VP
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9.9 Nap̊ul normálńı, nap̊ul nilpotentńı zobrazeńı

Úkol: Najděte vlastńı vektory a vlastńı č́ısla zobrazeńı d : y 7→ y′

na prostoru V = L({sinx, cosx, x sinx, x cosx}). Najděte Jordanovu
bázi prostoru V vzhledem k zobrazeńı d. Má zobrazeńı d nějaké inva-
riantńı podprostory? Je V rozložitelný na invariantńı podprostory?

Řešeńı: Nemuśıme být asi př́ılǐs zběhĺı v lineárńı algebře, abychom
uhodli, že vlastńı funkce d (s př́ıslušnými vlastńımi č́ısly) budou

λ1 = i : eix = cosx+ i sinx , λ1 = −i : eix = cosx− i sinx .

At’ se ale budeme namáhat sebev́ıc, daľśı vlastńı č́ısla ani vlastńı
funkce (až na násobek těch již nalezených) se nám nepodař́ı naj́ıt.
Zkusme tedy k úloze přistoupit systematicky lineárně (algebraicky).

V prostoru V si zvoĺıme bázi B ze zadáńı (lineárńı nezávislost
si zájemci ověř́ı sami). Zjist́ıme, jak zobrazeńı d p̊usob́ı na vektory
báze, a urč́ıme matici d

sinx
d→ (0, 1, 0, 0)

cosx
d→ (−1, 0, 0, 0)

x sinx
d→ (1, 0, 0, 1)

x cosx
d→ (0, 1,−1, 0)

⇒ dB =




0 −1 1 0
1 0 0 1
0 0 0 −1
0 0 1 0


 .

Bystř́ı tuš́ı, že budeme dále hledat vlastńı č́ısla a vlastńı vektory této
matice. Charakteristický polynom matice dB najdeme nejsnáze jako

det(dB − λ � ) = det

(
−λ −1
1 −λ

)
det

(
−λ −1
1 −λ

)
= (λ2 + 1)2 ,

srovnejte s př́ıkladem 9.5c. Vlastńı č́ısla jsou tedy skutečně pouze ±i.
Budeme se věnovat nejprve vlastńımu č́ıslu λ = i. Zjist́ıme, jaká je
dimenze kernelu matice dB−i � : z Gaussovy eliminace provedené ńıže
(bez pravé strany) vid́ıme, že hodnost matice je tři, a tedy dimenze
jádra pouze jedna. K č́ıslu λ = i tedy existuje jediný vlastńı vektor
v1. Ten můžeme také nalézt pomoćı ńıže uvedené Gaussovy elimi-
nace, tentokrát se samými nulami vpravo. Z posledńıch tř́ı řádk̊u
matice na konci úprav plyne, že posledńı dvě složky v1 jsou nu-
lové. Prvńı řádka ř́ıká, že si můžeme např́ıklad druhou složku zvolit,
a zvoĺıme-li si ji rovnu jedné, vyjde vektor v1 = (i, 1, 0, 0). Neboli
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právě vlastńı funkce cosx + i sinx = eix. Všimněte si, že zat́ımco
složky vektoru v1 zálež́ı na volbě báze, vlastńı funkce zobrazeńı d (a
samozřejmě i vlastńı č́ıslo) z̊ustávaj́ı nezměněny.

Dále v́ıme, že neńı-li dimKer (dB − λ � ) rovno (aritmetické)
násobnosti λ, muśı posloupnost dimKer (dB − λ � ), dimKer (dB −
λ� )2, . . . (ostře) r̊ust, dokud této násobnosti nedosáhne. Odpov́ıdaj́ıćı
podprostor (kdy se r̊ust zastav́ı) se nazývá kořenový podprostor,
a (lineárńı obal) sjednoceńı těchto kořenových podprostor̊u pro
všechna vlastńı č́ısla je celý prostor.

V našem př́ıpadě tedy muśı být dimKer (dB − λ� )2 = 2 a stejně
tak i dimKer (dB−λ� )k s k > 2 (zájemci mohou opět ověřit). Zaj́ımá
nás báze těchto (totožných48) prostor̊u.

Jelikož jsme již našli v1 ∈ Ker (dB − λ � ) a hledáme daľśı vek-
tor z Ker (dB − λ� )2, stač́ı49 naj́ıt řešeńı rovnice (dB − i � )v2 = v1.
Potlač́ıme mı́rné nechutenstv́ı a s gustem se pust́ıme do Gaussovy
eliminace (na zp̊usob př́ıkladu 1.1)



−i −1 1 0
1 −i 0 1
0 0 −i −1
0 0 1 −i

∣∣∣∣∣∣∣

i
1
0
0




i·(2)+(1)→(2)
−→



−i −1 1 0
0 0 1 i
0 0 −i −1
0 0 1 −i

∣∣∣∣∣∣∣

i
2i
0
0




i·(2)+(3)→(3)
(4)−(2)→(4)
−→



−i −1 1 0
0 0 1 i
0 0 0 −2
0 0 0 −2i

∣∣∣∣∣∣∣

i
2i
−2
−2i




Řešeńı této rovnice je opět nekonečně mnoho, vid́ıme, že maj́ı tvar
v2 = (0, 0, i, 1) + αv1, α ∈ C.

Dosṕıváme k zaj́ımavému závěru. Jordanovu bázi př́ıslušnou
k vlastńımu č́ıslu i tvoř́ı tedy funkce x eix a eix (mı́sto x eix lze brát

48Pozor, neř́ıkáme, že (dB − λ � )2 = (dB − λ� )3 . Pouze jádra těchto matic se
shoduj́ı.

49Jiná možnost by byla spoč́ıtat matici (dB − λ� )2 — bud’ umocněńım již
známé matice db−λ� , anebo jednoduše určeńım p̊usobeńı této matice na bázové
funkce B — naj́ıt řešeńı (dB − λ� )2v2 = 0 a dopoč́ıtat v1 = (dB − λ � )v2.
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i x eix+α eix s libovolným α ∈ C). Ted’ určitě uhodneme, jaká bude
situace u druhého vlastńıho č́ısla, a můžeme p̊usobeńı operátoru d
na V popsat tabulkou

d :

{
x eix

d−i�→ eix
d−i �→ 0

x e−ix
d+i �→ e−ix d+i�→ 0 ,

která je zobecněńım spektrálńıho rozkladu; o něm se mluv́ı u dia-
gonalizovatelných operátor̊u: tam obsahuje každý řádek (řet́ızek)
tohoto schématu jediný vektor. Jinak řečeno, v Jordanově bázi
J = {eix, x eix, e−ix, x e−ix} má zobrazeńı d matici

dJ =



i 1 0 0
0 i 0 0
0 0 −i 1
0 0 0 −i


 .

Tato matice je blokově diagonálńı, a tedy vektory př́ıslušné jednot-
livým blok̊um odpov́ıdaj́ı invariantńım podprostor̊um, na které lze
rozložit V . Závěr je: V+ = L({x eix, eix}) a V− = L({x e−ix, e−ix})
jsou invariantńı podprostory a V+⊕V− = V . Všimněte si, že i u ma-
tice dB byl d́ıky nulovému bloku vlevo dole vidět jeden invariantńı
podprostor, a to V0 = L({sinx, cosx}), neboli f ∈ V0 ⇒ df ∈ V0.

Na závěr si jen pro ujasněńı pojmů uvědomte, že zobrazeńı d−i �

je na prostoru V+ nilpotentńı, a to stupně dva (tedy (d− i� )2 je na
V+ identicky nulové zobrazeńı). prostoru funkćıtypu P (x) cosnx +
Q(x) sinnx. ∗KV

9.10 Jak poč́ıtat charakteristický polynom matice
3× 3 pomoćı jej́ıch invariant̊u

Úkol: Budiž dána matice 3× 3

A =



a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33


 ,

přesvědčete se př́ımým výpočtem, že koeficienty charakteristického
polynomu (det (A− λ � ) jako polynomu v proměnné λ) lze vyjádřit
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pomoćı výraz̊u TrA, detA a TrA2 a že jsou tedy nezávislé na volbě
souřadné soustavy. Najděte vztah mezi TrA, detA, TrA2 a vlastńımi
č́ısly matice A.

Řešeńı: Použijeme multilinearitu determinantu jako zobrazeńı, kte-
ré třem vektor̊um z R3 přǐrad́ı determinant matice, do jej́ıchž sloupc̊u
zaṕı̌seme tyto vektory.

det (A− λ � ) =

∣∣∣∣∣∣

a11 − λ a12 a13
a21 a22 − λ a23
a31 a32 a33 − λ

∣∣∣∣∣∣
=

=

∣∣∣∣∣∣

a11 a12 a13
a21 a22 − λ a23
a31 a32 a33 − λ

∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣

−λ a12 a13
0 a22 − λ a23
0 a32 a33 − λ

∣∣∣∣∣∣
.

Stejným zp̊usobem pokračujeme, dokud to jde, a nakonec dostaneme

det (A− λ � ) =

∣∣∣∣∣∣

a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣

−λ a12 a13
0 a22 a23
0 a32 a33

∣∣∣∣∣∣
+

+

∣∣∣∣∣∣

a11 0 a13
a21 −λ a23
a31 0 a33

∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣

a11 a12 0
a21 a22 0
a31 a32 −λ

∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣

−λ 0 a13
0 −λ a23
0 0 a33

∣∣∣∣∣∣
+

+

∣∣∣∣∣∣

−λ a12 0
0 a22 0
0 a32 −λ

∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣

a11 0 0
a21 −λ 0
a31 0 −λ

∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣

−λ 0 0
0 −λ 0
0 0 −λ

∣∣∣∣∣∣
=

= −λ3 + λ2 (a11 + a22 + a33)−

λ

(∣∣∣∣
a22 a23
a32 a33

∣∣∣∣+
∣∣∣∣
a11 a13
a31 a33

∣∣∣∣+ +

∣∣∣∣
a11 a12
a21 a22

∣∣∣∣
)
+

∣∣∣∣∣∣

a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣

Všimněte si, že koeficient u λk je součet hlavńıch minor̊u typu
(3 − k) × (3 − k) opatřený znaménkem (−1)k. Takový hlavńı mi-
nor je determinant matice, která vznikne z A vynecháńım libovolné
k-tice řádk̊u a stejné k-tice sloupc̊u. Toto pravidlo lze dokázat pro
charakteristické polynomy libovolné matice n× n.

176



Abychom dostali jasnou interpretaci (rozuměj vhodné označeńı,
které nezab́ırá tolik mı́sta) všech člen̊u v odvozeném vztahu, spo-

č́ıtáme si TrA2 a sestav́ıme výraz 1
2

(
(TrA)

2 − Tr(A2)
)
. Výsledkem

navržených výpočt̊u by mělo být zjǐstěńı, že uvažovaný výraz se sto-
pami je (až na znaménko) koeficientem u prvńı mocniny λ. Máme
proto

det (A− λ � ) = −λ3 + λ2 TrA− λ 12
(
(TrA)

2 − Tr(A2)
)
+ detA .

Tento vzorec je obzvláště výhodný pro symetrické matice, u kterých
je Tr(A2) rovno součtu kvadrát̊u všech element̊u matice A.
U obecných matic je Tr(A2) =

∑
ij aijaji.

Invariance koeficient̊u charakteristického polynomu (použ́ıvá se
pro ně také název invarianty matice) je jednoduchým d̊usledkem
právě odvozeného vzorce. Koeficienty jsou tvořeny výrazy TrA,
TrA2 a detA, které jsou stejné pro podobné matice (připomeňte
si cykličnost stopy, větu o determinantu součinu a rozmyslete si, že
je–li A ∼ B pak také A2 ∼ B2).

Ještě nám zbývá zjistit jaký je vztah mezi koeficienty charakteris-
tického polynomu a vlastńımi č́ısly matice A. Vlastńı č́ısla matice A
jsou kořeny charakteristického polynomu. Pro algebraické rovnice
plat́ı tzv. Viètovy vzorce, které popisuj́ı vztahy mezi koeficienty a
kořeny rovnice. Pro kořeny x1, . . . , xn rovnice

xn + an−1x
n−1 · · ·+ a1x+ a0 = 0

plat́ı

n∑

i=1

xi = x1 + x2 + · · ·+ xn = −an−1
n∑

i,j=1
i<j

xixj = x1x2 + x1x3 + · · ·+ xn−1xn = an−2

n∑

i,j,k=1
i<j<k

xixjxk = x1x2x3 + x1x2x4 + · · ·+ xn−2xn−1xn = −an−3

· · ·
n∑

i1,...,in=1
i1<i2<···<in

xi1xi2 . . . xin = x1x2x3 . . . xn = (−1)na0
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V našem př́ıpadě je proto

λ1 + λ2 + λ3 = TrA

λ1λ2 + λ1λ3 + λ2λ3 = 1
2

(
(TrA)

2 − Tr(A2)
)

λ1λ2λ3 = detA ,

kde λi jsou kořeny charakteristického polynomu (vlastńı č́ısla ma-
tice A). Nalezli jsme tedy vztah mezi vlastńımi č́ısly, stopou, stopou
druhé mocniny a determinantem. ∗VP

9.11 Jednorozměrný model krystalu

Úkol: Mějme soustavu N stejných kuliček, každá o hmotnosti m,
navzájem pospojovaných pružinkami o stejné tuhosti k tak, že tvoř́ı
jakýsi řet́ızek. Krajńı kuličky jsou stejnými pružinkami připoutány
k pevným stěnám. Při vychýleńı některé kuličky z rovnováhy (ve
směru podél řet́ızku, vše bereme jednorozměrně) na ni budou sou-
sedńı dvě p̊usobit silami, které se ji budou snažit vrátit zpět do
rovnováhy. Je-li xn výchylka n-té kuličky, bude se celý systém
ř́ıdit soustavou pohybových rovnic50 (nefyzici necht’ si představuj́ı
m = k = 1)

ẍ1 = Ω2(x2 − 2x1)
ẍ2 = Ω2(x3 − 2x2 + x1)

. . .
ẍN−1 = Ω2(xN − 2xN−1 + xN−2)
ẍN = Ω2(−2xN + xN−1)

kde Ω2 = k/m. Z prvńı a posledńı rovnice m̊užeme vyč́ıst okrajové
podmı́nky: prvńı a N–tá kulička jsou pružinkou spojeny s pevnými
body (jako by bylo x0 = xN+1 = 0).
Pokud si vzpomenete, jak lze druhou derivaci přibližně vypoč́ıtat

pomoćı diferenćı, jistě vás nepřekvaṕı, že vlnová rovnice (pro podélné
vlny) v elastickém prostřed́ı má tvar

∂2x

∂t2
= c2

∂2x

∂z2

50Jistě vid́ıte, jak jsme tyto rovnice źıskali: na i–tou kuličku (která neńı na
kraji) p̊usob́ı sousedńı kuličky celkovou silou úměrnou délce pružiny, tedy mẍi =
F = −k(xi − xi−1)− k(xi − xi+1).
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(x je výchylka a z je souřadnice). Interpretujeme-li vhodně členy
v naš́ı soustavě rovnic, m̊užeme dokonce źıskat vyjádřeńı pro rychlost
vlny c pomoćı materiálových konstant (proved’te).
Vaš́ım úkolem bude naj́ıt taková řešeńı naš́ı soustavy rovnic, při

nichž všechny kuličky kmitaj́ı se stejnou frekvenćı, a určit tyto vlastńı
frekvence.

Řešeńı: Soustavu zaṕı̌seme do maticového tvaru

ẍ = −Mx, (61)

kde

M = Ω2




2 −1 0 . . . 0
−1 2 −1 . . . 0
0 −1 2 . . . 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 . . . 2



.

Když si vzpomeneme na rovnici pro jednoduché kmity ẍ = −ω2x,
budeme hledat vlastńı č́ısla této matice ve tvaru λ = ω2, kde ω
jsou právě vlastńı frekvence kmit̊u soustavy. Přesněji řečeno: řešeńı
(61) lze formálně napsat jako x(t) = exp(i

√
Mt)x0, a tedy budou

vlastńı kmity mř́ıžky odpov́ıdat vlastńım vektor̊um M a frekvence
těchto kmit̊u budou odmocniny z př́ıslušných vlastńıch č́ısel. Pokud
je počátečńı podmı́nka rovna v1, což je vlastńı vektor s vlastńım
č́ıslem λ1, bude pohyb mř́ıžky popsán x(t) = ei

√
λ1t v1, což je stojaté

vlněńı (vektor v1 je v čase konstantńı) s frekvenćı
√
λ1. Komplexńı

č́ısla z x(t) odstrańıme podobně jako v př́ıkladu 7.5.
Charakteristická rovnice pro náš systém je

detMω = 0, kde Mω =




2Ω2 − ω2 −Ω2 . . . 0
−Ω2 2Ω2 − ω2 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . 2Ω2 − ω2


 .

Budeme-li ted’ hledat vlastńı frekvence ve tvaru ω = 2Ω sinϕ,
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přejde charakteristická rovnice (až na konstantu) na tvar

DN =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2 cos 2ϕ −1 0 . . . 0
−1 2 cos 2ϕ −1 . . . 0
0 −1 2 cos 2ϕ . . . 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 . . . 2 cos 2ϕ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= 0.

Zde si bud’ vzpomeneme na př́ıklad 8.2, kde stač́ı položit α =
−e2iϕ, β = −e−2iϕ (zvládli bychom to ale i bez tohoto př́ıkladu, viz
př́ıklad 6 z úvodu kapitoly 8), nebo ještě jednou dokážeme indukćı,
že

DN =
sin 2(N + 1)ϕ

sin 2ϕ
. (62)

Pro N = 1 je to zřejmé, pro N = 2 to dá jenom trochu poč́ıtáńı,
a dále použijeme rekurentńı formuli, kterou źıskáme rozvojem DN

podle prvńıho sloupce:

DN = 2DN−1 cosϕ−DN−2.

Z (62) konečně dostaneme vlastńı frekvence jako

ωj = 2Ω sin
jπ

2(N + 1)
, j = 1, . . . , N. (63)

Pokud si ř́ıkáte, že na tohle se přece dá přij́ıt, jenom když v́ıte
dopředu, jak to vyjde, snad vás napadne, že by výsledek (63) měl
j́ıt také spoč́ıtat nějak jinak. Máte samozřejmě pravdu. Fyzikálńı in-
tuice a analogie s vlnou ve spojitém prostřed́ı (nefyzik̊um asi tohle
řešeńı bude připadat ještě v́ıc ,,spadlé z nebe”) nám napov́ı, že by
výchylky xk mohly být také tvaru ,,vlny”

xk = ei(qk−ωt), (64)

kde q je zat́ım nespecifikovaný parametr (vlnový vektor; pozor, k je
tady index od xk, tedy prostorová souřadnice). Dosazeńım tohoto
vyjádřeńı do naš́ı p̊uvodńı soustavy rovnic dá (pro k = 2, . . . , N − 1)

−ω2 = Ω2(2 cos(qk)− 2)⇒ ω = 2Ω sin
qk

2
. (65)
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Nakonec si ještě řekneme, že všechny rovnice (včetně k = 1, N)
budou vypadat naprosto stejně, když formálně polož́ıme x0 =
0, xN+1 = 0 (fyzikálně: prvńı a posledńı kulička je pružinkou spojena
se zd́ı). Aby toto mohlo být splněno pro všechny časy, muśı v (64)
být

q(N + 1) = mπ ,

kde m je celé. Ale dosazeńı tohoto do (65) dá výsledek ekvivalentńı
výsledku předchoźımu, a nav́ıc jsme ještě našli př́ımo vlastńı vektory
matice M (dopoč́ıtejte). ∗TB
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10 Grupy matic a otc̊u

10.1 Jak zatočit s maticemi v �

2

Úkol:

1. Určete matici otočeńı okolo počátku o úhel ϕ v R2. Najděte
jej́ı vlastńı č́ısla a vlastńı vektory. Vynásobeńım dvou takových
matic ověřte, že tyto matice tvoř́ı grupu. Ukažte, že je to právě
SO(2), grupa všech ortogonálńıch matic 2 × 2 s jednotkovým
determinantem.

2. Napǐste matice otočeńı v R3 okolo souřadných os.

3. Vysvětlete, proč je množina ortogonálńıch unimodulárńıch ma-
tic 3× 3 totéž, co množina všech matic otočeńı v R3.

4. Pro zadanou matici A ∈ SO(3) určete osu rotace a úhel otočeńı.

Řešeńı: 1. Nejprve se muśıme přesvědčit, že otočeńı Rϕ okolo
počátku v R2 je lineárńı zobrazeńı R2 → R2 (a tedy že je v̊ubec
možné jej popsat pomoćı matice). Je ale zřejmé, že (1) vyjde nastejno
vektor nejprve otočit a pak násobit č́ıslem λ ∈ R nebo nejprve jej
násobit a pak teprve otočit; stejně tak (2) je Rϕ(v+u) = Rϕv+Rϕu.

Obecné lineárńı zobrazeńı f z Rn kamkoliv je plně popsáno n hod-
notami f(v1), . . ., f(vn), kde v1, . . . , vn mohou být libovolné lineárně
nezávislé vektory (báze Rn). V našem př́ıpadě si zvoĺıme vektory
v1 = (1, 0)T a v2 = (0, 1)T .

Při rotaci o úhel ϕ proti směru hodinových ručiček se tyto vektory
zobraźı následovně

(
1
0

)
7→
(
cosϕ
sinϕ

)
,

(
0
1

)
7→
(
− sinϕ
cosϕ

)
.

Chceme-li, aby násobeńım (1, 0)T matićı Aϕ vznikl vektor (cosϕ,
sinϕ)T , muśıme napsat do prvńıho sloupce Aϕ právě (cosϕ, sinϕ)T .
Podobně to uděláme s (0, 1)T a dostaneme výsledek

Aϕ =

(
cosϕ − sinϕ
sinϕ cosϕ

)
. (66)
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Uvažujme nyńı matici Aϕ jako zobrazeńı C2 → C2. Vlastńı č́ısla
této matice spoč́ıtáme jako kořeny charakteristického polynomu
det(Aϕ − λ� ) . Uved’me jen výsledek spolu s vlastńımi vektory

λ1 = eiϕ :

(
1
−i

)
, λ2 = e−iϕ :

(
1
i

)
.

Jelikož je matice Aϕ nesymetrická, mohla skutečně vyj́ıt některá
vlastńı č́ısla komplexńı. Protože je ale matice Aϕ reálná, je možné
všechna komplexńı vlastńı č́ısla sdružit do komplexně sdružených
pár̊u a jim odpov́ıdaj́ıćı vlastńı vektory jsou pak také komplexně
sdružené: přesně, jak nám to vyšlo.

Že nebude existovat reálné vlastńı č́ıslo (pro ϕ 6= kπ, k ∈ Z), jsme
mohli také uhodnout předem. V rovině R2 totiž neexistuje vektor,
který by při rotaci o jiný úhel než celoč́ıselný násobek π zachovával
směr.

Nyńı ukážeme, že násobeńım matic Aϕ a A% vznikne matice Aϕ+%
(neboli že přǐrazeńı matice Aϕ rotaci o ϕ je homomorfizmus). Ma-
tice lze př́ımo vynásobit a použ́ıt vzorce pro sinus a kosinus součtu
dvou úhl̊u. My to ale provedeme pomoćı diagonálńıho tvaru matic
(uvažujeme rotace o ϕ a %)

(
cosϕ − sinϕ
sinϕ cosϕ

)(
cos % − sin %
sin % cos %

)
=

= C

(
eiϕ 0
0 e−iϕ

)
C−1C

(
ei% 0
0 e−i%

)
C−1 =

= C

(
eiϕ 0
0 e−iϕ

)(
ei% 0
0 e−i%

)
C−1 = C

(
ei(ϕ+%) 0

0 e−i(ϕ+%)

)
C−1 =

=

(
cos(ϕ+ %) − sin(ϕ+ %)
sin(ϕ+ %) cos(ϕ+ %)

)
, kde C =

(
1 1
−i i

)
.

Doplňme, že mezi maticemi Aϕ, ϕ ∈ 〈0; 2π) tvaru (66) je i jednotková
matice a zároveň, že ke každé matici Aϕ existuje i jej́ı inverze A−ϕ,
která je též tvaru (66). Tyto matice tedy tvoř́ı grupu.

Snadno se také můžeme přesvědčit, že všechny (reálné) orto-

gonálńı matice51 2 × 2 s determinantem jedna maj́ı tvar Aϕ. Jedna

51Matice splňuj́ıćı ATA = � .
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možnost je prostě řešit soustavu

(
a b
c d

)(
a c
b d

)
= � , det

(
a b
c d

)
= 1

pro neznámé a, b, c, d. Výhodněǰśı je ale uvědomit si, že ATA = �

znamená: sloupce A jsou navzájem kolmé vektory délky jedna. Za
prvńı sloupec tedy zvoĺıme obecný vektor délky jedna (cosϕ, sinϕ)T

a druhý sloupec pak může být už pouze ±(− sinϕ, cosϕ)T .
Z podmı́nky detA = 1 plyne, že muśıme zvolit znaménko plus.

Můžeme tedy shrnout

SO(2) = {Aϕ , ϕ ∈ 〈0; 2π)} .

2. Rotace Rx1ϕ kolem osy x1 v R3 neńı nic jiného než rotace
v rovině x2x3 kolem počátku. Při takové rotaci se R3 rozpadá
na direktńı součet dvou podprostor̊u V1 = L

(
(1, 0, 0)

)
a V23 =

L
(
{(0, 1, 0), (0, 0, 1)}

)
, na nichž p̊usob́ı rotace odděleně (což zapi-

sujeme jako R3 = V1 ⊕ V23). Jinak řečeno plat́ı

v1 ∈ V1, v2 ∈ V23 ⇒ Rx1ϕ v1 ∈ V1, Rx1ϕ v2 ∈ V23 .

Ř́ıkáme, že R3 je v̊uči lineárńımu zobrazeńı Rx1ϕ rozložitelný na in-

variantńı podprostory Rx1ϕ . Matice rotace Ax1ϕ bude mı́t tedy blokově

diagonálńı tvar a bloky budou odpov́ıdat p̊usobeńı Rx1ϕ na V1 a V23.
Působeńı na V23 již známe (vztah 66) a p̊usobeńı na V1 je jedno-
duché: při rotaci Rx1ϕ z̊ustávaj́ı vektory z V1 nezměněny. Proto je

Ax1ϕ =




1 0 0
0 cosϕ − sinϕ
0 sinϕ cosϕ


 . (67)

Matice rotaćı okolo os x2 a x3 dostaneme při cyklické záměně
souřadnic x1, x2, x3

Ax2ϕ =




cosϕ 0 − sinϕ
0 1 0

sinϕ 0 cosϕ


 , Ax3ϕ =




cosϕ − sinϕ 0
sinϕ cosϕ 0
0 0 1


 . (68)
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3. Kĺıčové je vědět, že ortogonálńı matice 3 × 3 s jednotkovým
determinantem, tedy matice z SO(3), zachovávaj́ı (složkový) skalárńı
součin

Ax ·Ay = ATAx · y = x · y .
Důsledkem pak je, že se zachovávaj́ı i délky vektor̊u: |Ax| =√
Ax ·Ax =

√
x · x = |x|. Potom ovšem muśı být všechna vlastńı

č́ısla A v absolutńı hodnotě rovna jedné.
Jelikož je stupeň charakteristického polynomu matice A tři a

součin jeho kořen̊u je roven detA = 1, zbývá pouze možnost, že
jsou jeho vlastńı č́ısla 1, eiϕ, e−iϕ. Matice A je tedy podobná matici
diag(1, eiϕ, e−iϕ) a tato matice je zase podobná matici (67), neboli
matici rotace kolem osy x. Podobnost těchto matic pak znamená, že
existuje báze, v ńıž je zobrazeńı Ax 7→ x rotaćı kolem osy x.

4. Násobky vlastńıho vektoru př́ıslušného vlastńımu č́ıslu jedna jsou
jediné vektory, které z̊ustanou p̊usobeńım matice nezměněny: definuj́ı
proto osu rotace. Matice A je kromě toho podobná matici (67), jej́ı
vlastńı č́ısla jsou tedy 1, eiϕ, e−iϕ. Stopa A je tedy

TrA = λ1 + λ2 + λ3 = 1 + 2 cosϕ .

Pro libovolnou matici A ∈ SO(3) urč́ıme tud́ıž úhel rotace ze vztahu

TrA− 1

2
= cosϕ .

∗KV

10.2 Matice otočeńı v �

3

Úkol: Budeme se zabývat vlastńımi otočeńımi v R3 (těmi, jejichž
determinant je jedna52).

a) V kanonické bázi R3 najděte matici otočeńı o úhel τ kolem osy
dané jednotkovým vektorem u = (u1, u2, u3)

T .

b) Ukažte, že každé vlastńı otočeńı lze složit ze tř́ı ,,ele-
mentárńıch” otočeńı, např́ıklad (v tomto pořad́ı) kolem osy z,
x a opět z.

52Nevlastńı otočeńı jsou otočeńı spojená se zrcadleńım.
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c) Najděte vztah mezi úhlem τ a úhly elementárńıch otočeńı, ze
kterých bylo dané otočeńı složeno.

Řešeńı: Na začátek úmluva: rotaci o úhel ϕ kolem osy o budeme
značit R̂o(ϕ), a jej́ı matici v̊uči kanonické bázi Ro(ϕ).

a) Chceme-li otočit vektor x, všimneme si nejprve, že se měńı jen
jeho složka kolmá k ose rotace, tj.

x⊥ = x− u(x · u) .

Všimněte si, že rozklad x = x⊥ + x‖, x‖ = u(x · u) ∈ L(u), x⊥ ∈ V⊥
lze provést pro každý vektor x a je vždy jednoznačný. To je přesně
situace, kterou máme na mysli, pokud ṕı̌seme R3 = L(u)⊕V⊥. Jelikož
jsou nav́ıc při zadaném skalárńım součinu prostory L(u) a V⊥ na sebe
kolmé (každý vektor L(u) je kolmý na každý vektor V⊥), nazýváme
V⊥ ortogonálńım doplňkem L(u).

Vrat’me se ale k otočeńım v R3. Zavedeme ještě vektor v = u×x⊥,
který je kolmý na x i u a má stejnou velikost jako x⊥ (nemáte-li rádi
symbol ×, pak prostě ve složkách vi = εijkuj(x⊥)k; symbol εijk je
vysvětlen v př́ıkladu 6.1b). Rotaci v rovině definované vektory x⊥ a
v pak vyjádř́ıme

Ru(τ)x⊥ = x⊥ cos τ + v sin τ ,

viz př́ıklad 10.1. Znovu si vzpomeneme, že R̂u neměńı x‖. Po mı́rné
úpravě (u× x = u× x⊥) dostaneme výsledek

R̂u(τ)x = Ru(τ)(x‖+ x⊥) = u(x ·u)+ [x−u(x ·u)] cos τ +(u× x) sin τ.

Vid́ıme, že toto zobrazeńı je lineárńı. Samozřejmě to lze odpozoro-
vat i z geometrické definice otáčeńı: např́ıklad je jedno, zda dva vek-
tory např́ıklad (stejně) otoč́ıme a pak sečteme, nebo zda je nejprve
sečteme a pak otoč́ıme.

Matice zobrazeńı R̂u pak bude (alespoň zkontrolujte, pro zkráceńı
ṕı̌seme sin τ = s, cos τ = c)

Ru(τ)=




u21(1− c) + c u1u2(1− c)− u3s u1u3(1− c) + u2s
u1u2(1− c) + u3s u22(1− c) + c u2u3(1− c)− u1s
u1u3(1− c)− u2s u2u3(1− c) + u1s u23(1− c) + c



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Matice vektorového součinu se poč́ıtá v př́ıkladu 6.4, projektory na
podprostory (x‖) najdete v př́ıkladu 6.3.

b) Označme x′, y′, z′ př́ımky, na které se při rotaci R̂ zobraźı
souřadnicové osy a p pr̊usečnici rovin xy a x′y′ (př́ıpad, kdy tyto
roviny splývaj́ı, je triviálńı), viz obrázek 15. V prvńı fázi provedeme
otočeńı kolem osy z o takový úhel ϕ1, že osa x se zobraźı na př́ımku p
(chceme-li, aby byly tyto úhly určeny jednoznačně, muśıme se ome-
zit na vhodný interval; otočeńı potom muśıme provést tak, aby při
něm kladná poloosa x přešla na př́ıslušnou polopř́ımku na př́ımce p;
chcete-li, promyslete). Potom otoč́ıme kolem nové osy x, tj. př́ımky
p o takový úhel ϑ, aby osa z přešla do požadované polohy z′ (to lze,
nebot’ osa z′ je kolmá k rovině x′y′, tedy i k př́ımce p). Nakonec
přidáme otočeńı kolem nové osy z′ o takový úhel ϕ2, aby př́ımka p
přešla na osu x′. Existuj́ı tedy Eulerovy úhly ϕ1, ϑ a ϕ2 takové, že

R̂u(τ) = R̂z′(ϕ2)R̂p(ϑ)R̂z(ϕ1). (69)

Ale otočeńı kolem os p i z′ můžeme dostat pomoćı otočeńı kolem os
x a z (je to celkem názorné — snad) jako

R̂p(ϑ) = R̂z(ϕ1)R̂x(ϑ)R̂
−1
z (ϕ1),

R̂z′(ϕ2) =
(
R̂p(ϑ)R̂z(ϕ1)

)
R̂z(ϕ2)

(
R̂p(ϑ)R̂z(ϕ1)

)−1

V prvém př́ıpadě nejdř́ıv přetoč́ıme př́ımku p do osy x, kolem které
provedeme př́ıslušnou rotaci, načež ji zase vrát́ıme zpátky na p, ve
druhém př́ıpadě je to podobné, jen o krok deľśı.

Když toto dosad́ıme do (69), dostaneme

R̂u(τ) = R̂z(ϕ1)R̂x(ϑ)R̂z(ϕ2), (70)

tedy stejnou rotaci dostaneme také tak, že slož́ıme otočeńı o stejné
úhly, ale kolem p̊uvodńıch os a v opačném pořad́ı!

c) Podobně jako v bodě a) značme pro zkráceńı goniometrické
funkce od úhl̊u ϕ1, ϕ2 a ϑ po řadě c1, s1, c2, s2, C, S. Podle (70) stač́ı
mezi sebou pronásobit tři matice odpov́ıdaj́ıćı elementárńım rotaćım
(viz př́ıklad 10.1). Matice výsledného otočeńı bude

Ru(τ) =



c1c2 − s1s2C −c1s2 − c2s1C s1S
s1c2 + s2c1C −s1s2 + c1c2C −c1S

s2S c2S C


 (71)
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Obrázek 15: Eulerovy úhly, pomoćı nichž je definováno libovolné
otočeńı v R3. Představme si, že je na osy x, y položen disk (je vy-
značen čárkovaně). Nejprve otáč́ıme o ϕ1 kolem osy z tak, aby osa
x přešla do p (pr̊usečnice rovin xy a x′y′). Pak skláṕıme rovinu xy
(disk) kolem p (v té chv́ıli to je osa x) o úhel ϑ, takže osa z přejde
do konečné polohy z′. Nakonec otáč́ıme podle této nové osy z′ o ϕ2,
č́ımž dostaneme osy x a y do správné polohy.

Chceme-li zjistit úhel otočeńı, které popisuje tato matice, nemuśıme
ji srovnávat s matićı Ru(τ), kterou jsme spoč́ıtali v bodě a. Stač́ı si
vzpomenout, že stopa matice otočeńı o úhel τ ale je 1 + 2 cos τ (viz
př́ıklad 10.1). Srovnáńım se stopou matice (71) dostaneme

cos τ = cos2
ϑ

2
cos(ϕ1 + ϕ2)− sin2

ϑ

2
,

nebo také po úpravě

cos
τ

2
= cos

ϑ

2
cos

ϕ1 + ϕ2
2

.

∗TB
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10.3 Grupa Lorentzových transformaćı

Úkol: Charakterizujte lineárńı transformace na prostoru R4 (pro
jednoduchost hovořme o jejich matićıch), které zachovávaj́ı formu
ϕ(x) = x24 − x21 − x22 − x23, tedy transformace A, pro které ϕ(Ax) =
ϕ(A). Uvažujeme pouze kartézské souřadnice; s označeńım x4 = ct se
jedná o normu čtyřvektoru x, použ́ıvanou ve speciálńı teorii relativity.
Speciálně dokažte, že

a) všechny transformace s touto vlastnost́ı tvoř́ı grupu — znač́ıme
ji GLor a nazývá se Lorentzova grupa (a jej́ı prvky jsou Loren-
tzovy transformace, o nichž ještě dost uslyš́ıte).

b) matice Lorentzových transformaćı A ∈ GLor splňuj́ı podmı́nky
|detA| = 1, |A44| ≥ 1.

c) speciálńı Lorentzovy transformace, tj. ty A ∈ GLor, pro něž
detA = 1, A44 ≥ 1, tvoř́ı podgrupu GLor; znač́ıme ji G+Lor.

Řešeńı: Zavedeme-li v R4 standardńı skalárńı součin (x · y) =∑4
k=1 xkyk a označ́ıme-li

I− =




−1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 1


 ,

můžeme normu čtyřvektoru zapsat jako

ϕ(x) = (I−x · x).

Požadavek invariance formy ϕ vzhledem k transformaćım A, tj.
ϕ(x) = ϕ(Ax), uprav́ıme následuj́ıćım zp̊usobem:

ϕ(x) = (I−x · x) = ϕ(Ax) = (I−Ax ·Ax) = (AT I−Ax · x) .

Odtud dostaneme nutnou a postačuj́ıćı podmı́nku na matici A, aby
patřila do GLor:

A ∈ GLor ⇔ AT I−A = I−. (72)
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a) To, že všechny Lorentzovy transformace tvoř́ı grupu, plyne
okamžitě z podmı́nky (72); předvedeme zde např. d̊ukaz uzavřenosti
v̊uči násobeńı:

A,B ∈ GLor ⇒ (AB)T I−AB = BTAT I−AB = BT I−B = I−.

Jednotková matice � patř́ı do GLor evidentně a ke každé A ∈ GLor
je v GLor také matice A−1 (jej́ıž existence je zaručena bodem b).

b) Z (72) plyne okamžitě |detA| = 1. Necháme nyńı matici A
p̊usobit na vektor x = (0, 0, 0, 1)T , pro který je ϕ(x) = 1. Vyjde
Ax = (A14, A24, A34, A44)

T , a z ϕ(Ax) = 1 pak plyne

A244 = 1 +

3∑

k=1

A2k4 ≥ 1 ,

jak jsme chtěli.
Dokážeme ještě daľśı fakt, který budeme potřebovat, a to uzavře-

nost GLor v̊uči transpozici matice. Necht’ tedy A ∈ GLor. Provedeme
sekvenci jednoduchých úprav (I2− = � )

AT I−A = I− ⇒ I−A
T I−AA

−1 = I2−A
−1 = A−1 ⇒

⇒ I−A
T I− = A−1 ⇒ AI−A

T I− = � ⇒ AI−A
T = I− ,

tedy také AT ∈ GLor.

c) Zřejmě je � ∈ G+Lor. Necht’ A,B ∈ G+Lor. Plat́ı

(BA)44 = B44A44 +

3∑

k=1

B4kAk4. (73)

Z bodu b) a faktu BT ∈ GLor ale plyne

A244 = 1 +
3∑

k=1

A2k4, B244 = 1 +
3∑

k=1

B24k

a Cauchy-Schwarzova nerovnost (d̊ukaz viz v př́ıkladu 5.4) nám ř́ıká
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∣∣∣∣∣
3∑

k=1

B4kAk4

∣∣∣∣∣ ≤

√√√√
(

3∑

k=1

A2k4

)(
3∑

k=1

B24k

)
=

√
A244 − 1

√
B244 − 1 ≤ A44B44 .

Porovnáńım s (73) dostaneme (BA)44 ≥ 0, ale protože už v́ıme,
že obecně je |(BA)44| ≥ 1, je uzavřenost G+Lor v̊uči násobeńı matic
dokázána (to, že determinant z̊ustává 1, je ovšem triviálńı). Jed-
noduchou modifikaćı tohoto postupu rovněž dokážeme, že ke každé
A ∈ G+Lor je také A−1 ∈ G+Lor. Všimněme si, že GLor je tedy nesou-
vislá. ∗TB

10.4 Reprezentace

Úkol: Nalezněte alespoň dvě jednorozměrné a jednu dvourozměrnou
reprezentaci grupy S3, tedy grupy permutaćı tř́ıprvkové množiny.

Řešeńı: Připomeňme definici reprezentace.
Reprezentace grupy G je morfizmus ϕ, který prvk̊um G přǐrazuje

lineárńı zobrazeńı na nějakém vektorovém prostoru V . Dimenźı re-
prezentace rozumı́me dimenzi V . Morfizmus je zobrazeńı, které za-
chovává grupovou operaci, tedy ϕ(ab) = ϕ(a)ϕ(b) pro ∀a, b ∈ G a
dále ϕ(1) = � . Jinak řečeno: n–dimenzionálńı reprezentace grupy je
takové přǐrazeńı matice n × n ke každému prvku grupy, při kterém
násobeńı prvk̊u grupy odpov́ıdá násobeńı matic.

Dvě snadno odhalitelné jednorozměrné reprezentace obecné gru-
py Sn jsou identita (každému prvku se přǐrad́ı jednička) a znaménko
permutace (π ∈ Sn se přǐrad́ı zn(π)).

Dvourozměrná reprezentace se také př́ımo nab́ıźı: S3 lze chápat
jako symetrie rovnostranného trojúhelńıka v R2. Trojúhelńık umı́s-
těme podle obrázku 16 a prvk̊um S3 pak přǐrad́ıme matice zobrazeńı,
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které odpov́ıdaj́ı těmto symetríım

identita:

(
1 0
0 1

)

rotace o ± 2π
3 :

(
− 12 −

√
3
2√

3
2 − 12

)
,

(
− 12

√
3
2

−
√
3
2 − 12

)

zrcadleńı :

(
−1 0
0 1

)
,

(
1
2 −

√
3
2

−
√
3
2 − 12

)
,

(
1
2

√
3
2√

3
2 − 12

)
.

Matice rotaćı v R2 jsme spoč́ıtali v př́ıkladu 10.1. Matice zrcadleńı
lze źıskat pohodlně ze zrcadleńı podle osy y (prvńı matice v řádku
,,zrcadleńı”, označme ji Zy) jako AαZyA−α, kde Aα je matice rotace
o α, a dosazujeme bud’ α = 2

3π, nebo α = − 23π (tedy matice z řádku
,,rotace”).

Lze si samozřejmě položit otázku, jaké existuj́ı ještě daľśı repre-
zentace grupy S3. Abychom mohli tuto otázku zodpovědět, muśıme
se zmı́nit o ekvivalentńıch a reducibilńıch reprezentaćıch.

Pokud jsou r1, r2 dvě reprezentace G na V , které jsou svázány
podobnostńı transformaćı

r1(g) = ϕr2(g)ϕ
−1 , ∀g ∈ G

pro nějaké pevné (bijektivńı) zobrazeńı ϕ : V → V , mluv́ıme o ekvi-

valentńıch reprezentaćıch. Takové reprezentace se tedy lǐśı jen t́ım,
že ve V voĺıme r̊uzné báze.

Je-li r reprezentace na V , a existuje-li ∅ 6= V1 ⊂ V , V1 6= V , pro
nějž plat́ı

(
r(g)

)
v1 ∈ V1 pro každý prvek grupy g a každý vektor v1 ∈

V1, potom reprezentaci r nazveme reducibilńı. Ostatńı reprezentace
nazýváme ireducibilńı.

Lze ukázat, že pokud u reprezentace konečné (pozor pro takovou
grupu {exp(tN)}, N nilpotentńıto již neplat́ı!) grupy existuje výše
definovaný invariantńı podprostor V1, pak lze rozložit V na V1 ⊕ V2,
kde také

(
r(g)

)
v2 ∈ V2 pro každý prvek grupy g a každý vektor

v2 ∈ V2. To znamená, že lze r ,,složit” ze dvou reprezentaćı nižš́ı
dimenze, které p̊usob́ı na V1 a V2: to znamená, že lze zvolit bázi ve V
tak, že všechnymatice r(g), g ∈ G budou blokově diagonálńı (a bloky
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1
2

√
3,− 12
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− 12
√
3,− 12

]

[0, 1]

Obrázek 16: Symetrie rovnostranného trojúhelńıka jako zobrazeńı
R2 → R2 tvoř́ı reprezentaci S3, grupy permutaćı množiny {1, 2, 3}.

budou mı́t stejnou velikost i polohu; odpov́ıdaj́ı zobrazeńım V1 → V1
a V2 → V2, což jsou také reprezentace). Ireducibilńı reprezentace

jsou tedy jakési ,,základńı kameny” pro vytvářeńı všech možných
reprezentaćı dané grupy53.

Při zjǐst’ováńı, zda jsme již nalezli všechny ireducibilńı reprezen-
tace, nám pomůže následuj́ıćı věta.

Necht’ d1, . . . , dn jsou dimenze (řády) všech neekvivalentńıch iredu-
cibilńıch reprezentaćı grupy G o #G prvćıch. Pak

d21 + . . .+ d2n = #G . (74)

Vid́ıme tedy, že d́ıky 1+ 1+22 = 6 jiné ireducibilńı reprezentace
S3 než ty, co jsme již nalezli, neexistuj́ı. Je ale potřeba se přesvědčit,
že jsou tyto nalezené reprezentace skutečně ireducibilńı: dokážete
vysvětlit proč? ∗KV

53U konečných grup (a nekonečných kompaktńıch grup) plat́ı, že každou re-
prezentaci lze ,,poskládat” z ireducibilńıch reprezentaćı.
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11 Exponenciála se neboj́ı

11.1 Dvouhladinový systém aneb Hrátky s matićı
2× 2

Úkol: Jsou zadány matice

H0 =

(
ε1 0
0 ε2

)
, V =

(
0 t
t 0

)
, H = H0 + V .

1. Srovnejte spektra a vlastńı vektory matic H0 a H. U vlastńıch
vektor̊u H předpokládejte ε1 = ε2.

2. Nalezněte řešeńı rovnic

H0|ψ〉 = i~ ˙|ψ〉 , H|ψ〉 = i~ ˙|ψ〉 , kde |ψ〉 =
(
ψ1(τ)
ψ2(τ)

)
(75)

s počátečńı podmı́nkou v obou př́ıpadech |ψ〉(0) = (1, 0)T . Pro
jednoduchost položte u druhé rovnice ε1 = ε2 = 0. Symbol ~
označuje Planckovu konstantu.

3. Vysvětlete, co znamenaj́ı fyzikálně výsledky předchoźıch dvou
bod̊u. Hamiltoniány H0 a H mohou odpov́ıdat např́ıklad
systému na obr. 17.

Poznámka k označeńı: časovou proměnnou budeme označovat τ , deri-
vacemi v bodě 2 máme na mysli ˙|ψ〉 = d|ψ〉/dτ .
Řešeńı: 1. Matice H0 je v diagonálńım tvaru, takže jej́ı vlastńı č́ısla
jsou př́ımo ε1, ε2 a odpov́ıdaj́ıćı vlastńı vektory jsou (1, 0)T a (0, 1)T .

H0 : H :

ε1,

|ψL〉

ε2,

|ψR〉
ε− t,
|ψ〉 =

(
1

−1
)

ε+ t,
|ψ〉 =

(
1
1

)
ε

|ψ〉 =
(
0
1

)

|ψ〉 =
(
1
0

)

Obrázek 17: Systémy odpov́ıdaj́ıćı hamiltonián̊um v př́ıkladu 11.1.
Připomı́náme, že t < 0.
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Vlastńı č́ısla matice H jsou kořeny charakteristického polynomu
det(H − λ� ) = λ2 − λTrH + detH (viz vztah 60 v př́ıkladu 9.7 a
daľśıch př́ıkladech kapitoly 9)

λ2−λ(ε1+ε2)+ε1ε2−t2 = 0 , λ1,2 =
ε1 + ε2

2
±
√(

ε1 − ε2
2

)2
+ t2 .

(76)
Pro ε1 = ε2 = ε maj́ı vlastńı č́ısla obzvláště jednoduchý tvar λ1,2 =
ε ± t. V tomto př́ıpadě se nám budou také snadno poč́ıtat vlastńı
vektory

λ = ε+ t :

(
1
1

)
, λ = ε− t :

(
1
−1

)
.

2. Řešeńı rovnice Av = v̇ s počátečńı podmı́nkou v(0) = v0 je
v(τ) = exp(Aτ)v0. Formálně je tento vzorec stejný jako u skalárńıch
funkćı (je-li αy = y′, y(0) = y0, pak y(τ) = y0 e

ατ ).
Spoč́ıtáme proto exponenciály obou matic. Funkce z diagonálńıch

matic se poč́ıtaj́ı prostě tak, že funkci použijeme př́ımo na diagonálńı
elementy, takže

exp

(
1

i~
τH0

)
=

(
exp 1

i~τε1 0
0 exp 1

i~τε2

)
=

(
e−iω1τ 0

0 e−iω2τ

)
,

kde jsme zavedli označeńı ε1,2 = ~ω1,2, které se těš́ı mezi fyziky jisté
oblibě.

U matice H budeme mı́t trochu v́ıce práce, ale d́ıky výsledk̊um
bodu 1 j́ı také nebude mnoho. Vı́me, že pro ε1 = ε2 = ε je

H =

(
ε t
t ε

)
=

1

2

(
1 1
1 −1

)(
ε+ t 0
0 ε− t

)(
1 1
1 −1

)
,

a proto (při označeńı ε = ~ω, t = ~ωt, ω± = ω ± ωt)

exp( 1i~τH) =
1

2

(
1 1
1 −1

)(
e−iω+τ 0

0 e−iω−τ

)(
1 1
1 −1

)
=

e−iωτ
(

cosωtτ −i sinωtτ
−i sinωtτ cosωtτ

)
.
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Řešeńı rovnic 75 s počátečńı podmı́nkou |ψ〉 = (1, 0)T je potom
(s ohledem na vzorec v(τ) = exp(Aτ)v0) vždy prvńı sloupec expo-
nenciály př́ıslušné matice.

H0 : |ψ〉(τ) = e−iω1τ
(
1
0

)
, H : |ψ〉(τ) = e−iωτ

(
cosωtτ
−i sinωtτ

)

3. Ze stacionárńı (bezčasové) Schrödingerovy rovnice

H|ψ〉 = E|ψ〉
plyne, že vlastńı č́ısla hamiltoniánu udávaj́ı energie (spektrum), které
můžeme v systému popsaném t́ımto hamiltoniánem naměřit. Po-
dobně vlastńı vektory udávaj́ı stavy, které těmto energíım odpo-
v́ıdaj́ı.

Hamiltoniánem H0 můžeme tedy popsat např́ıklad dvě oddělené
potenciálové jámy, které spolu nekomunikuj́ı a ve kterých je vždy
jen jedna dostupná energetická hladina. Částice se bud’to nacháźı
v jámě vlevo (|ψL〉 = (1, 0)T ) a má energii ε1, nebo v jámě vpravo
(|ψR〉 = (0, 1)T ) a pak má energii ε2.

Pokud nás zaj́ımá časový vývoj stavu |ψ〉(τ) = (ψ1(τ), ψ2(τ))
T ,

kdy se částice nacháźı v čase τ = 0 v jámě vlevo, řeš́ıme časovou
Schrödingerovu rovnici (75). V bodě 2 jsme to učinili a vid́ıme, že při
této počátečńı podmı́nce je pravděpodobnost výskytu částice v jámě
vlevo, resp. vpravo rovna |ψ1(τ)|2 = 1 a |ψ2(τ)|2 = 0, tedy v čase
konstantńı.

Částice může být také ve stavu, který je lineárńı kombinaćı
α|ψR〉 + β|ψL〉, α, β ∈ C, přičemž |α|2 + |β|2 = 1, aby byl
tento stav normován na jedničku. I v tomto př́ıpadě ale z̊ustane
pravděpodobnost výskytu částice v jámě vlevo |ψ1(τ)|2, resp. vpravo
|ψ2(τ)|2 v čase konstantńı (totiž |α|2, resp. |β|2).

Systém popsaný hamiltoniánem H odpov́ıdá např́ıklad dvěma
jámám, u nichž je nenulová pravděpodobnost, že částice v jedné jámě
přeskoč́ı do druhé jámy (tunelový jev). Vid́ıme, že pro ε1 = ε2 sńımá
porucha54 V degeneraci, tedy, že dvojnásobně degenerovaná hladina

54Toto označeńı pocháźı z úloh řešených tzv. poruchovým počtem, kde známe
vlastńı č́ısla a vlastńı vektory pouze u operátoru H0 a hledáme je také pro H =
H0 +αV . Vlastńı vektory a vlastńı č́ısla H zaṕı̌seme ve tvaru řady v mocninách
α a zaj́ımáme se většinou pouze o lineárńı a př́ıpadně kvadratický člen: to je
přijatelné pouze pokud je α malé, a αV je tedy pouze slabá porucha k H0.
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E = ε se rozštěṕı na dvě hladiny55 ε ± t. Př́ıslušné vlastńı stavy
jsou symetrická vlnová funkce (1, 1)T pro ε + t a antisymetrická
vlnová funkce (1,−1)T pro ε− t. Jelikož je u reálných systémů t < 0,
je prvńı zmı́něná vlnová funkce základńı stav systému (viz obrázek
17). U dvouatomové molekuly by to byl vazebný orbital (zat́ımco
(1,−1)T by odpov́ıdala antivazebnému orbitalu).

Co se týče časového vývoje, vid́ıme, že když částici vhod́ıme
do jámy vlevo, |ψ〉(0) = (1, 0)T , bude částice ,,přeskakovat” mezi
jámami, nebot’ |ψ1(τ)|2 = cos2 ωtτ a |ψ2(τ)|2 = sin2 ωtτ .

Na závěr učiňme ještě dvě poznámky. Rovnice

exp(Hτ/i~)|ψ(0)〉 = |ψ(τ)〉

nás opravňuje nazývat U(τ) = exp(Hτ/i~) operátorem časového
vývoje nebo také evolučńım operátorem. Dı́ky hermitovskosti H je
tento operátor automaticky unitárńı. Klidně se o tom přesvědčte.

Konečně se možná čtenář ptá, jak souviśı matice se ,,skutečnou
kvantovou mechanikou”, v ńıž je stacionárńı Schrödingerova rovnice
(pro jednorozměrný systém)

[
− ~2

2m

d 2

dx2
+ V (x)

]
ψ(x) = Eψ(x) .

Inu, ψ(x) vždy voĺıme z nějakého Hilbertova prostoru, což je obvykle
nekonečnědimenzionálńı (úplný) vektorový prostor se skalárńım
součinem. Může se ale také stát, že je dimenze tohoto prostoru
konečná (a nebo učińıme nějakou fyzikálńı aproximaci a omeźıme
se na podprostor konečné dimenze). Pak si ale lze v tomto prostoru
zvolit vhodnou bázi a vyjádřit operátor v hranatých závorkách po-
moćı matice. ∗KV

11.2 Soustava diferenciálńıch rovnic s rezonanćı

Úkol: Nalezněte obecné řešeńı následuj́ıćı soustavy rovnic pro yi =
yi(x), i = 1, 2

y′1 = 4y1 − y2
y′2 = y1 + 2y2

(77)

55Formule (76) ukazuje, že i pro ε1 6= ε2 porucha zp̊usob́ı, že se hladiny od
sebe vzdáĺı (|λ1 − λ2| > |ε1 − ε2|).
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s počátečńı podmı́nkou y(0) = (c1, c2)
T .

Řešeńı: Nejdř́ıve zavedeme následuj́ıćı označeńı

A =

(
4 −1
1 2

)
, y =

(
y1
y2

)
.

V tomto označeńı můžeme soustavu zapsat ve tvaru y ′ = Ay. Ma-
tice A je matice s konstantńımi koeficienty, a proto je řešeńı soustavy
(bez počátečńı podmı́nky) jakýkoliv vektor tvaru exp(Ax)v. Pokud
máme ještě zadanou nějakou počátečńı podmı́nku typu y (0) = c,
pak je řešeńım soustavy vektor y = exp (Ax) c, neboli vektor, který
źıskáme aplikaćı matice expAx na vektor počátečńıch podmı́nek c.
Asi nám tedy nezbude než naj́ıt matici exp(Ax).

Jak na to? Matici A převedeme na Jordan̊uv tvar JA, a využijeme
toho, že plat́ı exp(Ax) = C exp (JAx)C

−1, kde C je matice, která
transformuje složky vektoru z Jordanovy do kanonické báze. Expo-
nenciálu matice JA už spočteme snadněji (viz vztah 78). Najděme
tedy nejprve Jordan̊uv tvar matice A. Vlastńı č́ısla matice A źıskáme
jako kořeny charakteristické rovnice

det(A− λ � ) = det

(
4− λ −1
1 2− λ

)
= (λ− 3)

2
.

Matice A má dvojnásobné vlastńı č́ıslo λ1,2 = 3. Protože

dimKer (A− 3� ) = 2− h
(
1 −1
1 −1

)
= 1 ,

existuje jen jeden56 vlastńı vektor A. Bázi R2 tedy z vlastńıch
vektor̊u A neposkládáme, a A tud́ıž neńı diagonalizovatelná. Muśı
pak ale nutně existovat řetězec délky dva a → b → 0, neboli
(A − 3 � )a = b, (A − 3 � )b = 0 a a, b pak tvoř́ı bázi R2. Pro kon-
trolu se můžeme přesvědčit, že (A−3 � )2 je nulová matice. Jordan̊uv
tvar tedy bude

JA =

(
3 1
0 3

)
.

Jako vektor z Ker (A − 3� )2 zvolme např́ıklad a = (1, 0)T a z toho
dostaneme b = (A− 3� ) a = (1, 1)T . Matice C, která transformuje

56T́ım mysĺıme, že prostor vlastńıch vektor̊u je jednorozměrný.
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A na Jordan̊uv tvar má ve sloupćıch vektory b, a (v tomto pořad́ı),
a tedy podle Čihákova pravidla (38 v př́ıkladu 6.5)

C =

(
1 1
1 0

)
, C−1 =

(
0 1
1 −1

)
.

Přesvědčte se, že skutečně JA = C−1AC.
Exponenciála potom muśı být

exp(Ax) = exp
(
CJAxC

−1) = C exp (JAx)C
−1 =

= C exp

[(
3 1
0 3

)
x

]
C−1 = C exp

[(
3 0
0 3

)
x+

(
0 1
0 0

)
x

]
C−1 .(78)

Zde můžeme využ́ıt pravidla o exponenciále součtu exp(A + B) =
expA expB, protože obě matice v exponenciále spolu komutuj́ı
(prvńı matice je násobek � ). To nám umožńı upravit výšeuvedenou
rovnici na

exp(Ax) = C exp

[(
3 0
0 3

)
x

]
exp

[(
0 1
0 0

)
x

]
C−1 ,

kde snadno vypočteme obě požadované exponenciály. Je totiž

exp

(
3x 0
0 3x

)
=

(
e3x 0
0 e3x

)
,

exp

(
0 x
0 0

)
= � +

1

1!

(
0 x
0 0

)
+ 0 =

(
1 x
0 1

)
.

Konečně pro exponenciálu A dostaneme

exp(Ax) =

(
e3x + xe3x −xe3x
xe3x e3x − xe3x

)
.

Řešeńım rovnice 78 pak je y = exp (Ax) c, kde c je vektor počátečńıch
podmı́nek.

Zdá se, že t́ımto jsme s řešeńım skončili. Nejv́ıce času nám
při řešeńı úlohy zabral výpočet exponenciály matice A. Položme si
otázku, zda bychom se nemohli bez exponenciály matice A obej́ıt.
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Nejdř́ıve prozkoumáme, jak matice exp(Ax) p̊usob́ı na vektory
Jordanovy báze a a b.

exp (Ax) a =

(
e3x + xe3x −xe3x
xe3x e3x − xe3x

)(
1
0

)
=

(
e3x + xe3x

xe3x

)

exp (Ax) b =

(
e3x + xe3x −xe3x
xe3x e3x − xe3x

)(
1
1

)
=

(
e3x

e3x

)

Na prvńı pohled se nestalo nic zaj́ımavého. Při podrobněǰśım
zkoumáńı si však uvědomı́me, že

exp (Ax) a = e3xa + xe3xb
exp (Ax) b = e3xb.

Skutečně, nejde o náhodu. Vektor b je totiž vlastńı vektor matice A
př́ıslušej́ıćı vlastńımu č́ıslu λ = 3. Jinak: plat́ı Ab = 3b. Proto

exp (Ax) b =

( ∞∑

n=0

(Ax)n

n!

)
b =

( ∞∑

n=0

xnAnb

n!

)
=

=

( ∞∑

n=0

xn3nb

n!

)
=

( ∞∑

n=0

(3x)n

n!

)
b = e3xb .

Toto neznamená nic jiného, než že pokud je u vlastńı vektor matice
A př́ıslušej́ıćı vlastńımu č́ıslu λ, pak je u také vlastńı vektor matice
expA, př́ıslušej́ıćı vlastńımu č́ıslu eλ.

Nyńı se zamysĺıme nad vektorem a. Připomeňme si, že vektor
a byl zvolen z Ker (A − 3 � )2, neboli (A− 3 � )

2
a = 0. Nav́ıc b =

(A− 3 � ) a. Proto (u ∗ využ́ıváme opět komutativitu)

exp (Ax) a = exp
[
(A−3� )x+3x �

]
a
∗
= exp

[
(A−3 � )x

]
exp(3x� )a =

= exp
[
(A− 3� )x

]
e3xa = e3x

( ∞∑

n=0

[
(A− 3 � )x

]n

n!

)
a

= e3x

(
� a + (A− 3 � )xa +

∞∑

n=2

xn(A− 3 � )na

n!

)
.

200



V posledńı sumě jsou ale už jen nulové matice. Výsledek p̊usobeńı
exponenciály na vektor a je tedy

exp (Ax) a = e3xa + xe3xb .

Protože vektory a a b tvoř́ı bázi prostoru R2, můžeme každou
počátečńı podmı́nku zapsat jako c = αa+βb, kde α, β ∈ R. Na takto
rozloženou počátečńı podmı́nku pak p̊usob́ı exp(Ax) následovně

exp (Ax) c = exp (Ax) (αa + βb) = α exp (Ax) a + β exp (Ax) b .

Chováńı vektror̊u a a b při p̊usobeńı matice exp(Ax) jsme již vyřešili,
proto můžeme pokračovat a dostaneme řešeńı diferenciálńı rovnice
jako

y (x) = exp (Ax) c = α
(
e3xa + xe3xb

)
+ β

(
e3xb

)
. (79)

Pro zjǐst’ováńı chováńı vektor̊u a a b při p̊usobeńı expAx jsme v̊ubec
nemuseli znát exponenciálu matice A, stačila nám pouze d̊ukladná
znalost Jordanova tvaru a Joradnovy báze matice A. Pokud ne-
chceme poč́ıtat exponenciálu A, vystač́ıme si s t́ımto jednodušš́ım
postupem. ∗VP

11.3 Diferenciálńı rovnice s pravou stranou

Úkol: Nalezněte obecné řešeńı soustavy

ẏ1(t) = 4y1 − y2 + e3t(t+ sin t)
ẏ2(t) = y1 + 2y2 + te3t cos t .

(80)

Řešeńı: Pokud označ́ıme

A =

(
4 −1
1 2

)
, f (t) =

(
e3t(t+ sin t)
te3t cos t

)
, y =

(
y1
y2

)
,

lze rovnici zapsat zkráceně

ẏ = Ay + f (t) .

Jedná se tedy o nehomogenńı soustavu lineárńıch diferenciálńıch rov-

nic. Při jej́ım řešeńı budeme postupovat následovně: nejprve (1) na-
jdeme řešeńı homogenńı soustavy a pak (2) metodou variace konstant
najdeme obecné řešeńı nehomogenńı soustavy.
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1. Homogenńı soustavu Ay = ẏ jsme již vyřešili v př́ıkladu 11.2.
Zopakujme výsledek: v R2 jsme nalezli (Jordanovu) bázi

a =

(
1
0

)
, b =

(
1
1

)
.

Protože každý vektor počátečńıch podmı́nek y0 je možné rozložit
do této báze (o které v́ıme, jak se chová při zobrazeńı exp(tA)),
můžeme každé řešeńı homogenńı soustavy zapsat jako lineárńı kom-
binaci exp(tA)a a exp(tA)b, neboli

y0 = αa + βb ⇒ y(t) = α(e3ta + te3tb) + βe3tb ,

kde α, β jsou reálné konstanty.

2. Nyńı budeme konstruovat řešeńı nehomogenńı soustavy metodou

variace konstant. Hledejme tedy řešeńı ve tvaru

y(t) = α(t)(e3ta + te3tb) + β(t)e3tb , (81)

kde α(t) a β(t) jsou funkce. Rozložme ještě pravou stranu f (t) do
Jordanovy báze b a a. Chceme tedy, aby platilo

γa + δb = γ

(
1
0

)
+ δ

(
1
1

)
=

(
e3t(t+ sin t)
te3t cos t

)
= f (t) ,

odkud δ = te3t cos t, γ = e3t(t + sin t − t cos t). Dosad́ıme-li rov-
nici (81) do rovnice ze zadáńı (80) a uvědomı́me-li si, že (81) řeš́ı
homogenńı rovnici ∀t ∈ R, dostaneme

α̇(t)(e3ta + te3tb) + β̇(t)e3tb = f (t) .

Využijme nyńı toho, že jsme f(t) rozložili do Jordanovy báze a pǐsme

α̇(t)(e3ta + te3tb) + β̇(t)e3tb = γa + δb ,

neboli ve složkách

α̇(t)e3t = γ
α̇(t)te3t + β̇(t)e3t = δ .
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Integrováńım prvńı rovnice urč́ıme α(t)

α̇(t)e3t = e3t(t+ sin t− t cos t)
α(t) =

∫
(t+ sin t− t cos t) dt

α(t) =
t2

2
− 2 cos t− t sin t+ C1 .

Podobně dojdeme k β(t)

β̇(t)e3t = te3t cos t− α̇(t)te3t
β̇(t) = t cos t− t(t+ sin t− t cos t)
β(t) =

∫
(t cos t− t2 − t sin t+ t2 cos t) dt

β(t) = − t
3

3
+ cos t− 3 sin t+ t sin t+ 3t cos t+ t2 sin t+ C2 .

Takto spočtené koeficienty dosad́ıme zpět do (81) a dostáváme

y(t) = e3t
(
α(1 + t) + β
αt+ β

)
=

=

(
e3t · (C1 + C2 + C1t+

1
2 t
2 + 1

6 t
3 − cos t− 3 sin t+ t cos t)

e3t · (C2 + C1t+
1
6 t
3 + cos t− 3 sin t+ t cos t+ t sin t)

)
,

kde C1, C2 jsou reálné konstanty. Vektor y(t) je obecným řešeńım
nehomogenńı soustavy 80. (V [PLA], str. 199 je metoda variace kon-
stant popsána trochu jiným, avšak ekvivalentńım zp̊usobem.)

∗VP,AK

11.4 Komplexně p̊uvabná diferenciálńı rovnice

Úkol: Nalezněte řešeńı yi = yi(t), i = 1, 2 soustavy rovnic

ẏ1 = y1 + 2y2
ẏ2 = −y1 + y2

s počátečńı podmı́nkou y(0) = (c1, c2)
T .

Řešeńı: Jako obvykle zavedeme označeńı

A =

(
1 2

−1 1

)
, y =

(
y1
y2

)
.
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Zkusme nejdř́ıve naj́ıt řešeńı podle postupu zmı́něného v př́ıkladu
11.2, tedy nebudeme explicitně hledat exp(At). Protože nás však
poč́ıtáńı exponenciál matic bav́ı, najdeme posléze řešeńı i obvyklým
zp̊usobem.

Vypočteme vlastńı č́ısla matice A

0 = det (A− λ� ) = det

(
1− λ 2
−1 1− λ

)
= λ2 − 2λ+ 3 .

Charakteristická rovnice má komplexńı kořeny λ1 = 1 − i
√
2, λ2 =

1 + i
√
2. Připomeňme si, že u reálných matic se komplexńı vlastńı

č́ısla vždy vyskytuj́ı v komplexně sdružených párech. To nám nako-
nec umožńı vyjádřit exp(At) pomoćı reálných výraz̊u se siny a kosiny
mı́sto komplexńı exponenciály.

Vlastńı vektor př́ıslušej́ıćı vlastńımu č́ıslu λ1 je např́ıklad vektor
u = (i

√
2, 1)T , vlastńı vektor př́ıslušej́ıćı vlastńımu č́ıslu λ2 je vektor

komplexně sdružený k vektoru u, neboli v = (−i
√
2, 1)T . Podle toho,

co v́ıme z př́ıkladu 11.2, bude účinek exponenciály na vlastńı vektory
u, v následuj́ıćı

exp (At) u = e(1−i
√
2)t u

exp (At) v = e(1+i
√
2)t v .

Necht’ je dána počátečńı podmı́nka y(0) = c. Tento vektor rozlož́ıme
do Jordanovy báze matice A, tzn. najdeme č́ısla α, β ∈ C taková, že
plat́ı c = αu+βv. Řešeńım rovnice je exp (At) c, a to můžeme napsat
jako

exp (At) c = exp (At) (αu + βv) =

= α e(1−i
√
2)t
(
i
√
2

1

)
+ β e(1+i

√
2)t
(
−i
√
2

1

)
, (82)

č́ımž jsme našli řešeńı zadané diferenciálńı rovnice.

Leckomu se však komplexńı č́ısla neĺıb́ı, a proto ještě zkuśıme
zapsat výsledek bez užit́ı komplexńıch č́ısel. Vzhledem k tomu, že
soustava neobsahovala komplexńı č́ısla, máme — pokud si zvoĺıme
reálné počátečńı podmı́nky c — na reálné řešeńı také opravdu nárok.
Z reálnosti c (tedy c∗ = c) plyne β = α∗; všimněte si také, že
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takto máme ve volbě c jen dva reálné stupně volnosti a ne čtyři
jako v př́ıpadě komplexńıho c. Dále si připomeneme dobře známé
vztahy

2 cosx = eix+e−ix , 2i sinx = eix− e−ix .

Př́ımočarými algebraickými úpravami pak dostaneme z (82)

y (t) = 2Reα

(√
2 sin(t

√
2)

cos(t
√
2)

)
et+2 Imα

(
−
√
2 cos(t

√
2)

sin(t
√
2)

)
et .

Pro zadanou počátečńı podmı́nku c źıskáme α řešeńım soustavy dvou
rovnic o dvou neznámých c = αu + α∗v.

Úlohu jsme již vyřešili a jako početńı cvičeńı ještě můžeme zku-
sit explicitně nalézt exponenciálu matice A. Vše potřebné je už
připraveno, a proto budeme postupovat rychleji. Matici přechodu C
najdeme tak, že do jej́ıch sloupc̊u naṕı̌seme vlastńı vektory matice
A. Matice C a jej́ı inverze C−1 (nalezená pomoćı Čihákova pravidla
38 z př́ıkladu 6.5) je

C =

(
i
√
2 −i

√
2

1 1

)
, C−1 =

(
−
√
2
4 i

1
2√

2
4 i

1
2

)
.

Exponenciálu poč́ıtáme obvyklým zp̊usobem

exp(tA) = exp
(
CtJAC

−1) = C exp (tJA)C
−1 =

= C

(
e(1−i

√
2)t 0

0 e(1+i
√
2)t

)
C−1 =

=




1
2

(
e(1+i

√
2)t+e(1−i

√
2)t
)

− i
√
2
2

(
e(1+i

√
2)t− e(1−i

√
2)t
)

i
√
2
4

(
e(1+i

√
2)t− e(1−i

√
2)t
)

1
2

(
e(1+i

√
2)t+e(1−i

√
2)t
)




a po úpravě použit́ım výše zmı́něných vzorc̊u pro sinus a kosinus
dostaneme elegantněǰśı vyjádřeńı

exp(tA) =

(
cos(t

√
2) et

√
2 sin(t

√
2) et

−
√
2
2 sin(t

√
2) et cos(t

√
2) et .

)
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Řešeńı diferenciálńı rovnice je exp(tA) aplikované na vektor počá-
tečńıch podmı́nek c, aneb

y (t) = exp (tA) c =

(
c1 cos

(
t
√
2
)
et+c2

√
2 sin

(
t
√
2
)
et

−c1
√
2
2 sin

(
t
√
2
)
et+c2 cos

(
t
√
2
)
et

)
.

Můžeme zkontrolovat, že jsme dospěli ke stejnému výsledku.
∗VP

11.5 Soustava 3 diferenciálńıch rovnic

Úkol: Vyřešte soustavu




4 2 −5
6 4 −9
5 3 −7





y1
y2
y3


 =



ẏ1
ẏ2
ẏ3




s proměnnou t.

Řešeńı: Budeme hledat řešeńı pomoćı exponenciály matice At.
Nejdř́ıve si matici A převedeme do Jordanova kanonického tvaru.
Charakteristický polynom A vycháźı p(λ) = −λ3 + λ2, tomu od-
pov́ıdaj́ı vlastńı č́ısla λ1 = 1, λ2,3 = 0. K vlastńımu č́ıslu λ = 1
vypočteme vlastńı vektor v1 = (1, 1, 1)T .

Nyńı se věnujme dvojnásobnému č́ıslu λ = 0. Hodnost matice A je
2, hodnost A2 je 1, tedy dimKer (A−λ� ) = 1 a dimKer (A−λ� )2 =
2. To znamená57, že pro λ = 0 existuje jen jeden vlastńı vektor (až
na násobek), a proto muśıme zkonstruovat jeden řet́ızek délky dvě.
Jak urč́ıme jeho vektory? Nejdř́ıve můžeme řešit např. soustavu

A2u =




3 1 −3
3 1 −3
3 1 −3


 u = 0 .

Dostáváme např́ıklad u = (0, 3, 1)T . Jeho obrazem by měl být vlastńı
vektor v2. Dopočteme v2 = Au = (1, 3, 2)T . Samozřejmě se může
stát, že při řešeńı rovnice A2v = 0 se tref́ıme vektorem u už př́ımo do

57Věděli jsme to už v okamžiku, kdy jsme spoč́ıtali dim(KerA− λ� ) = 1.
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v2. Potom je třeba zkusit jiné řešeńı rovnice A2u = 0. T́ım źıskáváme
Jordan̊uv kanonický tvar A = QJAQ

−1




1 1 0
1 3 3
1 2 1




↓ ↓ ↓
v1 v2 u




1 0 0
0 0 1
0 0 0




↓ ↓
λ1 λ2




3 1 −3
−2 −1 3
1 1 −2


 = A

Jiná možnost, která je v tomto př́ıpadě snad méně pracná (nemuśıme
poč́ıtat A2), je naj́ıt v2 a pak řešit Au = v2. Tato metoda se ale
v obecném př́ıpadě nemuśı vyplatit, konkrétně u matic, které maj́ı
k jednomu vlastńımu č́ıslu v́ıce řet́ızk̊u.

Následuje již jen výpočet samotné exponenciely: exp(At) =
Q exp(JAt)Q

−1. Spoč́ıtáme si tedy exponenciálu jednotlivých Jorda-
nových blok̊u. Prvńı blok je tvořen jen vlastńım č́ıslem 1, a jeho expo-
nenciála je tedy et. Druhý blok je př́ımo Jordanova buňka (násobená
t) a jej́ı exponenciála je

� +
t

1!

(
0 1
0 0

)
+
t2

2!

(
0 0
0 0

)
+ . . . =

(
1 t
0 1

)
.

Dohromady to dává

exp(At) =




1 1 0
1 3 3
1 2 1






et 0 0
0 1 t
0 0 1






3 1 −3
−2 −1 3
1 1 −2


 =

=




3 et+t− 2 et+t− 1 −3 et−2t+ 3
3(et+t− 1) et+3t −3(et+2t− 1)
3 et+2t− 3 et+2t− 1 −3 et−4t+ 4




Konkrétńı rovnice pro y1, y2, y3 źıskáme t́ım, že matici exp(At) vy-
násob́ıme počátečńımi podmı́nkami. Jako zaj́ımavost lze uvést, na-
kolik můžou r̊uzné počátečńı podmı́nky ovlivnit tvar řešeńı. Např.
zvoĺıme-li y1(0) = 0, y2(0) = 1, y3(0) = 0, pak y1 = et+t − 1,
y2 = et+3t, y3 = et+2t − 1, tedy všechny složky řešeńı pro t → ∞
exponenciálně rostou. Zvoĺıme-li ale y1(0) = 1, y2(0) = 0, y3(0) = 1,
potom y1 = −t + 1, y2 = −3t, y3 = −2t + 1 a složky řešeńı rostou
(v absolutńı hodnotě) pouze lineárně. ∗PV
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11.6 Lineárńı nezávislost řešeńı soustavy diferen-
ciálńıch rovnic

Úkol: Necht’ vektorové funkce

x1(t), . . . , xn(t) (83)

řeš́ı soustavu n lineárńıch diferenciálńıch rovnic x′(t) = Ax(t).
Ukažte, že k tomu, aby vektory (83) byly lineárně nezávislé pro
všechny časy t, je nutné a stač́ı, aby byly lineárně nezávislé pro t = 0.

Řešeńı: Sloupcové vektory (83) naskládáme do čtvercové matice
X(t), jej́ıž determinant označ́ıme W (t) (tzv. Wronského determi-

nant). Chceme tedy dokázat

W (0) 6= 0⇐⇒ (W (t) 6= 0 ∀t) .

Spočteme časovou derivaci W ′(t). Determinant zaṕı̌seme jako sumu
(přes π) součin̊u typu a1π(1)a2π(2) · · · anπ(n). Tyto součiny se derivuj́ı
podle známého pravidla

(a1π(1)a2π(2) · · · anπ(n))′ = a′1π(1)a2π(2) · · · anπ(n) + . . .

. . .+ a1π(1)a2π(2) · · · a′nπ(n) .
Z každého zderivovaného součinu nyńı vezmeme člen, v němž se deri-
vovalo a1π(1) (π je samozřejmě v každém členu jiné). Všech těchto
n! výraz̊u dá dohromady determinant matice A, v ńıž jsou všechny
elementy v prvńım řádku zderivovány. Pokud označ́ıme k-tý řádek
rk, znamená to tedy

W ′(t) =
n∑

k=1

det




r1(t)
...

rk−1(t)
rk
′(t)

rk+1(t)
...

rn(t)




=

n∑

k=1

n∑

j=1

det




r1(t)
...

rk−1(t)
Akjrj(t)
rk+1(t)

...
rn(t)




.
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Determinant v posledńı dvojité sumě je ale AkjδkjW (t) (proč je de-
terminant s k 6= j nula?), což nám dá

W ′(t) =
n∑

k=1

AkkW (t) = TrA ·W (t) .

Dostáváme jednoduchou diferenciálńı rovnici pro W (t), jej́ımž ře-
šeńım je

W (t) =W (0) exp(tTrA) .

Odtud již snad je platnost našeho tvrzeńı evidentńı. ∗TB

11.7 Jsou exponenciála a logaritmus opravdu
navzájem inverzńı?

Úkol: Ukažte, že řady pro exponenciálu a logaritmus jsou navzájem
inverzńı funkce, př́ımým dosazeńım jedné řady do druhé. Z toho
potom př́ımo plyne, že i pro matice plat́ı ln expA = A.

Řešeńı: Použijeme řady

y = ex = 1 +
x

1!
+
x2

2!
+ · · ·+ xn

n!
+ . . .

ln y =
y − 1

1
− (y − 1)2

2
+ · · ·+ (−1)n−1 (y − 1)n

n
+ . . .

Je nutno podotknout, že druhá řada má poloměr konvergence roven
1. Všechny naše úvahy se tedy budou týkat pouze intervalu y ∈ (0, 2).

Náš postup bude následuj́ıćı: Nejprve vyjádř́ıme v co nejpře-
hledněǰśım tvaru výraz (y − 1)n = (ex−1)n pro všechna přirozená
n. Poté tento tvar dosad́ıme do řady pro ln y. Nakonec odvod́ıme, že
vskutku plat́ı ln ex = x pro y = ex ∈ K, kde K je oblast, na ńıž řada
pro ln y konverguje; v našem výpočtu budeK = {y ∈ C , |y−1| < 1}.

Nejprve tedy zjednoduš́ıme výraz (ex−1)n. Podle binomické věty
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plat́ı

(ex−1)n = enx−
(n
1

)
e(n−1)x+ · · ·+ (−1)n−1

(
n

n− 1

)
ex+(−1)n =

=

[
1 +

nx

1!
+ · · ·+ nkxk

k!
+ . . .

]
−

−
(n
1

) [
1 +

(n− 1)x

1!
+ · · ·+ (n− 1)kxk

k!
+ . . .

]
+ . . .

· · ·+ (−1)n−1
(

n

n− 1

)[
1 +

x

1!
+
x2

2!
+ · · ·+ xk

k!
+ . . .

]
+ (−1)n

Sdruž́ıme nyńı členy se stejnou mocninou x. To lze d́ıky již výše
zmiňované absolutńı konvergenci řady ex.

(ex−1)n = 1−
(
n
1

)
+
(
n
2

)
− · · ·+ (−1)n−1

(
n
n−1

)
+ (−1)n+

+x 11!

[
n−

(
n
1

)
(n− 1) + · · ·+ (−1)n

(
n
n−1

)]
+ (84)

+x2 12!

[
n2 −

(
n
1

)
(n− 1)2 + · · ·+ (−1)n−1

(
n
n−1

)]
+ . . .

· · ·+ xk 1k!

[
nk −

(
n
1

)
(n− 1)k +− · · ·+ (−1)n−1

(
n
n−1

)]
+ . . .

Protože ale ex−1 neobsahuje absolutńı člen, je nejnižš́ı mocnina x
v uvedeném rozvoji n. Prvńıch n řádk̊u je tedy nulových. Tento
fakt, který lze dokázat i př́ımým výpočtem, později ještě jednou
využijeme.

Zkoumejme nyńı, jaký je koeficient u členu xm ve výrazu

ln
(
(ex−1) + 1

)
=

(ex−1)1
1

− (ex−1)2
2

+
(ex−1)3

3
− . . .

pro m > 1. Podle výše uvedeného je tento koeficient stejný jako
koeficient u xm ve výrazu

(ex−1)1
1

− (ex−1)2
2

+ · · ·+ (−1)m−1 (e
x−1)m
m

Dosad́ıme-li nyńı z výše odvozené formule pro (ex−1)n, zjist́ıme, že
tento koeficient je roven

am =
1

m!

[
1− [2m −

(
2
1

)
1m]

2
+

[3m −
(
3
1

)
2m +

(
3
2

)
1m]

3
− · · ·+

+(−1)m−1
[mm −

(
m
1

)
(m− 1)m + · · ·+ (−1)m−1

(
m
m−1

)
]

m

]
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Našim posledńım úkolem bude dokázat, že tento výraz je pro
m > 1 roven nule. Zde vede k ćıli následuj́ıćı úvaha: Přeskuṕıme
uvažovaný výraz tak, že dáme k sobě členy s mocninou km o stejném
základu a tento výraz zjednoduš́ıme. Nakonec ukážeme, že součet
těchto výraz̊u pro k = 1, . . . ,m je roven nule.

Prvńı ohlášený krok je

m! · am = 1m
[
1 + 1

22 +
1
33 + · · ·+ 1

mm
]
−

−2m
[
1
2 +

1
3

(
3
1

)
+ · · ·+ 1

m

(
m
m−2

)]
+

+3m
[
1
3 +

1
4

(
4
1

)
+ · · ·+ 1

m

(
m
m−3

)]
− . . .

· · ·+ (−1)i−1im
[
1
i +

1
i+1

(
i+1
1

)
+ 1

i+2

(
i+2
2

)
+ · · ·+ 1

m

(
m
m−i

) ]
+

+(−1)m−1 1mmm .

Pomoćı identity

1

i+ k

(
i+ k

k

)
=

(i+ k)!

k!i!
· 1

i+ k
=

(i+ k − 1)!

k!(i− 1)!
·1
i
=

1

i

(
i+ k − 1

k

)
.

lze výrazně zjednodušit i-tý řádek

(−1)i−1im
[1
i
+

1

i+ 1

(
i+ 1

1

)
+

1

i+ 2

(
i+ 2

2

)
+ · · ·+ 1

m

( m

m− i
)]
=

= (−1)i−1im−1
[
1 +

(
i

1

)
+

(
i+ 1

2

)
+ · · ·+

(
m− 1

m− i

)]
=

= (−1)i−1im−1
(m
i

)
.

Posledńı krok spoč́ıval v opakovaném použ́ıváńı identity
(
n
k

)
+(

n
k+1

)
=
(
n+1
k+1

)
. Celkem je tedy

m! · am = 1m−1
(m
1

)
− 2m−1

(m
2

)
+ · · ·+ (−1)m−1mm−1

(m
m

)
,

což je (eventuelně až na ,,normalizaci”) koeficient u xm−1 v rozvoji
(ex−1)m do řady (84). Již výše jsme ale vysvětlili, že tento výraz
je roven nule. Zároveň je zřejmé, že u x1 je koeficient jedna, tedy
ln(ex) = x. ∗JV
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11.8 Generátory ��� (2) aneb Výpočet exponen-
ciály trikem pro speciálńı matici

Úkol: Vypoč́ıtejte exp(iϕn · σ), ϕ ∈ R. Vektor σ obsahuje Pauliho
matice (viz př́ıklad 6.1)

σ =

((
0 1
1 0

)
,

(
0 −i
i 0

)
,

(
1 0
0 −1

))

a n = (n1, n2, n3) ∈ R3, |n| = 1. Pokud se v tomto zápisu nevyznáte,
pak vězte, že máte spoč́ıtat exponenciálu z matice

iϕn · σ = iϕ

(
n1

(
0 1
1 0

)
+ n2

(
0 −i
i 0

)
+ n3

(
1 0
0 −1

))

Z výsledku odvod’te, že (1) reálné kombinace Pauliho matic σ1,
σ2, σ3 generuj́ı grupu SU(2) a podobně že (2) reálné kombinace matic
� , σ1, σ2, σ3 generuj́ı U(2)

Řešeńı: Exponenciálu si rozeṕı̌seme do řady

exp(iϕn · σ) = � + iϕn · σ− ϕ2(n · σ)2
2

− iϕ3(n · σ)3
3!

+ · · · .

Mocniny matice n ·σ můžeme upravit pomoćı vzorce (30) v př́ıkladu
6.1.

(n · σ)(n · σ) =
3∑

j=1

njσj

3∑

k=1

nkσk =

3∑

j,k=1

njnk(σjσk) =

=
∑

j,k

njnk

[∑

l

iεlkjσl + δkj �

]
= 0 +

∑

j

n2j � = � .

Výraz vl =
∑
jk njnkεlkj je nulový pro každé l: bud’to to chápeme

jako úžeńı součinu symetrického a antisymetrického součinu (členy
njnkεlkj a nknjεljk se vyruš́ı, nebot’ jsou až na znaménko stejné),
nebo v́ıme, že vl jsou složky vektoru n× n = 0.

Do rozvoje pro exponenciálu pak můžeme za (n ·σ)(n ·σ) dosadit

exp(iϕnσ) = � − ϕ2

2
� +

ϕ4

4!
� −· · ·+(n ·σ)

[
iϕ− iϕ3

3!
+
iϕ5

5!
− · · ·

]
.
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Prvńı část rozvoje lze po vytknut́ı jednotkové matice napsat jako
cosϕ a druhou část zase (po vytknut́ı in · σ) jako sinϕ. Výsledek
můžeme tedy zapsat v elegantńım tvaru

exp(iϕnσ) = � cosϕ+ (nσ)i sinϕ . (85)

Nyńı se zamysleme nad t́ım, co jsme vlastně t́ımto výpočtem
dokázali. Předně: každou matici A z SU(2), resp. z U(2) lze napsat
jako

(
a b
−b a

)
, resp. eiα

(
a b
−b a

)
,

kde α ∈ R , a, b ∈ C ,
|a|2 + |b|2 = 1 ,

(86)
to lze extrahovat z podmı́nek AA† = � a detA = 1 (resp. AA† = �

pro matice z U(2)). Dále se přesvědčte, že matice na pravé straně
(85) je pouze jiné vyjádřeńı obecné matice z SU(2), neboli že pro
každou matici ve tvaru (86) vlevo lze zvolit ϕ a n tak, aby

(
a b
−b a

)
= � cosϕ+ (nσ)i sinϕ

a naopak.
Konečně si uvědomı́me, že libovolnou reálnou kombinaci Pauliho

matic můžeme napsat jako ϕnσ, ϕ ∈ R. Rovnice (85) pak ř́ıká, že
z těchto lineárńıch kombinaćı vygenerujeme celou grupu SU(2). Po-
kud k Pauliho matićım přidáme jednotkovou matici, vygenerujeme
zřejmě U(2), nebot’ exp(iα � + iϕnσ) = eiα � exp(iϕnσ). Názorně
tedy vid́ıme, že u2 neboli hermitovské matice (tedy reálné lineárńı
kombinace Pauliho matic a � , viz př́ıklad 6.1) generuj́ı58 U(2) a su2
čili hermitovské matice s nulovou stopou (tedy lineárńı kombinace
pouze Pauliho matic) generuj́ı SU(2).

Zd̊urazněme, že libovolná Lieova algebra, která je lineárńım oba-
lem tř́ı objekt̊u splňuj́ıćıch stejné komutačńı relace jako Pauliho ma-
tice

[σj , σk] = i
∑

l

εjklσl , (87)

58Pokud mı́sto exp(iMt) použ́ıváme exp(Mt), budou to antihermitovské ma-
tice iσ1, iσ2, iσ3.
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tedy [σ1, σ2] = iσ3 a daľśı dvě relace źıskané cyklickou záměnou, je
izomorfńı su2, a tud́ıž generuje grupu, která je izomorfńı SU(2).

Jen pro osvěžeńı pojmů dodejme, že Pauliho matice jsou infini-

tesimálńı generátory SU(2), nebot’59 exp(iϕσ1), ϕ ∈ R je podgrupou
SU(2) a podobně to plat́ı pro σ2, σ3. Tyto tři podgrupy jsou př́ıklady
jednorozměrných tor̊u v SU(2): máme přitom na mysli jejich izomorfii
s komutativńı grupou {z ∈ C , |z| = 1} s operaćı násobeńı, U(1), tedy
vlastně jednotkovou kružnićı; tuto grupu si můžeme představit také
jako interval 〈0, 2π) se sč́ıtáńım ,,modulo” 2π (tedy sleṕıme konce
úsečky a dostaneme onu kružnici).

Dvourozměrný torus by byla (opět komutativńı) grupa U(1) ×
U(1). To samozřejmě neńı totéž, co U(2) (což je nekomutativńı
grupa; najděte nějaký hezký př́ıklad). Grupa U(1)×U(1) je množina
{(z1, z2) , z1,2 ∈ C , |z1,2| = 1} s násobeńım po složkách (viz
př́ımé součiny v př́ıkladu 2.1) a lze si ji také představit jako čtverec
〈0, 2π) × 〈0, 2π), jemuž sleṕıme dvě a dvě protilehlé strany. Takto
dostaneme záchranný kruh, torus, neboli anuloid. Skutečnost, že
v SU(2) existuj́ı pouze tory dimenze jedna60, vyjadřujeme úslov́ım
,,rank SU(2) je jedna”. ∗MV,KV

11.9 Jedna exponenciálńı formule pro determi-
nant

Úkol: Necht’ A = � −W je diagonálně dominantńı matice n × n,
tj. matice W je ,,malá” ve smyslu, že pro každý index i = 1, . . . , n
je
∑
j |wi,j | < 1. Předpokládáme nav́ıc pro jednoduchost, že W je

matice s nulovými prvky na diagonále. Pak plat́ı formule

detA ≡ det( � −W ) = exp


 ∑

S prostá

log(1− wS)


 , (88)

59Pokud bychom použ́ıvali definici s exp(ϕσ1), byl by infinitesimálńı generátor
iσ1 mı́sto σ1.

60Grupa {exp(iϕ1σ1) , ϕ1 ∈ R} × {exp(iϕ2σ2) , ϕ2 ∈ R} by byla kandidátem
na takový dvourozměrný torus. Matice exp(iϕ1σ1), exp(iϕ2σ2) spolu ale neko-
mutuj́ı. Upozorňujeme, že d́ıky tomu výše naznačený součin nelze v̊ubec realizo-
vat jako podgrupu SU(2) (jinými slovy grupy, které násob́ıme, nejsou invariantńı
podgrupy SU(2), viz př́ıklad 2.7).
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kde váhy smyček wS (cykl̊u, které se mohou i prot́ınat) jsou defi-
novány analogicky jako váhy cykl̊u wC , viz podrobněji formuli ńıže.
Symbol � znač́ı jednotkovou matici, jak je to v této knize obvyklé.

Poznámka: Podmı́nka ,,malosti” W zaručuje, že se uvedenou for-
muli nesnaž́ıme aplikovat např́ıklad v situaćıch, kdy determinant
reálné matice je záporný. (Na druhé straně formule plat́ı i pro
komplexńı matice W splňuj́ıćı podmı́nku nahoře.) Neńı totiž těžké
si uvědomit, že podmı́nka nahoře implikuje kladnost determinantu
(srovnejte s Gershgorinovou větou, př́ıklad 9.2), tzn. souhlasnou ori-
entaci A a � (pro reálné matice samozřejmě).

Řešeńı: Tato formule je, jak uvid́ıme, d̊usledek věty o vyjádřeńı
det expA pomoćı TrA. Také se nám budou hodit vyjádřeńı TrW k

jako sumy přes všemožné smyčky délky k, viz konec př́ıkladu 6.8.
Zobecněme v teorii permutaćı již dř́ıve zavedený pojem cyklu C

(na indexové množině 1, . . . , n) na obecněǰśı pojem smyčky S takto:
Symbolem (S, i1) označujme smyčku s vybraným počátkem i1, defi-
novanou jako libovolná posloupnost tvaru (i1, i2, . . . , ik, i1), se žebry

(i1, i2), . . . , (ik, i1) splňuj́ıćımi podmı́nky i1 6= i2 atd. Vı́cenásobné
návštěvy jednoho indexu i jsou tedy u smyčky S, narozd́ıl od cyklu
C, povoleny (vylučujeme pouze existenci žeber typu (i, i)) a smyčka
může tedy mı́t (na rozd́ıl od cyklu) libovolně velkou délku |S| = k.
Délka smyčky je totéž co počet jej́ıch žeber.

Index i1 nazveme počátečńım bodem smyčky S. Tento počátečńı
bod můžeme nyńı ,,zapomenout” — a mluv́ıme pak pouze o smyčce S
(bez počátečńıho bodu). V tomto př́ıpadě tedy ztotožňujeme objekty
jako (i1, . . . , in, i1) a (i2, . . . , in, i1, i2). Pro každou smyčku definujme
v souvislosti s matićı W = (wi,j)

n
i,j=1 jej́ı váhu předpisem (všimněte

si znaménka minus, máme totiž matici A = � −W )

wS =
∏

(i,j)∈S
(−wi,j) ,

kde součin se bere přes všechna žebra smyčky S.
Smyčku S nazveme prostou pokud ji neńı možno rozdělit na

několik stejných smyček S′ tak, aby S = (S′)m kde m-tou mocni-
nou smyčky S′ rozumı́me tuto smyčku prob́ıhanou m-krát za sebou.
(Neznamená to samozřejmě, že bychom prostou smyčkou nemohli
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některé indexy navšt́ıvit v́ıcekrát!) Je vcelku jasné (od̊uvodněte po-
drobněji), že každá smyčka S je vhodnou mocninou S = (S ′)m

(častěji bude ovšem m = 1) nějaké prosté smyčky S ′ a přitom ta-
kováto prostá smyčka S′ je určena jednoznačně až na počátečńı bod.
Ten potom můžeme zvolit celkem |S ′| zp̊usoby.

Dokažme nyńı konečně vztah (88). Použijme formule det expM =
expTrM

detA ≡ det( � −W ) = expTr [log( � −W )] = exp

∞∑

k=2

−Tr
1

k
W k.

Všimněme si, že faktor 1/k v rozvoji log( � −W ) =
∑
k −(1/k)W k

(připomeňme, že pro k = 1 máme předpoklad wi,i = 0) je právě kom-
penzován možnou volbou k r̊uzných ”počátk̊u” ve smyčce S délky k
(srovnejte s př́ıkladem 6.8). Připomeňme dále, že stopa matice W k

je dána sumou přes všechny smyčky61 S délky |S| = k s počátečńım
bodem

TrW k =
∑

(S,i1); |S|=k
wS .

Bylo by ted’ pěkné, kdybychom mohli ř́ıci, že se tato suma rovná∑
S; |S|=k |S|wS , kde sč́ıtáme pouze přes smyčky s nespecifikovaným

počátečńım bodem. Toto pozorováńı plat́ı ale pouze pro prosté

smyčky S. Obecněji, př́ıspěvek smyčky Sn, kde S je prostá a má
délku m, najdeme ve výrazu Tr log(� −W ) =

∑
k(1/k)Tr W

k s ko-
eficientem 1/mn (u členu s pořad́ım k = mn). Na druhé straně, ob-
jev́ıme ho tam (při r̊uzných posunech té smyčky S) celkem m-krát
— což dává při sumaci přes všechny k = mn celkový př́ıspěvek

∞∑

n=1

m

mn
(wS)

n = − log(1− wS) .

Výraz
∑
k(1/k)Tr W k tedy můžeme přepsat pomoćı sumy přes

všechny prosté smyčky a t́ım je d̊ukaz skončen:

∞∑

k=2

1

k
TrW k =

∑

S prostá

− log(1− wS) .

61Opět nezapomeňte, že wi,i = 0.
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Tento př́ıklad má d̊uležité aplikace ve statistické fyzice: Připo-
meňme si definici determinantu a uvědomme si, že každou permutaci
na množině {1, . . . , n} lze ekvivalentně popsat jako soubor navzájem
se neprot́ınaj́ıćıch cykl̊u. Sumace přes všechny permutace na množině
index̊u {1, . . . , n} je tedy sumaćı přes všechny možné soubory {Cj}
vzájemně se neprot́ınaj́ıćıch cykl̊u Cj na {1, . . . , n}. Můžeme tedy
napsat detA = det(� −W ) jako62

Z =
∑

{Ci}

∏

i

(−wCi),

kde sč́ıtáme přes všechny možné kolekce navzájem se neprot́ınaj́ıćıch
cykl̊u (nikoliv obecných smyček!) na množině index̊u {1, . . . , n}.
Připomı́náme, že ai,i = 1, resp. wi,i = 0.

Označeńım veličiny detA symbolem Z chceme upozornit na fakt,
že takovýto objekt se ve statistické fyzice nazývá partičńı sumou
(a bývá označován symbolem Z). Zde potom jde o partičńı sumu
jakéhosi abstraktńıho ,,plynu”, jehož ,,molekuly” jsou právě cykly
C. ,,Váha” či ,,aktivita” wC molekuly C se pak často ṕı̌se v expo-
nenciálńım tvaru wC = exp

(
−E(C)

)
, kde veličina E(C) je ,,energie”

molekuly (cyklu) C vynásobená Boltzmannovým faktorem 1/kT .
V našem př́ıpadě (výpočet determinantu) maj́ı ovšem váhy

lichých smyček znaménko minus, a to je fyzikálně jistě neobvyklé.
Uvedená analogie neńı tedy v̊ubec triviálńı, poznamenejme, že slavné
Onsagerovo řešeńı Isingova modelu, tedy přesný výpočet jeho volné
energie (daľśı technický termı́n převzatý ze statistické fyziky) může
být motivováno právě takovýmto zp̊usobem tzn. snahou převést
výpočet př́ıslušné partičńı sumy Z na výpočet jistého determinantu.
To dodatečné znaménko minus se potom ovšem muśı ,,uměle vy-
tvořit” a právě zp̊usob jak to udělat tvoř́ı jeden z hlavńıch trik̊u
Onsagerova řešeńı. (Lev D. Landau kdysi prohásil něco ve smyslu,
že si celou teoretickou fyziku promyslel a osvojil znovu a od začátku
sám, až měl pocit, že by to všechno vlastně mohl vytvořit sám...
S výjimkou Onsagerova řešeńı, zd̊uraznil.)

62Daľśı minus! To je zde proto, že každý cyklus liché délky (tedy cyklus per-
mutuj́ıćı lichý počet prvk̊u) je sudá permutace a naopak. Naše definice wS tedy
vskutku dává sudým cykl̊um v definici permutace znaménko minus, tak jak to
ma být.
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Zd̊urazněme ještě jednou, že výše uvedená formule (88) je
v zásadě použitelná jen pro matice W s ,,malými” členy, kdy
př́ıspěvky smyček velké délky jsou nevýznamné. Hledáme-li pak
přibližnou hodnotu log detA (po vyděleńı objemem jde právě o vol-
nou energii), můžeme se omezit na sumaci přes smyčky předem ome-
zené délky 2, 3 atd.

Necht’ je matice A např́ıklad tvaru cirkulant o rozměrech n × n
tzn. necht’ je jej́ı množina index̊u cyklickou grupou G = {0, . . . , n−1}
a jej́ı prvky maj́ı ,,translačně invariantńı” tvar wi,j = w(i−jmodn),
kde w(0), . . . , w(n − 1) jsou pevně zadaná č́ısla. Skutečně zaj́ımavý
př́ıpad pro aplikace v teoretické fyzice ale nastává, až vezmeme-li
jako množinu index̊u nějakou v́ıcerozměrnou Abelovu grupu jako
třeba G × G (či G3); taková grupa se nazývá též torus. G2 si
znázorńıme v rovině jako čtverec. Jeho protěǰśı strany ale muśıme
slepit (jelikož po n − 1 následuje 0), č́ımž vznikne onen torus (či
též anuloid nebo duše od pneumatiky). Zat́ım ale berme např́ıklad
i ∈ {1, . . . , n}, tj. jednorozměrný torus G1.

Definujme nyńı ,,volnou energii” naš́ı matice A

hi = −
∑

S; S3i
| suppS|−1(1− logwS) ,

kde suma je přes všechny prosté smyčky obsahuj́ıćı index i a | suppS|
označuje počet prvk̊u ,,nosiče” suppS smyčky S, tedy množiny in-
dex̊u alespoň jednou navšt́ıvených smyčkou S. (Vı́cenásobné návště-
vy se zde nepoč́ıtaj́ı.)

Všimněme si, že hi+1 dostaneme z hi právě akćı výše zmı́něné
cyklické grupy: touto akćı se žebro (i, j) zobraźı na (i + 1, j + 1)
(sč́ıtáńı modulo n), a tedy ze smyčky obsahuj́ıćı i vznikne smyčka
obsahuj́ıćı i + 1. Pro jednu pevně zvolenou smyčku S existuje
právě suppS r̊uzných hk, do kterých tato smyčka přisṕıvá. Pomoćı
výšeuvedené akce můžeme z S źıskat celkem suppS r̊uzných smyček
(,,stejného tvaru”, jen r̊uzně ,,posunuté”), které všechny obsahuj́ı
index i. Jelikož je ale pro cirkulant wi,j = wi+1,j+1, je wS inva-
riantńı v̊uči p̊usobeńı uvedené cyklické grupy, a tedy se v hi objev́ı
pro každý ,,tvar” smyčky S celkem suppS stejných př́ıspěvk̊u; odtud
faktor (suppS)−1.

Plat́ı potom vztah
∑n
i=1 hi = −

∑
S log(1−wS) Pro cirkulant A

je hi ≡ h, pročež
∑
i hi = nh, a tedy detA = exp(hn). Uznejte, že
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toto je mnohem užitečněǰśı formule, zvláště pro veliká n řádu 1027,
než tradičńı výsledek pro cirkulant uvedený např. ve skriptech [PLA]
na str. 105.

Námi dokázaný vzorec (88) dává zaj́ımavé d̊usledky např. i
v kombinaci s Cramerovým pravidlem. V pod́ılu př́ıslušných dvou
determinant̊u (vyjádřených námi pomoćı exponenciál) se totiž velká
většina př́ıspěvk̊u wS vyruš́ı; pro výpočet neznámé xi pomoćı Cra-
merova pravidla takto zbudou jen ty smyčky, které obsahuj́ı index i
(zkuste si to nejprve pro pravou stranu b rovnice Ax = b složenou ze
samých jedniček, at’ vid́ıte, jak to funguje). T́ımto zp̊usobem źıskáme
vyjádřeńı xi formulemi typu

xi = exp

[
−
∑

S

(
log(1− wS)− log(1− w̃S)

)
]
,

kde sumace je přes všechny smyčky obsahuj́ıćı i a wS resp. w̃S jsou
váhy smyčky S vzaté pro matici A = � −W , resp. pro matici A s i–
tým sloupcem nahrazeným pravou stranou b. Pro obecnou pravou
stranu b je ovšem třeba podrobněji ověřit konvergenci př́ıslušné sumy
v exponenciále, která se objev́ı v čitateli Cramerova pravidla.

Poznámky: Zdá se, že př́ımý kombinatorický d̊ukaz našeho základ-
ńıho tvrzeńı det( � −W ) = exp

(∑
S − log(1−wS)

)
neexistuje resp.

nebude v̊ubec jednoduchý. Přinejmenš́ım autorovi tohoto cvičeńı
neńı znám, a oceńıme jakýkoliv úspěšný pokus v tomto směru.

Podmı́nka jednotek na diagonále A se dá odstranit, ovšem za
cenu relativně méně hezké formulace výsledku — promyslete.

K podmı́nce ,,malosti” W . Př́ıpad
∑
j |wi,j | = 1 je hraničńı;

podmı́nku pro W lze sice ještě asi dále trochu zeslabit (třeba jen
pro některé indexy i) ale dostáváme se tak už rozhodně dosti bĺızko
oblasti, kdy řada

∑
S log(1− wS) v exponenciále bud’ již v̊ubec ne-

konverguje nebo přinejmenš́ım nad jej́ı př́ıpadnou konvergenćı (ab-
solutńı, neabsolutńı či jinou) ztráćıme kontrolu. ∗MZ
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12 Lieovy hlavolamy

12.1 Jak připravit kysličńık śırový

Úkol: Prohlédněte si matice

A1 =




0 0 0
0 0 −1
0 1 0


 , A2 =




0 0 1
0 0 0
−1 0 0


 , A3 =




0 −1 0
1 0 0
0 0 0


 .

a) Ujistěte se, že tyto matice tvoř́ı bázi v prostoru antisymet-
rických matic 3× 3.

b) Vypoč́ıtejte komutátory mezi uvedenými maticemi a ukažte, že
je prostor z bodu a) Lieova algebra.

c) Ověřte, že {A1, A2, A3} je infinitesimálńım generátorem grupy
SO3 a že generuje celou tuto grupu. Proto nazýváme výše
zmı́něnou algebru so3.

Řešeńı: a) Slušelo by se zamyslet se na úvod nad t́ım, zda antisy-
metrické matice skutečně tvoř́ı vektorový prostor (označme jej A).
Uzavřenost v̊uči sč́ıtáńı a násobeńı č́ıslem si ale jistě každý ověř́ı sám.

Obecná antisymetrická matice 3× 3 má tvar




0 α β
−α 0 γ
−β −γ 0


 = −αA3 + βA2 − γA1 ,

a lze ji tedy zapsat jako lineárńı kombinaci matic A1,2,3. Lineárńı
nezávislost těchto matic je zřejmá, jelikož žádné dvě matice nemaj́ı
ve stejné poloze nějaký nenulový element.

b) Trošku si zanásob́ıme a záhy zjist́ıme, že např́ıklad AiAj je pro
i 6= j matice ze samých nul s jednou jedničkou na pozici ji. Z toho
pak plyne

[Ai, Aj ] = εijkAk ,

neboli komutátor dvou r̊uzných matic Ai je roven třet́ı matici
opatřené určitým znaménkem (v př́ıkladu 6.1 je definován Levi–
Civitt̊uv symbol εijk).
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Důležité ale je, že komutováńım matic z báze dostaneme opět ma-
tici z prostoru A. Jelikož je komutátor v obou argumentech lineárńı

operátor, znamená to také, že je prostor A uzavřený při operaci ko-
mutováńı. Tedy tvoř́ı Lieovu algebru.

c) Infinitesimálńı generátor grupy G je prvek g, pro který plat́ı
exp(ϕg) ∈ G pro všechna ϕ ∈ R. Spoč́ıtejme nejprve tuto expo-
nenciálu pro matici A1. Tato matice je v blokově diagonálńım tvaru:
vlevo nahoře je blok velikosti 1× 1 obsahuj́ıćı pouze nulu, následuje
blok 2× 2. Dı́ky tomu je

exp(ϕA1) =




e0ϕ 0 0
0
0

exp

[
ϕ

(
0 1
−1 0

)]

 .

Exponenciálu matice vpravo dole (ϕR) spoč́ıtáme velmi podobně,
jako jsme v př́ıkladech 6.1,11.8 poč́ıtali exponenciály Pauliho matic
σ. Kĺıčové je vědět, že R2 = − � .

exp(ϕR) =
∞∑

k=0

(−1)k
(2k)!

ϕ2k � +
∞∑

k=0

(−1)k
(2k + 1)!

ϕ2k+1R = � cosϕ+R sinϕ .

V tomto okamžiku mimochodem vid́ıme, že matice R (otočeńı
o pravý úhel v rovině) je infinitesimálńım generátorem grupy SO2

(srovnejte s př́ıkladem 10.1) a že generuje celou tuto grupu: exp(ϕR)
je prostě otočeńı v rovině o úhel ϕ.

Pro matici A1 jsme ted’ dostali

exp(ϕA1) =




1 0 0
0 cosϕ sinϕ
0 − sinϕ cosϕ


 ,

což je ale matice otočeńı v R3 kolem osy63 x1 o úhel ϕ (opět viz
př́ıklad 10.1). Grupa {exp(ϕA1), ϕ ∈ R} je samozřejmě komutativńı.

Jelikož matice A2 a A3 maj́ı oproti A1 v podstatě jen přeč́ıslované
řádky a sloupce (1 → 2 → 3 → 1), nepřekvaṕı nás, že podobným
výpočtem zjist́ıme, že exp(ϕA2) a exp(ϕA3) jsou matice otočeńı ko-
lem os x2 a x3 (ještě jednou, viz př́ıklad 10.1, vzorec 66).

63Pro puntičkáře: otočeńı kolem vektoru (1, 0, 0).
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Vı́me ale, že z takových otočeńı lze poskládat libovolné otočeńı
v R3: stač́ı po sobě provést např́ıklad otočeńı kolem osy x3 o ϕ1, pak
kolem x1 o ϑ a pak opět kolem x3 o ϕ2 (toto tvrzeńı je d̊ukladně
probráno v př́ıkladu 10.2 o Eulerových úhlech). Tedy lze libovolný
prvek g ∈ SO3 zapsat jako

g = exp(ϕ1A3) exp(ϑA1) exp(ϕ2A3) .

Z toho již plyne, že existuje také určitý prvek a ∈ so3 (tedy nějaká
lineárńı kombinace matic A1,2,3), pro který je exp(a) = g. Neńı to
př́ımo ϕ1A3+ϑA1+ϕ2A3, jelikož matice A1 a A3 spolu nekomutuj́ı
a pak neńı exp(A + B) = exp(A) exp(B). Na druhou stranu lze ale
napsat exp(A) exp(B) jako exponenciálu výrazu, který je lineárńı
kombinaćı A, B, [A,B] a daľśıch složených komutátor̊u. Jelikož je
so3 uzavřená na komutováńı, je i tento výraz prvkem so3 (lineárńı
kombinaćı A1,2,3).

My ale nebudeme sledovat tuto obecnou cestu a v př́ıkladu 12.2
ukážeme př́ımo, jakou antisymetrickou matici je potřeba vložit do
exponenciály, aby vyšla nějaká zadaná rotace z SO3. ∗KV

12.2 Algebra so3 a vektorový součin

Úkol: Zkoumejme vlastnosti operátoru {x 7→ v × x} : R3 → R3.
(kde v má souřadnice (v1, v2, v3)).

• Najděte matici tohoto operátoru, spektrum a vlastńı vektory.
Určete známou algebraickou strukturu, do které všechny ta-
kovéto operátory patř́ı. Nápověda: dokažte, že tato struktura
je lineárńı prostor.

• Najděte exponenciálu tohoto zobrazeńı (kam patř́ı?) — využij-
te poznatku o vlastńıch č́ıslech a interpretujte geometricky.

• Pro zadané otočeńı r v R3 najděte v, pro který je exp(v×) = r.

Řešeńı: Tento operátor je v kanonické bázi vyjádřen matićı (viz
př́ıklad 6.4)

M =




◦ −v3 v2
v3 ◦ −v1

−v2 v1 ◦


 .
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Tyto matice tvoř́ı vektorový prostor, který je nav́ıc uzavřený na
operaci komutováńı, jak jsme se přesvědčili v př́ıkladu 12.1 (ko-
mutováńım matic př́ıslušných k vektor̊um e1, e2 dostaneme matici
př́ıslušnou vektoru e3). Tento prostor je tedy také Lieovou algebrou

so3.
Zároveň jsme t́ım ale také odhalili izomorfizmus



(v1, v2, v3) 7→




◦ −v3 v2
v3 ◦ −v1

−v2 v1 ◦





 : (R3,+,×)→ (so3,+, [, ])

srovnejte např́ıklad (1, 0, 0)T ×(0, 1, 0)T = (0, 0, 1)T a [A1, A2] = A3.
Z tohoto d̊uvodu budeme matici M ∈ so3 , př́ıslušej́ıćı vektoru v
v tomto izomorfizmu psát prostě jako v×. Zd̊urazněme, že struktura

(R3,+,×) je samozřejmě také Lieova algebra s komutátorem [v, u]
df
=

v× u.
Ukážeme ted’, že exp (v×) ∈ SO3 a také, jak pro zadané otočeńı

z SO3 naj́ıt jemu odpov́ıdaj́ıćı exp (v×). Operátor v×má vlastńı č́ısla
0,±i‖v‖. Lze to např́ıklad vypoč́ıtat př́ımo z maticového vyjádřeńı
v×. Jiná (podle autor̊u pohodlněǰśı) možnost je si uvědomit, že
v × v = 0, tedy libovolný násobek v je vlastńım vektorem v×
př́ıslušným k vlastńımu č́ıslu 0. Kv̊uli zbylým vlastńım č́ısl̊um vek-
torově násob́ıme rovnici pro vlastńı vektory

v× x = λx (89)

zleva v. Dostaneme

v× (v× x) = λv× x
v (v · x)− x‖v‖2 = λ2x , (90)

ve druhém kroku jsme použili známou ,,identitu bac mı́nus cab” (viz
př́ıklad 19.5) a na pravé straně jsme dosadili znovu rovnici 89. Po-
kud rovnici 90 násob́ıme skalárně v, dostaneme na levé straně nulu,
a to znamená, že je bud’ λ = 0, nebo x · v = 0. Vid́ıme tedy, že
vlastńı vektory k jiným vlastńım č́ısl̊um muśı být kolmé na vlastńı
vektor pro λ = 0. Toto neńı náhoda. Matice v× sice neńı symet-
rická, ale je antihermitovská (tedy M † = −M), čili iM je již hermi-

tovská ((iM)† = iM) a jej́ı vlastńı vektory př́ıslušné r̊uzným vlastńım
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č́ısl̊um jsou na sebe kolmé. Známé tvrzeńı, že hermitovské matice
maj́ı jen reálná vlastńı č́ısla, nám nyńı napov́ıdá, že M má pouze
ryze imaginárńı vlastńı č́ısla.

Nyńı již dotáhneme naše hledáńı nenulových vlastńıch č́ısel do
v́ıtězného konce. V rovnici 90 je v · x = 0, a tedy λ2 = −‖v‖2 a
nenulová vlastńı č́ısla mohou být pouze ±i‖v‖. Že to budou opravdu
obě dvě, v́ıme proto, že reálná matice M s komplexńım vlastńım
č́ıslem λ má také vlastńı č́ıslo λ.

Hledáńı nenulových vlastńıch č́ısel mohlo j́ıt možná rychleji, kdy-
bychom se zaměřili na př́ıpad v = (0, 0, 1) (na nějž lze vhodnou
volbou báze převést i libovolný obecný př́ıpad). Pak by bylo možné
d́ıky (

0 −1
1 0

)
=

(
cos π2 sin π

2
− sin π

2 cos π2

)

použ́ıt to, co jsme zjistili v bodě 1. př́ıkladu 10.1.
Přicháźı zlatý hřeb programu: matice exp(v×) má tedy vlastńı

č́ısla exp 0, exp(±i‖v‖). Vlastńı č́ısla matice libovolné rotace r v R3
o úhel ϕ jsou 1, exp(±iϕ), viz formule 66 v př́ıkladu 10.1: ve vhodné
bázi je opět libovolná rotace rotaćı okolo osy (1, 0, 0).

Pokud ϕ = ‖v‖, jsou si matice zobrazeńı r a exp(v×) tud́ıž po-
dobné, neb maj́ı stejná vlastńı č́ısla. Je-li nav́ıc v osa, podle které
otáč́ı r, znamená to, že se shoduj́ı jejich vlastńı vektory k vlastńımu
č́ıslu jedna. Pak ale může být exp(v×) už jenom otočeńı kolem osy v
o úhel ‖v‖, nebot’ v́ıme, že matice tohoto zobrazeńı je reálná. O tom,
v jakém směru se otáč́ı, je potřeba ještě trochu přemýšlet.

Tento závěr souhlaśı s tvrzeńım (viz [PLA], cvičeńı v kapitole
Lieova algebra), že v R2 je otočeńı o pravý úhel base infinitesimálńıho
generátoru grupy otáčeńı. V R3 to můžeme chápat tak, že otáč́ıme
vektory lež́ıćı v rovině kolmé na osu otáčeńı o, nebot’ otočeńı takových
vektor̊u o pravý úhel je možné napsat jako o×, kde o je jednotkový
vektor ve směru osy.

Operátor exp(v×) otáč́ı správně i obecné vektory r ∈ R3, které
nejsou kolmé k v. Připomeňme ještě jednou, že (v×)r‖ = 0, tedy
exp(v×)r‖ = r‖. Pokud rozlož́ıme r = r‖ + r⊥ na složky ve směru
osy a ve směru kolmém, vid́ıme, že rovnoběžná složka se zachová a
kolmá se správně otoč́ı exp(v×)r = r‖ + exp(v×)r⊥. ∗PC,KV
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12.3 Řešitelné algebry

Úkol: Lieova algebra L se nazývá řešitelnou, jestliže existuje n, že
v řadě

L(1) = [L,L], L(2) = [L(1), L(1)], L(3) = [L(2), L(2)], . . .

je L(n) = 0. Pod [I, J ] máme na mysli množinu všech komutátor̊u
[x, y], x ∈ I, y ∈ J . Dokažte, že algebra horńıch trojúhelńıkových
matic je řešitelná.

Řešeńı: Zapǐsme horńı trojúhelńıkovou matici U jako součet D +
N , kde D je diagonálńı matice a N má na hlavńı diagonále nuly.
Rozeṕı̌seme-li komutátor a využijeme-li faktu, že diagonálńı matice
komutuj́ı, dostaneme

[U1, U2] = [D1 +N1, D2 +N2] = [D1, N2] + [N1, D2] + [N1, N2] .

Všechny tři matice na pravé straně maj́ı nuly na hlavńı diagonále
i všude pod ńı. Algebra (ideál, viz ńıže) L(1) tedy obsahuje pouze
matice aij , které maj́ı nenulové prvky pouze pro i ≤ j − 1 (tedy od
prvńı řady nad diagonálou poč́ınaje). Prodloužeńım tohoto postupu
dostáváme, že L(k) obsahuje pouze matice s i ≤ j− k a tedy L(n) už
obsahuje pouze nulovou matici (rychlost, se kterou se ,,odsouvaj́ı”
nenulové členy je ve skutečnosti větš́ı: i ≤ j + 1− 2k).

Mimochodem: ideál I je podalgebra algebry L taková, že [i, g] ∈ I
pro každé i ∈ I a g ∈ L (je to tedy obdoba normálńı podgrupy).
Zkuste dokázat, že pokud jsou I,J ideály, pak je i [I, J ] ideál.

∗DŠ

12.4 Anihilátor

Úkol: Uvažujme nějaký (konečněrozměrný) vektorový prostor V. Ke
každému jeho podprostoruW přǐrad́ıme podmnožinuW∗ (anihilátor)
jeho duálu V′, která obsahuje všechny formy f ∈ V′ takové, že f(v) =
0 pro všechna v ∈ W.

a) Dokažte, že W∗ je podprostor V′ a plat́ı

dimW + dimW∗ = dimV (= dimV′)
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b) Přesvědčte se dále, že plat́ı analogie vztah̊u z výrokové logiky
(A ∧B)′ = A′ ∨B, . . .

(W∗)∗ = W,
(W1 ⊕W2)

∗ = W∗
1 ∩W∗

2,
(W1 ∩W2)

∗ = W∗
1 ⊕W∗

2.

W1 ⊕W2 je direktńı součet prostor̊u, neboli L(W1 ∪W2).

Řešeńı: Úlohu vyřeš́ıte snadno sami, vzpomenete-li si na vlast-
nosti ortogonálńıho doplňku. Pravdivost předešlých tvrzeńı se totiž
nezměńı, nahrad́ıme-li symbol ∗ symbolem ⊥.

Abychom vyjasnili souvislost mezi anihilátorem a ortogonálńım
doplňkem, uchýĺıme se k Diracově zápisu skalárńıho součinu. Ten
se oṕırá o izomorfismus prostor̊u V a V′, který každé formě f ∈
V′ přǐrad́ı vektor vf ∈ V takový, že f(x) = (vf · x) ∀x ∈ V (po
vzoru fyzik̊u komplexně sdružujeme levý vektor). Na zápis 〈ϕ|ψ〉
tedy můžeme nahĺıžet bud’ jako na skalárńı součin vektor̊u |ϕ〉 a |ψ〉
nebo jako na p̊usobeńı formy 〈ϕ|, duálńı k vektoru |ϕ〉, na vektor
|ψ〉.

Stač́ı tedy na V zavést nějakou bázi {ei} (a na V′ pak př́ıslušnou
duálńı bázi {ej} takovou, že ej(ei) = δji ) a dodefinovat potom
skalárńı součin t́ım, že tuto bázi prohláśıme za ortonormálńı. Po-
tom prostory W⊥ a W∗ budou přirozeně izomorfńı a můžeme použ́ıt
naše znalosti ortogonálńıho doplňku.

Pro ortogonálńı doplněk už vlastnosti

dimW + dimW⊥ = dimV,
(
W⊥)⊥ = W (91)

známe např. ze skript [PLA]. Vlastnost

(W1 + W2)
⊥
= W⊥

1 ∩W⊥
2

plyne okamžitě z linearity skalárńıho součinu (daný vektor je kolmý
ke všem vektor̊um z W1 a ke všem vektor̊um z W2, právě když je
kolmý ke všem jejich lineárńım kombinaćım), vlastnost

(W1 ∩W2)
⊥
= W⊥

1 ⊕W⊥
2

je k ńı duálńı a dostaneme ji pomoćı (W⊥)⊥ =W . ∗TB
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12.5 Nebojte se Dynkinových diagramů

Úkol: V knize [PLA] autoři načrtli klasifikaci prostých kompaktńıch
Lieových algeber64. Závěrem bylo, že možné jsou jen prosté kom-
paktńı Lieovy algebry s Dynkinovými diagramy ze strany 166
zmı́něné knihy. Dynkin̊uv diagram (prosté) algebry je (souvislé)
schéma obsahuj́ıćı r koleček (tzv. prostých pozitivńıch kořen̊u,
určitých lineárně nezávislých vektor̊u generuj́ıćıch r-rozměrný pro-
stor — Cartanovu podalgebru), které mohou být spojeny čarami,
udávaj́ıćımi úhel a poměr délek mezi kořeny.

• 0 — pokud nejsou kořeny spojené, znamená to, že jsou kolmé.

• 1 — kořeny spojené jednoduše jsou stejně dlouhé a sv́ıraj́ı úhel
120◦.

• 2 — kořeny spojené dvojitou čarou maj́ı poměr délek
√
2 a

sv́ıraj́ı úhel 135◦.

• 3 — kořeny spojené trojitou čarou maj́ı poměr délek
√
3 a

sv́ıraj́ı úhel 150◦. Pokud v tomto nebo v minulém př́ıpadě na-
kresĺıme na spojnici šipku, ukazuje směrem ke kratš́ımu kořenu,
jako při porovnáváńı č́ısel a > b.65

Člověk by se mohl ptát, proč neexistuje např́ıklad algebra
s Dynkinovým diagramem totožným s chemickým vzorcem ben-
zenu. V tomto jednoduchém cvičeńı na skalárńı součin dokážete, ze
zmı́něné Dynkinovy diagramy jsou opravdu jediné možné.

1. Nejdř́ıve dokažte poč́ıtáńım úhl̊u mezi kořeny a za předpokladu
lineárńı nezávislosti, že se v Dynkinově diagramu nem̊uže vy-
skytnout ani jeden z poddiagram̊u a),b),c) na obrázku 18.

2. Potom si uvědomte, proč se také nem̊uže vyskytnout žádný
obrázek, v němž ve srovnáńı s a, b nebo c nahrad́ıme nějaký
spoj čarou s v́ıce spojnicemi.

64Vlastńı klasifikace se provad́ı pro komplexńı Lieovy algebry, k nimž je jed-
noznačně přǐrazena jejich kompaktńı reálná forma.

65V literatuře se bohužel vyskytuje i opačná konvence.
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a) b) c)

Obrázek 18: Některé z nepř́ıpustných Dynkinových diagramů.

3. Ukažte, že pokud je nemožný diagram D, je také nemožný
každý diagram D′, kde kořen σ nahrad́ıme kořeny α, β spo-
jenými jednoduchou čarou (bude se vám hodit srovnáńı σ a
α+β). Vysvětlete, proč to znamená, že v Dynkinově diagramu
nemohou být žádné cykly.

4. Vysvětlete, proč g2 (tedy dva kořeny spojené trojitou liníı) je
jediný Dynkin̊uv diagram s trojnou vazbou. Dále stač́ı uvažovat
jen diagramy s nejvýše dvojnými vazbami. Vysvětlete, proč je
v Dynkinově diagramu nejvýše jedna dvojná vazba.

5. Výpočtem délek vhodných lineárńıch kombinaćı kořen̊u dokaž-
te, že Dynkin̊uv diagram také neobsahuje žádný ornament na
obrázćıch d) až k) ńıže (nečtěte řešeńı u obrázk̊u), a dokončete
tak klasifikaci všech diagram̊u. Č́ısĺıčka u jednotlivých kořen̊u
na obrázćıch vám mohou být vod́ıtkem.

d) e) f)

g)

h)

1 2 3 2 1

2 4 3 2 1

1

1 1

1

2

1

1

2 1

1

1

2 2

α
β

γ

δ

Řešeńı: 1. a 2. V prvńım úkolu stač́ı seč́ıst úhly mezi třemi kořeny na
obrázku. V př́ıpadech a), b), c) dostaneme postupně 120◦ + 120◦ +

228



120◦, 120◦ + 150◦ + 90◦ a 135◦ + 135◦ + 90◦. Součet je pokaždé
360◦, což znamená, že všechny tři kořeny ve skutečnosti lež́ı v jedné
rovině (jinak by součet úhl̊u musel být menš́ı), a to je v rozporu
s předpokladem lineárńı nezávislosti. Pokud z nějaké jednoduché
spojnice na obrázku uděláme násobnou (př́ıpadně dvojnásobnou na-
hrad́ıme trojnásobnou), zvětš́ıme t́ım i odpov́ıdaj́ıćı úhel a součet
úhl̊u bude dokonce větš́ı než 360◦, což pro libovolnou trojici vektor̊u
v̊ubec nemůže v euklidovském prostoru nastat. Tato věta zodpov́ıdá
druhou otázku.

3. Pro zodpovězeńı třet́ı otázky je třeba si uvědomit, že pokud
kořeny α, β spojené jednoduchou čarou nahrad́ıme jedńım kořenem
σ = α+β, nedojde v Dynkinově diagramu k žádným jiným změnám
(nemuśıme kreslit či rušit jiné spojnice). Předpokládejme nějaký
Dynkin̊uv diagram D′ s kořeny α, β spojenými jednoduchou čarou
a ukažme, že existuje i Dynkin̊uv diagram D, v němž tyto kořeny
nahrad́ıme jediným kořenem σ.

Zvolme např́ıklad σ = α + β. Délka σ je stejná jako délka α a β
(vše d́ıky úhlu 120◦ mezi α, β) a skalárńı součiny ostatńıch kořen̊u
se σ se redukuj́ı bud’ na součin s α, nebo s β: z předpokladu, že
p̊uvodńı diagram D′ odpov́ıdal existuj́ıćımu Dynkinovu diagramu,
totiž plyne, že žádný kořen nemohl být spojen zároveň s α i β, jelikož
bychom źıskali zakázaný poddiagram a). Celkově řečeno, pokud je
smysluplný diagramD′, je také smysluplný každý diagramD, v němž
všechny jednoduché spojnice ,,smrskneme” do bodu.

Řečeno naopak, je-li diagram D nepř́ıpustný, jsou nepř́ıpustné
také všechny diagramy, které vznikly z D t́ım, že jsme do něj vsu-
nuli jednu či v́ıce jednoduchých liníı. Z toho např́ıklad plyne, že ne-
mohou existovat Dynkinovy diagramy s uzavřenou smyčkou, protože
bychom je mohli redukovat na diagram a), který nemůže nastat.

4. Pohledem na obrázek b) zjist́ıme, že pokud má diagram trojnou
vazbu, kořeny spojené touto vazbou nemohou být spojeny už žádnou
daľśı vazbou, čili jediný Dynkin̊uv diagram s trojnou vazbou je g2.
Odpov́ıdá mu grupa symetríı oktonion̊u (Cayleyových č́ısel). Ostatńı
diagramy maj́ı tedy nejvýše dvojné vazby. V diagramu může být
nejvýše jedna dvojná vazba, jinak bychom mohli diagram ,,smrsk-
nout” na diagram obsahuj́ıćı c).
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5. Pohled’me dále na diagramy d), e), které zakazuj́ı libovolnou
organickou chemii v Dynkinových diagramech. Označme kořeny tak
α, β, γ, δ, jak je to naznačeno na obrázku d). Kvadrát délky lineárńı
kombinace vektor̊u naznačené na tomto obrázku je

(α+γ+2β+2δ)2 = α2(1α2 +1γ2 +4β2 +2δ2 −2αβ−2βγ−4βδ) = 0 .
(92)

U numerických koeficient̊u jsme psali jejich p̊uvod, využili jsme
vztah̊u typu α2 = γ2 = −2αβ atd. Vzorec (92) plat́ı pro obrázek
d), d̊ukaz pro e) źıskáme pouhou náhradou δ → δ/2 v rovnici (92).
Tato rovnice ale ukazuje, že α, β, γ, δ nemohou být v euklidovském
prostoru lineárně nezávislé. Dı́ky tomu nemůže Dynkin̊uv diagram
obsahovat zároveň dvojnou vazbu i větv́ıćı se bod (d́ıky možnosti
,,smrsknut́ı” jednoduchých čar ani libovolně vzdálený větv́ıćı se bod).

Zbytek d̊ukazu už jde jako po másle. Diagramy s dvojnými vaz-
bami tedy muśı ležet v př́ımce. Dı́ky nemožnosti diagramů g), h)
(kterou jistě už dokážete sami podobně jako s formuĺı (92)) plat́ı,
že pokud neńı dvojná vazba úplně tou krajńı, nalevo a napravo od
ńı může být pouze jedna jednoduchá vazba: takový diagram nám
dává grupu f4. Pokud je dvojná vazba na kraji, lze k ńı přidat li-
bovolně dlouhou posloupnost jednoduchých vazeb a źıskat tak série
bk = so(2k + 1) a ck = usp(2k) (podle orientace šipky). T́ım jsme
vyčerpali diagramy s násobnými vazbami.

i)

j)

k)
1

2
3

2
1

2

1

3

2 4 6 5 4 3 2 1

2

1 2 3 4 3 2 1

Zbývá tedy klasifikovat diagramy čistě s jednoduchými vaz-
bami. Nemožnost diagramu f) ř́ıká, že z každého kořenu mohou
vyb́ıhat nejvýše tři spojnice, př́ıslušným kořen̊um ř́ıkejme větv́ıćı
body. Důsledkem výše dokázané možnosti ,,smrsknout” jednoduché

230



čáry nemůžeme mı́t v́ıce než jeden větv́ıćı bod, jelikož bychom z ta-
kového diagramu mohli źıskat f). Diagramy bez větv́ıćıch bod̊u jsou
samozřejmě povolené, dávaj́ı sérii algeber ak = su(k+1), stač́ı nám
tedy již jen prozkoumat diagramy s jedńım větv́ıćım bodem. Dı́ky
nemožnosti i) muśı mı́t nejkratš́ı větev délku 1, d́ıky nemožnosti k)
muśı mı́t druhá nejkratš́ı větev délku nejvýše 2. Pokud má tedy i
druhá nejkratš́ı větev délku 1, dostáváme sérii dk = so(2k); pokud
má druhá nejkratš́ı větev délku 2, dostáváme sérii ek, obsahuj́ıćı jen
e6, e7, e8, jelikož to, co bychom nazývali e9, je zakázáno66 obrázkem
j). Ukažme ještě namátkově analogii rovnice (92) pro tento obrázek;
př́ıslušnou lineárńı kombinaci vektor̊u nazveme d, kořen zcela vlevo
α, skalárńı součiny spojených kořen̊u jsou−α2/2, faktor 1/2 se vyruš́ı
s faktorem 2 u ab z rozkladu (a+ b)2.

d2 = α2(22 + 42 + 62 + 32 + 52 + 42 + 32 + 22 + 12

−2 · 4− 4 · 6− 6 · 3− 6 · 5− 5 · 4− 4 · 3− 3 · 2− 2 · 1) = 0

∗LM

66Sice jsme dokázali, že e9 nemůže být kompaktńı algebra konečné dimenze, je
však ekvivalentńı tzv. afinńımu rozš́ı̌reńı algebry e8, což je určitá Lieova algebra
nekonečné dimenze.
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13 Duálńı prostory k pronájmu

13.1 Transformace složek formy při změně báze

Úkol: ω je lineárńı forma na R2, ω(x) = x1 + 2x2 pro x = (x1, x2)
T

v báziM = (1, 1), (1,−1). Najděte souřadnice ωN∗ této formy v bázi
N∗, která je duálńı k N = {(1,−2), (3, 2)}.
Řešeńı: Lineárńı formu ω převedeme do báze duálńı ke kanonické
bázi, tedy zjist́ıme, jak forma p̊usob́ı na vektor x v kanonické bázi.
Má-li x v bázi M složky (xM1 , x

M
2 )T , pak je x = xM1 (1, 1)T +

xM2 (1,−1) = (xM1 + xM2 , x
M
1 − xM2 ) a složky v kanonické bázi jsou

tedy
xK1 = xM1 + xM2 , xK2 = xM1 − xM2 .

Z toho úpravou vyjádř́ıme xM1 = 1
2 (x

K
1 + xK2 ) a xM2 = 1

2 (x
K
1 − xK2 ),

takže

ω(x) = xM1 + xM2 =
3

2
xK1 −

1

2
xK2 . (93)

Dále už jen urč́ıme, jak p̊usob́ı ω na vektor x zapsaný pomoćı složek
v bázi N : z x = xN1 (1,−2)T + xN2 (3, 2) vyčteme xK1 = xN1 + 3xN2 a
xK2 = −2xN1 + 2xN2 . Dosad́ıme-li do (93), dostaneme

ω =
3

2
xK1 −

1

2
xK2 =

5

2
xN1 +

7

2
xN2 .

Složky formy ω v bázi N∗ jsou tedy (ω1N∗ , ω
2
N∗) = ( 52 ,

7
2 ).

Pro kontrolu můžete explicitně duálńı bázi k N spoč́ıtat (n1 =
( 14 ,− 38 ), n2 = ( 14 ,

1
8 )) a přesvědčit se, že jsme dostali správný

výsledek. Jako dobré cvičeńı si lze rozmyslet, proč tato metoda fun-
guje.

Úlohu lze řešit i jinak. Využijeme tvrzeńı: Je-li Amatice přechodu
od M k N , pak pro složky formy ω plat́ı

(ω1N∗ , ω
2
N∗) = (ω1M∗ , ω2M∗)A .

Matici přechodu od M = {m1,m2} ke K (kde K je kanonická báze)
urč́ıme z

(m1,m2) =

(
1 1
1 −1

)
(e1, e2) ⇒ (e1, e2) =

1

2

(
1 1
1 −1

)
(m1,m2) .
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Inverzńı matice poč́ıtáme nejrychleji pomoćı Čihákova pravidla 38
(př́ıklad 6.5). Pro matici přechodu od K k N = {n1, n2} dostaneme
podobně

(n1, n2) =

(
1 3

−2 2

)
(e1, e2)

a nakonec tedy

(ω1N∗ , ω
2
N∗) = (1, 2)

(
1 3

−2 2

)
1

2

(
1 1
1 −1

)
=

1

2
(5, 7) .

∗PV,KV

13.2 Duálńı báze

Úkol: Budiž dán vektorový prostor R3 a jeho báze S = {s1, s2, s3}
a N = {n1, n2, n3}, kde

S =








1
0
2


 ,




2
1
1


 ,




1
1
0





 , N =








3
1
3


 ,




2
1
1


 ,




3
2
1





 .

Úmluva: v tomto př́ıkladu už́ıváme Einsteinovu sumačńı konvenci,
malými tučnými latinskými ṕısmeny znač́ıme vektory a malými
tučnými řeckými ṕısmeny znač́ıme formy. Připomı́náme, že in-
dexy bázových vektor̊u se ṕı̌śı dole, indexy bázových forem nahoře;
u souřadnic je to naopak, složky vektoru (v̊uči nějaké bázi) se ṕı̌śı
s indexy nahoře, složky formy maj́ı indexy dole.

1. Najděte duálńı bázi k bázi S, označte formy tvoř́ıćı duálńı bázi
jako σi a duálńı bázi označte S∗.

2. Najděte souřadnice bázových vektor̊u N v̊uči bázi S.

3. Najděte duálńı bázi k bázi N , označte formy tvoř́ıćı duálńı bázi
jako νi a duálńı bázi označte N∗.

4. Určete souřadnice vektoru v = (3, 2, 2)T v̊uči báźım S a N .
Uvažujte formu φ = (1,−1, 0), tj. φ(x) = x1 − x2, pokud
x = (x1, x2, x3) v kanonické bázi, a určete jej́ı souřadnice v̊uči
báźım S∗ a N∗.
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Řešeńı: Nejdř́ıve si uvědomı́me, jak vypadá p̊usobeńı formy (line-
árńı funkce, která vezme vektor z R3 a přǐrad́ı mu č́ıslo) na vektor
w

φ (w) = φ





w1

w2

w3




 = φ1w

1 + φ2w
2 + φ3w

3 ,

kde φi jsou nějaká č́ısla charakterizuj́ıćı danou formu (jsou to jej́ı
souřadnice v bázi duálńı ke kanonické bázi) a wi jsou souřadnice
vektoru w. Předešlé tvrzeńı lze také zapsat jako (obvyklé násobeńı
řádek krát sloupec)

φ (w) = (φ1, φ2, φ3)



w1

w2

w3


 = φ1w

1 + φ2w
2 + φ3w

3 = φiw
i .

1. Podmı́nka na formy, které tvoř́ı duálńı bázi k S je následuj́ıćı

σi (sj) = δij , (94)

což znamená: vypočteme-li hodnotu i-té formy duálńı báze na j-
tém bázovém vektoru, dostaneme jedna, pokud i = j, a nula, pokud
i 6= j. Chceme tedy, aby platilo


σ1

σ2

σ3


 (s1, s2, s3) =



σ1 (s1) σ

1 (s2) σ
1 (s3)

σ2 (s1) σ
2 (s2) σ

2 (s3)
σ3 (s1) σ

3 (s2) σ
3 (s3)


 =




1 0 0
0 1 0
0 0 1


 ,

což zaṕı̌seme ve zkratce jako ΣS = � , kde S je matice, která má v i-
tém sloupci souřadnice bázového vektoru si a Σ je matice, která má
v j-tém řádku souřadnice formy duálńı báze σj . Hledáme-li duálńı
bázi k S, přečteme předcházej́ıćı tvrzeńı takto:

Σ = S−1 .

Stač́ı proto invertovat matici S a v řádćıch této inverze přeč́ıst
souřadnice forem báze duálńı k S vzhledem k bázi duálńı ke ka-
nonické bázi. Jest

S =




1 2 1
0 1 1
2 1 0


 , S−1 =



−1 1 1
2 −2 −1

−2 3 1



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a složky forem duálńı báze jsou

σ1 = (−1, 1, 1) , σ2 = (−2,−2,−1) , σ3 = (−2, 3, 1) .

Připomeňme, jak souviśı složky forem z (R3)∗ s lineárńımi zobra-
zeńımi na R3. Je-li vektor x zapsán pomoćı složek (x1, x2, x3) v ka-
nonické bázi K = {e1, e2, e3}, pak formy kanonické báze K∗ =
{ε1, ε2, ε3} p̊usob́ı na x samozřejmě podle (94), tedy např. ε1(x) =
x1. Pokud jsme např́ıklad formu σ1 zapsali pomoćı složek v̊uči K∗,
pak tedy muśı být σ1(x) = −x1+x2+x3. Samozřejmě pokud bychom
vektor x zapsali v bázi S, tedy x = (x1S , x

2
S , x

3
S), bude mı́t forma σ1

opět podle (94) jednoduchý tvar σ1(x) = x1S .
Ukážeme si ještě jiný zp̊usob, jak v tomto konkrétńım př́ıpadě

naj́ıt duálńı bázi. Povšimněte si využit́ı skalárńıho součinu (·) a vek-
torového součinu (×) . Vytvořme vektory:

r1 = +
s2 × s3

s1 · (s2 × s3)
, r2 = −

s1 × s3

s1 · (s2 × s3)
, r3 = +

s1 × s2

s1 · (s2 × s3)
.

Co je na nich tak zaj́ımavého? Jelikož se smı́̌sený součin a · (b × c)
neměńı při cyklické permutaci vektor̊u67, plat́ı

ri · sj = δij , (95)

což nám připomene podmı́nku na duálńı bázi (94). Problém je v tom,
že se jedná o skalárńı součin dvou vektor̊u, nikoliv o p̊usobeńı formy
na vektor. Skalárńı součin zapisujeme

a · b =



a1

a2

a3


 ·



b1

b2

b3


 = δija

ibj = ajb
j ,

naproti tomu p̊usobeńı formy na vektor je

α(b) = (α1, α2, α3) ·



b1

b2

b3


 = αjb

j .

67Pro necyklické permutace se změńı pouze znaménko. Je to totiž také determi-
nant matice, do jej́ıchž řádk̊u naṕı̌seme vektory a, b, c, neboli objem př́ıslušného
rovnoběžnostěnu.
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Zdá se proto rozumné udělat z vektoru formu prostě tak, že naṕı̌seme
vektor mı́sto do sloupce do řádku68. Tedy shrnuto: naṕı̌seme-li vek-
tory ri do řádk̊u, máme složky duálńı báze k S (proved’te výpočet a
ověřte, že duálńı báze vyjde stejně jako užit́ım prvńıho postupu).

Ve fyzice se použ́ıvá pojem reciproká mř́ı̌z trojrozměrného krys-
talu

{a1v1 + a2v2 + a3v3 , a1, a2, a3 ∈ Z} , (96)

generovaného nějakými třemi lineárně nezávislými vektory v1, v2, v3.
Reciproká mř́ıž je generována vektory v′1, v

′
2, v

′
3, které splňuj́ı vi

′·vj =
δij . Právě jsme tedy odhalili, proč se j́ı ř́ıká někdy duálńı mř́ıž.

2. K nalezeńı souřadnic vektor̊u v̊uči bázi S lze s výhodou použ́ıt
vlastnost́ı duálńı báze. Souřadnicemi vektoru n v̊uči bázi S rozumı́me
takové koeficienty ci, že plat́ı

n = cisi ,

pod́ıvejme se, co se stane, pokud na vektor n zap̊usob́ıme nějakou
formou z duálńı báze (budeme využ́ıvat vlastnosti duálńı báze (94))

σj(n) = σj(cisi) = ciσj(si) = δji c
i = cj , (97)

z čehož plyne jasné poučeńı: chceme-li źıskat j–tou souřadnici vek-
toru n v̊uči S, zap̊usob́ıme na něj j–tou formou duálńı báze S∗.
Konkrétně pro vektor n1 máme

(n1)
1 = σ1(n1) = (−1, 1, 1)(3, 1, 3)T = 1

(n1)
2 = σ2(n1) = (2,−2,−1)(3, 1, 3)T = 1

(n1)
3 = σ3(n1) = (−2, 3, 1)(3, 1, 3)T = 0 ,

tud́ıž n1 = (1, 1, 0)TS . Obdobně postupujeme pro daľśı vektory a
výsledkem je n2 = (0, 1, 0)TS , n3 = (0, 1, 1)TS . Celkově zaṕı̌seme trans-
formačńı vztahy mezi vektory ni a sj tak, jak jsme zvykĺı z př́ıkladu
4.9 či 6.2.

(n1, n2, n3) = (s1, s2, s3)




1 0 0
1 1 1
0 0 1


 = (s1, s2, s3)C . (98)

68Vznešeně řečeno ztotožnili jsme duálńı prostor s p̊uvodńım prostorem pomoćı
skalárńıho součinu (bilineárńı formy b). Vektoru a = (a1, a2, a3) jsme přǐradili
formu α, která je definovaná α(x) = b(x,a). Jednoduchému tvaru této formy —
v našem př́ıpadě je b(x,a) = δijx

iaj — také vděč́ıme za to, že je toto ztotožněńı
tak jednoduché: αi = δija

j , tj. αi = ai.
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Matice C je tedy matićı přechodu od báze S k bázi N , pokud ṕı̌seme
vektory báze do řádkového vektoru.

3. Duálńı bázi k N můžeme hledat stejným postupem, jaký jsme
užili při hledáńı duálńı báze k S. Zde budeme postupovat jinak (ne-
bude to ovšem kratš́ı). Využijeme právě źıskaného vztahu (98) a
znalosti duálńı báze S∗. Požadavek na vektory duálńı báze N∗ je



ν1

ν2

ν3


 (n1, n2, n3) = � ,

avšak d́ıky (98) můžeme také psát

� =



ν1

ν2

ν3


 (s1, s2, s3)C .

Na druhou stranu ovšem

� = C−1 � C = C−1



σ1
σ2

σ3


 (s1, s2, s3)C

a porovnáńım posledńıch dvou výraz̊u dospějeme ke konečnému
vzorečku pro transformaci forem



ν1

ν2

ν3


 = C−1



σ1

σ2

σ3


 ∗

= C−1Σ (99)

Matice přechodu od S∗ k N∗ je tedy C−1 a bázové formy ṕı̌seme
do sloupcového vektoru (srovnejte s matićı přechodu mezi S a N
výše). Pokud si v (99) představ́ıme mı́sto νi, σj řádkové vektory
složek (mı́sto sloupcových vektor̊u, v nichž jsou formy, máme tedy

matice, v nichž jsou č́ısla; tento přechod naznačujeme symbolem
∗
=),

přečteme si v řádćıch matice C−1Σ složky bázových forem

ν1 = (−1, 1, 1) , ν2 = (5,−6,−3) , ν3 = (−2, 3, 1) .
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4. Souřadnice vektoru v urč́ıme již zmı́něným užit́ım duálńı báze S∗

resp. N∗ (vztah 97) podle toho, v̊uči které bázi chceme souřadnice
mı́t. Č́ıselně

v =




1
0
2



S

=




1
−3
2



N

.

Nav́ıc v́ıme, že mezi souřadnicemi v̊uči jednotlivým baźım plat́ı
vztah (viz př́ıklad 4.9)

C(
...)N = (

...)S , resp. (
...)N = C−1(

...)S .

Všimněte si, že složky vektor̊u se převáděj́ı matićı inverzńı k matici
přechodu (a nav́ıc se složky ṕı̌śı do sloupc̊u, zat́ımco bázové vektory
do řádk̊u). Nyńı přejdeme k určováńı souřadnic formy φ = (1,−1, 0)
v̊uči S∗ a N∗. Souřadnicemi formy φ v̊uči duálńı bázi S∗ rozumı́me
takové koeficienty ϕi, že plat́ı

φ = (1,−1, 0) = ϕ1σ
1 + ϕ2σ

2 + ϕ3σ
3 = (ϕ1, ϕ2, ϕ3)S∗



σ1

σ2

σ3


 ,

zkráceně φ = ( · · · )S∗Σ, odkud plyne ( · · · )S∗ = φΣ−1. Č́ıselně
dostaneme

φ = (1,−1, 0)




1 2 1
0 1 1
2 1 0


 = (1, 1, 0)S∗ ,

tedy φ(x) = x1K −x2K = x1S+x
2
S . Obdobným zp̊usobem lze postupo-

vat pokud se zaj́ımáme o souřadnice formy φ v̊uči bázi N ∗. Na tomto
mı́stě ale provedeme výpočet jinak. Nalezneme totiž transformačńı
vztahy pro souřadnice forem. Vı́me, že plat́ı vzorec pro transformaci
forem (99) a nav́ıc muśı být

( · · · )S∗



σ1

σ2

σ3


 = φ = ( · · · )N∗



ν1

ν2

ν3


 .
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Dosazeńım z (99) dospějeme k

( · · · )S∗



σ1

σ2

σ3


 = ( · · · )N∗C−1



σ1

σ2

σ3


 ,

z čehož konečně plyne hledaný vztah pro transformaci souřadnic fo-
rem ( · · · )S∗ = ( · · · )N∗C−1, resp. ( · · · )S∗C = ( · · · )N∗ . Č́ıselně je

(1, 1, 0)S∗




1 0 0
1 1 1
0 0 1


 = (2, 1, 1)N∗ .

∗VP

13.3 Jedna opravdová forma

Úkol: Ukažte, že {1, x, . . . , xn} a
{

e0(f) = f(0), e1(f) =
1

1!
f ′(0), . . . , en(f) =

1

n!
f (n)(0)

}

jsou navzájem duálńı báze v prostoru všech polynom̊u stupně nejvýše
n na 〈0;∞) Pn

(
〈0;∞)

)
a jeho duálu

[
Pn
(
〈0;∞)

)]∗
.

Vypoč́ıtejte složky následuj́ıćı formy, která p̊usob́ı na P n
(
〈0;∞)

)
,

v bázi {e0, . . . , en}

ϕ : f(x) 7→
∫ ∞

0

xe−xf(x) .

Návod:
∫∞
0
xne−x = Γ(n+ 1) = n!

Řešeńı: Dualitu ověř́ıme podle definice ei(ej) = δij (ej označujeme

funkci f(x) = xj).

ei(ej) =

[
1

i!
xj
](i)

x=0

=

{
0 pro i > j .

j(j−1)...(j−i+1)
i! [xj−i]x=0 pro i ≤ j .

Výraz [xj−i]x=0 je ale nula pro i < j a jedna pro i = j. Pro i = j je
také zlomek před t́ımto výrazem roven jedné, tedy ei(ej) = δij .
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Zapǐsme tedy formu ϕ jako lineárńı kombinaci α0e
0+ . . .+αne

n.
Dı́ky dualitě (ei(ej) = δij) báźı {e0, . . . , en} a {e0, . . . , en} lze tyto

složky poč́ıtat jako ϕ(ei) = αi. Tedy αi = ϕ(xi) =
∫∞
0
xi+1e−x =

(i+1)! Formu ϕ lze tedy na prostoru P n
(
〈0;∞)

)
zapsat jako lineárńı

kombinaci

ϕ(f) = f(0) + 2f ′(0) + . . .+ (n+ 1)f (n)(0) .

∗KV
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14 Matice pro středně pokročilé

14.1 Konvergence k vlastńım č́ısl̊um

Úkol: Necht’ A je hermitovská matice a x je libovolný vektor.
Dokažte, že následuj́ıćı posloupnost:

xn =
Anx

|Anx|
konverguje k vlastńımu vektoru matice A nebo k nulovému vektoru
anebo má dva hromadné body (dejte je do vztahu k vlastńım vek-
tor̊um matice A). Za jakých podmı́nek konverguje tato posloupnost
k vlastńımu vektoru odpov́ıdaj́ıćımu největš́ımu (v absolutńı hod-
notě) vlastńımu č́ıslu této matice?

Úmluva: v řešeńı budeme použ́ıvat pro skalárńı součin Diracovu

notaci a · b = 〈a|b〉.
Řešeńı: Protože je matice A hermitovská, existuje ortonormálńı
báze ei tvořená jej́ımi vlastńımi vektory; př́ıslušná vlastńı č́ısla
(o nichž v́ıme, že jsou reálná) označme λi v pořad́ı od největš́ıho
k nejmenš́ımu (v absolutńı hodnotě). Potom lze provést spektrálńı

rozklad operátoru An

Anx =
∑

i

λni 〈ei|x〉ei .

Necht’ i0 je nejmenš́ı ze všech index̊u i takový, že 〈ei|x〉 6= 0. Pro
velká n bude |Anx| určeno předevš́ım členy odpov́ıdaj́ıćımi vlastńım
č́ısl̊um, které jsou v absolutńı hodnotě rovny |λi0 |. Potom je xn
přibližně rovno

xn =
Anx

|Anx| ≈
∑

i

(
λi
|λi0 |

)n
〈ei|x〉ei

a po odstraněńı části součtu konverguj́ıćı k nule

xn ≈
∑

i, |λi|=|λi0 |

(
λi
|λi|

)n
〈ei|x〉ei .

Znak an ≈ bn je třeba chápat jako limn→∞ |an − bn| = 0.

241



Pokud všechny členy v součtu s nenulovým koeficientem 〈ei|x〉
maj́ı λi kladné, potom posloupnost xn konverguje k nějakému
vlastńımu vektoru odpov́ıdaj́ıćımu vlastńımu č́ıslu |λi0 |. Pokud tomu
tak neńı a jsou některé z nich záporné, potom má uvažovaná po-
sloupnost zřejmě dva hromadné body h1 = limn→∞ x2n, h2 =
limn→∞ x2n+1, nebot’

xn ≈
∑

i,λi=|λi0 |
〈ei|x〉ei +

∑

i,λi=−|λi0 |
(−1)n〈ei|x〉ei .

Rozd́ıl těchto hromadných bod̊u je vlastńı vektor odpov́ıdaj́ıćı
vlastńımu č́ıslu−|λi0 | a pokud jejich pr̊uměr je nenulový, je to vlastńı
vektor odpov́ıdaj́ıćı vlastńımu č́ıslu |λi0 |. Pokud je λi0 = 0, potom
jsou všechny členy od prvńıho poč́ınaje nulové a posloupnost tedy
konverguje k nulovému vektoru.

Posloupnost xn tedy konverguje k vlastńımu vektoru odpov́ıda-
j́ıćımu největš́ımu vlastńımu č́ıslu (v absolutńı hodnotě) této ma-
tice právě tehdy, pokud je toto č́ıslo kladné, vektor x nelež́ı v or-
togonálńım doplňku vlastńıho podprostoru odpov́ıdaj́ıćıho tomuto
vlastńımu č́ıslu a pokud má matice A vlastńı č́ıslo −λ1, potom muśı
vektor x nav́ıc ležet v ortogonálńım doplňku vlastńıho podprostoru
odpov́ıdaj́ıćıho tomuto vlastńımu č́ıslu. ∗DK

14.2 Matice hustoty

Úkol: Uvažujme operátor

Ŵ =

n∑

i=1

wi|ψi〉〈ψi| ,

kde wi > 0 a
∑n
i=1 wi = 1, vektory |ψi〉 jsou normované na jedničku

(〈ψi|ψi〉 = 1). Použ́ıváme Diracovu notaci, protože se jedná o fy-
zikálńı př́ıklad — takovým operátorem se v kvantové teorii popi-
suje statistická směs stav̊u |ψi〉. Pokud tedy označ́ıme |ψi〉 = vi,
m̊užeme matici hustoty napsat také69 jako operátor W : Rm → Rm,
W x =

∑
i(vi · x)vi.

69Tedy 〈ψi| znač́ı formu ψi(x) = vi · x. Ztotožnili jsme tedy prostor s jeho
duálem pomoćı bilineárńı formy dané skalárńım součinem (viz také př́ıklad 13.2).
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Dokažte, že Tr Ŵ = 1 a dále Tr Ŵ 2 ≤ 1 a zjistěte, kdy nastane
rovnost.

Řešeńı: Dı́ky známému pravidlu TrAB = TrBA je Tr |ψi〉〈ψi| =
Tr〈ψi|ψi〉 = 〈ψi|ψi〉 = 1, a tedy Tr Ŵ =

∑n
i=1 wi = 1. Vektor |ψi〉 je

sloupcový, zat́ımco 〈ψi| je řádkový (viz opět př́ıklad 13.2).
Předchoźı krok můžeme od̊uvodnit i takto: je-li |k〉, k = 1, . . . , N

ortonormálńı báze př́ıslušného vektorového prostoru, potom stopa
matice je součet diagonálńıch maticových element̊u, načež použijeme
rozkladu jedničky

∑N
k=1 |k〉〈k| = � (srovnejte s př́ıkladem 6.3 o orto-

gonálńıch projektorech)

Tr |ψi〉〈ψi| =
N∑

k=1

〈k|ψi〉〈ψi|k〉 =
N∑

k=1

〈ψi|k〉〈k|ψi〉 = 〈ψi|ψi〉 .

Podobně spočteme Ŵ 2:

Ŵ 2 =

n∑

i

wi|ψi〉〈ψi|
n∑

j

wj |ψj〉〈ψj | =
n∑

i,j=1

wiwj |ψi〉〈ψi|ψj〉〈ψj |

Tr Ŵ 2 =

n∑

i,j=1

wiwj〈ψi|ψj〉〈ψj |ψi〉 =
n∑

i,j=1

wiwj |〈ψi|ψj〉|2 .

Z Cauchyho nerovnosti (viz př́ıklad 5.4) t́ım pádem dostaneme, že
|〈ψi|ψj〉|2 ≤ 〈ψi|ψi〉〈ψj |ψj〉 = 1. Rovnost nastane, právě když jsou
vektory |ψi〉 a |ψj〉 lineárně závislé. Použit́ım tohoto výsledku už
máme

Tr Ŵ 2 ≤
n∑

i,j=1

wiwj =

n∑

i=1

wi

n∑

j=1

wj = 1 ,

což jsme měli dokázat.
Rovnost nastane zřejmě bud’ v př́ıpadě n = 1, nebo pokud jsou

všechny |ψi〉 násobkem jediného vektoru. Jelikož dva lineárně závislé

vektory v kvantové teorii popisuj́ı tentýž stav, nastane Tr Ŵ 2 = 1
pouze tehdy, když matice hustoty popisuje čistý stav. Všechny os-
tatńı stavy se nazývaj́ı smı́̌sené. ∗TB
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14.3 Spektrum polynomu

Úkol: Necht’ f(x) je polynom a σ(A) spektrum matice A. Dokažte,
že f

(
σ(A)

)
= σ

(
f(A)

)
.

Řešeńı: Pokud lze matici A diagonalizovat, je tvrzeńı triviálńı. Pak
totiž plat́ı σ(Ak) = {λk1 , . . . , λkn} pokud σ(A) = {λ1, . . . , λn}. Nyńı
tvrzeńı dokážeme obecněji.

Inkluze f
(
σ(A)

)
⊂ σ

(
f(A)

)
plyne z následuj́ıćıch vztah̊u pro

(libovolný) vlastńı vektor x matice A:

Ax = λx ⇒ Akx = λkx , ∀k = 0, 1, . . . ⇒ f(A)x = f(λ)x .

Naopak mějme nějaké µ ∈ σ
(
f(A)

)
. Z definice je

µ ∈ σ
(
f(A)

)
⇐⇒ det

(
f(A)− µ�

)
= 0 . (100)

Rozložme polynom f(x)− µ :

f(x)− µ = α
∏

k

(x− xk) , (101)

kde α 6= 0. Potom plat́ı také

f(A)− µ � = α
∏

k

(A− xk � ) .

Použijeme-li nyńı (100), vid́ıme, že všechna A − xk � nemohou mı́t
nenulový determinant. Tedy existuje xk0 ∈ σ(A), které podle (101)
splňuje f(xk0) = µ, a opačná inkluze σ

(
f(A)

)
⊂ f

(
σ(A)

)
je takto

dokázána.
Pro diagonalizovatelné matice je jednoduchým d̊usledkem toho,

co jsme právě dokázali, tvrzeńı uváděné v [PLA] jako Hamilton–

Cayleyho věta: zvoĺıme-li f(x) = p(x) charakteristický polynom A,
je σ

(
p(A)

)
= p
(
σ(A)

)
= {0}, a tedy p(A) muśı být nulová matice.

Tvrzeńı plat́ı i pro všechny ostatńı matice, ale tam nelze použ́ıt
tuto jednoduchou úvahu. ∗TB
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14.4 Ještě jednou polynomy matic

Úkol: Uvažujme čtvercovou matici A a (reálný) polynom P (x).

a) Za jakých podmı́nek existuje inverze k P (A)?

b) A kdy bude tato inverze opět polynomem matice A?

Řešeńı: a) Matice P (A) je invertibilńı, pokud neńı nula jej́ım
vlastńım č́ıslem. Podle úlohy (14.3) tedy existuje jej́ı inverze, právě
když σ

(
P (A)

)
= P

(
σ(A)

)
neobsahuje nulu, neboli když žádné

vlastńı č́ıslo matice A neńı kořenem polynomu P (x).

b) Odpověd’ je úplně stejná jako v bodě a), tedy pokud existuje
inverze, je také polynomem. Abychom to nahlédli, uvažujme okruh
reálných polynomů se sč́ıtáńım a násobeńım modulo charakteristický
polynom matice A (označme jej třeba T ; srovnejte s př́ıkladem 3.4).
Násobeńı matic P (A)Q(A)modT (A) v tomto okruhu dává stejné
výsledky jako P (A)Q(A) d́ıky T (A) = 0 (viz závěr př́ıkladu 14.3).

Rozlož́ıme-li P na kořenové činitele, vid́ıme, že v tomto okruhu
stač́ı naj́ıt inverzńı prvek k těm polynomům stupně 1, které neděĺı po-
lynom T . Inverzi k A−α � , α 6∈ σ(A) můžeme70 hledat jako polynom
A stupně o jedničku menš́ıho než T (x). Nakonec se sluš́ı pozname-
nat, že hledáme-li inverzi ke kvadratickému polynomu, který nemá
reálné kořeny (a neńı tud́ıž v okruhu reálných polynomů rozložitelný
na součin polynomů stupně 1), můžeme jej formálně rozložit alespoň
na součin dvou komplexńıch polynomů a naj́ıt inverzńı prvky k nim.
Inverze k tomuto kvadratickému polynomu pak bude jejich součinem
a bude již reálná.

Budeme-li po takovém okruhu reálných polynomů reálné pro-
měnné cht́ıt dokonce, aby byl tělesem, tj. existovala v něm inverze

70Toto tvrzeńı neńı zcela triviálńı. Inverzńı matice k A−α � sice existuje, ale je
potřeba ověřit, že ji lze vyjádřit jako polynom v A. Důkaz je tento: pokud T (α)
neńı 0, existuje k tak, že kT (α) + 1 = 0. Pak je kT (x) + 1 polynom s kořenem α
a lze jej tedy dělit x−α: existuje P (x), že (x−α)P (x) = kT (x)+ 1, neboli (x−
α)P (x) = 1modT (x). Polynom P (x) je invers k (x−α). Tvrzeńı, že k polynomu
x− α existuje inverze v tělese se sč́ıtáńım a násobeńım modulo T (x), T (α) 6= 0,
odpov́ıdá intuitivně tomu, že v okruhu {0, 1, . . . , n− 1} se sč́ıtáńım a násobeńım
modulo neprvoč́ıselné n existuje inverze k násobeńı pro prvky nesoudělné s n
(př́ıklad 3.1). O existenci inverze se lze u polynomů přesvědčit také př́ımým
výpočtem: źıskáme soustavu n lineárńıch rovnic, o ńıž stač́ı dokázat, že má řešeńı.
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ke každému nenulovému prvku, vid́ıme, že stupeň T nebude smět
být větš́ı než 2. Např. v př́ıpadě T (x) = x2+1 tak dostaneme těleso
polynomů stupně nejvýše 1, které je izomorfńı s tělesem C: zkuste
jej popsat; jaký polynom odpov́ıdá ve vašem izomorfizmu 2 + 3i?

∗TB

14.5 Polynomy matic potřet́ı

Úkol: Spočtěte � +A+A2 + · · ·+A2000, kde matice A je

A =



−2 1 −1
0 −1 0
1 −1 0


 .

Řešeńı: Nejprve najdeme vlastńı č́ısla matice A. Charakteristický
polynom je P (λ) = −(λ + 1)3. Matice A má tedy jediné vlastńı
č́ıslo −1, a protože hodnost matice A+ � je 1, existuj́ı dva lineárně
nezávislé vlastńı vektory. Budeme cht́ıt sestavit Jordanovu bázi R3 a
v́ıme, že se tedy muśı skládat ze dvou řetězc̊u: jednoho délky jedna
a jednoho délky dva.

Najděme nejdř́ıve nějaký vektor z Ker (A + � )2 \ Ker (A + � ) =
R3 \ Ker (A + � ). Jelikož je tento prostor ,,skoro” celé R3, zvoĺıme
např́ıklad v3 = (1, 0, 0)T a ověř́ıme v2 = (A+ � )v3 = (−1, 0, 1)T 6= 0,
tedy v3 /∈ Ker (A + � ). T́ım máme jeden řetězec hotov (v3 → v2 →
0) a potřebujeme naj́ıt ještě druhý řetězec, neboli vlastńı vektor A
nezávislý na v2; to bude třeba v1 = (1, 1, 0)T .

V bázi (v1, v2, v3) je matice zobrazeńı indukovaného matićı A

D =



−1 0 0
0 −1 1
0 0 −1




a můžeme psát

A = PDP−1, kde P =




1 −1 1
1 0 0
0 1 0


 .

Abychom spočetli př́ıslušnou mocninu matice D, stač́ı naj́ıt moc-
niny jednotlivých Jordanových buněk. Potřebujeme tedy předevš́ım
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umocnit

D̃ =

(
−1 1
0 −1

)
= − � +N, kde N =

(
0 1
0 0

)
.

Jelikož ale � a N komutuj́ı, dostaneme z binomické věty D̃k =
(−� )k + k(− � )k−1N , nebot’ všechny mocniny N vyšš́ı než 1 jsou
nulové. Vyšlo nám tedy

Dk =




(−1)k 0 0
0 (−1)k −k(−1)k
0 0 (−1)k


 ,

odkud snadno nahlédneme, že plat́ı

2000∑

k=0

Dk = � − 1000




0 0 0
0 0 1
0 0 0


 .

Stač́ı už jenom dopoč́ıtat

P




0 0 0
0 0 1
0 0 0


P−1 =




1 −1 1
1 0 0
0 1 0






0 0 0
0 0 1
0 0 0






0 1 0
0 0 1
1 −1 1


 =

=



−1 1 −1
0 0 0
1 −1 1




a máme výsledek

2000∑

k=0

Ak = P

(
2000∑

k=0

Dk

)
P−1 = � − 1000



−1 1 −1
0 0 0
1 −1 1


 .

Výsledku se lze dobrat i jinak, aniž bychom přitom museli expli-
citně poč́ıtat vlastńı vektory matice A. Stač́ı vědět, že hodnost ma-
tice A+ � je 1, a tedy existuj́ı dva nezávislé vlastńı vektory. Odtud
plyne, že minimálńım polynomem71 matice A je Pmin(λ) = (λ+1)2.

71Minimálńı polynom matice A je ten z polynomů splňuj́ıćıch P (A) = 0, který
má nejmenš́ı stupeň (je jednoznačně dán až na násobek). Vı́me, že např́ıklad cha-
rakteristický polynom splňuje P (A) = 0, ale aby vyšla nula, stač́ı brát v rozkladu
P (x) na kořenové činitele člen (x − λi) pouze v mocnině rovné délce nejdeľśıho
řetězce pro vlastńı č́ıslo λi.
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Odečteńım rovnosti A2 + 2A + � = 0 a rovnosti A3 + 2A2 + A = 0
(kterou źıskáme z prvńı vynásobeńım A) dostaneme A3+A2 = A+ � ,
resp. A4 +A3 = A2 +A. Indukćı potom A2k+2 +A2k+1 = A2 +A =
−(A+ � ) pro k ∈ N a

2000∑

k=0

Ak = � − 1000(A+ � ) = � − 1000



−1 1 −1
0 0 0
1 −1 1


 .

∗TB

14.6 Vlastńı č́ısla nerozložitelných matic

Úkol: Matice A typu n× n je nerozložitelná, pokud ji nelze permu-
taćı řádk̊u a symetrickou permutaćı sloupc̊u převést do následuj́ıćıho
tvaru: (

B C
O D

)

(B,C,D jsou matice vhodných typ̊u, B a D matice čtvercové, matice
O je nulová matice)
Necht’ A je nerozložitelná reálná matice a λ je jej́ı reálné vlastńı č́ıslo,
které lež́ı na hranici Gershgorinovy množiny matice A (viz př́ıklad
9.2).

1. Dokažte, že takové vlastńı č́ıslo muśı být obsaženo ve všech
Gershgorinových kruźıch matice A.

2. Necht’ A je libovolná symetrická diagonálně dominantńı matice
s kladnými prvky na diagonále. Předpokládejme, že je A neroz-
ložitelná a že v alespoň jednom řádku plat́ı Aii >

∑
i6=j |Aij |.

Potom je A pozitivně definitńı.

Řešeńı:

1. Necht’ x je (reálný) vlastńı vektor matice A př́ıslušný vlastńımu
č́ıslu λ. Násobme jej vhodným č́ıslem tak, aby |x|∞ = maxi |xi| = 1,
a označme k některý z index̊u, pro které plat́ı |xk| = 1. Stejně jako
při d̊ukazu Gershgorinovy věty (v př́ıkladu 9.2) odvod́ıme, že plat́ı
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(druhá rovnost je pouze jedna z rovnic (A − λ� )x = 0 zapsaná ve
složkách)

|λ−Akk| = |λ−Akk||xk| =

∣∣∣∣∣∣
∑

i6=k
Akixi

∣∣∣∣∣∣
≤
∑

i6=k
|Aki||xi| ≤

∑

i6=k
|Aki| .

Tedy λ lež́ı v k-tém z Gershgorinových kruh̊u, a protože lež́ı na
hranici Gershgorinovy množiny, muśı ležet na hranici tohoto kruhu.

Označme nyńı I množinu těch index̊u i, pro které plat́ı |xi| =
1. Zřejmě lež́ı λ na hranici všech Gershgorinových kruh̊u Ki pro
i ∈ I. Je-li λ na hranici př́ıslušného Gershgorinova kruhu (k ∈ I),
plat́ı |λ−Akk| =

∑
i6=k |Aki| a všechny výše uvedené nerovnosti jsou

tedy rovnosti. Dı́ky
∑
k 6=i |Aki||xi| =

∑
k 6=i |Aki| muśı být |xi| rovno

jedné, kdykoliv je Aki nenulové.
Ukážeme, že množina I obsahuje všechny indexy. Předpokládej-

me, že existuje index, který v této množině obsažen neńı. Proved’me
permutaci řádk̊u a stejnou permutaci sloupc̊u matice A tak, aby
se řádky a sloupce s indexy z I staly posledńımi řádky a sloupci
matice A. Jako D označme podmatici tvořenou posledńımi |I| řádky
a sloupci, jako B, C a O označme podmatice podle zadáńı z př́ıkladu.
Podmatice O je nenulová (nebot’ A je nerozložitelná), obsahuje tedy
nějaký nenulový prvek Aij , kde i ∈ I a j 6∈ I. Podle úvah na konci
minulého odstavce by ale muselo nutně platit |xj | = 1 a tedy j ∈ I,
což je spor. Tedy neexistuje index, který by nebyl v I, a stejně tak
ani Gershgorin̊uv kruh, na jehož hranici by nebylo λ.

2. Dı́ky diagonálńı dominanci a symetrii je matice pozitivně semi-
definitńı (viz př́ıklad 9.2) a nula může ležet na hranici jej́ı Gershgori-
novy množiny. Zároveň ale podle předpokladu existuje alespoň jeden
Gershgorin̊uv kruh, ve kterém nula nelež́ı. Podle předchoźıho bodu
tedy nula nemůže být vlastńım č́ıslem této matice, a matice je proto
dokonce pozitivně definitńı. Nerozložitelnost matice nám umožnila
předpokládat ,,ostrou diagonálńı dominanci pouze v jednom řádku”.

∗DK

14.7 Hadamardovy matice
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Úkol: Matice H typu n × n se nazývá Hadamardova matice řádu
n, pokud Hij ∈ {1,−1} a HTH = n � . Dokažte existenci Hada-
mardových matic řádu 2k, k ∈ N. Dokažte, že existence Hadamar-
dovy matice řádu k implikuje existenci Hadamardovy matice řádu
2k. Dokažte, že existuj́ı pouze Hadamardovy matice sudých řád̊u a
řádu 1. Dokažte, že pokud existuje Hadamardova matice řádu k, exi-
stuje i Hadamardova matice řádu k, která obsahuje v prvńım sloupci
a v prvńım řádku pouze jedničky. Jakých hodnot m̊uže nabývat de-
terminant Hadamardovy matice řádu k?

Řešeńı: Nejprve ukážeme, že existence Hadamardovy matice řádu
k implikuje existenci Hadamardovy matice řádu 2k. Necht’ H je Ha-
damardova matice řádu k a uvažme matici H ′ = (H H

H −H ). Potom
plat́ı:

H ′TH ′ =

(
HT HT

HT −HT

)(
H H
H −H

)
=

=

(
HTH +HTH HTH −HTH
HTH −HTH HTH +HTH

)
=

(
2k � k 0
0 2k � k

)
= 2k � 2k.

Zápisem � k , resp. � 2k mysĺıme jednotkovou matici k×k, resp. 2k×2k.
Hadamardovy matice řádu 1 a 2 jsou matice

(
1
)
a ( 1 1

1−1 ); matice

řádu 2l, l ∈ N pak lze vytvořit uvedeným postupem.
Necht’ H je Hadamardova matice řádu k ≥ 2. Matice HTH obsa-

huje mimo diagonálu nulové prvky — to znamená, že řádky matice
H jsou na sebe kolmé. Protože jsou však tvořeny ±1, muśı mı́t nutně
sudou velikost, nebot’ z k − i jedniček a i minus jedniček nulu ne-
posč́ıtáme, je-li k liché.

Ze vztahu HTH = k � plyne |detH| =
√
kk = kk/2. Determinant

Hadamardovy matice řádu k může mı́t tedy pouze hodnotu ±kk/2.
Posledńı nedokázané tvrzeńı je, že existuje-li Hadamardova ma-

tice H určité velikosti, existuje také stejně velká Hadamardova ma-
tice, jej́ıž prvńı řádek a sloupec obsahuje pouze +1. Pokud je totiž
některý prvek prvńıho řádku −1, potom změńıme znaménko všech
prvk̊u sloupce, který obsahuje tento prvek. Stejně postupujeme i
v př́ıpadě prvk̊u prvńıho sloupce (měńıme samozřejmě znaménko
prvk̊u na řádku). Je snadné si rozmyslet, že tyto úpravy neovlivńı
hodnotu součinu HTH. ∗DK
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14.8 Základńı vektorové identity v �

3

Úkol: Dokažte vektorové identity:

a× (b× c) = b(a · c)− c(a · b)
(a× b) · (c× d) = (a · c)(b · d)− (b · c)(a · d)

(a× b)× (c× d) = b
(
a · (c× d)

)
− a
(
b · (c× d)

)

Rozmyslete si, které závorky jsou v uvedených výrazech zbytečné
a které naopak muśıme bezpodmı́nečně psát. Dále si uvědomte, že
pravou (i levou) stranu lze zapsat v mnoha r̊uzných tvarech užit́ım
např. a·b = b·a, φa = aφ, . . . Skalárńım součinem mysĺıme kanonický
součin a · b =

∑3
i=1 aibi.

Řešeńı: Důkaz provedeme pomoćı souřadnicového zápisu operaćı
vektorový součin (×) a skalárńı součin (·). Výsledkem vektorového
součinu dvou vektor̊u je opět vektor, jehož i-tou složku můžeme
vyjádřit takto (už́ıváme Einsteinovu sumačńı konvenci)

(a× b)i = εijkajbk .

Levi–Civitt̊uv symbol εijk jsme definovali v př́ıkladu 6.1 a v́ıce se
o něm pojednává v 19.5, kde jsou odvozeny některé jeho vlastnosti.
Při odvozováńı vektorových identit použijeme z těchto vlastnost́ı po-
uze vztah (189)

εijkεlmk = δilδjm − δimδjl (102)

a dále budeme mı́t na paměti, že εijk je totálně antisymetrický.
Výsledkem skalárńıho součinu dvou vektor̊u je č́ıslo, které můžeme
zapsat jako

a · b = δijaibj = aibi = ajbj ,

kde δij je Kronecker̊uv symbol.
Nyńı k prvńımu vzorci, který chceme dokázat.

(
a× (b× c)

)
i
= εijkaj(b× c)k = εijkajεklmblcm

Nyńı přǐsel čas použ́ıt identitu (102)

εijkajεlmkblcm = (δilδjm − δimδjl)ajblcm =
= δilbl(δjmajcm)− δimcm(δjlajbl)
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Použili jsme εlmk = εklm. Uvědomı́me si, že δilbl = bi a δjmajcm =
a · c , a můžeme pro libovolné i psát

(
a× (b× c)

)
i
= bi(a · c)− ci(a · b) ,

jinak řečeno a× (b×c) = b(a ·c)−c(a ·b), neboli ,,identita bac minus

cab”.
Odvozeńı druhého vzorce provedeme rychleji.

[
(a× b) · (c× d)

]
i
= εijkajbkεilmcldm = εjkiεlmiajbkcldm =

= (δjlδkm − δklδjm)ajbkcldm = δjlajclδkmbkdm − δklbkclδjmajdm =

=
[
(a · c)(b · d)− (b · c)(a · d)

]
i
.

Posledńı vzorec lze snadno odvodit z prvńıho vzorce, pokud označ́ıme
v = c × d. Pokud se však čtenáři zaĺıbilo poč́ıtáńı se symboly εijk,
může použ́ıt následuj́ıćı postup:

[
(a× b)× (c× d)

]
i
= εijk(εjlmalbm)(εknocndo) =

= (εkijεlmj)εknoalbmcndo = (δklδim − δkmδil)εknoalbmcndo =
= δklδimεknoalbmcndo − δkmδilεknoalbmcndo =

= biakεknocndo − aibkεknocndo =
[
b
(
a · (c× d)

)
− a
(
b · (c× d)

)]
i
.

∗VP

14.9 Chováńı smı́̌seného součinu při lineárńıch
transformaćıch

Úkol: Ukažte, že plat́ı ( · je skalárńı součin, × je vektorový součin,
A je libovolný lineárńı operátor a pohybujeme se v R3 )

Au ·Av×Aw = u · v× w detA
Au · v× w + u ·Av× w + u · v×Aw = u · v× wTrA

Au ·Av× w +Au · v×Aw + u ·Av×Aw =
= 1

2

(
(TrA)2 − TrA2

)
u · v× w

Řešeńı: Budeme použ́ıvat Einsteinovu sumačńı konvenci. Nejprve
uvěř́ıme tvrzeńı detA = εijkAi1Aj2Ak3 a poté již neńı těžké ověřit,
že (indexy l,m, n jsou volné a nesč́ıtá se přes ně) εlmn detA =
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εijkAilAjmAkn (obě tvrzeńı jsou vysvětlena v př́ıkladu 19.5). Nyńı
snadno dokážeme prvńı tvrzeńı

Au ·Av×Aw = εijkAilulAjmvmAknwn =

= (εijkAilAjmAkn)ulvmwn = εlmnulvmwn detA = u · v× w detA .

K d̊ukazu druhého tvrzeńı použijeme posledńı identitu z př́ıkladu
19.5, která ř́ıká, že

εijkδlm = εmjkδil + εmkiδjl + εmijδkl.

Začneme upravovat pravou stranu.

u · v× wTrA = δlmAmlεijkuivjwk =

= εmjk (δilAmlui) vjwk+εmkiui (δjlAmlvj)wk+εmijuivj (δklAmlwk)

Toto je ale př́ımo výraz Au · v × w + u · Av × w + u · v × Aw, a to
rozepsaný do složek. Druhé tvrzeńı je t́ımto dokázáno.

Důkaz posledńıho tvrzeńı provedeme užit́ım prvńı identity
z př́ıkladu 19.5

εlmkεnop = det



δln δmn δkn
δlo δmo δko
δlp δmp δkp


 . (103)

Nejprve si ale uvědomı́me, že plat́ı

1

2
εijkεlmkAilAjm =

1

2
(δilδjm − δimδjl)AilAjm=

1

2

(
(TrA)2−TrA2

)

Opět začneme upravovat pravou stranu.

1

2

(
(Tr A)2 − Tr A2

)
u · v× w = εijkεlmkAilAjmεnopunvowp =

=
1

2
εijk (εlmkεnop)AilAjmunvowp,

na součin v závorce použijeme identitu (103) a výsledkem je

1

2
εijk (AilulAjmvmwk +AilvlAjmwmuk +AilwlAjmumvk−

−AilvlAjmumwk −AilwlAjmvmuk −AilulAjmwmvk) ,
nyńı stač́ı využ́ıt toho, že εijk = −εjik apod. a výsledkem je levá
strana dokazované rovnosti. ∗VP
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14.10 Komutátorová binomická formule

Úkol: Dokažte následuj́ıćı formuli s binomickými koeficienty a
složenými komutátory, která ř́ıká, jak lze prokomutovat Cn přes B.

CnB = BCn − n[B,C]Cn−1 + n(n− 1)

2!

[
[B,C], C

]
Cn−2 − . . .

. . .+ (−1)n
[
. . . [[B,C], C], . . . , C

]
. (104)

Řešeńı: Zvoĺıme si matici C pevně a definujeme operátory

K(B) = [B,C] , L(B) = CB , R(B) = BC .

p̊usob́ıćı na prostoru reálných matic n× n. Nejprve se přesvědč́ıme,
že zobrazeńı K a R komutuj́ı

K
(
R(B)

)
= K(BC) = [BC,C] = [B,C]C = R([B,C]) = R

(
K(B)

)
.

Můžeme proto využ́ıt binomické formule

Ln = (R−K)n =

n∑

k=0

(−1)k n!

k!(n− k)!R
n−kKk. (105)

Ostrým pohledem na rovnosti (104) a (105) zjist́ıme, že ř́ıkaj́ı totéž,
pokud necháme členy v rovnici (105) p̊usobit na B. Levou stranu
rovnice (104) je třeba č́ıst jako ,,operátor násobeńı matićı C zleva”
umocněný na n-tou, tj. Ln. Označeńı K,L,R jsme volili jako zkratku
slov ,,komutátor”, ,,levá” a ,,pravá”. ∗LM,MZ

14.11 Laplace̊uv operátor ve sférických souřadni-
ćıch

Úkol: Najděte vyjádřeńı Laplaceova operátoru ve sférických souřad-
nićıch v Rn.

Řešeńı: Vyřeš́ıme nejprve podstatně obecněǰśı úlohu — najdeme
tvar Laplaceova operátoru v libovolných ortogonálńıch souřadnićıch.

Uvažujme kartézské souřadnice x1, . . . , xn v prostoru Rn a zave-
deme v něm nové souřadnice z1, . . . , zn vztahy zk = zk(x1, . . . , xn).
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Transformačńı pravidlo pro derivace podle souřadnic dostaneme
z věty o derivováńı složené funkce: pokud označ́ıme formálńı72

řádkové vektory gradient̊u
(
∂

∂x

)
=

(
∂

∂x1
, . . . ,

∂

∂xn

)
,

(
∂

∂z

)
=

(
∂

∂z1
, . . . ,

∂

∂zn

)
,

ř́ıká tato věta, že
(
∂

∂z

)
=

(
∂

∂x

)
J, kde Jij =

∂xi
∂zj

, (106)

přičemž derivace podle x na pravé straně nep̊usob́ı na elementy ma-
tice J, jde o čistě algebraické násobeńı matic. Matice J se nazývá
Jacobiho matice.

K vyjádřeńı Laplaceova operátoru použijeme nejprve kartézské
souřadnice x1, . . . , xn, kde je to součet druhých parciálńıch deri-
vaćı podle jednotlivých souřadnic, a pak přejdeme pomoćı (106)
k souřadnićım z1, . . . , zn

∆ =

(
∂

∂x

)(
∂

∂x

)T
=

(
∂

∂z

)
J−1J−1T

(
∂

∂z

)T
. (107)

Ještě jednou zd̊urazněme, že prvńı gradient v (107) nep̊usob́ı na ma-
tici J−1, která pocháźı z (106). Aby se to nepletlo, označ́ıme členy,
které muśıme derivovat prvńım z gradient̊u, šipkou ↑. Rovnice (107)
pak bude vypadat

∆ =

(
∂

∂z

)
J−1J

↑
−1T

(
∂

∂z

)

↑

T

. (108)

Představujte si to tak, že (108) rozeṕı̌seme jako součin maticových
element̊u, přičemž prvńı z operátor̊u derivace přilož́ıme k součinu
těch člen̊u, na které ukazuje šipka.

Nyńı už se konečně pust́ıme do poč́ıtáńı. Na tomto mı́stě
použijeme požadavek ortogonality souřadnic z1, . . . , zn, který neř́ıká
nic jiného, než že matice

D = JTJ (109)

72T́ım máme na mysli, že bychom měli správně ř́ıkat: pro zadanou (hladkou)
funkci f(x1, . . . , xn) uvažujme vektor (∂/∂x)f = (∂f/∂x1, . . . , ∂f/∂xn).
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má být diagonálńı. Jej́ı diagonálńı elementy Dkk =
∑
j JjkJjk =

∑
j(
∂xj
∂zk

)2 označme λ2k (λk > 0 jsou tzv. Laméovy koeficienty73).

Dosazeńım z (109) do (108) máme

∆ =

(
∂

∂z

)
D−1JTJ

↑
D
↑
−1T

(
∂

∂z

)

↑

T

.

Rozmyslete si, že nyńı můžeme použ́ıt vzorec pro derivaci součinu
funkćı. S využit́ım D = DT můžeme tedy napsat ∆ jako

(
∂

∂z

)
D−1JT


J
↑
D−1

(
∂

∂z

)T
+ JD

↑
−1
(
∂

∂z

)T
+ JD−1

(
∂

∂z

)

↑

T


 .

(110)
Jednotlivým člen̊um tohoto vzorce se budeme věnovat zvlášt’ —

prvńı, který nám dá nejv́ıc práce, si necháme na konec a zat́ım se
spokoj́ıme s druhými dvěma.

Tedy za prvé, d́ıky (109) plat́ı

(
∂

∂z

)
D−1JTJD

↑
−1
(
∂

∂z

)T
=

(
∂

∂z

)
D
↑
−1
(
∂

∂z

)T
=

=

n∑

k=1

(
∂

∂zk

1

λ2k

)
∂

∂zk
, (111)

Za druhé,

(
∂

∂z

)
D−1JTJD−1

(
∂

∂z

)

↑

T

=

(
∂

∂z

)
D−1

(
∂

∂z

)

↑

T

=

n∑

k=1

1

λ2k

∂2

∂z2k
.

(112)

73Představme si ,,poledńık” v souřadnićıch {zi} př́ıslušný k zk (tj. všechny zi,
i 6= k jsou konstantńı) a tečný vektor k němu. Délku tohoto vektoru definujme
jako délku oblouku (ku ∆zk), který po poledńıku oṕı̌seme, pokud změńıme zk

o ∆zk (v limitě ∆zk → 0). Takový vektor je právě k–tý sloupec matice J a jeho
délka je rovna λk.
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Konečně sĺıbený prvńı člen v (110) (označme jej třeba B) rozeṕı̌seme
do složek:

B =
∑

i,j,k

∂

∂zi

1

λ2i
JTijJjk

↑
1

λ2k

∂

∂zk
. (113)

Index j se vyskytuje jenom ve dvou členech a můžeme přes něj
snadno vysč́ıtat (použijeme přitom záměnnost parciálńıch derivaćı
— hádejte, kde)

∑

j

JTij
∂Jjk
∂zi

=
∑

j

Jji
∂Jji
∂zk

=
1

2

∂

∂zk

∑

j

(Jji)
2 (109)

=
1

2

∂λ2i
∂zk

= λi
∂λi
∂zk

.

Dosazeńım do (113) už dostaneme př́ıjemněǰśı výraz

B =
∑

i,k

1

λiλ2k

∂λi
∂zk

∂

∂zk
.

Označ́ıme-li ještě Λ =
∏
i λi, můžeme se zbavit sumy přes i:∑

i(1/λi)(∂λi/∂zk) = (1/Λ)(∂Λ/∂zk).

B =
∑

k

1

Λ

1

λ2k

(
∂

∂zk
Λ

)
∂

∂zk
. (114)

Konečně na úplný závěr můžeme složit (111), (112) a (114) zpět do
jednoduchého vzorce

∆ =
1

Λ

n∑

k=1

∂

∂zk

Λ

λ2k

∂

∂zk
. (115)

Vrat’me se ještě ke sférickým souřadnićım. Naznač́ıme induktivńı
postup, jak je zavést v Rn.

n = 2 n = 3 n = 4
x1 = r cos ϕ1 x1 = r cos ϕ1 cos ϕ2 x1 = r cos ϕ1 cos ϕ2 cos ϕ3
x2 = r sin ϕ1 x2 = r sin ϕ1 cos ϕ2 x2 = r sin ϕ1 cos ϕ2 cos ϕ3

x3 = r sin ϕ2 x3 = r sin ϕ2 cos ϕ3
x4 = r sin ϕ3
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Úhly ϕk pro k = 2, 3, . . . bereme z (−π
2 ,

π
2 ) a ϕ1 z (−π, π).

Např́ıklad při přechodu od n = 2 k n = 3 jsme k dosavadńım
souřadnićım přidali úhel ϕ2, který popisuje odchylku polohového
vektoru daného bodu A od roviny R2. Souřadnice x1, x2 tedy muśıme
vynásobit cos ϕ2, souřadnice x3 bude zřejmě r sin ϕ2. Pro vyšš́ı n je
postup stejný, posledńı úhel ϕn−1 je vždy úhel mezi polohovým vek-
torem bodu A a rovinou Rn−1.

Laméovy koeficienty vyjdou po řadě

λ(r) = 1
λ(ϕ1) = r cos ϕ2 cos ϕ3 . . . cos ϕn−1
λ(ϕ2) = r cos ϕ3 . . . cos ϕn−1

...
λ(ϕn−2) = r cos ϕn−1
λ(ϕn−1) = r ,

a tedy Λ = rn−1 cos ϕ2 cos2 ϕ3 . . . cosn−2 ϕn−1 . Dosazeńım do (115)
po snadné úpravě dostaneme

∆ =
1

rn−1
∂

∂r
rn−1

∂

∂r
+

n−1∑

k=1

1

λ2k

1

cosk−1 ϕk

∂

∂ϕk
cosk−1 ϕk

∂

∂ϕk
, (116)

což můžeme také přepsat jako

∆ =
∂2

∂r2
+
n− 1

r

∂

∂r
+
n−1∑

k=1

1

λ2k

[
∂2

∂ϕ2k
− (k − 1) tgϕk

∂

∂ϕk

]
.

Speciálně pro n = 2, 3 vyjdou známé vztahy

∆2 =
1

r

∂

∂r
r
∂

∂r
+

1

r2
∂2

∂ϕ21

∆3 =
1

r2
∂

∂r
r2
∂

∂r
+

1

r2 cos2 ϕ2

∂2

∂ϕ21
+

1

r2 cos ϕ2

∂

∂ϕ2
cos ϕ2

∂

∂ϕ2
.

U sférických souřadnic v R3 bývá zvykem použ́ıvat označeńı ϕ1 = ϕ
a ϕ2 = ϑ. ∗TB
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15 Jordan hled́ı pozitivně

15.1 Birkhoffova věta

Úkol: Necht’ A je bistochastická matice, neboli matice s nezápor-
nými elementy, jej́ıž všechny řádkové a sloupcové součty jsou 1.
Dokažte, že A je konvexńı kombinaćı permutačńıch matic. Toto tvr-
zeńı se nazývá Birkhoffova věta.

Pojem konvexńı kombinace vycháźı z geometrické představy: pro
x1, . . . , xn ∈ V je konvexńı kombinace libovolná lineárńı kombinace

n∑

i=1

αixi , kde α1, . . . , αn ∈ 〈0; 1〉,
n∑

i=1

αi = 1 .

Např́ıklad pro V = R2 tvoř́ı všechny konvexńı kombinace těchto
vektor̊u konvexńı n–úhelńık s vrcholy v x1, . . . , xn (ve speciálńıch
př́ıpadech může ale být tento obrazec degenerovaný, např́ıklad pokud
jsou všechny vektory kolineárńı).

Permutačńı matice Pπ je matice lineárńıho zobrazeńı Rn →
Rn, které permutuje složky vektoru podle permutace π, např́ıklad
Pπ(v1, v2, v3, v4) = (v2, v3, v1, v4). Tato matice tedy obsahuje n
jedniček na mı́stech 1π(1), . . . , nπ(n) a zbytek jsou nuly. Jinak
řečeno, v každém řádku a v každém sloupci je právě jedna jednička.

Při d̊ukazu Birkhoffovy věty by se mohlo hodit toto tvrzeńı (♠):
Necht’ G je bipartitńı graf (viz úvod ke kapitole 7) s partitami V1
a V2 stejné velikosti. Necht’ má každá množina vrchol̊u W ⊆ V1
alespoň |W | soused̊u (v partitě V2), potom graf G obsahuje perfektńı
párováńı, tj. |V1| r̊uzných navzájem neincidentńıch hran.
Řešeńı: Předpokládejme, že existuje bistochastická matice, která
neńı konvexńı kombinaćı permutačńıch matic. Uvažujme nějakou
matici A, která obsahuje mezi všemi těmito maticemi co nejméně ne-
nulových složek. Zřejmě je počet nenulových složek matice A alespoň
n+ 1: každý řádek (a sloupec) muśı obsahovat alespoň jednu nenu-
lovou složku a bistochastická matice s n nenulovými složkami je ma-
tice permutačńı. Uvažujme nyńı bipartitńı graf, jehož jedna partita
je tvořena indexy řádk̊u matice a druhá indexy sloupc̊u matice. Vr-
choly grafu odpov́ıdaj́ıćı nějakému řádkovému a sloupcovému indexu
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jsou spojeny hranou právě tehdy, pokud jim odpov́ıdaj́ıćı prvek ma-
tice je nenulový. Nyńı ukážeme, že jsou splněny předpoklady tvrzeńı
(♠), a tedy že tento graf obsahuje perfektńı párováńı.

Uvažujme pro matici A libovolnou množinu řádkových index̊u I
a označme J množinu index̊u všech sloupc̊u, v nichž se na některé
řádce z I vyskytuje nenulový prvek. Součet všech prvk̊u v řádćıch
s indexy z množiny I je |I| (uvažovaná matice je bistochastická) a
součet všech prvk̊u ve sloupćıch s indexy z množiny J je |J |. Součet
prvk̊u v těchto sloupćıch na řádćıch s indexy z množiny I je pak
nejvýše |J |, nebot’ na těchto řádćıch jsou již v ostatńıch sloupćıch
samé nuly. Došli jsme t́ım k |I| ≤ |J |, což nás opravňuje použ́ıt
tvrzeńı (♠).

Uvažovaný bipartitńı graf tedy obsahuje perfektńı párováńı a
tomu přirozeným zp̊usobem odpov́ıdá nějaká permutačńı matice,
označme ji P . Dále označme π nejmenš́ı ze všech prvk̊u matice A
na mı́stech nenulových prvk̊u matice P . Matici A lze zapsat jako
konvexńı kombinaci

A = πP + (1− π)A− πP
1− π (117)

matice P a matice A−πP
1−π . Prvńı z těchto matic je permutačńı, druhá

je bistochastická (ověřte; proč jsou prvky A − πP nezáporné?) a
má o alespoň jeden nenulový prvek méně než matice A: o ten (ty),
které jsou nejmenš́ı na mı́stech odpov́ıdaj́ıćıch nenulovým prvk̊um
matice P . Podle předpokladu na úplném začátku řešeńı lze tedy ma-
tici A−πP

1−π vyjádřit jako konvexńı kombinaci permutačńıch matic.
Potom muśı ale i matice A, vyjádřená pomoćı (117), být konvexńı
kombinaćı permutačńıch matic (lze také ř́ıci, že konvexńı kombinace
konvexńıch kombinaćı je opět konvexńı kombinace), č́ımž je d̊ukaz
hotov. ∗DK

15.2 Stochastické matice

Úkol: Necht’ A je stochastická matice, neboli matice s nezápornými
elementy, jej́ıž sloupcové součty jsou jedna. Dokažte, že pokud je A
nerozložitelná (viz př́ıklad 14.6), pak existuje právě jeden vektor v,
jehož součet složek je jedna, takový, že Av = v. Dále ukažte, že má
tento vektor pouze nezáporné složky.
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Řešeńı: Nejprve dokažme existenci. Jednička je vlastńım č́ıslem ma-
tice A, nebot’ matice A − � je singulárńı: jej́ı sloupcové součty jsou
nula, a tedy jsou jej́ı řádky lineárně závislé. Necht’ v je vlastńı vek-
tor př́ıslušný k vlastńımu č́ıslu 1. Pro spor nyńı předpokládejme,
že některé jeho složky jsou kladné a jiné záporné: označme I+ in-
dexy jeho kladných složek a I− indexy jeho záporných složek. Jelikož
Aij ≥ 0, plat́ı

∑

i∈I+
vi =

∑

i∈I+

∑

j

Aijvj =

=
∑

i∈I+

∑

j∈I+
Aijvj +

∑

i∈I+

∑

j∈I−
Aijvj ≤

∑

j∈I+
vj +

∑

i∈I+

∑

j∈I−
Aijvj .

Odtud je vidět, že
∑
i∈I+

∑
j∈I− Aijvj = 0, a tedy pro všechny i ∈ I+

a j ∈ I− plat́ı Aij = 0. Přerovnáme-li nyńı řádky a sloupce matice
tak, aby řádky (a stejně i sloupce) s indexy z množiny I+ byly nyńı
na prvńıch řádćıch (sloupćıch), dostaneme matici v blokovém tvaru

(
B C
O D

)
,

neboli jsme źıskali rozklad matice A (viz opět př́ıklad 14.6). Te-
dy muśı vektor v obsahovat pouze nezáporné složky, a děĺıme-li jej
součtem jeho složek (který je nyńı automaticky nenulový), dosta-
neme vektor se součtem složek jedna.

Nyńı dokážeme jednoznačnost vektoru v. Necht’ v a w jsou dva
r̊uzné vlastńı vektory př́ıslušné vlastńımu č́ıslu jedna takové, že
součet jejich složek je jedna. Vektor v − w je pak také vlastńı vek-
tor př́ıslušný k vlastńımu č́ıslu jedna; jeho součet složek je nula,
a tedy obsahuje jak kladné tak i záporné složky, což ovšem neńı
možné. Dokázali jsme t́ım, že existuje právě jeden vektor v splňuj́ıćı
podmı́nky zadáńı př́ıkladu. ∗DK

15.3 Nilpotentńı matice
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Úkol: Je dána matice

A =




2 3 4 5
−1 −1 −2 −2
0 1 0 1
0 −1 0 −1


 .

Ukažte, že je tato matice nilpotentńı, a určete nejmenš́ı n ∈ N, pro
které plat́ı An = 0. Nalezněte jej́ı Jordan̊uv kanonický tvar JA a
zapǐste j́ı jako QJAQ

−1.

Řešeńı: Vı́me, že lineárńı zobrazeńı na konečnědimenzionálńım pro-
storu je právě tehdy nilpotentńı, když má jediné vlastńı č́ıslo, a to
nulu. Začneme tedy s určeńım charakteristického polynomu. Můžeme
jej bud’to př́ımo spoč́ıtat jako χ(λ) = det(A − λ � ) (je výhodné de-
terminant rozvinout podle prvńıho sloupce), nebo můžeme použ́ıt
třeba vzorce

χ(λ) = λ4 − λ3 TrA+ λ2
∑

i<j

Ai,j − λ
∑

i

Ai + detA ,

viz př́ıklad 9.5, vztah 59 (odvozeńı podobného vzorce pro matice 3×3
je v př́ıkladu 9.10). V tomto vzorci rozumı́me symboly Ai,j , resp. Ai
determinanty matice A, s dvěma, resp. jedńım vynechaným řádkem
a sloupcem74. Pro srovnáńı uvád́ıme A1 = A2 = A3 = A4 = 0,
A1,2 = A2,4 = 0, A1,3 = −1, A1,4 = 2, A2,3 = −2, A3,4 = 1 a dále
pak TrA = 0 a detA = 0.

At’ už tak či onak, charakteristický polynom vyjde χ(λ) = λ4, a
tedy je nula skutečně jediným vlastńım č́ıslem matice A. Vzhledem
ke kanonické bázi bude tedy A odpov́ıdat nějakému nilpotentńımu
zobrazeńı φA : R4 → R4. Podle věty o struktuře nilpotentńıho zobra-
zeńı budou existovat maximálńı řetězce, jejichž vektory budou tvořit
bázi R4.

Připomeňme, že u nilpotentńıho zobrzeńı N : Rn → Rn jsou

74Např́ıklad A2,3 je determinant matice 2× 2, která vznikne z A vynecháńım
druhého sloupce a řádku a třet́ıho sloupce a řádku.
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řetězce

v
(1)
1

φN→ . . .
φN→ v

(1)
k1

φN→ 0 ,
... (118)

v
(m)
1

φN→ . . .
φN→ v

(m)
km

φN→ 0 ,

šipka ř́ıká např́ıklad, že φN (v
(1)
1 ) = v

(1)
2 nebo φN (v

(1)
k1

) = 0, neboli
posledńı vektor v řetězci je vždy vlastńım vektorem φN . Aby mohly
tvořit tyto vektory bázi Rn, muśı být součet jejich délek k1, . . ., km
roven n. Nav́ıc plat́ı věta pro libovolné řetězce, které vyhovuj́ı tomuto
schématu: Pokud jsou koncové vektory řetězc̊u (v našem schématu

v
(1)
k1

, . . ., v
(m)
km

) lineárně nezávislé, pak jsou lineárně nezávislé všechny
vektory ve schématu.

Vzhledem k bázi (118) má pak φN blokově diagonálńı matici,
nebot’ pokud označ́ıme lineárńı obal vektor̊u i–tého řetězce Vi, pak
pro x ∈ Vi je opět φNx ∈ Vi. Pokud bázi Vi naṕı̌seme v pořad́ı

{v(1)k1 , . . . , v
(1)
1 } = {a1, . . . , ak1}, maj́ı tyto Jordanovy bloky (velikosti

ki × ki) tvar

Jki =




0 1 0 . . . 0
0 0 1 0
...

. . .
...

0 0 0 1
0 0 0 . . . 0



,

nebot’ φN (aj) = 1aj−1, a tedy v j–tém sloupci je jednička na (j−1)–
ńım řádku a jinak jsou všude nuly. V prvńım sloupci jsou nuly všude,
nebot’ φNa1 = 0.

Nyńı se vrát́ıme k zobrazeńı φA : R4 → R4. Abychom určili Jor-
dan̊uv tvar φA, potřebujeme znát pouze strukturu Jordanovy báze,
tedy délky (a počet) řetězc̊u (118), nikoliv konkrétńı vektory v tomto
schématu; to bude prvńı krok. Teprve abychom mohli zapsat A jako
QJAQ

−1, muśıme tyto vektory naj́ıt, a to učińıme v kroku druhém.

Určeńı struktury Jordanovy báze zobrazeńı φA

Pro zobrazeńı φA existuje určité schéma typu (118). Všimněme si,
které jeho vektory lež́ı v KerφA: jsou to právě posledńı (vpravo lež́ıćı)
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vektory všech řetězc̊u. Jelikož všechny vektory v tomto schématu
tvoř́ı bázi R4 (každý vektor z R4 lze zapsat jako lineárńı kombi-
naci těchto vektor̊u), tvoř́ı posledńı vektory všech řetězc̊u v (118)
bázi v KerφA. Tedy pokud naopak zjist́ıme dimenzi KerφA, budeme
vědět, kolik je těchto posledńıch vektor̊u. Jinak řečeno, dimKerφA
udává počet všech řetězc̊u.

Podobně bázi Ker (φA)
2 tvoř́ı posledńı a předposledńı vektory

všech řetězc̊u. Tud́ıž dimKer (φA)
2−dimKerφA udává počet řetězc̊u

délky alespoň dva. Všimněte si také, že dimenze kernel̊u mocnin φA
tvoř́ı ostře rostoućı posloupnost až do φmA , kde m je délka nejdeľśıho
řetězce. Dimenze všech daľśıch kernel̊u jsou již stejné a jsou rovny
počtu vektor̊u v celém schématu (dimenzi celého prostoru n).

Dimenze kernel̊u φA, (φA)
2, . . . můžeme určit v libovolné bázi.

Zvoĺıme-li si kanonickou bázi, muśıme spoč́ıtat A, A2, . . . a naj́ıt
např́ıklad hodnosti těchto matic (dimRn = dimKerAn+dim ImAn).
Pokud nebude hodnost matice (počet lineárně nezávislých řádk̊u)
vidět okamžitě, převedeme ji gaussovskou eliminaćı na horńı troj-
úhelńıkový tvar.

A

(1)+(2)→(1′)
(2)+(1′)→(2′)
−(2′)+(3)→(3′)
(2′)+(4)→(4′)

−→




1 2 2 3
0 1 0 1
0 0 0 0
0 0 0 0


 h(A) = 2 ⇒

dimKerφA = 4− 2 = 2 ,

A2 =




1 2 2 3
−1 −2 −2 −3
−1 −2 −2 −3
1 2 2 3


 h(A2) = 1 ⇒

dimKer (φA)
2 = 4− 1 = 3 ,

A3 =




0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0


 h(A3) = 0 ⇒

dimKer (φA)
3 = 4− 0 = 4 .

Výpočet A3 jsme si již mohli jistě ušetřit, nebot’ z dimKer (φA)
2 < 4

plyne dimKer (φA)
3 > dimKer (φA)

2, a tedy zbývá pouze možnost
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dimKer (φA)
3 = 4. Schéma (118) má tedy pro φA tvar

(v
(1)
1 ≡ a4)→ (v

(1)
2 ≡ a3)→ (v

(1)
3 ≡ a1)→ 0

(v
(2)
1 ≡ a2)→ 0 ,

(119)

máme dva řetězce, jeden délky k1 = 3 a jeden délky k2 = 1 a stupeň
nilpotence φA je tři (φ3A = 0). Všimněme si, že zat́ımco Hamilton–
Cayleyova věta nám zaručuje, že χ(A) = A4 = 0, mohou existovat
i polynomy p nižš́ıho stupně než χ, pro který p(A) = 0. Minimálńı

polynom je ten z nich75, který má nejmenš́ı stupeň. V našem př́ıpadě
je to p(x) = x3.

V bázi a1, a3, a4, a2 má zobrazeńı φA matici

JA =




0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 0
0 0 0 0


 .

Nalezeńı Jordanovy báze pro φA

Abychom mohli zapsat A jako QJAQ
−1, muśıme určit vektory

v schématu (119) vzhledem ke kanonické bázi. Mı́sto zobrazeńı φA
tedy budeme dále pracovat s matićı A.

Zaručený zp̊usob pro obecnou nilpotentńı matici N typu n × n
je následuj́ıćı:

1’. Urč́ıme nějakou bázi ImNm−1, kde m je stupeň nilpotence N .
To jsou koncové vektory všech nejdeľśıch řetězc̊u (tedy řetězc̊u
délky m − 1) — představte si Nm−1x, kde x je obecný vektor
zapsaný v bázi (118).

2’. Tyto koncové vektory doplńıme na celé řetězce, tedy řeš́ıme

soustavy typu Nv
(1)
k1−1 = v

(1)
k1

. Přitom máme na paměti, že
z lineárńı nezávislosti koncových vektor̊u, které jsme určili
v bodě 1’, plyne nezávislost celých řetězc̊u.

3’. Bázi ImNm−1 doplńıme na bázi ImNm−2 ∩ KerN . Tyto
nové vektory jsou koncové vektory všech řetězc̊u délky m − 2
(představa je podobná jako v bodu 1’).

75Minimálńı polynom je určen jednoznačně až na násobek č́ıslem.
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4’. Nové koncové vektory doplńıme na celé řetězce.

5’. Doplňujeme vždy bázi ImN l∩KerN na bázi ImN l−1∩KerN
a tyto nové vektory rozš́ı̌ŕıme na celé řetězce. Skonč́ıme u l = 1.

�����
�����
�����

�����
�����
����������
�����
�����

�����
�����
�����

�����
�����
�����

�����
�����
�����

�����
�����
�����

�����
�����
�����

	�	�	
	�	�	
	�	�	


�
�


�
�


�
�
�����
�����
�����

�����
�����
�����


�
�


�
�


�
�


�����
�����
�����

�����
�����
�����

�����
�����
�����

�����
�����
�����

�����
�����
����������
�����
�����

�����
�����
�����

�����
�����
�����

�����
�����
�����

�����
�����
�����

�����
�����
�����

�����
�����
�����

�����
�����
�����

�����
�����
�����

�����
�����
�����

1’.

2’.

3’.

4’.

�����
�����
�����

���
���
���

�����
�����
�����

 � 
 � 
 � 

!�!�!
!�!�!
!�!�!

"�"
"�"
"�"

#�#�#
#�#�#
#�#�#

$�$
$�$
$�$

%�%�%
%�%�%
%�%�%

&�&
&�&
&�&'�'�'

'�'�'
'�'�'

(�(
(�(
(�(

)�)�)
)�)�)
)�)�)

*�*
*�*
*�*

+�+�+
+�+�+
+�+�+

,�,
,�,
,�,

-�-�-
-�-�-
-�-�-

.�.
.�.
.�./�/�/
/�/�/
/�/�/

0�0
0�0
0�0

1�1�1
1�1�1
1�1�1

2�2
2�2
2�2

3�3�3
3�3�3
3�3�3

4�4
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4�4
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5�5�5
5�5�5

6�6
6�6
6�6

7�7�7
7�7�7
7�7�7

8�8
8�8
8�8

1.

2.

3.

4.

Uvedený zp̊usob je značně zdlouhavý,
nebot’ hledáńı vzor̊u je nepoměrně nároč-
něǰśı než hledáńı obraz̊u. Jeho význam
spoč́ıvá v tom, že představuje zaručenou
cestu jak hledané vektory naj́ıt a slouž́ı
při d̊ukazu věty o struktuře nilpotentńıho
zobrazeńı. Pro praktický výpočet použi-
jeme jiný postup: řetězce budeme tvořit
od levého konce76. Pro větš́ı názornost
jsou oba postupy naznačeny na obrázku
vpravo: Jordanova báze se v tomto př́ıkladě skládá ze dvou řetězc̊u
délky pět, jednoho řetězce délky čtyři a jednoho délky jedna. Vek-
tory, které jsme v daném kroku našli, jsou značeny vyšrafovaným
poĺıčkem, vektory, které jsou známy z předchoźıch krok̊u, jsou
značeny šedými poĺıčky.

1. Najdeme dimKerNm − dimKerNm−1 nezávislých vektor̊u
v KerNm \ KerNm−1. To budou levé koncové vektory všech
nejdeľśıch řetězc̊u (délky m).

2. Dopoč́ıtáme celé řetězce (opakovaně násob́ıme koncový vektor
matićı N). Pokud jsou tyto řetězce závislé (to poznáme na
pravých koncových vektorech), muśıme zvolit v bodu 1 vektory
jinak a zkusit to znovu.

3. Z řetězc̊u, které jsme spoč́ıtali, vybereme vektory, které ne-

jsou v KerNm−2 (na obrázku výše jsou to zakř́ıžkovaná
poĺıčka). Pokud je těchto vektor̊u méně než dimKerNm −
dimKerNm−2, doplńıme je vektory z KerNm \KerNm−2 na
tento počet a dbáme, aby celá množina byla lineárně nezávislá.
Nové vektory jsou počátečńı vektory řetězc̊u délky m− 1.

76Tento postup má v obecném př́ıpadě určitou nevýhodu. Když vytvoř́ıme
nový řetězec, muśıme se přesvědčit, že je lineárně nezávislý s předchoźımi řetězci,
neboli, že koncové vektory (vpravo) všech již vytvořených řetězc̊u jsou nezávislé.
Pokud tomu tak neńı, muśıme posledńı řetězec vyřadit a zkusit jiný.
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4. K novým vektor̊um (počátečńım vektor̊um řetězc̊u délkym−1)
dopoč́ıtáme řetězce. Pokud budou vektory na pravých konćıch
všech doposud spoč́ıtaných řetězc̊u závislé, muśıme bod 3 opa-
kovat (doplnit vektory jinak).

5. Pokračujeme (opakujeme body 3 a 4), až źıskáme n lineárně
nezávislých vektor̊u, tedy bázi celého KerNm = Rn.

Jak dopadne tento postup z našem př́ıpadě? Nejdeľśı řetězec má
délku m = 3, hledáme tedy nejprve77 4 − 3 = 1 vektor z KerA3 \
KerA2. Zvoĺıme např́ıklad náhodně a4 = (1, 0, 0, 0)T ∈ KerA3 = R4
a jelikož A2a4 = (1,−1,−1, 1)T 6= 0, je tato volba možná (bod 1).
Tento vektor doplńıme na celý řetězec: a3 = Aa4 = (2,−1, 0, 0)T a
a1 = Aa3 = (1,−1,−1, 1)T . Jelikož je řetězec jen jeden, problémy
s ověřováńım lineárńı nezávislosti nejsou (bod 2). V schématu žádné
řetězce délky dva nejsou, tedy body 3 a 4 odpadaj́ı; podrobněji:
ze spoč́ıtaného řetězce vybereme vektory a4, a4 (a1 lež́ı v KerA1) a
zjist́ıme, že je jich skutečně dimKerA3 − dimKerA1 = 2 (bod 3).

Konečně (bod 5, nebo taky opakovaný bod 3) potřebujeme do-
plnit řetězec a4 → a3 → a1 → 0 počátečńımi vektory všech řetězc̊u
délky jedna, a to tak, aby byly všechny vektory nezávislé (opakovaný
bod 4). Stač́ı tedy nalézt libovolný vektor z KerA lineárně nezávislý
na a1. Bud’ můžeme vyřešit soustavu Aa2 = 0




2 3 4 5
−1 −1 −2 −2
0 1 0 1
0 −1 0 −1







(a2)1
(a2)2
(a2)3
(a2)4


 =




0
0
0
0


 ,

a vybrat vhodné řešeńı (tedy řešeńı nezávislé na a1), nebo můžeme
vektor elegantně uhodnout. V našem př́ıpadě se nab́ıźı vektor a2 =
(−1,−1, 0, 1)T .

Vektory a1, a3, a4, a2 zaṕı̌seme do sloupc̊u matice Q (viz př́ıklad
4.9 či 15.4), a tedy pro

Q =

((
a1

)
,
(
a3

)
,
(
a4

)
,
(
a2

))
=




1 2 1 −1
−1 −1 0 −1
−1 0 0 0
1 0 0 1




77dimKerA2 = 3,dimKerA3 = 4
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bude platit A = QJAQ
−1. ∗PK,KV

15.4 Jordan̊uv tvar poprvé

Úkol: Najděte Jordan̊uv tvar matice

A =




0 1 0
−4 4 0
−2 1 2




a matici C, která převád́ı A na Jordan̊uv tvar JA.

Řešeńı: Abychom zjistili, jaký je Jordan̊uv tvar matice A, potře-
bujeme nejdř́ıve naj́ıt vlastńı č́ısla A. Vlastńı č́ısla jsou kořeny cha-
rakteristické rovnice:

det (A− λ � ) = det



−λ 1 0
−4 4− λ 0
−2 1 2− λ


 =

= (−1)3+3 (2− λ) det
(
−λ 1
−4 4− λ

)
=

= (2− λ)
(
(λ− 4)λ+ 4

)
= − (λ− 2)

3
.

Našli jsme trojnásobné vlastńı č́ıslo λ1,2,3 = 2. Na diagonále JA bude
proto všude č́ıslo 2.

JA =




2 ¦ 0
0 2 ¦
0 0 2


 ,

kde mı́sto každého ze symbol̊u ¦ může být bud’ jednička nebo nula.
Všimněme si, že oba prvky ¦ nemohou být nula, protože pak by byla
JA násobkem � , a tedy QJAQ

−1 = JA, což neńı totéž co A. Abychom
rozhodli otázku, co napsat za ¦, prozkoumáme strukturu kořenového
podprostoru.

Matice A − 2 � má jediné vlastńı č́ıslo a to nulu, a tud́ıž je nil-

potentńı. Můžeme na ńı tedy použ́ıt celý aparát popsaný v př́ıkladu

15.3. Budeme tedy zkoumat prostory Ker (A−λ� )j
df
= Ker jλ, přičemž

λ = 2. Připomı́náme, že plat́ı

0 < dimKer 1λ < · · · < dimKermλ = dimKerm+1λ = . . . , (120)
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kde m je délka nejdeľśıho řetězce Jordanovy báze. Prostor Kermλ =
Kerm+1λ = . . . nazýváme kořenovým prostorem vlastńıho č́ısla λ
(znač́ıme Ker λ) a jeho dimenze je obecně78 rovna násobnosti tohoto
vlastńıho č́ısla (toto tvrzeńı z př́ıkladu 15.3 př́ımo neplyne; zmı́ńıme
se o něm v př́ıkladu 15.8). V př́ıpadě jediného vlastńıho č́ısla je tedy
dimenze kořenového prostoru rovna dimenzi celého prostoru (toto již
z 15.3 plyne).

Vı́me, že dimKer iλ = n − h[(A− λ� )
i
], kde n je rozměr matice

A. Spočtěme tedy

(A− 2 � ) =



−2 1 0
−4 2 0
−2 1 0


 ⇒ dimKer 12 = 3− 1 = 2

(A− 2� )
2
=




0 0 0
0 0 0
0 0 0


 ⇒ dimKer 22 = 3− 0 = 3

Výpočet dimKer (A− 2 � )
2
jsme si mohli klidně ušetřit, protože po-

kud jsme zjistili, že dimKer 12 = 2 < 3, pak muśı být v souladu
s (120) dimKer 12 < dimKer 22, a tedy nutně dimKer 22 = 3.

Nyńı již známe dimenze Ker iλ a můžeme určit schéma Jordanovy
báze, tedy schéma typu (118). Z dimKer 12 = 2 plyne, že existuj́ı dva
řetězce. Jeden tedy muśı mı́t délku jedna a jeden délku dva (aby byl
součet délek tři). Lze to také vydedukovat z toho, že dimKer 22 −
dimKer 12 = 1, neboli existuje jeden řetězec délky aspoň dva.

v
A−2 �→ (A− 2 � )v

A−2�→ 0

u
A−2 �→ 0

(121)

a Jordan̊uv tvar matice A (tedy matice zobrazeńı79 φA v bázi {(A−
2 � )v, v, u}) je následuj́ıćı

JA = JA−2 �

+ J2�

= JA−2�

+ 2 � =




2 1 0
0 2 0
0 0 2


 .

Při úpravách na začátku jsme využili JA = CAC−1, C(X+Y )C−1 =
CXC−1 + CY C−1 a C � C−1 = � .

78I u matic s v́ıce vlastńımi č́ısly, kde A− λ� neńı nilpotentńı.
79Zobrazeńı, jenž má v kanonické bázi matici A.

269



Zbývá naj́ıt matici C, která převád́ı matici A na Jordan̊uv tvar
JA, neboli matici splňuj́ıćı JA = C−1AC. Matice C tedy muśı vektor
ve složkách v̊uči Jordanově bázi převést na vektor ve složkách v̊uči
kanonické bázi. Ve sloupćıch matice C tedy budou postupně vektory
(A− 2 � ) v, v a u v tomto pořad́ı (viz př́ıklad 4.9).

Najděme konkrétńı vektory v a u pro schéma (121). Jinak:
hledáme vektor u, který je po prvńım násobeńı matićı (A− 2� ) ro-
ven nulovému vektoru a vektor v, který je po prvńım násobeńı touto
matićı r̊uzný od nulového vektoru. Přitom muśı být vektory u a
(A− 2 � ) v lineárně nezávislé.

Za vektor v vybereme třeba (0, 0, 1)T a ověř́ıme, zda (A− 2 � ) v 6=
0. Bohužel jsme vybrali špatný vektor, protože tato podmı́nka neńı
splněna. Nevad́ı, zkusme zvolit v = (0, 1, 0)T . Nyńı je (A− 2� ) v =
(1, 2, 1)T , což nám již vyhovuje. Vektor u vybereme jako řešeńı rov-
nice (A− 2 � ) u = 0 a dáváme jen pozor, abychom nevybrali nějaký
násobek (A− 2 � ) v ; můžeme vźıt např́ıklad u = (1, 2, 0)T . Můžeme
tedy napsat celou matici C a s ohledem na milovńıky násobeńı matic,
kteř́ı si budou cht́ıt ověřit CJAC

−1 = A, ji uvád́ıme i s jej́ı inverźı

C =




1 0 1
2 1 2
1 0 0


 , C−1 =




0 0 1
−2 1 0
1 0 −1


 .

∗VP

15.5 Jordan̊uv tvar podruhé

Úkol: Najděte Jordan̊uv tvar matice

A =




1 −3 3
−2 −6 13
−1 −4 8




a matici C, která převád́ı A na Jordan̊uv tvar JA.

Řešeńı: Spoč́ıtáme vlastńı č́ısla matice A. Charakteristická rovnice
je

det (A− λ � ) = det




1− λ −3 3
−2 −6− λ 13
−1 −4 8− λ


 = − (λ− 1)

3
.
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Máme trojnásobné vlastńı č́ıslo λ1,2,3 = 1, což znamená, že Jordan̊uv
tvar matice A bude

JA =




1 ¦ 0
0 1 ¦
0 0 1


 ,

kde každý symbol ¦ může být jednička nebo nula. Co máme na-
psat nad diagonálu, budeme vědět, až zjist́ıme, jaká je struktura
kořenového podprostoru.

h (A− � ) = dim




0 −3 3
−2 −7 13
−1 −4 7


 = 2 ⇒ dimKer 11 = 3− 2 = 1 .

Hodnost matice A− � jsme zkušeně odhadli: nemůže být tři, nebot’

det(A − � ) = 0, ale nemůže být také jedna, nebot’ to by musely
být všechny řádky násobkem jednoho, což nejsou. Jinak můžeme
samozřejmě matici také gaussovsky eliminovat. Dále prozkoumáme
(A− � )2.

dim (A− � )
2
= dim




3 9 −18
1 3 −6
1 3 −6


 = 1 ⇒ dimKer 21 = 3− 1 = 2

I zde jsme mohli postupovat rychleji, bez poč́ıtáńı celé matice (A−
� )2. Podle (120) muśı být dimKer 21 > dimKer 11, tedy h

(
(A− � )2

)
<

h(A− � ), čili h
(
(A− � )2

)
je bud’ jedna nebo nula. Začneme-li poč́ıtat

matici (A− � )2 a zjist́ıme-li, že už prvek v jej́ım levém horńım rohu
je nenulový, muśı být nutně h

(
(A− � )2

)
= 1.

Vzhledem k (120) je nyńı jisté, že bude dimKer 31 = 3. Jordanovu
bázi proto můžeme schématicky zapsat

v
A− �→ (A− � )v

A− �→ (A− � )2v
A− �→ 0 .

Připomı́náme, že i v tomto (jednořádkovém) schématu je v prvńım
sloupci vpravo dimKer 11 = 1 vektor, ve druhém sloupci zprava je
dimKer 21 − dimKer 11 = 1 vektor a konečně ve sloupci nejv́ıce vlevo
je také dimKer 31 − dimKer 21 = 1 vektor.
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V tabulce je jeden řetězec délky tři, a proto je Jordan̊uv tvar
matice A

JA =




1 1 0
0 1 1
0 0 1


 .

Matice C bude mı́t ve sloupćıch vektory (A− � )
2
v, (A− � )

1
v

a v, přičemž vektor v muśı být z Ker 31 \ Ker 21. Zvoĺıme jej proto
libovolně z R3 = Ker 31 a zkontrolujeme, zda (A− � )2v 6= 0. Zkusme
to třeba s v = (1, 0, 0)T : snadno dopoč́ıtáme (A− � )v = (0,−2,−1)T
a (A− � )2v = (A− � )(0,−2,−1)T = (3, 1, 1)T a vid́ıme, že jsme zvolili
správně. Pro matici C a C−1 (inverzi uvád́ıme pouze pro kontrolu)
pak máme

C =




3 0 1
1 −2 0
1 −1 0


 , C−1 =




0 −1 2
0 −1 1
1 3 −6


 .

∗VP

15.6 Jordan̊uv tvar potřet́ı

Úkol: Najděte Jordan̊uv tvar matice

A =




1 −3 0 3
−2 −6 0 13
0 −3 1 3

−1 −4 0 8




a matici C, která převád́ı A na Jordan̊uv tvar JA.

Řešeńı: Charakteristická rovnice matice A je

det (A− λ � ) = det




1− λ −3 0 3
−2 −6− λ 0 13
0 −3 1− λ 3
−1 −4 0 8− λ


 =

= (−1)3+3 (1− λ) det




1− λ −3 3
−2 −6− λ 13
−1 −4 8− λ


 = (λ− 1)

4
.
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Matice A má čtyřnásobné vlastńı č́ıslo λ1,2,3,4 = 1. Dimenze Ker jλ
jsou

h (A− � ) = h




0 −3 0 3
−2 −7 0 13
0 −3 0 3

−1 −4 0 7


 = 2 ⇒ dimKer 11 = 4− 2 = 2

h
(
(A− � )

2
) = h




3 9 0 −18
1 3 0 −6
3 9 0 −18
1 3 0 −6


 = 1 ⇒ dimKer 21 = 4− 1 = 3

Podobně jako v př́ıkladu 15.5 nám stačilo při poč́ıtáńı (A− � )2 naj́ıt
jediný nenulový element, abychom mohli s jistotou ř́ıci, že je hodnost
této matice jedna.

Dimenze posledńıho podprostoru Ker 31 je automaticky rovna
čtyřem a Jordanova báze má strukturu

v
A− �→ (A− � )

1
v
A− �→ (A− � )

2
v
A−�→ 0

u
A−�→ 0 .

(122)

Vid́ıme tedy jeden řetězec délky tři a jeden řetězec délky jedna. Jor-
dan̊uv tvar matice A je proto

JA =




1 1 0 0
0 1 1 0
0 0 1 0
0 0 0 1




a zbývá naplnit strukturńı tabulku (122) odpov́ıdaj́ıćımi vektory,
abychom mohli sestavit matici C.

Matice C bude mı́t ve sloupćıch po řadě vektory (A− � )
2
v,

(A− � )
1
v, v a u. Vektor v zvoĺıme libovolně z Ker 31, muśı ale

splňovat podmı́nku (A− � )
2
v 6= 0. Vektor u je třeba vybrat tak,

aby (A− � ) u = 0 a aby byl nezávislý na (A− � )2v.
Zvoĺıme-li např́ıklad v = (1, 0, 0, 0)T , zjist́ıme, že (A − � )v =

(0,−2, 0,−1)T a (A − � )2v = (3, 1, 3, 1)T 6= 0, jak má být. Pak už
jen najdeme druhý vlastńı vektor matice A, který neńı násobkem
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(3, 1, 3, 1)T , např́ıklad u = (3, 1, 0, 1)T , a jsme hotovi. Matice C a
matice C−1 k ńı inverzńı jsou

C =




3 0 1 3
1 −2 0 1
3 0 0 0
1 −1 0 1


 , C−1 =




0 0 1
3 0

0 −1 0 1
1 3 0 −6
0 −1 − 13 2


 .

∗VP

15.7 Jordan̊uv tvar počtvrté

Úkol: Najděte Jordan̊uv tvar matice

A =




3 −1 0 0
1 1 0 0
3 0 5 −3
4 −1 3 −1




a matici C, která ji převád́ı na Jordan̊uv tvar JA.

Řešeńı: Při určováńı charakteristického polynomu matice A vy-
užijeme toho, že je v blokově dolńım trojúhelńıkovém tvaru (viz
př́ıklad 9.5c).

det (A− λ � ) = det




3− λ −1 0 0
1 1− λ 0 0
3 0 5− λ −3
4 −1 3 −1− λ


 =

= det

(
3− λ −1
1 1− λ

)
det

(
5− λ −3
3 −1− λ

)
= (λ− 2)4 .

Máme tedy čtyřnásobné vlastńı č́ıslo λ1,2,3,4 = 2 a muśıme zkou-
mat strukturu kořenového podprostoru Ker 2. Dimenze jednotlivých
podprostor̊u Ker i2 jsou po řadě

h (A− 2� ) = h




1 −1 0 0
1 −1 0 0
3 0 3 −3
4 −1 3 −3


 = 2 ⇒ dimKer 12 = 4− 2 = 2
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h
(
(A− 2 � )

2
) = h




0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0


 = 0 ⇒ dimKer 22 = 4− 0 = 4

a struktura Jordanovy báze je tedy

v
A−2 �→ (A− 2� )v

A−2 �→ 0

u
A−2�→ (A− 2 � )u

A−2 �→ 0 .
(123)

V této tabulce jsou dva řetězce délky dva, neboli Jordan̊uv tvar ma-
tice A je

JA =




2 1 0 0
0 2 0 0
0 0 2 1
0 0 0 2




Zbývá osadit tabulku (123) konkrétńımi vektory, abychom zjistili,
jak bude vypadat transformačńı matice C. Za vektory v, u můžeme
zvolit dva libovolné prvky z Ker 22 \Ker 12, opět zvoĺıme dva jakékoliv
vektory z R4 a ověř́ıme, že se matićı (A − 2� ) nezobraźı na nulu.
V tomto př́ıpadě ale ještě nemáme vyhráno: muśıme také hĺıdat, aby
nebyly vektory (A − 2 � )v, (A − 2 � )u závislé (viz bod 2 v postupu
pro hledáńı vektor̊u Jordanovy báze, př́ıklad 15.3). To se přesně stane
např́ıklad pro v = (0, 0, 0, 1)T a u = (0, 0, 1, 0)T . Zvoĺıme proto jiné
dva vektory, např́ıklad v = (0, 1, 0, 0)T a u = (0, 0, 1, 0)T , naṕı̌seme
(A−2� )v, v, (A−2 � )u, u do sloupc̊u matice C a pust́ıme se do daľśıho
př́ıkladu.

C =




−1 0 0 0
−1 1 0 0
0 0 3 1

−1 0 3 0


 , C−1 =




−1 0 0 0
−1 1 0 0
− 13 0 0 1

3
1 0 1 −1




∗VP
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15.8 Jordan̊uv tvar naposledy

Úkol: Najděte Jordan̊uv tvar matice

A =




1 −3 4
4 −7 8
6 −7 7




a matici C, která ji převád́ı na Jordan̊uv tvar JA.

Řešeńı: Nejdř́ıve najdeme vlastńı č́ısla matice A. Charakteristická
rovnice je

det (A− λ � ) = det




1− λ −3 4
4 −7− λ 8
6 −7 7− λ


 = − (λ+ 1)

2
(λ− 3) .

Máme jedno jednonásobné vlastńı č́ıslo λ1 = 3 a jedno dvojnásobné
vlastńı č́ıslo λ2,3 = −1. Toto je o trochu složitěǰśı situace, než s jakou
jsme se setkali v př́ıkladech (15.3–15.7). Použijeme nyńı větu, která
ř́ıká:

Je-li φ lineárńı zobrazeńı Rn → Rn, pak pro každé vlastńı č́ıslo λ je

dimKer (φ− λ Id) < dimKer (φ− λ Id)2 < · · ·

· · · < dimKer (φ− λ Id)m = dimKer (φ− λ Id)m+1 = · · · ,
přičemž dimKer (φ − λ Id)m je rovno nλ, násobnosti č́ısla λ. Pro
libovolné λ 6= λ′ tvoř́ı pr̊unik prostor̊u Ker (φ − λ Id)j a Ker (φ −
λ′ Id)j

′

pouze nulový vektor.

Prostory Ker (φ− λ Id)j budeme opět značit Ker jλ, prostor Vλ =
Kermλ se nazývá kořenovým prostorem vlastńıho č́ısla λ. Nezávislost
kořenových prostor̊u pro r̊uzná vlastńı č́ısla znamená, že

dimL
(⋃

λ

Vλ

)
=
∑

λ

dimVλ =
∑

λ

nλ = n ,

neboli že bázi celého prostoru lze poskládat z báźı kořenových pod-
prostor̊u. Restrikce φ−λ Id

∣∣
Vλ

(tedy φ−λ Id jako zobrazeńı Vλ → Vλ)
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má ale jediné vlastńı č́ıslo, a to nulu, a proto lze bázi kořenového
podprostoru naj́ıt tak, jak jsme to dělali u nilpotentńıch zobrazeńı.

Co to bude znamenat v praxi: Nejprve se budeme zabývat
vlastńım č́ıslem λ1 = 3. U jednonásobných vlastńıch č́ısel nemáme
žádné problémy, kořenový prostor V3 = Ker (A − 3� ) je jedno-
rozměrný. Najdeme vlastńı vektor k č́ıslu λ1, např́ıklad u = (1, 2, 2)T ,
a jsme hotovi.

U dvojnásobného vlastńıho č́ısla λ2,3 = −1 to bude obt́ıžněǰśı.
Muśıme určit dimKer 1−1 a dimKer 2−1.

h (A+ � ) = h




2 −3 4
4 −6 8
6 −7 8


 = 2 ⇒ dimKer 1−1 = 3− 2 = 1

h
(
(A+ � )

2 )
= h




16 −16 16
32 −32 32
32 −32 32


 = 1 ⇒ dimKer 2−1 = 3− 1 = 2

Výpočet hodnosti (A + � )2 jsme si podobně jako v př́ıkladě 15.4
ušetřit, nebot’ z dimKer 1−1 = 1 < 2 plyne dimKer 2−1 > dimKer 1−1
a přitom je dimenze všech dimKer j−1 nejvýše dva.

Jordanova báze pro dvojnásobné vlastńı č́ıslo λ2,3 = −1 se tedy
skládá z jediného řetězce

v
A+�→ (A+ � )v

A+�→ 0 .

Jordan̊uv tvar matice A, neboli matice př́ıslušného zobrazeńı v bázi
(A+ � )v, v, u, je proto

JA =



−1 1 0
0 −1 0
0 0 3




Abychom źıskali matici přechodu do Jordanovy báze, potřebujeme
naj́ıt ještě vektor v. Ten má být z kořenového prostoru č́ısla λ =
−1, tedy z Ker 2−1 a nav́ıc muśı být (A + � )v = w 6= 0. Řetězec
budeme nyńı zaplňovat zprava: najdeme nejprve řešeńı rovnice (A+
� )w = 0, např́ıklad w = (1, 2, 1)T , a potom nalezneme v pomoćı
(A + � )v = w; dostaneme v = 1

3 (−1, 1, 2)T . Chceme-li se vyhnout
zlomk̊um, můžeme samozřejmě (oba) tyto vektory násobit třemi.
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Jiná možnost je naj́ıt nějaké řešeńı (A+ � )
2
v = 0 a dopoč́ıtat

(A+ � )v = w. Vektory w, v, u pak zaṕı̌seme do sloupc̊u matice C

C =




3 −1 1
6 1 2
3 2 2


 , C−1 =



− 29 4

9 − 13
− 23 1

3 0

1 −1 1




a zájemci mohou ověřit, že skutečně plat́ı CJAC
−1 = A. ∗VP

15.9 Jsou si ty matice opravdu podobné?

Úkol: Jsou dány matice A a B

A =




3 −2 1
2 −2 2
3 −6 5


 , B =




24 −11 −22
20 −8 −20
12 −6 −10


 .

Ukažte, že jsou si tyto matice podobné a nalezněte matici C tak, aby
B = CAC−1.

Řešeńı: Napřed připomeňme, že podobné matice maj́ı stejné cha-
rakteristické polynomy (tedy stejná spektra σ včetně násobnost́ı).
To nám dává několik rychlých zp̊usob̊u, jak zkontrolovat, zda dvě
zadané matice mohou být podobné; stejně jako rovnost charakteris-
tických polynomů to ale jsou pouze nutné podmı́nky podobnosti.

A ∼ B ⇒ TrA = TrB ∧ detA = detB ∧ σ(A) = σ(B) .

Každá matice X je podobná nějaké matici JX blokově diagonálńıho
tvaru s Jordanovými bloky na diagonále. Protože je tento Jordan̊uv
kanonický tvar JX určen až na pořad́ı jednotlivých blok̊u jedno-
značně, je zřejmé, že

A ∼ B ⇔ JA = JB ,

pokud konstruujeme Jordan̊uv tvar např́ıklad tak, že bloky řad́ıme
sestupně podle vlastńıch č́ısel a v rámci jednotlivých vlastńıch č́ısel
sestupně podle délky řetězc̊u.

Úkol tedy vyřeš́ıme tak, že najdeme Jordanovy tvary matic A a
B a ověř́ıme, že jsou stejné (JA = JB). Potom najdeme převodńı
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matice CA, CB ,

A = CAJAC
−1
A , B = CBJBC

−1
B ,

z nichž vypoč́ıtáme CB · (C−1A · A · CA) · C−1B = B. Protože pro dvě
regulárńı matice X a Y plat́ı (X · Y −1)−1 = Y ·X−1, bude matice
C = CB · C−1A splňovat žádaný předpis B = C ·A · C−1.

Označme α a β zobrazeńı R3 → R3, která maj́ı v kanonické
bázi matice A, B. Charakteristické polynomy těchto zobrazeńı jsou
nezávislé na volbě báze, a lze je tud́ıž poč́ıtat v kanonické bázi jako
det(A−λ � ) a det(B−λ � ). Podle očekáváńı vyjdou polynomy stejně,
a to

χα(λ) = χβ(λ) = λ3 − 6 · λ2 + 12 · λ− 8 = (λ− 2)3 .

Dále vyšetř́ıme strukturu nilpotentńıch zobrazeńı α2 = α − 2 · Id
resp. β2 = β − 2 · Id. V kanonické bázi maj́ı tato zobrazeńı tvar

A2 = A− 2� =




1 −2 1
2 −4 2
3 −6 3


 , B2 = B − 2 � =




22 −11 −22
20 −10 −20
12 −6 −12


 ,

zobrazeńı Id odpov́ıdá v libovolné bázi vždy jednotková matice.
Ihned vid́ıme, že h(A2) = h(B2) = 1, tedy dimKer (α − 2 Id) =
dimKer (β − 2 Id) = 2. Jelikož jsou tyto dimenze menš́ı než dimenze
celého prostoru, muśı být dimKer (α − 2 Id)2 > dimKer (α − 2 Id),
a tedy dimKer (α− 2 Id)2 = 3. Stejně to plat́ı i pro β.

Struktura obou zobrazeńı bude tedy stejná

α :
v3 → v1 → 0

v2 → 0
, β :

v6 → v4 → 0
v5 → 0

,

kde šipka → znamená p̊usobeńı zobrazeńı α − 2 Id (v levé tabulce),
resp. β − 2 Id (v pravé tabulce). Matice zobrazeńı α v bázi v1, v3, v2
a matice zobrazeńı β v bázi v4, v6, v5 budou stejné

J = JA = JB =




2 1 0
0 2 0
0 0 2


 .

Toto je pěkná ukázka skutečnosti, že dvě podobné matice popisuj́ı
totéž zobrazeńı, pouze vzhledem k r̊uzným báźım.
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Vypočtěme konečně matici C, která zprostředkuje podobnostńı
transformaci (srovnejte s př́ıkladem 15.4). Voĺıme-li např́ıklad v3 =
v6 = (1, 0, 0)T jako počátečńı vektory řetězc̊u délky dva, pak v1 =
(A − 2� )v3 = (1, 2, 3)T a v4 = (B − 2 � )v6 = (22, 20, 12)T . Dále se
př́ımo nab́ıźı v2 = (2, 1, 0)T a v5 = (1, 2, 0)T , hĺıdali jsme přitom,
aby byly vektory v2, v1 a v5, v4 nezávislé. Nyńı už jen poskládáme
tyto vektory do matic

CA =

((
v1

)(
v3

)(
v2

))
, CB =

((
v4

)(
v6

)(
v5

))

a dopoč́ıtáme C = CBC
−1
A , což je matice, která splňuje B = CAC−1.

Č́ıselně vyjde

C−1A =




0 0 1
3

1 −2 1
0 1 − 23


 , C =




1 −1 23
3

0 2 16
3

0 0 4


 .

∗PK,KV
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16 Ortogonálńı funkce a trochu kvantové
mechaniky

16.1 Ortogonálńı polynomy

Ve skriptech [PLA] najdeme několik zaj́ımavých př́ıklad̊u orto-
gonálńıch systémů polynomů. Vı́ceméně se vždy jedná o ortogonali-
zaci báze 1, x, x2, . . . v̊uči vhodnému skalárńımu součinu

(f · g) =
∫ b

a

f(x)g(x)ρ(x) dx (124)

s váhou ρ(x). Pod́ıváme se ted’ trochu podrobněji na některé obecné
vlastnosti ortogonálńıch polynomů. Mı́sto skalárńıho součinu (124)
je vhodněǰśı uvažovat momentový funkcionál

L[f ] =
∫ b

a

f(x)ρ(x) dx

jakožto lineárńı zobrazeńı na našem prostoru polynomů. Potom je
ovšem (f · g) = L[f(x)g(x)]. Výhoda momentového funkcionálu je
v tom, že je již jednoznačně určen posloupnost́ı č́ısel µn = L[xn]. Pro
libovolný polynom P (x) =

∑
akx

k je potom d́ıky linearitě

L[P (x)] =
∑

akµk . (125)

Zapomeňme ted’ na naše p̊uvodńı odvozeńı funkcionálu L po-
moćı skalárńıho součinu s váhou ρ(x) a zaved’me jej abstraktně tak,
že zadáme (komplexńı) č́ısla µn a p̊usobeńı na komplexńı polynom
reálné proměnné P (x) definujeme pomoćı (125).

O systému polynom̊u {Pn(x)}∞n=0 řekneme, že je ortogonálńı

(krátce OPS) v̊uči L, jestliže Pn je polynom stupně n, pro m 6= n
plat́ı L[Pm(x)Pn(x)] = 0 a nav́ıc L[P 2n(x)] 6= 0.

Úkol:

a) Na L se ovšem nepřenášej́ı všechny vlastnosti skalárńıho
součinu. Může se stát, že k danému funkcionálu L neexistuje
OPS. Naopak k danému systému polynom̊u {Pn(x)} (Pn je
polynom stupně n) nemuśı existovat takové L, ve kterém je
systém ortogonálńı. Najděte př́ıklady!
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b) Dokažte následuj́ıćı jednoduchou vlastnost OPS, kterou bude-
me ještě potřebovat: systém {Pn(x)} je OPS v̊uči L, právě
když

∀n, ∀m ≤ n : L[xmPn(x)] = Knδmn, Kn 6= 0 . (126)

Řešeńı:

a) Za prvé vezměme třeba polynomy stupně max. 1, kde polož́ıme
µ0 = µ1 = µ2 = 1. Necht’ existuje OPS sestávaj́ıćı z polynomů

P0(x) = a , P1(x) = bx+ c , a, b 6= 0 .

Potom maj́ı být nenulová č́ısla L[P 20 ] = a2 a L[P 21 ] = (b + c)2

a zároveň má být 0 = L[P0P1] = a(b + c), což zřejmě nemůže
nastat současně.

Ve druhém př́ıpadě vezmeme ten nejjednodušš́ı př́ıklad, co exis-
tuje: systém 1, x, x2, . . . . Jistě nemůže zároveň platit L[1·x2] =
0 a L[x · x] 6= 0.

b) Pro m < n plyne tvrzeńı z toho, že systém {Pm(x)}n−1m=0 tvoř́ı
bázi na prostoru polynomů stupně nejvýše n − 1, a tedy lze
xm, m < n napsat jako lineárńı kombinaci P0(x), . . ., Pn−1(x),
což jsou všechno polynomy ortogonálńı na Pn(x). Dále podle
předchoźı úvahy plat́ı L[P 2n(x)] = L[Pn(x)anxn], kde an je ko-
eficient u xn v Pn(x), a tedy muśı být L[Pn(x)xn] 6= 0.

Dı́ky ortogonalitě v̊uči L naštěst́ı z̊ustávaj́ı zachovány jiné př́ı-
jemné vlastnosti OPS, jako třeba ta, že pro libovolný polynom π(x)
stupně n existuj́ı koeficienty ck, že π(x) =

∑n
k=0 ckPk(x), přičemž

zřejmě

ck =
L[π(x)Pk(x)]
L[P 2k (x)]

.

Úkol: Ukažte, že pro dané L je OPS {Pn(x)} už jednoznačně určen
konstantami Kn = L[xnPn(x)].
Řešeńı: Necht’ {Pn(x)} a {Qn(x)} jsou dva r̊uzné OPS v̊uči L. Pak
d́ıky (126) plat́ı L[Qk(x)Pn(x)] = 0 pro k < n. Zároveň ale podle
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předchoźıho můžeme rozvinout

Pn(x) =
n∑

k=0

ckQk(x) , ck =
L[Pn(x)Qk(x)]
L[Q2k(x)]

.

Pro k < n jsou tedy všechna ck nulová, neboli Pn(x) = cnQn(x).
Pokud ale má platit Kn = L[Pn(x)xn] = L[cnQn(x)xn] a Kn =
L[Qn(x)xn], nezbývá než cn = 1.

Z předchoźıho ovšem ještě neplyne, za jakých podmı́nek existuje
k danému L aspoň jeden OPS. V tomto směru ted’ dokážeme jedno
zásadńı tvrzeńı.

Úkol: Necht’ funkcionál L je daný č́ısly µn. Položme

∆n =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

µ0 µ1 . . . µn
µ1 µ2 . . . µn+1
...

...
. . .

...
µn µn+1 . . . µ2n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
. (127)

Potom existuje OPS v̊uči L, právě když ∆n 6= 0 pro každé n =
0, 1, 2, . . . .

Řešeńı: Necht’ maj́ı hledané polynomy tvar Pn(x) =
∑n
k=0 cnkx

k.
Podmı́nku (126), aby tvořily OPS, naṕı̌seme do matic




µ0 µ1 . . . µn
µ1 µ2 . . . µn+1
...

...
. . .

...
µn µn+1 . . . µ2n







cn0
cn1
...
cnn


 =




0
0
...
Kn


 .

Jsou-li determinanty ∆n nenulové, pak má tato soustava rovnic jistě
řešeńı. Naopak, v́ıme-li, že existuje řešeńı, pak je toto řešeńı podle
předchoźıho úkolu už jednoznačně dáno sadou č́ısel Kn, a tedy muśı
mı́t soustava (pro každé n) právě jedno řešeńı, což nastane pouze
pro ∆n 6= 0. Z Cramerova pravidla dostaneme nav́ıc jednoduchý
d̊usledek (determinant v čitateli rozv́ıj́ıme podle posledńıho sloupce)

cnn = Kn ·
∆n−1
∆n

. (128)
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Úkol: Dokažte, že pokud ∀n je ∆n 6= 0 (rovnice 127), pak m̊užeme
následuj́ıćı konstrukćı explicitně sestrojit (jeden z možných) OPS

Pn(x)
df
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

µ0 µ1 . . . µn
...

...
. . .

...
µn−1 µn . . . µ2n−1
1 x . . . xn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
. (129)

Řešeńı: Je to jednoduché: ukážeme, že polynomy (129) splňuj́ı
podmı́nku (126).

Determinant (129) rozvineme podle posledńıho řádku, č́ımž do-
staneme př́ımo koeficienty u jednotlivých mocnin x. Tento polynom
vynásob́ıme xm a zap̊usob́ıme na to L. Tam, kde bylo v p̊uvodńım
polynomu xj (0 ≤ j ≤ n), bude ted’ L[xj+m] = µj+m. Nyńı vše
zpátky poskládáme do determinantu a dostaneme

L[xmPn(x)] =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

µ0 µ1 . . . µn
...

...
. . .

...
µn−1 µn . . . µ2n−1
µm µm+1 . . . µm+n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

což evidentně vyhovuje (126): pro m < n je determinant nula (opa-
kuj́ı se v něm dva řádky), pro m = n je to L[xmPn(x)] = ∆n 6= 0.

Úkol: To nejzaj́ımavěǰśı nakonec. Necht’ {Pn(x)} je takový OPS v̊uči
L, že koeficient u nejvyšš́ı mocniny x je vždy 1. Ukažte, že potom
existuj́ı konstanty cn a λn 6= 0, že

Pn(x) = (x− cn)Pn−1(x)− λnPn−2(x) , n = 1, 2, . . . , (130)

když klademe P−1(x) = 0.

Řešeńı: Polynom xPn−1(x) lze jako každý polynom stupně n rozvi-
nout

xPn−1(x) =
n∑

k=0

akPk(x) ,
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přičemž ak = L[xPn−1(x)Pk(x)]/L[P 2k (x)]. Z (126) ovšem plyne, že
ak = 0 pro k + 1 < n − 1, tedy když je stupeň xPk(x) menš́ı než
stupeň Pn−1(x). Rozvoj má tud́ıž jenom tři členy

xPn−1(x) = Pn(x) + an−1Pn−1(x) + an−2Pn−2(x) ,

koeficient u Pn(x) je jedna d́ıky tomu, že koeficienty u nejvyšš́ıch
mocnin v Pn(x) i xPn−1(x) jsou jedna. Menš́ı úpravou a přeznačeńım
konstant dostaneme výsledek

Pn(x) = (x− cn)Pn−1(x)− λnPn−2(x) . (131)

Když posledńı rovnost přenásob́ıme xn−2 a zap̊usob́ıme L, dosta-
neme pomoćı (128) a (126) hezký vzoreček (stále pro OPS s koefici-
entem jedna u nejvyšš́ı mocniny)

0 = L[xn−1Pn−1(x)]−λnL[xn−2Pn−2(x)] ⇒
∆n−2
∆n−1

= λn ·
∆n−3
∆n−2

,

který umožňuje snadno poč́ıtat koeficienty λn.
Nav́ıc lze ukázat80, že je cn = 0, pokud je funkcionál L symet-

rický, tj. pro každou funkci f(x) je L[f(x)] = L[f(−x)] (konkrétně
třeba když v (124) integrujeme přes interval 〈−a, a〉 a váha ρ(x) je
sudá). Tak je tomu třeba u polynomů Legendreových, Hermiteových,
či Čebyševových.

Pokud si budete cht́ıt vyzkoušet, jak funguje vzorec 131
v konkrétńıch př́ıpadech, dejte si pozor na to, že ve standardńım
zápisu některé (co si budeme namlouvat, skoro všechny) polynomy
nemaj́ı u nejvyšš́ı mocniny x jedničku. Vzorec (130) lze samozřejmě
modifikovat i na tento obecněǰśı př́ıpad, vedoućı koeficient polynomu
Pn(x) označme třeba An. Zkuste napřed výše zmı́něný jednodušš́ı
př́ıpad s cn = 0. Snad vám nakonec vyjde

An
An+1

Pn+1(x) = xPn(x)−
An−1
An

L[P 2n(x)]
L[P 2n−1(x)]

Pn−1(x) .

80Neńı to složité, pokud dokážete, že každý polynom takového OPS obsahuje
bud’ pouze sudé, nebo pouze liché mocniny.
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Abychom mohli odvodit rekurzivńı vztah pro zadaný OPS, stač́ı tedy
znát např́ıklad jenom koeficienty u nejvyšš́ı mocniny a normu jed-
notlivých polynomů.

Formulky, které jsme odvodili, si můžete ověřit na následuj́ıćıch
OPS.

• Legendreovy polynomy Pn(x):

An =
(
2n
n

)
2−n = (2n − 1)!/

(
2n−1n!(n − 1)!

)
, L
[(
Pn(x)

)2]
=

1/(n+ 1
2 ),

Pn+1(x) =
2n+ 1

n+ 1
xPn(x)−

n

n+ 1
Pn−1(x) ,

P0(x) = 1 , P−1(x) = 0 .

Momentový funkcionál: L[P (x)] =
∫ 1
−1 P (x) dx.

• Hermiteovy polynomy Hn(x):

An = 2n, L
[(
Hn(x)

)2]
= 2nn!

√
π,

Hn+1(x)− 2xHn(x) + 2nHn−1(x) = 0 ,
H0(x) = 1 , H−1(x) = 0 .

Momentový funkcionál: L[P (x)] =
∫∞
−∞ P (x) e−x

2

dx.

• Čebyševovy polynomy Tn(x):

An = 2n−1, L
[(
Tn(x)

)2]
= 1

2π (oboj́ı pro n ≥ 1)

Tn+1(x) = 2xTn(x)− Tn−1(x) , T1(x) = x , T0(x) = 1 .

Momentový funkcionál: L[P (x)] =
∫ 1
−1 P (x)(1− x2)−

1
2 dx.

Již jen ve formě závěrečných poznámek si řekneme daľśı zaj́ımavé
vlastnosti funkcionálu L. Jestliže pro každý polynom π(x) 6≡ 0 ta-
kový, že π(x) ≥ 0 na zadaném intervalu, plat́ı L[π(x)] > 0, řekneme,
že L je pozitivně definitńı. Pro takový funkcionál můžeme OPS zkon-
struovat např. z báze 1, x, x2, . . . pomoćı Grammova-Schmidtova or-
togonalizačńıho procesu. Všechny kořeny polynomů Pn(x) z OPS
jsou pak reálné a jednoduché a dokonce mezi každými dvěma kořeny
Pn(x) lež́ı kořen polynomu následuj́ıćıho, tj. Pn+1(x). ∗TB
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16.2 Variace na kreačńı operátory

Úkol: Na prostoru všech analytických funkćı f : R → C u-
važujte operátory závislé na jednom parametru n = 0, 1, 2, . . .
( hamiltoniány částice na př́ımce s r̊uzně hlubokou hladkou jam-
kou81)

Ĥn = −1

2

d 2

dx2
− n(n+ 1)

2 cosh2 x
, x ∈ R. (132)

a) Nalezněte nejmenš́ı vlastńı č́ıslo Ĥn a odpov́ıdaj́ıćı vlastńı
funkci (nazývané ,,základńı stav”). Vlastńı funkci nemuśıte
normalizovat.

b) Ukažte, že Ĥn má přesně n normalizovatelných vlastńıch funkćı
(v řeči fyzik̊u ,,vázaných stav̊u”) a vypočtěte jejich energie

(vlastńı č́ısla Ĥn). Můžete použ́ıt tvrzeńı, že vlastńı stav to-
hoto hamiltoniánu je normalizovatelný, resp. nenormalizova-
telný, pokud je jeho energie záporná, resp. kladná.

c) Dokažte, že Ĥn má (nenormalizovatelné) vlastńı funkce, které
se chovaj́ı jako c exp(ipx) jak pro x→∞, tak pro x→ −∞ pro
libovolné p ∈ R. Ve fyzikálńı řeči t́ım dokážete, že koeficient
odrazu je nulový.

Rada: Definujte tzv. anihilačńı operátor

Ân =
1√
2

[
d

dx
+ n tanh(x)

]
(133)

a nalezněte vztah mezi ÂnÂ
†
n, Â

†
nÂn a Ĥn, kde † znamená hermi-

tovské sdružeńı (viz ńıže). Ukažte, že p̊usobeńım operátoru Â†p na

vlastńı stav operátoru Ĥq lze dostat vlastńı stav Ĥr, kde p, q, r jsou
vhodná č́ısla.
V př́ıkladu budeme použ́ıvat pro vektory Diracovu notaci.

81Operátor tvaru (132) popisuje částici s potenciálńı energíı vyjádřenou funkćı
v druhém členu; zde je tedy Epot(x) = −

1
2
n(n+ 1)/ cosh2 x.
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Řešeńı: a) Uvědomme si nejdř́ıve, že sdružený operátor82 Â†n (tzv.
kreačńı operátor) má tvar

Â†n =
1√
2

[
− d

dx
+ n tanhx

]
(134)

a spočtěme nejprve součin ÂnÂ
†
n. Roznásobeńım dostaneme (s po-

moćı sinh2 x = cosh2 x− 1)

ÂnÂ
†
n = −1

2

d 2

dx2
+
n2

2

sinh2 x

cosh2 x
+
n

2

1

cosh2 x
= Ĥn−1 +

n2

2
,

kde člen úměrný 1/ cosh2 x vznikl z komutátoru d/dx a tanhx,
obecněji také plat́ı [d/dx, f(x)] ≡ (d/dx)f(x)− f(x) d/dx = f ′(x).
Zcela analogicky

Â†nÂn = −1

2

d 2

dx2
+
n2

2

sinh2 x

cosh2 x
− n

2

1

cosh2 x
= Ĥn +

n2

2
. (135)

Základńı stav Ĥn je tedy i základńım stavem Â†nÂn. Vlastńı č́ısla

Â†nÂn jsou nezáporná, to plyne z 〈ψ|Â†nÂn|ψ〉 = |Ân|ψ〉|2 ≥ 0, a
ukážeme, že je mezi nimi nula: př́ıslušný vlastńı stav muśı splňovat
Ân|ψn0〉 = 0 (muśı být anihilován Ân — odtud název operátoru).
Tato rovnost dává diferenciálńı rovnici, z ńıž lehce spočteme ψn0(x)

d

dx
ψn0(x) = −n

sinhx

coshx
ψn0(x) ,

dψn0(x)

ψn0(x)
= −ndx sinhx

coshx

a výsledné řešeńı, neboli základńı stav Ĥn je tedy

lnψn0(x) = −n ln cosh(x) + c , ψn0(x) = K(coshx)−n ,

všimněte si rychlé konvergence pro x→ ±∞. Př́ıslušná vlastńı hod-
nota Ĥn je rovna −n2/2 podle (135).

82Sdružený operátor k Ân je ten, který splňuje 〈ψ|Ânϕ〉 = 〈Â†nψ|ϕ〉, pro
každé dvě (kvadraticky integrabilńı) funkce ψ,ϕ. Přitom 〈ψ|ϕ〉 =

∫
ψϕ dx. Že

(134) je skutečně sdružený k (132), si ověř́ıme pomoćı integrace per partes:∫
([− d/ dx+ V ]ψ)ϕ dx =

∫
ψ[d/ dx+ V ]ϕ dx, okrajový člen vypadne d́ıky kvad-

ratické integrabilitě ψ,ϕ (funkce muśı v nekonečnu dostatečně rychle klesat, aby
integrál kvadrátu vyšel konečný). Označili jsme V = n tanhx.
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b) Ř́ıd́ıme-li se radou v zadáńı a použijeme-li rovnice (135) a (135),
dostáváme d́ıky asociativitě

ĤnÂ
†
n = (Â†nÂn −

n2

2
)Â†n = Â†n(Ĥn−1 +

n2

2
)− n2

2
Â†n = Â†nĤn−1 .

(136)
Jinak řečeno,

Â†nĤn−1|ψ〉 = ĤnÂ
†
n|ψ〉 , (137)

p̊usobeńım Â†n na vlastńı stav Ĥn−1 źıskáme vlastńı stav Ĥn se

stejným vlastńım č́ıslem: pokud je Ĥn−1|ψ〉 = E|ψ〉, pak z (137)

plyne Ĥn(Â
†
n|ψ〉) = E(Â†n|ψ〉). Hermiteovským sdružeńım rovnice

(136) źıskáme také identitu

ÂnĤn = Ĥn−1Ân , (138)

která analogicky ř́ıká, že p̊usobeńım Ân na vlastńı stav Ĥn źıskáme
vlastńı stav Ĥn−1.

Nyńı už můžeme skĺızet plody. Operátor Ĥ0 popisuje volnou
částici, nemá tedy žádné vázané stavy83. Dále v́ıme, že operátor
Ĥn má základńı stav, který Ân zobraźı na nulu. Všechny ostatńı
vázané stavy Ĥn nám po vynásobeńı Ân daj́ı (netriviálńı) vázané

stavy Ĥn−1 podle (138). To znamená, že Ĥn má jeden vázaný stav

nav́ıc proti Ĥn−1 a indukce ihned dává, že Ĥn má n vázaných stav̊u.

Základńı stav Ĥn má energii E = − 12n2, ostatńı vlastńı stavy Ĥn

maj́ı podle (137) stejné energie jako vlastńı stavy Ĥn−1. Tedy (opět

třeba indukćı): energie (vlastńı č́ısla) vázaných stav̊u Ĥn jsou č́ısla

−k2/2, kde k = 1, 2, . . . n. Tyto vlastńı funkce Ĥn lze explicitně psát
jako

|ψn,0〉 a |ψn,n−k〉 = Â†nÂ
†
n−1 . . . Â

†
k+1|ψk0〉 , k = 1, . . . , n− 1 ,

(139)

kde |ψk0〉 je základńı stav Ĥk nalezený v rovnici (136). Opakovaně
jsme užili rovnice (137).

c) Hamiltonián Ĥ0 má zjevně pouze (nenormalizovatelné) vlastńı
funkce exp(ipx) s vlastńı hodnotou p2/2 (pro p > 0 popisuj́ı částici

83Vlastńı funkce jistě najdete sami: pokud ne, pod́ıvejte se na začátek bodu c.
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let́ıćı doprava). Zcela analogicky jako v (139) lze źıskat vlastńı funkce

Ĥn:
ψ̃n,p(x) = Â†nÂ

†
n−1 . . . Â

†
1 exp(ipx). (140)

Všimněte si, že p̊usobeńım operátoru Â†l nezměńıme asymptoti-
cké chováńı vlnové funkce exp(ipx) pro |x| → ∞: jinak řečeno

|ψ̃n,p(x)/ exp(ipx)|, vycháźı stejně pro x → ∞ i x → −∞. Toto
chováńı znamená, že amplituda vlny let́ıćı zleva se po pr̊uchodu
z x = −∞ do x = ∞ nezmenš́ı: koeficient odrazu je tedy zázrakem
roven nule pro libovolnou hodnotu hybnosti p. Tuto vlastnost sa-
mozřejmě má pouze naše tř́ıda hamiltonián̊u, nikoliv typické hamil-
toniány; nejpodstatněǰśım předpokladem je Â1Â

†
1 = Ĥ0+1/2, který

určuje tvar Ân a Ĥn jednoznačně. ∗LM

16.3 ��� (4) symetrie atomu vod́ıku

Úkol: Nalezněte všechna vlastńı č́ısla hamiltoniánu atomu vod́ıku
ve třech rozměrech

Ĥ =
p̂2

2m
− α

r̂
(141)

a degenerace př́ıslušných hladin (tj. dimenze podprostor̊u odpov́ı-
daj́ıćıch danému vlastńımu č́ıslu) pouhým výpočtem komutátor̊u a

součin̊u r̊uzných operátor̊u, jako např́ıklad Ĥ, momentu hybnosti
~̂
L

a tzv. Runge–Lenzova vektoru
~̂
A, kde

~̂
A =

1

mα
~̂
L× ~̂p+

~̂x

r̂
, L̂i = εijkx̂j p̂k , (142)

tedy nikoliv řešeńım diferenciálńı rovnice Ĥ|ψ〉 = E|ψ〉.
Návod: Ukažte, že operátory Âi, L̂j , j = 1, 2, 3 generuj́ı Lieovu
algebru a přesvědčte se, že j́ı odpov́ıdá grupa SO(4). Dále se

přesvědčte, že všechny operátory Âi, L̂j komutuj́ı s Ĥ, tedy

že p̊usobeńım libovolného z těchto operátor̊u na vlastńı stav Ĥ
s vlastńım č́ıslem (energíı) E dostaneme opět vlastńı stav Ĥ s energíı

E. Působeńı operátor̊u Âi, L̂j na prostoru těchto vlastńıch stav̊u
(budiž jeho dimenze N ; toto je degenerace hladiny E) tedy definuje
N–rozměrnou reprezentaci SO(4). Nalezněte proto nejprve všechny
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reprezentace této grupy a pro každou reprezentaci pak spoč́ıtejte,
jaké vlastńı hodnotě Ĥ odpov́ıdá.

V rámci rozehřát́ı se s výšeuvedenými pojmy seznamte u jed-
nodušš́ıho problému, n-rozměrného izotropńıho harmonického os-
cilátoru.
Poznámka: V tomto př́ıkladu budeme značit imaginárńı jednotku i
stojatě, skloněné i ponecháme pro indexy.

Řešeńı: Již v klasické Keplerově úloze s hamiltoniánem (141) lze

ukázat, že Runge–Lenz̊uv vektor Âi z rovnice (142) má nulovou Po-
issonovu závorku s hamiltoniánem, a tedy se zachovává. Tento vek-
tor ukazuje směrem k ,,odsluńı” dané elipsy a jeho zachováńı souviśı
s t́ım, že právě pro potenciál −α/r z̊ustává elipsa na mı́stě. Podob-
nou symetrii má také izotropńı n-rozměrný harmonický oscilátor,
v němž jsou trajektoriemi také elipsy, které ovšem maj́ı v počátku
střed (a nikoliv ohnisko jako u Keplerovy úlohy). V př́ıpadě izot-
ropńıho oscilátoru se zachovává celý tenzor (tj. každá složka zvlášt’)

Tlj =
plpj
2m

+
α

2
xlxj +

i

2

√
α

m
(xlpj − xjpl), (143)

jehož stopa je mimochodem hamiltoniánem a antisymetrická84 část
(až na normalizaci) momentem hybnosti. Podle teorému Noethe-
rové odpov́ıdaj́ı tyto zákony zachováńı invarianci v̊uči transformaćım
generovaným Poissonovými závorkami s těmito zachovávaj́ıćımi se
veličinami:

l→ l + {l, εiAi} , H → H .

Ale vrhněme se již zpět k našemu algebraickému úkolu, řeš́ıćımu
problém v kvantové mechanice. I v kvantové mechanice, kde plat́ı

[x̂i, p̂j ] = i~δij , (144)

z̊ustanou oba potenciály významné.

84Tij = T
(s)
ij + T

(a)
ij = 1

2
(Tij + Tji) +

1
2
(Tij − Tji).
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Harmonický oscilátor

U n-rozměrného izotropńıho oscilátoru definujeme nejprve kreačńı a
anihilačńı operátory (viz př́ıklad 16.4, ĉi = âi), které splňuj́ı

[ĉi, ĉ
†
j ] = δij . (145)

U hamiltoniánu zapsaného v řeči těchto operátor̊u

Ĥosc = ~ω
n∑

i=1

(
ĉ†i ĉi +

1

2

)
(146)

pak najdeme operátory ĉ†i ĉj , které s Ĥosc komutuj́ı (ověřte); odpo-
v́ıdaj́ı zachovávaj́ıćım se klasickým veličinám (143).

Tyto operátory (ĉ†i ĉj , i, j = 1, . . . , n) tvoř́ı bázi Lieovy algebry,
nebot’ při komutováńı z̊ustáváme v tomto prostoru. Pomoćı ko-
mutačńı relace (145) dopoč́ıtejte, že

[ĉ†i ĉj , ĉ
†
k ĉl] = δjk ĉ

†
i ĉl − δilĉ†k ĉj . (147)

Hermiteovské kombinace operátor̊u ĉ†i ĉj (tedy reálné lineárńı kom-

binace výraz̊u eia ĉ†i ĉj + e−ia ĉ†j ĉi, α ∈ R) generuj́ı grupu U(n). To
plyne z toho, že komutačńı relace (147) jsou stejné jako u matic Gij ,
které maj́ı samé nuly kromě prvku ij, který je jednička (obě algebry
jsou tedy izomorfńı). V př́ıpadě n = 2 lze hermitovskou kombinaci
M matic Gij zapsat jako reálnou kombinaci85 Pauliho matic σk a
� . Exponenciálu obecné matice exp(iM) jsme spoč́ıtali v př́ıkladě
11.8 a zjistili jsme, že takto vygenerujeme U(2). Pokud bychom vy-
nechali mezi generátory algebry jednotkovou matici (lze také ř́ıct,
že žádáme TrM = 0), dostali bychom SU(2). V př́ıpadě n > 2 po-
stupujeme podobně (matice Gij + Gji odpov́ıdá matici σ1, atd.),
potřebujeme ale v́ıce ,,sad” matic σk, � , např́ıklad u n = 3 tři pro
(ij) = (12), (23), (13).

Pro jakýkoliv operátor Ŝ, který komutuje s Ĥ, plat́ı

Ĥ|ψ〉 = E|ψ〉 ⇒ Ĥ(Ŝ|ψ〉) = E(Ŝ|ψ〉) , (148)

85Nebot’ G12+G21 = σ1, iG12+(−i)G21 = σ2, G11−G22 = σ3, G11+G22 = � .
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srovnejte se vztahem (137) a následuj́ıćım odstavcem. To znamená,

že i exp(tŜ) má tuto vlastnost. Prostor V (E) vlastńıch stav̊u Ĥ
s energíı E je tedy invariantńı v̊uči p̊usobeńı libovolného operátoru
exp(iĈ), kde Ĉ je hermitovská kombinace ĉ†i ĉj ; operátory exp(iĈ)
tvoř́ı ale grupu izomorfńı U(n) a budeme tedy o nich dále mluvit
jako o prvćıch U(n). Každému prvku z U(n) tedy můžeme přǐradit
automorfizmus V (E) → V (E), dimV (E) = N , a takové zobra-
zeńı z grupy do množiny automorfizmů vektorového prostoru je N–
dimenzionálńı reprezentace grupy U(n).

Zapomeňme ted’ na chv́ıli na p̊uvodńı problém a ptejme se, jaké
reprezentace má U(n). V takzvané fundamentálńı reprezentaci U(n)
přǐrad́ıme prvku A ∈ U(n) zobrazeńı

Cn → Cn : v 7→ Av ;

tato reprezentace je ireducibilńı — matice U(n) představuj́ı všechna
možná ,,otočeńı”86 (př́ıpadně otočeńı plus zrcadleńı) v Cn, určitě
tedy nenajdeme žádný podprostor Cn, který se by p̊usobeńım libo-
volné matice z U(n) zobrazil sám na sebe (invariantńı podprostor).

Dále můžeme definovat reprezentaci

A ∈ U(n) 7→
{
Cn ⊗ Cn → Cn ⊗ Cn : v⊗ w 7→ Av⊗Aw

}
,

p̊usobeńı na vektor z Cn ⊗ Cn, které nejsou tvaru v ⊗ w, definu-
jeme tak, že vektor zaṕı̌seme jako lineárńı kombinaci vektor̊u typu
v ⊗ w a A bereme jako lineárńı zobrazeńı. Toto je reprezentace na
prostoru všech tenzor̊u typu (0, 2) na Cn a podobně můžeme vy-
tvořit reprezentace pomoćı tenzor̊u typu (0,K). Tyto reprezentace
jsou reducibilńı a jejich dimenze jsou samozřejmě nK .

Nyńı se vrát́ıme k p̊uvodńı úloze o izotropńım harmonickém
oscilátoru a pod́ıváme se na ni z opačného směru. Vı́me (př́ıklad

16.4), že libovolný vlastńı stav Ĥosc s energíı ~ω(K + 1
2n) lze źıskat

p̊usobeńım K operátor̊u ĉ†ik , kde indexy i1, . . . , iK ∈ {1, . . . , n}, na
základńı stav |0〉, př́ıpadně jako lineárńı kombinaci takových stav̊u
(se stejným K samozřejmě)

Ti1...iK ĉ
†
i1
. . . ĉ†iK |0〉 . (149)

86Odvoláváme se zde na podobnost s prostorem Rn a ortogonálńımi maticemi
O(n).
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Na vlastńı oči tedy vid́ıme, že stavy K-krát vzbuzené hladiny lze po-
psat pomoćı tenzor̊u s K indexy. Jelikož spolu ale všechny operátory
ĉ†i komutuj́ı, jsou stavy typu (149), jejichž tenzory T maj́ı stejnou
symetrickou část87, stejné.

Stavy K–té hladiny lze tedy jednoznačně popsat symetrickými

tenzory sK indexy (je to jedna z ireducibilńıch reprezentaćı v rozkla-
du výše zmı́něné reducibilńı nK–rozměrné tenzorové reprezentace).

Jaká je dimenze této reprezentace, nebo jinak, jaká je di-
menze prostoru stav̊u typu (149), stupeň degenerace hladiny EK =
~ω(K+ 1

2n)? Bázi v prostoru symetrických tenzor̊u s K indexy tvoř́ı
např́ıklad tenzory

TM : (TM )i1...iK =





1 pokud je (i1, . . . , iK)
permutaćı (s opakováńım) množiny M

0 jinak.
,

kde M , označuj́ıćı jednotlivé prvky báze, prob́ıhá všechny skupiny
(a1, . . . , aK), 1 ≤ a1 ≤ . . . ≤ aK ≤ n. Prvk̊u báze je potom tolik,
kolik existuje těchto množin, neboli počet kombinaćı K prvk̊u z n
prvk̊u s opakováńım (jinak řečeno počet výběr̊u K operátor̊u ĉ†i ,
i ∈ {1, . . . , n} bez ohledu na pořad́ı). Degenerace K–té hladiny je
tedy

dimV (EK) =

(
K + n− 1

n− 1

)
.

Počet kombinaćı s opakováńım se obvykle odvozuje jako počet
zp̊usob̊u, jak vymezit n − 1 přepážkami n skupin v K předmětech:
přičemž počet prvk̊u v j-té skupině odpov́ıdá počtu ĉ†j . Celkem tedy
vkládáme n − 1 přepážek do K + n − 1 buněk — buňka může být
obydlena bud’ přepážkou, nebo operátorem ĉ†j .

Atom vod́ıku

Nyńı přistupme ke složitěǰśı úloze, atomu vod́ıku. Mohli bychom se
obávat, že definice součinu operátor̊u jako x̂ a p̂ užitá v (142) ze zna-
losti klasických veličin nebude jednoznačná, jelikož operátory neko-

mutuj́ı. Ovšem vedle triviálně zobecnitelného členu ~̂x/r̂ lze zobecnit

87T sym
ijk

= (1/3!)(Tijk+Tjki+Tkij +Tjik+Tikj +Tkji) a podobně pro tenzory

vyšš́ıch řád̊u.
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jednoznačně i členy typu x̂ip̂j p̂k, požadujeme-li hermiticitu, jelikož
hermitovské části88 výrazu x̂ip̂j p̂k, p̂j x̂ip̂k, jakož i ostatńıch permu-
taćı, jsou stejné, jak čtenář jistě ověř́ı. Definujme tedy Runge–Lenz̊uv
operátor jako

~̂
Ai =

1

mα

(
1

2
x̂np̂ip̂n +

1

2
p̂np̂ix̂n − p̂nx̂ip̂n

)
+
x̂i
r̂

a už́ıvejme
~̂
L definované v (142). Operátory

~̂
L i

~̂
A komutuj́ı s Ĥ

Ĥ =
p̂2

2m
− α

r̂
, [Ĥ, L̂i] = [Ĥ, Âi] = 0 ,

jak lehce zjist́ıte užit́ım (144) a jednoduchých formuĺı jako

[ÂB̂, Ĉ] = Â[B̂, Ĉ] + [Â, Ĉ]B̂ .

Nyńı budeme cht́ıt sestrojit z operaćı symetrie Âi, L̂j Lieovu algebru
operátor̊u na zat́ım bĺıže neurčeném prostoru stav̊u. Zkoumejme tedy
komutátory L̂i a Âj :

[L̂i, L̂j ] = i~εijkL̂k, [L̂i, Âj ] = i~εijkÂk . (150)

Všimněte si, že tyto vzorce vyjadřuj́ı, že se
~̂
L a

~̂
A transformuj́ı jako

vektory při rotaćıch generovaných L̂i. Nejobt́ıžněǰśı komutátor je

[Âi, Âj ] = i~εijkL̂k
−2Ĥ
mα2

, (151)

při jehož kontrole doporučujeme ignorovat členy symetrické v ij,
které se muśı nakonec stejně kompenzovat. Dı́ky této kompenzaci
se (151) shoduje s Poissonovou závorkou klasické veličiny {Ai, Aj}
(násobenou i~). Připomeňme, že nezálež́ı na pořad́ı, v jakém ṕı̌seme

pravou stranu, jelikož Ĥ a L̂i komutuj́ı.
Dále studujme konkrétńı hladinu s vlastńı hodnotou hamil-

toniánu (energíı) E, a to jen v př́ıpadě E < 0, tedy prostor V (E).

Operátor Ĥ je na tomto prostoru pouze E · Id, a tud́ıž podle formuĺı

88Hermiteovská část Ĉ je definována podobně jako symetrická část pomoćı
1
2
(Ĉ + Ĉ†), což je zjevně hermitovský operátor.
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(150) a (151) dostaneme komutováńım operátor̊u Âi, L̂j p̊usob́ıćıch

na těchto prostorech89 lineárńı kombinaci Âi, L̂j . Tyto operátory

tedy generuj́ı algebru a ta je izomorfńı algebře so(4): operátor Âi
je úměrný generátoru Ĵi4, rotuj́ıćımu i-tou a čtvrtou souřadnici.
Někteř́ı čtenáři možná věd́ı, že algebra so(4) je izomorfńı algebře
su(2)× su(2); v následuj́ıćım odstavci to předvedeme.

Hledejme mı́sto operátor̊u L̂i a Âi takové jejich lineárńı kom-
binace M̂i a N̂i, které splňuj́ı komutačńı relace su(2) (viz př́ıklad
11.8)

[M̂i, M̂j ] = iεijkM̂k , [N̂i, N̂j ] = iεijkN̂k , [M̂i, N̂j ] = 0 . (152)

Chceme tedy ukázat, že so(4) se skládá ze dvou podprostor̊u, které
jsou s ohledem na operaci komutováńı uzavřené a izomorfńı su(2).

Zkuśıme hledat M̂i, N̂i ve tvaru

M̂i = γL̂i + βÂi , N̂i = γL̂i − βÂi .
Z požadavku [M̂i, N̂j ] = 0 dostáváme pomoćı předpoč́ıtaných ko-
mutátor̊u (150,151)

0 = [M̂i, N̂j ] = i~εijk
(
γ2 − β2−2E

mα2

)
L̂k ,

tedy podmı́nku β = γ
√
−mα2/2E (volba opačného znaménka od-

mocniny odpov́ıdá pouhé záměně M̂i ↔ N̂i). Z daľśı podmı́nky pro

[M̂i, M̂j ] (nebo ekvivalentně [N̂i, N̂j ]) źıskáme

iεijkM̂k = [M̂i, M̂j ] = iεijk~
[(
γ2 + β2

−2E
mα2

)
L̂k + 2γβÂk

]

tj. má-li být posledńı výraz roven iεijk[γL̂k + βÂk], pak 2γβ~ = β,
čili

γ =
1

2~
, β =

1

2~

√
mα2

−2E . (153)

Pro reprezentace operátor̊u M̂i a N̂i plat́ı obvyklé závěry
o grupách izomorfńıch SO(3) nebo SU(2), konkrétně vlastńı hod-

noty M̂2 resp. N̂2 jsou rovny jM (jM + 1) resp. jN (jN + 1) s j =

89Matematik by mluvil o ,,restrikćıch” Âi|V (E), L̂j |V (E).
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0, 12 , 1,
3
2 , 2, . . . ; myslete na M̂i jako na složkt momentu hybnosti,

viz př́ıklad 16.5. V našem př́ıpadě ale můžeme ukázat, že M̂2 = N̂2;
rozd́ıl těchto operátor̊u je úměrný L̂iÂi a tento skalárńı součin byl

nulový již v klasické teorii:
~̂
A lež́ı v rovině oběhu, na kterou je

~̂
L

kolmé. Vymizeńı tohoto skalárńıho součinu v teorii kvantové lze
spatřit třeba přepsáńım všech člen̊u do x̂x̂ . . . p̂p̂ . . . tvaru, kde se na
určitých mı́stech vyskytuj́ı indexy i, j, k: bud’ u x̂x̂ . . . nebo u p̂p̂ . . .
muśı být alespoň dva z nich, dávaj́ı tedy výraz v těchto indexech
symetrický a ten se anuluje zúžeńım s εijk.

Tedy jM = jN , neboli pokud reprezentaci grupy symetrie ha-
miltoniánu (vygenerované z algebry operátor̊u Âi, L̂j) na V (E)
zaṕı̌seme jako součin dvou reprezentaćı grup SU(2), muśı mı́t obě
reprezentace stejnou dimenzi. Každá z projekćı jM,3 a jN,3 (mys-
lete na pr̊umět momentu hybnosti do třet́ı souřadné osy) může
nabývat jedné z 2jM +1 hodnot od −jM do +jM . Zavedeme-li č́ıslo
n = 2jM +1, které se pro jM = 0, 12 , . . . rovná 1, 2, . . . , lze celkovou
degeneraci psát jako D = (2jM+1)2 = n2 v souhlase s interpretaćı n
jako hlavńıho kvantového č́ısla. Hladina s hlavńım kvantovým č́ıslem
n se tedy transformuje jako (n, n) reprezentace grupy SU(2)×SU(2).

Na závěr nás ještě zaj́ımá, jakou energii má tato hladina
s hlavńım kvantovým č́ıslem n. Nejprve je třeba roznásobit a dokázat
identitu

Ĥ

(
M̂2 +

1

4

)
= −mα

2

8~2
, (154)

která nám v podstatě dovoluje definovat hamiltonián jako

Ĥ = − mα2/~2

8M̂2 + 2
. (155)

Při d̊ukazu je třeba dosadit za M̂2 = γ2L̂2 + β2Â2, dále Âi rozepsat
dle definice a mı́sto Ĥ psát E: vše provád́ıme v podprostoru vlastńıch
vektor̊u Ĥ s energíı E. Rovnici (154) vynásob́ıme 4~2 a po převedeńı

Â2 na pravou stranu zbývá dokázat rovnost

Ĥ(L̂2 + ~2) =
mα2

2
(Â2 − 1) ,

což vyžaduje asi pětinásobné úsiĺı proti analogické rovnosti pro kla-
sické veličiny, u které scháźı +~2 na levé straně. Uvědomı́me-li si,
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že vlastńı č́ısla M̂2 jsou jM (jM + 1) = 1
4 (n

2 − 1) [n jsme defino-
vali pomoćı jM = 1

2 (n − 1)], a dosad́ıme-li za α fyzikálńı hodnotu
e2/4πε0, rovnice (155) nám již bez odporu vyjev́ı vlastńı hodnoty
energie atomu vod́ıku, aniž bychom řešili jedinou diferenciálńı rov-
nici:

E = − m

2n2

(
e2

4πε0~

)2
, n = 1, 2, . . . (156)

∗LM

16.4 Vı́cerozměrný anizotropńı harmonický os-
cilátor

Úkol: Zopakujte si, jak je ve skriptech [PLA] nalezeno spektrum
lineárńıho harmonického oscilátoru, a podobnou metodou najděte
spektrum N -rozměrného anizotropńıho harmonického oscilátoru,
jehož hamiltonián je

Ĥ =
p̂
2

2m
+

1

2
mω2x̂TAx̂ ,

kde A je reálná symetrická pozitivně definitńı matice.

Poznámka: Podmı́nka, aby byla matice pozitivně definitńı, vyplývá
z fyzikálńıho náhledu. Druhý člen v Ĥ popisuje potenciálńı energii
částice lokalizované v bodě x. Zaj́ımáme se o vázané stavy částice
(chceme, aby bylo spektrum diskrétńı), částice tedy muśı být loka-
lizovaná ,,v konečném objemu” a potenciálńı energie muśı tedy r̊ust

nade všechny meze, pokud ‖x‖ → ∞ (v libovolném směru).
Z pohledu matematika je tato podmı́nka potřeba proto, abychom

mohli definovat hermitovsky sdružené operátory â, â† (viz vztah
157); pro hamiltonián typu p2 − x2 bychom měli pot́ıže.

Řešeńı: Pro jistotu připomeneme, jak se postupuje v dimenzi jedna.
Myšlenka je použ́ıt rozklad p2 + x2 = (p + ix)(p − ix), muśıme ale
mı́t na paměti, že tato formulka plat́ı pouze, pokud xp = px, zat́ımco
v kvantové mechanice plat́ı [x, p] = i~. Zavedeme anihilačńı a kreačńı

operátor â, â† vztahy

â =

√
mω

2~

(
x̂+

ip̂

mω

)
, â† =

√
mω

2~

(
x̂− ip̂

mω

)
, (157)
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načež hamiltonián přejde na tvar

Ĥ =
1

2m
p̂2 +

1

2
mω2x̂2 = ~ω

(
â†â+

1

2

)
.

Polovina na konci posledńıho výrazu je právě d̊usledek [x, p] 6= 0.
Spektrum výše uvedeného hamiltoniánu je

En = ~ω
(
n+

1

2

)
, n = 0, 1, . . .

Vrat’me se k v́ıcerozměrnému anizotropńımu př́ıpadu: kĺıčový pr-
vek řešeńı je diagonalizovat potenciál. Matice A je symetrická, a
tedy existuje matice P , která je ortogonálńı (P−1 = PT ) a pro niž je
D = PTAP diagonálńı; vlastńı č́ısla D označme λ1, . . . , λn a v́ıme,
že jsou všechna reálná (A je hermitovská) a kladná (A je pozitivně

definitńı). Vztahem ξ̂ = PT x̂ definujeme nové souřadnice, ve kterých
je tedy kvadratická forma popisuj́ıćı potenciálńı energii diagonálńı

1

2
mω2x̂TAx̂ =

1

2
mω2

N∑

i=1

λiξ̂
2
i .

Současně zavedeme nové hybnosti relaćı π̂ = P T p̂ a d́ıky ortogonalitě
matice P je

∑
p̂2i =

∑
π̂2i (ověřte). Hamiltonián tedy nabude tvar

Ĥ =
1

2m

N∑

i=1

π̂2i +
1

2
mω2

N∑

i=1

λiξ̂
2
i . (158)

Nové souřadnice a hybnosti ξ̂i a π̂i splňuj́ı správné komutačńı relace
(ř́ıkáme, že tyto souřadnice jsou kanonické)

[ξ̂j , π̂k] = [Plj x̂l, Pmkp̂m] = i~PljPmkδlm = i~PTjmPmk = i~δjk.

Použ́ıváme Einsteinovu sumačńı konvenci, linearitu komutátoru a
konečně kanoničnost p̊uvodńıch souřadnic90 [x̂l, p̂m] = i~δlm. Ha-

90Ověřte dosazeńım p̂m = −i~(d/ dxm). Všimněte si, že pro celý výpočet (zde
i v [PLA]) potřebujeme znát právě jen hodnotu komutátoru [x̂l, p̂m] a v̊ubec ne
konkrétńı tvar x̂l a p̂m.
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miltonián (158) tedy představuje soustavu N nezávislých jedno-
rozměrných oscilátor̊u s r̊uznými vlastńımi frekvencemi ω2i = λiω

2

Ĥ =
∑

i

Ĥi , Ĥi =
1

2m
π̂2i +

1

2
mω2i ξ̂

2
i . (159)

To znamená, že vlastńı vektory Ĥ m̊užeme (i když nemuśıme) hle-
dat ve tvaru tenzorového součinu |n1〉 ⊗ |n2〉 ⊗ . . . ⊗ |nN 〉, kde na

i–tém mı́stě v součinu stoj́ı nějaký vlastńı vektor operátoru91 Ĥi.
Tento algebraický zápis vám bude možná srozumitelněǰśı, pokud
řekneme, že stavy |n〉 jednorozměrného oscilátoru lze popsat funk-
cemi jedné proměnné92 ψn(ξ), stavy N -rozměrného oscilátoru jako
funkce N proměnných a že tenzorovému součinu odpov́ıdá u těchto
stav̊u funkce

|n1 . . . nN 〉 df= |n1〉 ⊗ |n2〉 ⊗ . . .⊗ |nN 〉 !

! ψn1,...,nN (ξ1, . . . , ξN ) = ψn1(ξ1)ψn2(ξ2) · · ·ψnN (ξN ) .
(160)

Např́ıklad operátor Ĥ1 obsahuje pouze násobeńı ξ1 a derivováńı po-
dle ξ1 (neobsahuje operace s jinými proměnnými ξj), a tedy p̊usob́ı
na |n1 . . . nN 〉 samozřejmě

Ĥ1
[
ψn1(ξ1)ψn2(ξ2) · · ·ψnN (ξN )

]
= Ĥ1

[
ψn1(ξ1)

]
ψn2(ξ2) · · ·ψnN (ξN ) ,

což jsme měli na mysli obratem ,,p̊usobit na prvńı dimenzi a ostatńı
nechat na pokoji”.

Ztotožněńı prostoru stav̊u S s funkcemi N proměnných (vztah
160) se nazývá ξ–reprezentace a lze jej chápat jako vyjádřeńı prvku
S v bázi93 |δ(ξ′1 − ξ1)〉 ⊗ · · · ⊗ |δ(ξ′N − ξN )〉, která je indexována
spojitými indexy ξ′1, . . . ξ

′
N prob́ıhaj́ıćımi (nezávisle) celé R.

91Rovnost (159) neńı napsána zcela precizně: na levé straně je operátor
p̊usob́ıćı na stavech v RN , napravo jsou operátory p̊usob́ıćı jednorozměrné stavy
(tj. v R). Např. operátorem Ĥ1 na pravé straně máme na mysli Ĥ1⊗ Id2⊗ . . .⊗
Idn, tj. operátor p̊usob́ıćı na N-dimenzionálńı stavy tak, že ,,zap̊usob́ı na prvńı
dimenzi a ostatńı nechá na pokoji”.

92Funkce splňuj́ıćı Ĥψn(ξ) = ~ω(n+ 1
2
)ψn(ξ) má tvar ,,exponenciála klesaj́ıćı

pro |x| → ∞ krát n-tý Hermite̊uv polynom”.
93Prvek této báze popsaný indexy ξ′1, . . . , ξ

′
N je vektor stavu částice lokalizo-

vané v bodě ξ′1, . . . , ξ
′
N . S nadhledem pomı́j́ıme skutečnost, že již báze |δ(ξ′− ξ)〉

v jednorozměrném př́ıpadě je nespočetná, a že tyto bázové vektory vlastně už ve
zmı́něném prostoru stav̊u nelež́ı, nebot’ je nelze definovat jako funkce a muśıme
použ́ıt distribuce [Či].
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Pokud lze hamiltonián rozložit podle vzoru (159), hovoř́ıme o se-
parovatelném problému. Je nasnadě, že se takové problémy těš́ı ob-
libě, nebot’ při jejich řešeńı je potřeba se zabývat pouze jednodušš́ımi
(v tomto př́ıpadě jednorozměrnými) úlohami. Lze ukázat, že obecný

vlastńı stav Ĥ př́ıslušný k vlastńımu č́ıslu E je vždy lineárńı kombi-
naćı tenzorových součin̊u (160), které odpov́ıdaj́ı tomuto vlastńımu
č́ıslu.

Na základě naš́ı znalosti řešeńı jednorozměrné úlohy ted’ můžeme
okamžitě napsat, jak vypadá spektrum Ĥ: p̊usobeńım operátoru ve
tvaru (159) na stav (160) zjist́ıme, že jeho energie je

E(n1, . . . , nN ) = ~ω
N∑

i=1

√
λi

(
ni +

1

2

)
,

a celé spektrum Ĥ dostaneme tak, že n1, . . . , nN necháme prob́ıhat
všechna nezáporná celá č́ısla.

Pro izotropńı harmonický oscilátor (λ1 = . . . = λN = λ a
položme λ = 1) dostáváme tedy spektrum ~ω(n+ 1

2N), n = 0, 1, . . .,
jehož hladiny jsou ovšem vysoce degenerované: tolikrát, kolika
zp̊usoby lze nezáporné celé č́ıslo n napsat jako součet N nezáporných
celých č́ısel (viz úvod př́ıkladu 16.3). Anizotropie tuto degeneraci
sńımá, ale podle konkrétńı volby λ1, . . . , λN mohou některé hladiny
z̊ustat degenerované. ∗TB

16.5 Kvantováńı momentu hybnosti

Úkol: Uvažujme algebru operátor̊u Li, i = 1, 2, 3, splňuj́ıćıch ko-
mutačńı relace94

[Li, Lj ] = iεijkLk . (161)

Najděte všechny konečnědimenzionálńı ireducibilńı reprezentace této
algebry a charakterizujte je pomoćı vlastńıch č́ısel L3. Jinými slovy:

zaj́ımáme se, pro která n existuj́ı lineárńı zobrazeńı L
(n)
1 , L

(n)
2 , L

(n)
3 :

Rn → Rn, která splňuj́ı komutačńı relace (161) a která nemaj́ı žádné
společné invariantńı podprostory.

94εijk je Levi–Civitt̊uv symbol, viz př́ıklad 6.1 či 19.5.
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Návod: Definujte operátor L2 =
∑3
i=1 L

2
i , ukažte, že komutuje

s L1, L2, L3, a uvědomte si, že tedy v každé ireducibilńı reprezen-
taci muśı být tento operátor reprezentován λ-násobkem operátoru
identity. Ireducibilńı reprezentace lze t́ımto č́ıslem λ klasifikovat.

Definujte ladder operátory

L± = L1 ± iL2 , (162)

a použijte techniku anihilačńıch a kreačńıch operátor̊u.

Úmluva: V př́ıkladu znač́ıme index i a imaginárńı jednotku i.

Řešeńı: Hned v úvodu upozorněme na to, že uvedené operátory maj́ı
fyzikálńı interpretaci: jsou to složky (orbitálńıho) momentu hybnosti

částice, tedy L̂i = εijkx̂j p̂k. Operátor L̂2 pak samozřejmě odpov́ıdá
velikosti tohoto vektoru. V tomto př́ıkladu nakonec zjist́ıme, jakých

hodnot mohou nabývat vlastńı č́ısla L̂3, pokud je vlastńı hodnota L̂2

rovna λ.
Doplňme také, že komutačńı relace (161) jsou přesně komutačńı

relace su(2) (př́ıklad 11.8). V tomto př́ıkladu proto vlastně hledáme
konečnědimenzionálńı ireducibilńı reprezentace grupy SU(2).

Nyńı ale již k řešeńı. Necht’ operátory L1, L2, L3, L
2 jsou libovolné

lineárńı operátory, které p̊usob́ı na prostoru Rn a splňuj́ı relace (161)
— takové operátory automaticky tvoř́ı reprezentaci výšeuvedené al-
gebry. Budeme se zabývat otázkou, za jakých podmı́nek může být
tato reprezentace ireducibilńı.

Snadno ověř́ıme, že všechny složky Li skutečně komutuj́ı
s operátorem L2 (vypǐste si všechny zadané komutačńı relace a
proved’te). Lze tedy vždy naj́ıt bázi Rn složenou z vektor̊u95

|v1〉, . . . , |vn〉, které jsou vlastńımi vektory jak L3, tak L2 (nemůžeme
žádat, aby to byly vlastńı vektory i L1, L2, nebot’ ty již s L3 neko-
mutuj́ı); tvrzeńı

Necht’ hermitovské operátory A, B na Rn spolu komutuj́ı. Pak exis-
tuje báze Rn, jej́ıž každý vektor je vlastńım vektorem A i vlastńım
vektorem B.

můžete považovat za známé, d̊ukaz viz např́ıklad v [Tan].

95Na Rn definujme skalárńı součin tak, aby byly operátory L1, L2, L3 hermi-

tovské (pak je i L2
hermitovský).
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Je-li ovšem |a〉 vlastńım vektorem L2, pak i L1|a〉 je vlastńım
vektorem tohoto operátoru, nebot’ [L1, L

2] = 0 (ověřte sami, nebo se
pod́ıvejte na vztah 148); totéž plat́ı samozřejmě pro L2, L3. Právě
jsme ukázali, že vlastńı podprostor operátoru L2 pro zadané (jeho)
vlastńı č́ıslo λ je invariantńım prostorem operátor̊u L1, L2, L3; jediná
možnost, jak tedy zachránit ireducibilitu reprezentace (nemá existo-
vat žádný netriviálńı invariantńı podprostor), je zaručit, že L2 má
na Rn jediné vlastńı č́ıslo (tedy L2 = λ Id), nebot’ pak je tento inva-
riantńı podprostor celé Rn. Toto tvrzeńı se nazývá Schurovo lemma.

Nav́ıc v bázi |v1〉, . . . , |vn〉 neexistuj́ı dva vektory, které by
odpov́ıdaly stejnému vlastńımu č́ıslu L3 (kv̊uli ireducibilitě; viz
poznámku za rovnićı 167). Vektory báze |v1〉, . . . , |vn〉 tedy můžeme
jednoznačně identifikovat vlastńımi č́ısly vzhledem k L3 a L2; dále
proto budeme použ́ıvat pro vektory báze označeńı |λ, µ〉, kde

L2|λ, µ〉 = λ|λ, µ〉 ,
L3|λ, µ〉 = µ|λ, µ〉 .

Nyńı budeme cht́ıt zjistit, jakých hodnot může nabývat λ a jakých
(kolika) hodnot může pro zadané λ nabývat µ (to bude pak n, neboli
dimenze odpov́ıdaj́ıćı reprezentace).

Spočteme si proto komutátory (opět proved’te)

[L2, L±] = 0 , [L3, L+] = L+ , [L3, L−] = −L− . (163)

Z těchto vztah̊u již snadno vypoč́ıtáme L3L+|λ, µ〉 = (L+L3 +
L+)|λ, µ〉 = (µ+ 1)L+|λ, µ〉, neboli vektor

L+|λ, µ〉 (164)

je bud’ nulový, nebo je to společný vlastńı vektor operátor̊u L2 a L3
s vlastńımi č́ısly λ a µ+ 1. Analogicky lze postupovat pro vektor

L−|λ, µ〉 , (165)

jenom s tou změnou, že nyńı je to vlastńı vektor L3 s vlastńım
č́ıslem µ − 1. V tomto snad shledáváte onu podobnost L+, L−
s kreačńım a anihilačńım operátorem u harmonického oscilátoru;
pro operátory L± se proto také použ́ıvá název ladder–operátory

(žebř́ıkové operátory).
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Abychom mohli naj́ıt normu vektor̊u (164,165) a zjistit tak, kdy
jsou nenulové, vypoč́ıtáme z (163)

L+L− = L2 − L23 + L3 ,

L−L+ = L2 − L23 − L3 .
Dı́ky L†+ = L− (ověřte) jsou potom kvadráty norem těchto vektor̊u
(použ́ıváme Diracovu notaci: 〈a| = (|a〉)†)

|L+|λ, µ〉|2 = 〈λ, µ|L−L+|λ, µ〉 = λ− µ(µ+ 1) ,
|L−|λ, µ〉|2 = 〈λ, µ|L+L−|λ, µ〉 = λ− µ(µ− 1) .

(166)

Protože kvadrát normy nemůže být záporný, dostáváme takto sou-
stavu dvou kvadratických nerovnic pro µ (λ je ted’ pevné), kterou je
třeba vyřešit. Lze si např́ıklad uvědomit, že muśı být µmin ≤ µ ≤
µmax, kde

λ = µmax(µmax + 1) ,

λ = µmin(µmin − 1) ,

z čehož můžeme µmax, µmin vypoč́ıtat; můžeme si ještě ušetřit
polovinu práce, pokud tyto rovnosti odečteme a výsledek mı́rně
uprav́ıme:

(µmax − µmin + 1)(µmax + µmin) = 0 .

Odtud s využit́ım µmax > µmin plyne, že muśı být µmax = −µmin.
Zd̊urazněme ještě jeden d̊usledek (166): vektor |λ, µmax〉 je jediný
vektor báze {|λ, µ〉}, který splňuje L+|λ, µ〉 = 0 (podobně pak
L−|λ, µmin〉 = 0).

To ale neńı vše: jelikož L+ i L− měńı vlastńı č́ıslo µ o jedničku,
muśı se µmax a µmin lǐsit o celé č́ıslo a zároveň vlastńı č́ıslo µ může
nabývat pouze hodnot µmin, µmin+1, . . . , µmax. Pokud by existovalo
obecné vlastńı č́ıslo µ, které by se např́ıklad od µmax lǐsilo o necelé
č́ıslo, mohli bychom pomoćı L+ doskákat až těsně pod µmax (tedy
źıskali bychom z |λ, µ〉 vlastńı vektor |λ, µ′〉, µmax > µ′ > µmax − 1)
a daľśım krokem jej přeskočit, č́ımž bychom vytvořili vlastńı vektor
s vlastńım č́ıslem µ′ + 1 > µmax. Stejnou úvahu zopakujeme pro
µmin a závěr tedy je, že pro každé vlastńı č́ıslo µ muśı být µmax−µ
i µ− µmin nezáporné celé č́ıslo, a proto je i µmax − µmin celé č́ıslo.
Dı́ky µmax = −µmin pak může být jedině µmax = 0, 12 , 1,

3
2 , . . ..
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Můžeme tedy uzavř́ıt (už ve standardńım značeńı): ireducibilńı
reprezentace naš́ı algebry (která je izomorfńı k su(2)) lze oč́ıslovat
vlastńımi č́ısly operátoru L2 a ty mohou nabývat pouze hodnot λ =
j(j + 1), kde j = µmax je nezáporné celé, nebo polocelé č́ıslo (λ
jsou tedy možná vlastńı č́ısla L2). Tyto reprezentace maj́ı dimenzi
n = 2j + 1 (to je počet povolených hodnot µ, čili dimenze vlastńıho
prostoru L2 k vlastńımu č́ıslu λ) a L3 na něm má vlastńı hodnoty
m = −j,−j + 1, . . . , j − 1, j.

Dodejme, že pokud jsou všechny |j,m〉 normovány na jedničku,
pak (166) ř́ıká, že

L±|j,m〉 = α
(±)
jm |j,m± 1〉 , (167)

kde α
(±)
jm =

√
j(j + 1)−m(m± 1). Použili jsme přitom konvenci,

ve které jsme koeficienty před |j,m〉 na pravé straně (167) zvo-
lili reálné kladné. Ze vztahu (167) také plyne, že pokud by pro
zadané j,m existovalo n nezávislých vektor̊u |j,m, 1〉, . . . , |j,m, n〉,
pak by jich muselo být pro všechna m = −j, . . . , j stejně. Vektory
|j,−j, i〉, . . . , |j, j, i〉 potom tvoř́ı invariantńı prostory L+ a L−, a tedy
i L1, L2. Tato situace tedy u ireducibilńıch reprezentaćı nemůže na-
stat.

V reprezentaci dimenze n = 2j+1 lze tedy operátoru L3 přǐradit
diagonálńı matici (s vlastńımi č́ısly −j,−j + 1, . . . , j) a operátor̊um
L−, L+ nilpotentńı matice stupně n (př́ımo ve tvaru Jordanovy
buňky). Např́ıklad pro j = 1

2 dostáváme

L+ =

(
0 1
0 0

)
, L− =

(
0 0
1 0

)
, L3 =

(
1
2 0
0 − 12

)
,

tedy {L1, L2, L3} jsou Pauliho matice {σ1, σ2, σ3} (násobené 1
2 , viz

př́ıklad 6.1).
Zd̊urazněme, že k tomuto výsledku jsme potřebovali znát pouze

komutačńı relace mezi L1, L2, L3 a nikoliv jejich tvar např́ıklad v x–
reprezentaci. ∗TB,KV
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17 Lepé tvary kvadratické

17.1 Klasifikace kvadrik aneb Vzorečky, vzorečky

Úkol: Mějme kvadriku v R3 zadanou rovnićı

3∑

i,j=1

aijxixj +
3∑

i=1

2ai4xi + a44 = 0, aij = aji . (168)

Označme

A =



a11 a12 a13 a14
a21 a22 a23 a24
a31 a32 a33 a34
a41 a42 a43 a44


 , B = A44 =



a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33


 .

Dokažte, že výrazy

∆ = detA , δ = detB , s = TrB ,

t = detB11+detB22+detB33 =

∣∣∣∣
a11 a12
a21 a22

∣∣∣∣+
∣∣∣∣
a22 a23
a32 a33

∣∣∣∣+
∣∣∣∣
a11 a31
a13 a33

∣∣∣∣

jsou invarianty vzhledem k posunut́ı a otočeńı v R3 a nalezněte vztah
mezi těmito invarianty a typem kvadriky.

Řešeńı: Přejdeme do projektivńıho prostoru, kde bod x = (x1, x2,
x3) ∈ R3 poṕı̌seme vektorem x̃ = (x1, x2, x3, 1). Pokud přijmeme

tuto konvenci, můžeme zapsat kvadriku (168) ve tvaru x̃
TAx̃ = 0,

kde A je matice 4× 4 definovaná v zadáńı.
Výhodou projektivńıho prostoru je, že operace posunut́ı a otočeńı

v R3 v něm lze vyjádřit lineárńımi zobrazeńımi. Matice posunut́ı
o (dx, dy, dz) je

Pp =




1 0 0 dx
0 1 0 dy
0 0 1 dz
0 0 0 1


 P−1p =




1 0 0 −dx
0 1 0 −dy
0 0 1 −dz
0 0 0 1


 ,

ověřte, že Pp(x, y, z, 1)
T = (x + dx, y + dy, z + dz, 1). Podobně je
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matice otočeńı (př́ıpadně otočeńı se zrcadleńım)

Po =




0
H 0

0
0 0 0 1


 P−1o =




0
H−1 0

0
0 0 0 1


 ,

kde H je nějaká ortogonálńı matice (HHT = � ); můžete opět ověřit,
že Po(x, y, z, 1)

T je vektor, jehož prvńı tři složky jsou H(x, y, z)T a
posledńı složka je 1. Obecná transformace (otočeńı a posunut́ı) je
pak

PpPo = P =




dx
H dy

dz
0 0 0 1


 , H ortogonálńı.

Po transformaci x̃
′ = P x̃ má rovnice transformované kvadriky tvar

0 = x̃
TAx̃ = (x̃′)T (P−1)TAP−1x̃′ = (x̃′)TA′x̃′

a na nás nyńı je, abychom ukázali, že výrazy ∆′, δ′, s′ a t′ pro matici
A′ vyjdou stejně jako výrazy ∆, δ, s a t pro matici A, nezávisle na
transformaci P .

Nejprve si uvědomı́me, že matice B se při transformaci P měńı
podle pravidla A′44 = B′ = (HT )−1BH−1, přičemž HTH = � a
|detP | = |detH| · 1 = 1. Z toho

∆ = detP TA′P = (detP )2 detA′ = ∆′ ,
δ = detHTB′H = detB′ detHTH = δ′ ,
s = TrHTB′H = TrB′HHT = s′ .

Zbývá ukázat invarianci t. To je ale snadno vidět z libovolného ze
vztah̊u (druhá rovnost plat́ı pouze pokud B−1 existuje)

t =
1

2

[
(TrB)2 − TrB2

]
= detB TrB−1 ,

kde jsme t vyjádřili pomoćı invariantńıch výraz̊u (invariance TrB−1

se ověř́ı podobně jako pro TrB). Při odvozováńı těchto vztah̊u je
kĺıčové si uvědomit, že t je koeficient u lineárńıho členu v det(B−λ� ),
tedy t = λ1λ2 + λ1λ3 + λ2λ3, kde λ1,2,3 jsou vlastńı č́ısla matice B.
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Nyńı se věnujme otázce, jak souviśı invarianty ∆, δ, s, t s typem
kvadriky. Povolenými úpravami (tzn. transformacemi P ; konkrétńı
provedeńı viz v př́ıkladech 17.2,17.3 a daľśıch) převedeme matici B
na diagonálńı tvar (vhodným otočeńım) a podle možnost́ı vynulu-
jeme koeficienty aj4 (vhodným posunut́ım). T́ım dosáhneme nakonec
jednoho z následuj́ıćıch středových tvar̊u (tyto tvary budeme charak-
terizovat pomoćı znamének ∆, δ, s, t)

• a11x2+a22y2+a33z2+a44 = 0, sgn a11 = sgn a22 = sgn a33 6= 0.
To je pro sgn a11a44 < 0 rovnice elipsoidu, pro a44 = 0
je to rovnice, již splňuje jediný bod a v posledńım př́ıpadě
sgn a11a44 > 0 tato rovnice nemá řešeńı.
Z toho, co v́ıme o a11, a22, a33, a44, můžeme již určit, jaká bu-
dou v jednotlivých př́ıpadech znaménka invariant̊u:

δ = a11a22a33 6= 0,
sδ = (a11 + a22 + a33)a11a22a33 > 0,
t = a11a22 + a22a33 + a33a11 > 0,

∆ = a11a22a33a44




< 0 elipsoid
= 0 bod
> 0 imaginárńı elipsoid

• a11x2 + a22y
2 + a33z

2 + a44 = 0, sgn a11 = − sgn a22 =
− sgn a33 6= 0. Toto je rovnice hyperboloidu. Obecně plat́ı δ 6= 0
a alespoň jedna z možnost́ı

|a11| ≤ |a22 + a33| sδ ≤ 0
|a11| > |a22 + a33| t = a11(a22 + a33) + a22a33 <

−(a22 + a33)
2 + a22a33 < 0 .

Podle znaménka a44 je pak nutné rozhodnout, zda je to jed-
nod́ılný či dvoud́ılný hyberboloid anebo kužel. Jednoduše to
lze zjistit tak, že urč́ıme řez kvadriky rovinami x = 0, y = 0 či
z = 0: např́ıklad x2−y2−z2−1 = 0 je rovnice dvoud́ılného hy-
perboloidu, nebot’ rovina x = 0 má s touto kvadrikou prázdný
pr̊unik (−y2 − z2 = 1) a odděluje jeho dva d́ıly. Naopak
x2 + y2 − z2 − 1 = 0 popisuje jednod́ılný (rotačńı) hyperbo-
loid, nebot’ žádná z rovin x = 0, y = 0 ani z = 0 s ńım nemá
prázdný pr̊unik.
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∆




< 0 dvoud́ılný hyperboloid
= 0 kužel
> 0 jednod́ılný hyperboloid

• a14x + a22y
2 + a33z

2 = 0, a14 6= 0, a22 6= 0, a33 6= 0. V tomto
př́ıpadě máme co do činěńı s paraboloidem; obecně plat́ı δ = 0,
∆t < 0 a podle znaménka a22a33 rozhodneme, zda je to parabo-
loid hyperbolický či eliptický. Pro a22 = |a22|, a33 = −|a33| je
pr̊unik kvadriky s rovinou x = −1 hyperbola |a22|y2−|a33|z2 =
a14. V př́ıpadě a22 = |a22|, a33 = |a33| je pr̊unik s touto ro-
vinou x = −1 (budiž a14 > 0) elipsa |a22|y2 + |a33|z2 = a14,
takže závěr je

∆ = −a214a22a33
{
< 0 eliptický paraboloid
> 0 hyperbolický paraboloid

• a22y2 + a33z
2 + a44 = 0, a22 6= 0, a33 6= 0. V rovnici se v̊ubec

nevyskytuje proměnná x, pr̊unik kvadriky se všemi rovinami
x = c, c ∈ R, je stejný, a plocha je tedy ve směru x translačně
invariantńı (je to ,,válec”). Zda je jeho pr̊uřez elipsa či hyper-
bola, rozhodneme podle znamének a22, a33. Obecně v tomto
př́ıpadě plat́ı δ = ∆ = 0 a dále

t




> 0 eliptická válcová plocha

(pouze pro a44 < 0)
< 0 hyperbolická válcová plocha

• a24y + a33z
2 = 0, a24 6= 0, a33 6= 0. Tento př́ıpad je podobný

předchoźımu bodu, jedná se o parabolickou válcovou plochu.
Neńı potřeba rozlǐsovat žádné př́ıpady: δ = ∆ = t = 0, s 6= 0.

• a33z2+ a44 = 0, a33 6= 0. Tato rovnice popisuje pro a44a33 < 0
dvojici rovin z = ±

√
−a44/a33, pro a44 = 0 je to rovina jediná

a pro a44 > 0 je to prázdná množina. Invarianty jsou δ = ∆ =
t = 0 a s 6= 0.

• a34z = 0, a34 6= 0. Kvadrika s invarianty δ = ∆ = t = s = 0
může být tedy např́ıklad rovina.
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Kvadriky v �

3

a, b, c, d > 0

Elipsoid
(koule, rotačńı, trojosý)

Hyperboloid jednod́ılný
(rotačńı či eliptický)

ax2 + by2 + cz2 = 1 ax2 + by2 − cz2 = d
x^2+y^2+z^2-1=0

-2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2 -2
-1.5

-1
-0.5

0
0.5

1
1.5

2

-1

-0.5

0

0.5

1

x^2+y^2-z^2-1=0

-10
-5

0
5

10 -10

-5

0

5

10

-4

-2

0

2

4

Hyperboloid dvojd́ılný
(rotačńı či eliptický)

Kužel

ax2 + by2 − cz2 = −d ax2 + by2 − cz2 = 0
2x^2+2y^2-z^2+1=0

-10
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0
5

10 -10
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5
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x^2+y^2-z^2=0
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2
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0
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1
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2

Paraboloid
(rotačńı či eliptický)

Paraboloid
(hyperbolický)

ax2 + by2 − cz = 0 ax2 − by2 − cz2 = 0
x^2+y^2-z=0

-2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2 -2
-1.5
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x^2-y^2-z=0
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3
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Shrnut́ı:

δ 6= 0





t > 0, δs > 0





∆ < 0 elipsoid
∆ = 0 bod
∆ > 0 imaginárńı elipsoid

t ≤ 0 nebo δs ≤ 0





∆ < 0 dvoud́ılný hyperboloid
∆ = 0 kužel
∆ > 0 jednod́ılný hyperboloid

δ = 0





∆ < 0 eliptický paraboloid
∆ > 0 hyperbolický paraboloid

∆ = 0





t > 0 eliptická válcová plocha
t < 0 hyperbolická válcová plocha
t = 0 parabolická válcová plocha

a daľśı degenerované př́ıpady

∗ZD

17.2 Klasifikace kvadrik aneb Jak to vymyslet
sám

Úkol: V prostoru R3 je zadána kvadrika rovnićı 7x2 + 7y2 + 10z2 −
2xy − 4xz + 4yz − 12x + 12y + 60z + 42 = 0. Určete typ kvadriky,
velikosti a směry jej́ıch os.

Řešeńı: Nejdř́ıve zavedeme označeńı

A =




7 −1 −2
−1 7 2
−2 2 10


 , L = (−12, 12, 60) , x =



x
y
z


 ,

které nám umožńı zapsat rovnici kvadriky ve tvaru xTAx+Lx+42 =
0. Typ kvadriky a jej́ı parametry umı́me snadno zjistit, pokud známe
jej́ı rovnici v tzv. středovém tvaru. Např́ıklad středový tvar rovnice
elipsoidu je (viz také př́ıklad 17.1)

x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
= 1 ,

kde a, b, c jsou velikosti poloos. Zkusme tedy naj́ıt takovou souřadnou
soustavu (resp. vhodnou bázi), ve které bude rovnice naš́ı kvadriky
ve středovém tvaru.
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Nejdř́ıve se zbav́ıme smı́̌sených člen̊u v rovnici kvadriky (členy
xy, xz, yz). Toho dosáhneme pomoćı pootočeńı souřadného systému
tak, aby A měla v novém souřadném systému nenulové prvky pouze
na diagonále. Jinak: hledáme takovou ortogonálńı matici U , aby pla-
tilo

D = UTAU ,

kde UT = U−1 a D je diagonálńı matice. Dı́ky A = AT v́ıme, že
taková ortogonálńı matice U bude existovat a dokonce máme i recept
jak ji naj́ıt. Matice U bude mı́t ve sloupćıch vlastńı vektory matice
A a matice D bude mı́t na diagonále vlastńı č́ısla matice A. Otočeńı
souřadného systému lze pak vyjádřit jako xR = UT x neboli x = UxR.
Provedeńım této substituce dostaneme (UxR)

T
A(UxR) + LUxR +

42 = 0, což je
xR

TDxR + LUxR + 42 = 0 .

V této rovnici již nejsou smı́̌sené členy. Budou se zde vyskytovat
pouze členy typu x a x2. Lineárńıch člen̊u se pak snadno zbav́ıme
doplňováńım na čtverec.

Realizujme nyńı výše uvedený postup. Nejprve najdeme vlastńı
č́ısla matice A.

det (A− λ� ) = det




7− λ −1 −2
−1 7− λ 2
−2 2 10− λ


 =

= −λ3 + 24λ2 − 180λ+ 432 = − (λ− 6)
2
(λ− 12) .

Dále je třeba naj́ıt vlastńı vektory matice A. Vı́me, že budou existo-
vat dva lineárně nezávislé vlastńı vektory př́ıslušné vlastńımu č́ıslu
6, a jeden vlastńı vektor př́ıslušej́ıćı vlastńımu č́ıslu 12. Soustavu
(A− 6 � ) v = 0 řeš́ı všechny vektory ve tvaru




2t+ s
s
t


 ,

kde t a s jsou libovolná. Zvolme (1, 1, 0)T a (−1, 1,−1)T jako
navzájem kolmé vlastńı vektory př́ıslušné vlastńımu č́ıslu 6. Vlastńı
vektor př́ıslušný vlastńımu č́ıslu 12 je řešeńım rovnice (A− 12� ) v =
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0. Řešeńım této rovnice je libovolný vektor tvaru



−u
u
2u


 ,

kde u je libovolné. Zvolme vektor (−1, 1, 2)T .
Máme tedy tři nezávislé vlastńı vektory matice A a můžeme proto

sestavit matici U . Než je ale zaṕı̌seme do sloupc̊u matice U , muśıme
je nejdř́ıve nanormovat tak, aby měly jednotkovou velikost. Jinak
by totiž matice U měnila při transformaci délku vektor̊u (UUT by
nebylo � , ale pouze diagonálńı matice). Matice U a k ńı inverzńı
matice U−1 = UT má tvar

U =




1√
2
− 1√

3
− 1√

6
1√
2

1√
3

1√
6

0 − 1√
3

2√
6


 , U−1 =




1√
2

1√
2

0

− 1√
3

1√
3
− 1√

3

− 1√
6

1√
6

2√
6


 .

Po provedeńı substituce x = UxR má rovnice kvadriky tvar

6x2R + 6y2R + 12z2R −
36√
3
yR +

144√
6
zR + 42 = 0 .

V této rovnici provedeme ,,doplněńı na čtverec” a dostaneme

6x2R + 6
(
yR −

√
3
)2

+ 12
(
zR +

√
6
)2

= 48 .

Nyńı ještě posuneme počátek souřadnic

xT = xR
yT = yR −

√
3

zT = zR +
√
6

a rovnice kvadriky je v tomto posunutém systému souřadnic

x2T
8

+
y2T
8

+
z2T
4

= 1,

což je již středový tvar rovnice kvadriky, a sice rotačńıho elipsoidu.
Odtud snadno odečteme velikosti poloos a = 2

√
2, b = 2

√
2, c = 2;
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transformace (změna báze), kterou jsme provedli pomoćı matice U ,
byla ortogonálńı, neměnily se tedy vzdálenosti, a tud́ıž plat́ı tyto
délky poloos i pro kvadriku před transformaćı.

Daľśı informaćı, kterou je možno źıskat, je poloha středu elip-
soidu v p̊uvodńı souřadné soustavě. Pokud je rovnice kvadriky ve
středovém tvaru, jsou souřadnice jej́ıho středu (0, 0, 0). Popǐsme po-
lohu středu pomoćı polohového vektoru z počátku do středu kvad-
riky, a sledujme jak se tento vektor bude měnit, když se budeme
posloupnost́ı transformaćı, které vedly na středový tvar vracet zpět:

cT = (0, 0, 0)T → cR = (0,
√
3,−

√
6)T → c = UcR = (0, 0,−3)T .

Osy elipsoidu lež́ı na př́ımkách určených vlastńımi vektory matice
A a středem elipsoidu. Poloosy, které maj́ı délku a = b = 2

√
2 lež́ı

v rovině určené vlastńımi vektory (1, 1, 0)T , (−1, 1,−1)T a poloosa
c = 2 na př́ımce určené (−1, 1, 2)T (to je také rotačńı osa). Lze
se o tom samozřejmě přesvědčit i tak, že např́ıklad osu př́ıslušnou
poloose c = 2, která je v otočených souřadnićıch cR = (0, 0, 1)T ,
otoč́ıme zpět: c = UcR = 1√

6
(−1, 1, 2)T . ∗VP

17.3 Diagonalizace kvadratické formy: řádkové a
sloupcové úpravy

Úkol: Převed’te následuj́ıćı kvadratickou formu na kanonický tvar a
uved’te př́ıslušnou lineárńı transformaci

Q(x) = 2x21 + 3x22 + 4x23 − 2x1x2 + 4x1x3 − 3x2x3 .

Uved’te název kvadriky Q(x) = 1.

Řešeńı: Matice A, která reprezentuje uvedenou kvadratickou formu,
má tvar

A =




2 −1 2
−1 3 − 32
2 − 32 4




Pomoćı řádkových a ekvivalentńıch sloupcových úprav ji umı́me
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převést na diagonálńı tvar

A =




2 −1 2
−1 3 − 32
2 − 32 4




řádky:
2(2)+(1)→(2)
(3)−(1)→(3)
−→




2 −1 2
0 5 −1
0 − 12 2




stejné úpravy
se sloupci
−→




2 0 0
0 10 −1
0 −1 2




řádky:
10(3)+(2)

→(3)
−→




2 0 0
0 10 −1
0 0 19




sloupce:
...

−→




2 0 0
0 10 0
0 0 190


 = D

Kvadratická forma má tedy v určitých souřadnićıch tvar

Q′(y) = 2y21 + 10y22 + 190y23 . (169)

T́ım chceme ř́ıct: existuje báze B, že plat́ı

xTAx = Q(x) = Q′(y) = yTDy , ∀x ∈ R3 ,

kde y je vektor složek x v̊uči této bázi B. Aniž bychom dále pátrali po
této bázi, poznáváme v kvadrice Q(x) = Q′(y) = 1 již ted’ elipsoid.

Souvislost mezi x a y (lineárńı transformaci) ale nyńı přece jenom
najdeme. Řádkové úpravy, které jsme podnikli s matićı A, přeṕı̌seme
do matice M , tedy takové matice, že MA je matice A po těchto
řádkových úpravách. Uvědomte si, že např́ıklad prvńı řádek MA je
lineárńı kombinace řádk̊u A, a koeficienty této kombinace jsou prvky
v prvńım řádku M .

Tato matice M se bude rovnat součinu matic, které reprezentuj́ı
jednotlivé kroky. Např́ıklad: prvńı krok, který ř́ıká, že druhý řádek
bude rovný dvojnásobku druhého plus prvńı, třet́ı řádek bude rovný
součtu třet́ıho a prvńıho a s prvńım řádkem se nic neděje, vypadá
v matici M1 následovně (podobně druhý krok →M2):

M1 =




1 0 0
1 2 0
−1 0 1


 , M2 =




1 0 0
0 1 0
0 1 10




Vyzkoušejte si, žeM1A je skutečně matice A po prvńım kroku úprav.

315



Podobně lze matici A, v ńıž jsme provedli nějaké sloupcové
úpravy, zapsat jako AN (opět: prvńı sloupec AN je lineárńı kombi-
naćı sloupc̊u A, koeficienty najdete v prvńım sloupci N). Skutečnost,
že jsme prováděli ,,stejné” řádkové a sloupcové úpravy, znamená
N =MT .

Celkem jsme vykonali na matici A sérii úprav

A → MAMT =M2M1AM
T
1 M

T
2 = D , M =




1 0 0
1 2 0
−9 2 10


 ,

a tud́ıž dostáváme

xTAx = xTM−1D(M−1)T x ,

neboli hledaná lineárńı transformace je y = (M−1)T x. Po dopočteńı
dostáváme

(MT )−1 =




1 − 12 1
0 1

2 − 1
10

0 0 1
10




y1 = x1 −
1

2
x2 + x3 , y2 =

1

2
x2 −

1

10
x3 , y3 =

1

10
x3 .

Nevýhoda tohoto postupu je, že transformace y = (M−1)T x neńı
ortogonálńı, a tedy nezachovává délku vektor̊u. Proto nelze z tvaru
(169) př́ımo odeč́ıst např́ıklad délky poloos elipsoidu Q(x) = 1.

∗MB,ZV

17.4 Diagonalizace kvadratické formy: vlastńı č́ı-
sla

Úkol: Převed’te následuj́ıćı kvadratickou formu na kanonický tvar
pomoćı ortogonálńı transformace

Q(x) = x21 + x22 + 5x23 − 6x1x2 − 2x1x3 + 2x2x3 .

Určete typ kvadriky Q(x) = 1.

Řešeńı: Matice A z vyjádřeńı Q(x) = xTAx je např́ıklad

A =




1 −3 −1
−3 1 1
−1 1 5


 .
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K matici bychom mohli přič́ıst libovolnou antisymetrickou matici,
i tak by d́ıky xixj = xjxi stále platilo Q(x) = xTAx, ale pak by-
chom neměli zaručeno, že bude možno A diagonalizovat. Proto je
pohodlněǰśı zvolit A symetrickou (v komplexńım př́ıpadě hermitov-
skou).

Matici A budeme, jak už jsme prozradili, diagonalizovat. Na-
jdeme charakteristický polynom

p(λ) = det(A− λ� ) = −λ3 + 7λ2 − 36

a vyč́ısĺıme jeho kořeny. Nechceme-li se blýsknout znalost́ı Carda-
nových vzorc̊u, můžeme je zkusit uhodnout. Když předpokládáme,
že jsou všechny celoč́ıselné, může nám pomoci věta z př́ıkladu 9.5: vy-
zkouš́ıme č́ısla λ = ±1, ±2, nebot’ jsou to dělitelé absolutńıho členu.
Zjist́ıme, že vyhovuje λ = −2, vyděĺıme polynom p(λ) výrazem
(λ+ 2) a zjistit zbývaj́ıćı kořeny je potom již snadné:

λ1 = −2 , λ2 = 3 , λ3 = 6 .

Můžeme tedy napsat Jordan̊uv tvar matice A

JA =



−2 0 0
0 3 0
0 0 6


 ,

a z úvahy Q(x) = xTAx = xTCJAC
−1x okamžitě plyne, že

Q(x) = Q′(y) = −2y21 + 3y22 + 6y23 , (170)

kde y = C−1x, pokud voĺıme C tak, aby byla ortogonálńı, neboli
C−1 = CT ; to můžeme splnit vždy, nebot’ ve sloupćıch C jsou vlastńı
vektory (symetrické) matice A a ty jsou96 na sebe vždy kolmé, stač́ı
je jen nanormovat na jedničku (viz př́ıklad 17.2). Vid́ıme tedy, že
Q(x) = Q′(y) = 1 je rovnice jednod́ılného hyperboloidu (srovnejte
s př́ıkladem 17.1).

Chceme-li naj́ıt vztah pro transformaci mezi x a y, muśıme tedy
ještě zjistit vlastńı vektory. Pro λ1 najdeme v1 = (1, 1, 0), v nor-
movaném tvaru v1 = ( 1√

2
, 1√

2
, 0). Podobně pro λ2 a λ3 máme

96Vlastńı vektory k př́ıpadným v́ıcenásobným vlastńım č́ısl̊um nemuśı být au-
tomaticky kolmé, ale vždy je lze zvolit kolmé.

317



v2 = ( 1√
3
,− 1√

3
, 1√

3
) a v3 = (− 1√

6
, 1√

6
, 2√

6
). Pak tedy plat́ı A =

CJAC
−1 a zároveň CCT = � , tedy C−1 = CT ; pokud bychom

vlastńı vektory zapomněli normovat na jedničku, bylo by CCT =
diag(|v1|2, |v2|2, |v3|3).

C =




1√
2

1√
3
− 1√

6
1√
2
− 1√

3
1√
6

0 1√
3

2√
6


 , C−1 = CT =




1√
2

1√
2

0
1√
3
− 1√

3
1√
3

− 1√
6

1√
6

2√
6


 .

Dosazeńım do y = C−1x dostáváme nakonec

y1 =
1√
2
x1 +

1√
2
x2 , y2 =

1√
3
x1 −

1√
3
x2 +

1√
3
x3 ,

y3 = −
1√
6
x1 +

1√
6
x2 +

1√
6
x3 .

Dı́ky ortogonalitě transformace se zachovávaj́ı délky vektor̊u, lze také
ř́ıci, že ortogonálńı transformace odpov́ıdá pouze otočeńı. At’ tedy už
kvadriku ṕı̌seme v bázi kanonické, Q(x) = 1, nebo v bázi vlastńıch
vektor̊u, Q′(y) = 1, budou délky poloos stejné. Srovnáńım (170) s

−y
2
1

a2
+
y22
b2

+
y23
c2

= 1

vid́ıme, že hyperboloid má poloosy a = 1/
√
2, b = 1/

√
3, c = 1/

√
6.

Osa y1, tedy vlastńı vektor v1, ukazuje směr ,,chlad́ıćı věže” (pokud
by bylo b = c, byla by to rotačńı osa hyperboloidu). ∗MB,ZV

17.5 Signatura kvadratické formy

Úkol: Kvadratickou formu

Q(x) = 2x21 + 9x22 + 8x23 + 8x1x2 − 4x1x3 − 10x2x3

převed’te na diagonálńı tvar pomoćı současných řádkových a sloup-
cových úprav a ukažte, že je pozitivně definitńı. Ověřte, že je splněno
Sylvestrovo kritérium.

Řešeńı: Pro kvadratickou formu plat́ı

Q(x) =
∑

Aijα
iαj , x =

∑
eiα

i ,
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kde ei je libovolná báze prostoru V . Vı́me, že existuje báze, pro
kterou je matice formy diagonálńı. Hledáme tedy diagonálńı matici
D a transformačńı matici E, pro které plat́ı

Dij =
∑

AklE
k
i E

l
j

Nejprve převedeme analytický zápis formy na maticový. Zvolme za ei
kanonickou bázi a vyjádřeme matici A kvadratické formyQ vzhledem
k této bázi

A =




2 4 −2
4 9 −5
−2 −5 8




Diagonalizaci provád́ıme po vzoru gaussovské eliminace, ale řádkové
úpravy doplňujeme o stejné sloupcové úpravy. Proces můžeme
rozdělit na několik krok̊u, z nichž každý je popsán d́ılč́ı transformačńı
matićı Ei:

En . . . E1AE
T
1 . . . E

T
n = D

Prvńı krok je



1 0 0
−2 1 0
1 0 1






2 4 −2
4 9 −5
−2 −5 8






1 −2 1
0 1 0
0 0 1


 =




2 0 0
0 1 −1
0 −1 6


 ,

druhý krok



1 0 0
0 1 0
0 1 1






2 0 0
0 1 −1
0 −1 6






1 0 0
0 1 1
0 0 1


 =




2 0 0
0 1 0
0 0 5




a dohromady tedy

E = E2E1 =




1 0 0
0 1 0
0 1 1






1 0 0
−2 1 0
1 0 1


 =




1 0 0
−2 1 0
−1 1 1


 .

Matice kvadratické formy v diagonálńım tvaru tedy je

D =




2 0 0
0 1 0
0 0 5


 =




1 0 0
−2 1 0
−1 1 1






2 4 −2
4 9 −5
−2 −5 8






1 −2 −1
0 1 1
0 0 1


 ,
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a jelikož jsou všechny prvky na diagonále matice D kladné, je matice
A pozitivně definitńı, a tedy i forma Q je pozitivně definitńı.

Výpočet si můžeme ještě ověřit pomoćı Sylvestrova kritéria.
Všechny hlavńı minory matice A muśı být kladné:



2 4 −2
4 9 −5
−2 −5 8


 ,

det(A1,1) = 2 > 0 ,
det(A2,2) = 2 · 9− 4 · 4 = 2 > 0 ,

detA = 10 > 0 .

Pozitivńı definitnost Q(x) je potvrzena. ∗JZ

17.6 Signatura stručně

Úkol: Dokažte, že je následuj́ıćı matice pozitivně definitńı.

A =




9 −1 4
−1 3 −2
4 −2 4




Řešeńı: Př́ıklad budeme řešit pomoćı Sylvestrova kritéria. Spočteme
subdeterminanty matice A (viz př́ıklad 17.5): det(aij)

1
i,j=1 = 9,

det(aij)
2
i,j=1 = 26, det(aij)

3
i,j=1 = detA = 36. Všechny subdeter-

minanty jsou kladné, a A je tedy pozitivně definitńı.
Úloha se dá řešit i jinak. Nalezneme vlastńı č́ısla A: označme je

λ1,2,3. Zaṕı̌seme obecný vektor x ∈ R3 v bázi vlastńıch vektor̊u A a
Ax zaṕı̌seme pomoćı spektrálńıho rozkladu A

x = α1v1 +α2v2 +α3v3 ⇒ Ax = λ1α1v1 + λ2α2v2 + λ3α3v3

xTAx = |α1|2λ1 + |α2|2λ2 + |α3|2λ3 .
Vid́ıme tedy, že diagonalizovatelná matice A je pozitivně definitńı
(xTAx > 0, ∀x 6= 0), právě když jsou všechna jej́ı vlastńı č́ısla kladná.
To je i př́ıpad matice A: vlastńı č́ısla jsou přibližně 3.49411, 0.88673,
11.6192.

Úkol: Určete signaturu formy Q(x) = 8x2 − y2 + 6z2 + 12xy + 8xz.

Řešeńı: Ze Sylvestrova kritéria plyne, že forma neńı pozitivně defi-
nitńı, nebot’ det(aij)

2
i,j=1 = −44 < 0, ani negativně definitńı, jelikož

ani −Q(x) neńı pozitivně definitńı, det(−aij)1i,j=1 = −8 < 0.
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Signaturu urč́ıme t́ım, že nalezneme vlastńı č́ısla matice Q. Ježto
to jsou 1, −2 a 4, je signatura (+ − +), neboli (2)+, (1)−, (0)0.
Abychom źıskali tento výsledek, bývalo by stačilo také spoč́ıtat pouze
determinant (−8, jinak též součin vlastńıch č́ısel): v́ıme, že alespoň
jedno vlastńı č́ıslo je nekladné, alespoň jedno nezáporné a z hodnoty
determinantu už pak plyne, že muśı být dvě kladná a jedno záporné.
Všimněte si také, že posloupnost minor̊u (8,−44,−9) nemá signaturu
(+−+). ∗PV

17.7 Pr̊umět pr̊uniku paraboly a nadroviny

Úkol: Uvažujme v Rn+1 plochu α určenou rovnićı

xn+1 =

n∑

i=1

x2i

(rotačńı paraboloid) a poloprostor P , jehož hraničńı nadrovina neńı
kolmá na nadrovinu o rovnici xn+1 = 0. Vytvořme nyńı pr̊unik
α a P a promı́tněme jej do nadroviny určené rovnićı xn+1 = 0;
pro promı́táńı použijte předpis (x1, . . . , xn, xn+1) 7→ (x1, . . . , xn, 0).
Ukažte, že je tento pr̊umět n-dimenzionálńı koule nebo jej́ı doplněk.

Řešeńı: Doporučujeme nakreslit si situaci v R2 (jednorozměrná
koule je úsečka) a v R3.

Uvažujme libovolný poloprostor P a jeho hraničńı nadrovinu π—
ta je určená rovnićı a0+

∑n+1
i=1 aixi = 0, kde (a1, . . . , an+1) je normála

k π. Podmı́nka o (ne)kolmosti hraničńı nadroviny zaručuje, že plat́ı
an+1 6= 0 a můžeme tedy bez újmy na obecnosti předpokládat, že
plat́ı an+1 = 1. Dosazeńım rovnice parabolické plochy α do rovnice
nadroviny π dostaneme

a0 +

n∑

i=1

(aixi + x2i ) = 0

n∑

i=1

(
xi +

1

2
ai

)2
= −a0 +

n∑

i=1

1

4
a2i . (171)

Libovolná n-tice x1, . . . , xn, která vyhovuje rovnici (171) spolu
s xn+1 =

∑n
i=1 x

2
i udává souřadnice bodu x, který lež́ı v pr̊uniku
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α a π. Nás ale zaj́ımá pr̊umět této množiny do roviny xn+1 = 0,
tedy můžeme posledńı souřadnici x zapomenout, a hledaný pr̊umět
je plně popsán rovnićı 171.

Pr̊umět pr̊uniku α s hraničńı nadrovinou poloprostoru P je tedy
hranice n-dimenzionálńı koule (rovnice 171), a tud́ıž pr̊umět polo-
prostoru P je n-dimenzionálńı koule nebo jej́ı doplněk (př́ıpadně
prázdná množina nebo celý prostor). Z rovnice (171) je také vidět, že
libovolnou n-dimenzionálńı kouli nebo jej́ı doplněk, které lež́ı v na-
drovině určené rovnićı xn+1 = 0, lze źıskat jako pr̊umět pr̊uniku
vhodného poloprostoru s plochou α ze zadáńı př́ıkladu do nadroviny
o rovnici xn+1 = 0. ∗DK

17.8 Poloha bodu v̊uči sféře

Úkol: Necht’ x1, . . . , xn+1, y ∈ Rn. S využit́ım př́ıklad̊u 17.7 a 8.7
určete, jak souviśı znaménko determinantu následuj́ıćı matice s po-
lohou bodu y v̊uči sféře určené body x1, . . . , xn+1; xi = (xi1, . . . , x

i
n).




x11 . . . x1n
n∑
i=1

(x1i )
2 1

...
. . .

...
...

...

xn+11 . . . xn+1n

n∑
i=1

(xn+1i )2 1

y1 . . . yn
n∑
i=1

y2i 1




(172)

Řešeńı: Představme si bod (xj)′ ∈ Rn+1 lež́ıćı na ploše o rov-
nici xn+1 =

∑n
i=1 x

2
i , jehož pr̊umět do xn+1 = 0 je bod xj . Bod

(xj)′ má souřadnice (xj1, . . . , x
j
n,
∑n
j=1(x

j
i )
2); podobně urč́ıme k y

bod y ′ ∈ Rn+1. Vrat’me se k výsledk̊um př́ıkladu 17.7: definujme
pomoćı bod̊u (x1)′, . . . , (xn+1)′ nadrovinu π v Rn+1. Potom budou
všechny body y ′, které vznikly z bod̊u lež́ıćıch y uvnitř koule defi-
nované x1, . . . , xn+1, ležet ve stejném poloprostoru (s hraničńı polo-
rovinou π). Body y, které lež́ı vně této koule, se zobraźı na body y ′

lež́ıćı v opačném poloprostoru.
Určit polohu bodu y ′ vzhledem k nadrovině definované body

(x1)′, . . . , (xn+1)′ můžeme pomoćı výsledk̊u př́ıkladu 8.7. Determi-
nant (172) má stejné znaménko pro všechny body lež́ıćı uvnitř dané
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koule, opačné znaménko pro všechny body vně koule, a je nulový
právě pro body lež́ıćı na jej́ı hranici. ∗DK

17.9 Chlad́ıćı věže poprvé: �

3

Úkol: Najděte rovnice tečen k jednod́ılnému hyperboloidu v R3
v jeho libovolném bodě.

Řešeńı: Budeme se zabývat pouze problémem vést tečnu k hyper-
boloidu H bodem A, kde

H : x2 + y2 − z2 − 1 = 0 , A = [a, 0,
√
a2 − 1] . (173)

Pokud by byly H a A zadány obecněji, provedeme následuj́ıćı kroky

• vhodnou rotaćı, posunut́ım a přeškálováńım os převedeme rov-
nici hyperboloidu do kanonického tvaru (173) a nezapome-
neme transformovat také souřadnice A; postup můžeme opsat
z př́ıkladu 17.2 nebo 17.3;

• provedeme rotaci kolem osy z tak, aby transformovaný bod
A měl souřadnice A = [a, 0,

√
a2 − 1], tedy aby ležel v rovině

y = 0.

Nyńı tedy k situaci popsané (173). Tečny budou ležet v tečné
rovině. Urč́ıme tedy jej́ı rovnici. Vezmeme-li funkci

f(x, y, z) = x2 + y2 − z2 ,

je hyperboloid (173) popsán rovnićı f(x, y, z) = 1; ř́ıkáme, že H je
ekviskalárńı plocha funkce f(x, y, z) pro hodnotu 1. Pokud definu-
jeme na R3 vektorové pole gradientu funkce f

∇f(x, y, z) =
(
∂f

∂x
,
∂f

∂y
,
∂f

∂z

)
= (2x, 2y,−2z) ,

tedy každému bodu A = [x0, y0, z0] přǐrazujeme vektor n(A) =
(2x0, 2y0,−2z0), pak plat́ı, že n(A) je kolmý na tu ekviskalárńı plo-
chu97 funkce f , která procháźı bodem A, neboli f(x, y, z) = C
s C = f(x0, y0, z0).

97Přesněji řečeno na jej́ı tečnou rovinu v tomto bodě.
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Shrnuto, normála k tečné rovině H v bodě A = [a, 0,
√
a2 − 1] je

n = (a, 0,−
√
a2 − 1) ,

pro pohodĺı jsme n(A) dělili dvěma. Označme dále tečnou rovinu %.
Z podmı́nky A ∈ % dostaneme absolutńı člen v rovnici roviny %, která
pak zńı n · x− 1 = 0.

Pod́ıvejme se bĺıže na př́ımky roviny %, které procházej́ı bodem
A; každou takovou př́ımku lze zapsat ve tvaru X = tu+A, t ∈ R, kde
u je libovolný vektor kolmý na n. Jeden takový vektor u je zřejmě

r = (
√
a2 − 1, 0, a) .

Ostatńı vektory kolmé na n vyjádřeme parametricky pomoćı para-
metru ϑ jakožto rotaci r kolem n o ϑ, tedy rotaci v rovině r, n × r
(viz př́ıklad 10.1).

u(r, n, ϑ) = r cosϑ+ (n× r) sinϑ

Dı́ky n× r = (0, 1, 0) dostaneme

u = (
√
a2 − 1 cosϑ, sinϑ, a cosϑ) ,

a tedy kandidáty na tečny jsou př́ımky (0 ≤ ϑ < 2π)

x = t
√
a2 − 1 cosϑ+ a

y = t sinϑ (174)

z = ta cosϑ+
√
a2 − 1 .

Tečny jsou ovšem jenom ty př́ımky, které maj́ı s hyperboloidem H
společný právě jeden bod. Hledáme tedy, kdy má následuj́ıćı soustava
rovnic řešeńı pouze pro t = 0:

x2 + y2 − z2 − 1 = 0
X = tu +A .

Dosazeńım rovnic př́ımky (174) do rovnice hyperboloidu dostaneme

(a2 − 1)t2 cos2 ϑ+ 2at
√
a2 − 1 cosϑ+ a2 + t2 sin2 ϑ

− a2t2 cos2 ϑ− 2at
√
a2 − 1 cosϑ− a2 + 1− 1 = 0
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t2(sin2 ϑ− cos2 ϑ) = 0 .

Pro sin2 ϑ 6= cos2 ϑ existuje jediné řešeńı (pr̊unik př́ımky a hyperbo-
loidu) pro t = 0, př́ımky jsou tedy skutečně tečny.

Pro sin2 ϑ = cos2 ϑ je řešeńım libovolné t ∈ R, tedy př́ımky lež́ı
celé v hyperboloidu (jsou to pr̊usečnice hyperboloidu a tečné roviny).
Všimněte si, že to jsou právě dvě př́ımky a že je lze chápat jako kužel
v R2 (degenerovanou kuželosečku). ∗DKo,MZ

17.10 Chlad́ıćı věže podruhé: �

n

Úkol: Najděte rovnice tečen k jednod́ılnému hyperboloidu v Rn

n−1∑

i=1

x2i − x2n − 1 = 0 (175)

1. v bodě B = [a, 0, . . . , 0,
√
a2 − 1],

2. v obecném bodě B = [a1, a2, . . . , an−1,
√∑n−1

i=1 a
2
i − 1]. Pro

jednoduchost předpokládejte a1 6= 0.

Řešeńı: 1. Necht’ {ei}ni=1 je kanonická báze V . Najděme normálu
k tečnému prostoru hyperboloidu v bodě B (značme jej TB), což je
nyńı (n − 1)–dimenzionálńı plocha. Podobně jako v př́ıkladu 17.9
definujeme funkci

f(x) =

n−1∑

i=1

x2i − x2n

a hyperboloid je ekviskalárńı plocha této funkce pro hodnotu 1. Pole
gradientu je

∇f(x) = (2x1, 2x2, . . . , 2xn−1,−2xn)

a normálový vektor k hyperboloidu je vektor tohoto pole v bodě B

n =
1

2
∇f(B) = (a, 0, . . . , 0,−

√
a2 − 1) .
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Směrové vektory tečen lež́ı v ortogonálńım doplňku L(n). Najděme
ortogonálńı bázi tohoto tečného podprostoru TB (připomı́náme
dimTB = n−1). Bázové vektory snadno uhodneme (ověřte vi ·n = 0)

v1 = (
√
a2 − 1, 0, . . . , 0, a) , vi = ei i = 2, . . . , n− 1 .

Obecná tečná př́ımka k hyperboloidu v bodě B má směrový vektor
u ∈ TB , který lze zapsat jako lineárńı kombinaci

u =

n−1∑

i=1

αivi .

Př́ımky maj́ı pak tvar X = su +B, s ∈ R, neboli

x1 = s α1
√
a2 − 1 + a

x2 = s α2
...

xn−1 = s αn−1
xn = s α1a+

√
a2 − 1 .

Hledejme opět, které z těchto př́ımek maj́ı s hyperboloidem jediný
společný bod. Dosad’me tyto rovnice do rovnice hyperboloidu a zkou-
mejme, pro jaká α1, . . ., αn−1 existuje jediné řešeńı s = 0:

s2α21(a
2 − 1) + 2saα1

√
a2 − 1 + a2 + s2α22 + . . .

. . .+ s2α2n−1 − s2aα21 − 2saα1
√
a2 − 1− a2 + 1− 1 = 0

s2(−α21 +
n−1∑

i=2

α2i ) = 0 .

Závěr je tedy následuj́ıćı:

−α21 +
∑n−1
i=2 α

2
i 6= 0 př́ımka má s hyperbolou společný právě jeden

bod, a je tedy jeho tečnou;

−α21 +
∑n−1
i=2 α

2
i = 0 př́ımka lež́ı celá v hyperboloidu.

326



Z podmı́nky −α21 +
∑n−1
i=2 α

2
i = 0 zároveň vid́ıme, že pr̊unikem

jednod́ılného hyperboloidu s tečným podprostorem TB je kvadrika
Q(x) = 0 signatury (n− 2)+, (1)−, (0)0, tedy kužel v TB (srovnejte
s rovnićı kuželu v př́ıkladu 17.1, resp. se signaturou př́ıslušné kvad-
riky).

2. Začněme opět určeńım normálového vektoru k tečnému prostoru
TB :

n =
1

2
∇f(B) = (a1, a2, . . . , an−1, an) , an = −

√√√√
n−1∑

i=1

a2i − 1 .

Bázové vektory TB opět hledáme z podmı́nky vi · n. Označ́ıme je
v2, . . . , vn a z jedné vody načisto ṕı̌seme

v2 = (−a2, a1, 0, 0, 0, 0, . . . , 0)
v3 = (−a3, 0, a1, 0, 0, 0, . . . , 0)

...
vn = (−an, 0, 0, 0, 0, . . . , 0, a1) .

Obecná tečná př́ımka v bodě B je tedy popsána rovnicemi (s ∈ R)

x1 = a1 − s
n∑

i=2

αiai

x2 = a2 + sα2a1
...

xn−1 = an−1 + sαn−1a1
xn = −an + sαna1

a budeme dále mezi těmito př́ımkami hledat ty, které maj́ı s hyper-
boloidem v́ıce společných bod̊u. Dosad́ıme právě napsané rovnice do
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rovnice hyperboloidu a výrazy setř́ıd́ıme podle mocnin parametru s.

s2



(

n∑

i=2

αiai

)2
+

n−1∑

i=2

α2i a
2
1 − α2na21


+

+s

(
−2a1

n∑

i=2

αiai + 2a1

n−1∑

i=2

αiai + 2a1αnan

)
+

n−1∑

i=1

a2i−a2n−1 = 0

Lineárńı členy se odečtou, absolutńı členy se užit́ım
∑n−1
i=1 a

2
i = a2n+1

odečtou taktéž a zbývaj́ı pouze kvadratické

s2



(

n∑

i=2

αiai

)2
+

n−1∑

i=2

α2i a
2
1 − α2na21


 = 0 .

Vid́ıme opět, že př́ımky z TB , které procházej́ı bodem B, maj́ı z hy-
perboloidem bud’ jediný společný bod anebo lež́ı v tomto hyper-
boloidu celé: podle toho, zda je pro daná α2, . . . , αn velká závorka
nulová či nenulová. Výraz v této závorce je kvadratická forma na
Rn−1 v proměnných α2, . . . , αn s matićı C typu (n− 1)× (n− 1)

C =




a22 + a21 a2a3 a2a4 . . . a2an
a3a2 a23 + a21 a3a4 a3an
a4a2 a4a3 a24 + a21 a4an
...

. . .
...

ana2 ana3 . . . a2n − a21




(176)

Potřebujeme tedy zjistit, zda je tato forma definitńı či indefinitńı,
tedy zda ~αTC~α může být někdy nula.

Diagonalizujme formu definovanou matićı C. K i–tému řádku
(řádky indexujeme i = 2, 3, . . . , n) přičteme −aia2/(a22+a21)–násobek
druhého řádku. Výsledek těchto n− 2 operaćı lze shrnout takto:

• prvńı sloupec, tedy prvky (i, 2), i = 3, 4, . . . , n jsme vynulovali,

• nediagonálńı prvky (i, j), i, j = 3, 4, . . . , n, i 6= j

aiaj → aiaj − a2aj
aia2

a22 + a21
= aiaj

a21
a22 + a21
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• diagonálńı prvky (i, i), i = 3, 4, . . . , n− 1

a2i + a21 → a2i + a21 − aia2
aia2

a22 + a21
=
(
a2i + a22 + a21

) a21
a22 + a21

• posledńı prvek (n, n)

a2n − a21 → a2n − a21 − ana2
ana2
a22 + a21

=
(
a2n − a22 − a21

) a21
a22 + a21

Když ted’ všechny řádky kromě prvńıho (i = 2) vynásob́ıme koefi-

cientem
a22+a

2
1

a21
, dostaneme matici, která se od (176) lǐśı vynulovaným

prvńım sloupcem a dále t́ım, že na diagonále stoj́ı všude (kromě
prvńıho řádku) a21 + a22 mı́sto a21. Zcela analogicky k vynulováńı
prvńıho sloupce lze tedy vynulovat i sloupce daľśı; pro větš́ı přehled-
nost můžeme při nulováńı k–tého sloupce (k = 3, . . . , n− 1) označit

b2 =
∑k−1
i=1 a

2
i a pak plat́ı všechny výšeuvedené úpravy týkaj́ıćı se

sloupce k = 2 i pro sloupce ostatńı, pokud v nich zaměńıme a21 za
b2.

Na konci řádkových úprav dostaneme tedy matici




∑2
i=1 a

2
i a2a3 a2a4 . . . a2an

0
∑3
i=1 a

2
i a3a4 a3an

0 0
∑4
i=1 a

2
i a4an

...
. . .

...
0 0 0 . . . a2n −

∑n−1
i=1 a

2
i



,

kde a2n −
∑n−1
i=1 a

2
i = −1 a všechny ostatńı diagonálńı elementy jsou

kladné. Rozmyslete si, že pokud se dále pust́ıme do sloupcových
úprav, které odpov́ıdaj́ı všem provedeným řádkovým úpravám, vy-
nuluj́ı se všechny zbývaj́ıćı nediagonálńı prvky a diagonála z̊ustane
nezměněna.

Můžeme tedy učinit závěr, že kvadratická forma reprezentovaná
matićı (176) má signaturu (n−2)1, (1)−1, (0)0, a tedy budou existovat
vektory ~α = (α2, . . . , αn)

T , pro které ~αTC~α = 0. Př́ımky

X = sv +B , s ∈ R , v =

n∑

i=2

αivi , kde ~αTC~α = 0
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potom lež́ı celé v hyperboloidu, zat́ımco př́ımky s ~αTC~α 6= 0 jsou
jeho tečny.

Zjistili jsme tedy, že i v tomto obecněǰśım př́ıpadě je pr̊unikem
jednod́ılného hyperboloidu s tečným prostorem TB kvadrika Q(x) =
0 signatury ,,samé plusy, jeden minus”, tedy (n − 1)-dimenzionálńı
kužel. ∗DKo,MZ
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18 Rozklady polárńıka při teplotńı pseu-
doinverzi

18.1 Polárńı rozklad deformačńıho gradientu

Úkol: Deformačńı funkce98 jednoduchého smyku χ (x), x = (x1,
x2, x3)

T je dána vztahem

χ(x) =



x1 + kx2

x2
x3




• Spočtěte deformačńı gradient F = Grad χ (x).

• Najděte polárńı rozklad deformačńıho gradientu, tzn. najděte
takové matice R a S, které splňuj́ı F = RS, přičemž R je
ortogonálńı (RT = R−1), S je symetrická (S = ST ) a pozitivně
definitńı (x 6= 0 ⇒ Sx · x > 0).

Řešeńı: Složky tenzoru deformačńıho gradientu99 jsou definovány
jako F ij = Gradij χ (x) = ∂χi/∂xj , tud́ıž

F =




1 k 0
0 1 0
0 0 1


 .

Nyńı se budeme věnovat hlavńı části př́ıkladu — hledáńı polárńıho
rozkladu matice F . Z vlastnosti matic R a S plyne, že

FTF = (RS)
T
(RS) = STRTRS = STS = S2,

odkud S =
√
FTF ; odmocnina F TF neńı jednoznačná, ale vždy

mezi nimi existuje jedna pozitivně definitńı matice (při odmocňováńı
vlastńıch č́ısel je třeba volit kladné odmocniny, viz př́ıklad 9.7).

98Vy, kdož touž́ıte pouze po matematickém problému, najděte si v řešeńı, jak
vypadá matice F a proved’te jej́ı polárńı rozklad.

99Je to tenzor typu (1, 1) na R3. Tyto tenzory lze chápat jako lineárńı zobrazeńı
R3 → R3, a proto jej tomto př́ıkladu budeme brát jako obyčejnou matici 3× 3.
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Matici R dopočteme tak, aby to vyšlo, tzn. R = FS−1. Ověřme,
že pokud F TF = S2, pak je takto definovaná matice skutečně orto-
gonálńı.

RTR =
(
FS−1

)T
(FS) = S−1FTFS−1 = S−1S2S−1 = �

Je–li nav́ıc determinant matice F kladný, pak je i determinant ma-
tice R kladný a zobrazeńı zadané matićı R je vlastńı rotace (tedy
nikoliv rotace spojená se zrcadleńım). Ještě si uvědomı́me, co zna-
mená v tomto př́ıpadě polárńı rozklad fyzikálně. Libovolnou de-
formaci F , lze rozložit na rotaci R a čistou deformaci S. Veškerá
objemová změna, jej́ıž mı́rou je jak známo determinant transfor-
mace, je tak soustředěna v matici čisté deformace S. Skutečně
detF = detR detS = detS.

Začneme poč́ıtat. Nejdř́ıve se pokuśıme úlohu vyřešit ,,fyzikál-
ńım” postupem, který bude odlǐsný od výše popsaného ,,matematic-
kého”. Ze zápisu deformačńı funkce χ je zřejmé, že se ve směru osy
x3 nic neděje a veškerá deformace prob́ıhá v rovině x1x2. Je proto
rozumné vyzkoušet, jestli bychom za matici R nemohli vźıt

R =




cosϕ sinϕ 0
− sinϕ cosϕ 0

0 0 1


 , (177)

což je matice popisuj́ıćı otočeńı kolem osy x3 v záporném směru (po
směru hodinových ručiček), viz př́ıklad 10.1. Úhel ϕ, který je zat́ım
libovolný, urč́ıme tak, abychom splnili podmı́nky polárńıho rozkladu,
tedy aby S = R−1F byla symetrická.

S =




cosϕ − sinϕ 0
sinϕ cosϕ 0
0 0 1






1 k 0
0 1 0
0 0 1


 =




cosϕ k cosϕ− sinϕ 0
sinϕ k sinϕ+ cosϕ 0
0 0 1


 .

Má-li být tato matice symetrická, je třeba volit ϕ tak, aby

k cosϕ− sinϕ = sinϕ ,

odkud k = 2 tanϕ. Takové ϕ lze jistě nalézt, nav́ıc ϕ ∈
(
−π
2 ,

π
2

)
. Pak

je

S =




cosϕ sinϕ 0

sinϕ 1+sin2ϕ
cosϕ 0

0 0 1



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Matice S má být ještě pozitivně definitńı. Zde nezbývá než dou-
fat, že skutečně bude, protože s parametrem ϕ již nemůžeme hýbat.
Pokud by S nebyla pozitivně definitńı, museli bychom mı́sto (177)
zkusit použ́ıt nějakou nevlastńı rotaci, např́ıklad R · diag(−1, 1, 1).
Determinanty hlavńıch minor̊u jsou

det (cosϕ) = cosϕ

det

(
cosϕ sinϕ

sinϕ 1+sin2ϕ
cosϕ

)
= 1

det




cosϕ sinϕ 0

sinϕ 1+sin2ϕ
cosϕ 0

0 0 1


 = 1 .

Všechny determinanty jsou kladné, a proto (Jacobi–Sylvestrova věta)
je S skutečně pozitivně definitńı.

Předved’me si ještě silové řešeńı problému, které bude podrobně
sledovat postup navržený v úvodu. Matice F TF je

FTF =




1 k 0
k k2 + 1 0
0 0 1




Tuto matici je třeba odmocnit. Zde použijeme techniku z př́ıkladu
9.7, jej́ıž výhoda spoč́ıvá v tom, že jako vedleǰśı produkt vypočteme
i vlastńı vektory matice, kterou máme odmocnit. Nejprve najdeme
vlasńı č́ısla.

det
(
FTF − λ �

)
= (1− λ)

(
λ2 − (2 + k2)λ+ 1

)
,

odkud (označme si k = 2 tanϕ)

λ1 = 1 +
k2

2
+ k

√
1 +

k2

4
= 1 + 2 tan2 ϕ+ 2 tanϕ

1

cosϕ
=

= 1 + 2 tanϕ

(
1 + sinϕ

cosϕ

)

λ2 = 1 +
k2

2
− k

√
1 +

k2

4
= 1 + 2 tan2 ϕ− 2 tanϕ

1

cosϕ
=

= 1 + 2 tanϕ

(−1 + sinϕ

cosϕ

)

λ3 = 1 .
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Vlastńı vektor př́ıslušej́ıćı vlastńımu č́ıslu λ3 = 1 je evidentně vλ3 =
(0, 0, 1)T , daľśı vlastńı vektory źıskáme jako řešeńı soustavy rovnic

0 =
(
FTF − λ1,2 �

)
vλ1,2 =

=



−2 tanϕ

(
±1+sinϕ
cosϕ

)
2 tanϕ 0

2 tanϕ 4 tan2 ϕ− 2 tanϕ
(
±1+sinϕ
cosϕ

)
0

0 0 1


 vλ1,2 =

=



−2 tanϕ

(
±1+sinϕ
cosϕ

)
2 tanϕ 0

2 tanϕ −2 tanϕ
(
±1−sinϕ
cosϕ

)
0

0 0 1


 vλ1,2 .

Je vhodné použ́ıt identitu

(±1− sinϕ

cosϕ

)(±1 + sinϕ

cosϕ

)
=

1− sin2 ϕ

cos2 ϕ
= 1 , (178)

tento vztah se nám ještě bude hodit, až budeme hledat odmocninu
z vlastńıch č́ısel. Ted’ urč́ıme vlastńı vektory

vλ1 =




1
1+sinϕ
cosϕ

0


 , vλ2 =




1
−1+sinϕ
cosϕ

0


 .

Jordan̊uv tvar matice je

JFTF =




1 + 2 tanϕ
(
1+sinϕ
cosϕ

)
0 0

0 1 + 2 tanϕ
(
−1+sinϕ
cosϕ

)
0

0 0 1




a transformačńı matice, která převád́ı F TF na Jordan̊uv tvar je

C =




1 1 0
1+sinϕ
cosϕ

−1+sinϕ
cosϕ 0

0 0 1


 , C−1 =




1−sinϕ
2

cosϕ
2 0

1+sinϕ
2 − cosϕ2 0

0 0 1


 .
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Pokud jsme nalezli Jordan̊uv tvar F TF , provedeme odmocněńı
snadno

√
FTF = C

√
JFTFC

−1 = C



√
λ1 0 1
0

√
λ2 0

0 0
√
λ3


C−1 ,

největš́ım problémem bude inteligentńım zp̊usobem odmocnit vlastńı
č́ısla (t́ım samozřejmě nemysĺıme odmocninu z jedničky). Vzpome-
neme si na výše uvedený vztah pro rozepsáńı jedničky (178) a do-
staneme

λ1,2 = 1+2 tanϕ

(±1 + sinϕ

cosϕ

)
=

(±1− sinϕ

cosϕ

)(±1 + sinϕ

cosϕ

)
+

+ 2 tanϕ

(±1 + sinϕ

cosϕ

)
=

(±1 + sinϕ

cosϕ

)2
,

odkud (při odmocňováńı voĺıme vždy znaménko plus, chceme źıskat
pozitivně definitńı matici)

√
λ1 =

1 + sinϕ

cosϕ
,

√
λ2 =

1− sinϕ

cosϕ
.

Konečně máme tedy
√
FTF ve tvaru




1 1 0
1+sinϕ
cosϕ

−1+sinϕ
cosϕ 0

0 0 1






1+sinϕ
cosϕ 0 0

0 1−sinϕ
cosϕ 0

0 0 1







1−sinϕ
2

cosϕ
2 0

1+sinϕ
2 − cosϕ2 0
0 0 1


 ,

což dává

√
FTF = S =




cosϕ sinϕ 0

sinϕ 1+sin2ϕ
cosϕ 0

0 0 1


 .

Podle receptu pak je R = FS−1, aneb

R =




1 2 tanϕ 0
0 1 0
0 0 1






1+sin2 ϕ
cosϕ − sinϕ 0

− sinϕ cosϕ 0
0 0 1


 =




cosϕ sinϕ 0
− sinϕ cosϕ 0

0 0 1


 ,
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matice R a S nám kupodivu vyšly stejně jako při ,,fyzikálńım” po-
stupu. Zde aspoň nemuśıme ověřovat jejich vlastnosti (jsou dány po-
stupem). Nav́ıc jsme ještě našli vlastńı vektory a vlastńı č́ısla matice
S, čili směry, ve kterých docháźı k maximálńımu resp. minimálńımu
prodloužeńı (zkráceńı). ∗VP

18.2 Polárńı rozklad singulárńı matice

Úkol: Ukažte, že i v př́ıpadě, kdy matice A neńı regulárńı, existuj́ı
unitárńı matice U a hermitovská pozitivně semidefinitńı matice B
takové, že

A = UB (179)

.

Řešeńı: Protože matice A†A je zajisté hermitovská a pozitivně se-
midefinitńı, můžeme stejně jako v př́ıpadě regulárńı A nalézt jej́ı
odmocninu B. Unitárńı matici U i nyńı dodefinujeme tak, aby pla-
tilo A = UB, jen s t́ım rozd́ılem, že už nemůžeme prostě položit
U = AB−1.

Pomůžeme si jinak. Zadáme-li nějakou bázi v Cn, pak všechny
zde uvedené matice definuj́ı jisté operátory na Cn. Zvolme si tedy
bázi vlastńıch vektor̊u bk operátoru Â†Â a definujme operátor Û
tak, že řekneme, jak p̊usob́ı na jednotlivé vektory báze. Je-li vlastńı
č́ıslo λk nenulové, definujeme prostě Ûbk = 1√

λk
Âbk, tedy právě tak,

aby bylo (179) splněno. Potom ovšem pro každé dva vektory bk, bl
př́ıslušné nenulovým vlastńım č́ısl̊um Â†Â plat́ı

Ûbk · Ûbl =
1√
λkλl

bk · Â†Âbl =
λl√
λlλk

bk · bl = δkl ,

což je potřeba, aby Û byl unitárńı.
Na vlastńıch vektorech odpov́ıdaj́ıćıch vlastńımu č́ıslu nula bude

(179) splněno automaticky, a proto tam Û už dodefinujeme jakkoli,

ale tak, aby byl unitárńı. To provedeme tak, že vektory Ûbk pro
λk > 0 doplńıme na ortonormálńı bázi Cn, a tyto doplněné vektory
vezmeme (v libovolném pořad́ı) za obrazy těch bk, které př́ısluš́ı

vlastńımu č́ıslu nula. Tak budeme mı́t zaručeno, že Û zachovává
skalárńı součin, a tedy je unitárńı.
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Podobně lze dokázat, že existuj́ı i zbylé dva polárńı rozklady uve-
dené ve skriptech [PLA] na str. 289. ∗TB

18.3 Nejbližš́ı řešeńı soustavy rovnic

Úkol: Označme S(A) podprostor generovaný sloupci matice A. Ne-
cht’ b je libovolný vektor; potom pro každé řešeńı x rovnice ATAx =
AT b plat́ı, že Ax je ortogonálńı projekćı vektoru b do podprostoru
S(A).
Poznámka: Mějme soustavu Ax = b s n rovnicemi a m < n
neznámými (A je tedy matice typu n × m). Pro libovolné x je
vždy Ax ∈ S(A). Výšeuvedené tvrzeńı ř́ıká, že pokud tato soustava
nemá řešeńı (b nelze zapsat jako lineárńı kombinaci sloupc̊u ma-
tice A, neboli Ax 6∈ S(A)), můžeme zkusit řešit alespoň soustavu
ATAx = AT b. Jej́ı řešeńı x pak má tu vlastnost, že

‖Ax− b‖ = min
x′∈Rm

‖Ax ′ − b‖ ,

tedy chyba, které se dopoušt́ıme, je minimálńı možná. Ortogonálńı
projekce vektoru v na podprostor W je totiž ten vektor z W , který
je ,,nejbĺıže” k v (viz př́ıklad 6.3).

Řešeńı: Vektor y je ortogonálńı projekćı vektoru b do podprostoru
S(A) právě tehdy, když je vektor b − y kolmý ke všem vektor̊um
prostoru S(A), tj. plat́ı 〈y − b|Az〉 = 0 pro všechny vektory z ∈
Rm. Necht’ tedy y = Ax, kde x je vektor ze zadáńı př́ıkladu. Potom
〈Ax − b|Az〉 = 〈ATAx − AT b|z〉 = 〈0|z〉 = 0, a tedy Ax je vskutku
ortogonálńı projekćı vektoru b do podprostoru S(A). ∗DK

18.4 Lineárńı regrese potřet́ı jinak

Úkol: Nalezněte ,,co nejlepš́ı” řešeńı soustavy




x0 1
x1 1
...
...

xn 1




(
a
b

)
=




f(x0)
f(x1)
...

f(xn)


 ,
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kde jsou x0, . . . , xn po dvojićıch r̊uzná č́ısla (pro jednoduchost berme
vše v reálných č́ıslech) a f(x0), . . . , f(xn) libovolná reálná č́ısla. Roz-
myslete si, jak m̊uže být vhodné definovat ,,co nejlepš́ı” řešeńı sou-
stavy; nechte se inspirovat př́ıkladem 5.7, který se zabývá lineárńı
regreśı metodou nejmenš́ıch čtverc̊u.

Řešeńı: Zavedeme označeńı, ve kterém má právě uvedená soustava
tvar Ac = f. Pokud nemáme neobvyklé štěst́ı a rovnice nejsou až na
dvě (resp. jednu) lineárně závislé, pak soustava nemá řešeńı. Jinak:
pravá strana nelež́ı v sloupcovém prostoru matice A. Mı́sto neexis-
tuj́ıćıho řešeńı budeme hledat řešeńı rovnice Ac = f⊥, kde f⊥ znač́ı
projekci pravé strany do sloupcového prostoru matice A. Protože se
jedná o kolmou projekci, muśı platit f− f⊥⊥ S(A), kde S(A) znač́ı
sloupcový prostor matice A. Uvedenou podmı́nku kolmosti zaṕı̌seme
v řeči matic jako AT (f− f⊥) = 0. Pak lze psát

Ac = f⊥

ATAc = AT f⊥

ATAc = AT f . (180)

Mı́sto p̊uvodńıho problému Ac = f budeme tedy řešit (180), viz také
př́ıklad 18.3. V našem př́ıpadě je matice ATA invertibilńı (viz vztah
181), a proto

c =
(
ATA

)−1
AT f .

Matice na pravé straně, A¬ =
(
ATA

)−1
AT , se definuje jako pseu-

doinverze matice A, a lze ji tedy chápat jako určitou ,,náhradu”
inverzńı matice tam, kde A−1 neexistuje, konkrétně pro obdélńıkové
matice m × n, m < n, plné hodnosti, tedy m (to je tehdy, když
je matice ATA regulárńı). V př́ıpadě m = n splývá pseudoinverze
s obvyklou inverźı (ověřte).

Pseudoinverzi nebudeme v našem př́ıpadě explicitně poč́ıtat, po-
uze vyč́ısĺıme výrazy na obou stranách rovnice (180):

ATA =

(
x0 x1 · · · xn
1 1 · · · 1

)



x0 1
x1 1
...

...
xn 1


 =




n∑
i=0

xi
2

n∑
i=0

xi
n∑
i=0

xi n+ 1


 (181)
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AT f =

(
x0 x1 · · · xn
1 1 · · · 1

)



f(x0)
f(x1)

...
f(xn)


 =




n∑
i=0

f(xi)xi
n∑
i=0

f(xi)


 .

Rovnice (180) pro neznámé a, b je tedy




n∑
i=0

xi
2

n∑
i=0

xi
n∑
i=0

xi n+ 1



(
a
b

)
=




n∑
i=0

f(xi)xi
n∑
i=0

f(xi)


 ,

což je stejná soustava jako v úloze 5.7. Objevili jsme tedy alternativńı
formulaci problému aproximace metodou nejmenš́ıch čtverc̊u.

∗VP
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19 Poklady ukryté v tenzorech

V této kapitole budeme oproti ostatńım kapitolám dbát na rozd́ıl
mezi dolńımi a horńımi indexy. Složky vektor̊u maj́ı indexy nahoře, a
pokud potřebujeme č́ıslovat vektory (např́ıklad vektory nějaké báze),
ṕı̌seme indexy dole. U forem je to přesně naopak.

vektory: e1, . . . , en , v = (v1, . . . , vn)T

formy: φ1, . . . , φn , φ = (ϕ1, . . . , ϕn)

Automaticky budeme použ́ıvat Einsteinovu konvenci, tedy sč́ıtáńı
přes dva stejné indexy. Přitom ale muśı být jeden index dole a druhý
nahoře.

Pokud chápeme horńı index jako č́ıslo řádku a dolńı index jako
č́ıslo sloupce, lze chápat např́ıklad AijB

j
k = Cik jako obvyklé násobeńı

matic AB (v tomto pořad́ı).

19.1 Jak může vypadat tenzor typu (2, 1)

Úkol: Mějme dva pevně zadané vektory a = (1, 2)T , b = (−1, 1)T .
Uvažujme tenzor typu (2, 1) na R2

T (v, u, ϕ) = (a · v)ϕ(u) + 2ϕ(v)(b · u) .

a) Určete složky tenzoru T vzhledem ke kanonické bázi.

b) Nalezněte duálńı bázi k N = {(1, 1)T , (2,−1)T } a určete složky
tenzoru T vzhledem k těmto báźım.

c) Je tenzor T symetrický?

Řešeńı: Označme kanonickou bázi K = {e1, e2} = {(1, 0)T , (0, 1)T }
a bázi k ńı duálńı K ′ = {e′1, e′2} = {(1, 0), (0, 1)}. Pojem “složky
tenzoru” vycháźı z následuj́ıćı úvahy: zapǐsme vektory v, u a formu ϕ
pomoćı složek jako

∑
viei,

∑
ujej ,

∑
ϕke

′k a nechme na ně p̊usobit
tenzor T . Dı́ky linearitě pak plat́ı

T (v, u, ϕ) =
∑

i,j,k

T (ei, ej , e
′k)viujϕk .
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Pokud je tedy zadána konkrétńı báze (např́ıklad K), vektory (formy)
popisujeme pomoćı souřadnic v této bázi (v bázi k ńı duálńı) a nás
zaj́ımá, jak p̊usob́ı tenzor T , stač́ı pro to znát č́ısla T (ei, ej , e

′k) ≡ T kij
(toto je definice T kij). Těmto č́ısl̊um se ř́ıká složky tenzoru.

Spoč́ıtat je pro kanonickou bázi jistě nebude problém (s výhodou
už́ıváme e′1(e2) = e′2(e1) = 0, e′1(e1) = e′2(e2) = 1). Např́ıklad

T 112 = T (e1, e2, e
′1) = (a · e1)e′1(e2) + 2e′1(e1)(b · e2) = 0 + 2 · 1 = 2 ,

T 221 = T (e2, e1, e
′2) = (a·e2)e′2(e1)+2e′2(e2)(b·e1) = 0+2·(−1) = −2 .

Všech osm složek lze přehledně zapsat jako

T k1j =

(
T 111 T

1
12

T 211 T
2
12

)
=

(
−1 2
0 1

)
, T k2j =

(
2 0

−2 4

)
.

Ad b) Složky tenzoru T v bázi N = {f1, f2} můžeme spoč́ıtat
stejně jako pro kanonickou bázi s t́ım, že mı́sto ei a e′i dosazujeme fi
a f ′i. Dı́ky jednoduchému tvaru tenzoru T dokonce duálńı bázi neńı
ani zapotřeb́ı poč́ıtat (pro zájemce N ′ = { 13 (1, 2), 13 (1,−1)}), stač́ı
jen použ́ıvat f ′i(fj) = δij . T́ımto postupem nám vyjde

T ′
k
1j =

(
3 −6
0 3

)
, T ′

k
2j =

(
0 0
0 −6

)
.

Stejný výsledek lze ale źıskat i jinak: podle pravidel o transformaci
složek tenzor̊u při změně báze. Zopakujme si př́ıslušnou větu. Je-li
E matice přechodu od K k N (pozor100, srovnejte např. s př́ıkladem
4.9), tedy E(e1, e2)

T = (f1, f2)
T , pak se složky vektoru v transfor-

muj́ı vi
′

= [(ET )−1]i
′

i v
i (tedy sloupcový vektor složek v násob́ıme

zleva (ET )−1 — u matice, která stoj́ı v součinu vlevo sč́ıtáme přes
sloupcový index, tedy index dole) a složky formy ϕ podle vztahu
ϕk′ = (ET )kk′ϕk (řádkový vektor složek násob́ıme zprava ET ).

U obecného tenzoru T je potřeba transformovat každý horńı
index i pomoćı

∑
i[(E

T )−1]i
′

i T
...i
... a každý dolńı index k pomoćı∑

k(E
T )kk′T

...
...k. Pro náš tenzor to tedy bude

T ′
k′

i′j′ = T kij(E
T )ii′(E

T )jj′ [(E
T )−1]k

′

k .

100Zde použ́ıváme jinou konvenci při definici matice přechodu: často se matićı
přechodu nazývá matice ET .
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Pokud budeme cht́ıt T ′k
′

i′j′ opět zapisovat jako matice 2 × 2 a T kij
vkládat ve stejném formátu, bude se hodit vztah rozepsat

T ′
k′

1j′ = T k1j(E
T )11(E

T )jj′ [(E
T )−1]k

′

k + T k2j(E
T )21(E

T )jj′ [(E
T )−1]k

′

k ,

T ′
k′

2j′ = T k1j(E
T )12(E

T )jj′ [(E
T )−1]k

′

k + T k2j(E
T )22(E

T )jj′ [(E
T )−1]k

′

k ,

neboli pomoćı matic (T1 je matice se složkami T k1j)

T ′1 = (ET )−1T1E
T (ET )11 + (ET )−1T2E

T (ET )21 =

=
1

3

(
1 2
1 −1

)(
−1 2
0 1

)(
1 2
1 −1

)
· 1+

+
1

3

(
1 2
1 −1

)(
2 0

−2 4

)(
1 2
1 −1

)
· 1 =

(
3 −6
0 3

)
.

T ′2 = (ET )−1T1E
T (ET )12 + (ET )−1T2E

T (ET )22 =

=
1

3

(
1 2
1 −1

)(
−1 2
0 1

)(
1 2
1 −1

)
· 2+

+
1

3

(
1 2
1 −1

)(
2 0

−2 4

)(
1 2
1 −1

)
· (−1) =

(
0 0
0 −6

)
.

Ad c) Tenzor T rozhodně symetrický neńı. Ve složkách to znamená,
že (v jakékoliv bázi) existuj́ı indexy i, j, k takové, že T kij 6= T kji
(např́ıklad T 221 6= T 212). V řeči vektor̊u to znamená, že existuje v,
u, ϕ tak, že T (v, u, ϕ) 6= T (u, v, ϕ). Když už jsme odhalili nesymetrii
ve složkách, nab́ıźı se nám př́ımo volba v = e2, u = e1, ϕ = e′2.

Symetrie tenzoru znamená, že lze zaměnit dva dolńı nebo dva
horńı indexy, symetrie typu T 21 = T 12 nezkoumáme. ∗KV

19.2 Jednoduchý tenzor typu (0, 2)

Úkol: Mějme zadané dva vektory u = (u1, u2, u3), v = (v1, v2, v3).
Nalezněte složky tenzoru T = u⊗symv (symetrický tenzorový součin)
vzhledem ke kanonické bázi. T je tedy tenzor typu (0, 2) definovaný
předpisem

T : ϕ,ψ ∈ R3∗ 7→ ϕ(u)ψ(v) + ϕ(v)ψ(u) .
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Dokažte, že T je symetrický, a ověřte, že T ij = T ji.
Dále zvolte u = (1, 2, 3), v = (1,−1, 0) a nalezněte složky tenzoru

T vzhledem k bázi R3

f 1 = (1, 1, 1) , f 2 = (0, 1, 2) , f 3 = (0, 0, 1) .

Muśı i v obecné bázi pro složky T platit T kl = T lk? Poznámka:
nezapomeňte, že se do T dosazuj́ı formy a ne vektory.

Řešeńı: Tenzor má složky

T ij =




2u1v1 u1v2 + u2v1 u1v3 + u3v1

u2v1 + u1v2 2u2v2 u2v3 + u3v2

u3v1 + u1v3 u3v2 + u2v3 2u3v3


 .

Složky v nekanonické bázi vypoč́ıtáme bud’ dosazováńım forem
z duálńı báze f 1 = (1, 0, 0), f 2 = (−1, 1, 0), f 3 = (1,−2, 1), nebo
pomoćı transformačńıch vztah̊u:

T ′
kl

= T ijAkiA
l
j = Aki T

ijAlj = Aki T
ij [AT ]lj =

=




1 0 0
−1 1 0
1 −2 1






2 1 3
1 −4 −3
3 −3 0






1 −1 1
0 1 −2
0 0 1


 =




2 −1 3
−1 −4 3
3 3 0


 ,

tedy T ′ = ATAT ; do řádk̊u matice A jsme psali výše uvedené složky
duálńı báze (proč?). ∗KV

19.3 Tenzor setrvačnosti

Úkol: Tenzor setrvačnosti J tělesa v klasické mechanice lze chápat
jako tenzor typu (1, 1) na R3.
Budiž ω vektor úhlové rychlosti a ϕn forma, která přǐrazuje vek-

toru x velikost jeho (kolmého) pr̊umětu do směru n (násobenou
délkou n). Tenzor J pak pracuje následovně (pokud dosazujeme
formu s jednotkovým vektorem n): J(ω, ϕn) je velikost pr̊umětu mo-
mentu hybnosti uvažovaného tělesa do směru n, je-li jeho úhlová
rychlost ω.
Pro jediný hmotný bod (o hmotnosti m) v bodě (pevném) r =

(r1, r2, r3) má tenzor setrvačnosti tvar

J(ω, ϕn) = ϕn
[
m(ω× r)× r

]
.
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1. Vysvětlete, proč lze libovolný tenzor typu (1, 1) na Rn ztotožnit
s lineárńım zobrazeńım Rn → Rn.

2. Určete složky tenzoru J v kanonické bázi K. Poznámka: pro
těleso složené z v́ıce hmotných bod̊u je celkový tenzor se-
trvačnosti roven součtu tenzor̊u odpov́ıdaj́ıćıch jednotlivým
bod̊um.

3. Nalezněte složky tenzoru J vzhledem k bázi B = {(1, 1, 1),
(0, 1, 1), (0, 0, 1)}.

Řešeńı: 1. Tenzor T typu (1, 1), tedy funkci T (x, ϕ), x ∈ Rn, ϕ ∈
(Rn)∗ lze ztotožnit s lineárńım zobrazeńım T : Rn → Rn:

T(x) = T (x, e1)e1 + . . . + T (x, en)en ,

kde {ei} je libovolná báze Rn a {ei} báze k ńı duálńı. Je-li zadán
tenzor T , je toto zobrazeńı jednoznačně definováno; známe-li naopak
zobrazeńı T, lze složky T , neboli T (ei, e

j), zjistit tak, že vektor T(ei)
rozlož́ıme do báze {ei}.

Vid́ıme tedy, že T ij lze chápat jako matici, která zobrazuje Rn do
Rn.
2.,3. V kanonické bázi (indexy vektoru r pǐsme pro přehlednost ne-
systematicky dol̊u)

J =



−r23 − r22 r1r2 r1r3
r1r2 −r21 − r23 r2r3
r1r3 r2r3 −r21 − r22


 ,

v bázi B je J ′ = E−1JE, tedy




−r23 − r22
+r1r2 + r1r3

r1r2 + r1r3 r1r3

−r21 + r22
+r2r3 − r1r3

r21 − r23 + r2r3
−r1r2 − r1r3 r2r3 − r1r3

−r22 + r23
+r1r3 − r1r2 −r22 + r23 −r21 − r22 − r2r3



,

kde E je matice, kterou když násob́ıme sloupcový vektor složek x
v̊uči bázi B, dá vektor složek x v kanonické bázi.
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E =




1 0 0
1 1 0
1 1 1


 , E−1 =




1 0 0
−1 1 0
0 −1 1


 .

∗KV

19.4 Tenzory ve speciálńı relativitě

Úkol: Ve speciálńı relativitě pracujeme s čtyřvektory, které kon-
struujeme tak, že k tř́ırozměrnému vektoru přidáme časovou složku
(v r̊uzných konvenćıch zápisu j́ı přǐrazujeme bud’ index 0 nebo 4).
Tak např. čtyřvektor souřadnice je xµ = (ct, x) = (ct, x1, x2, x3).
Spouštěńı index̊u provád́ıme pomoćı Minkowského metrického ten-
zoru101 ηµν , jehož složky jsou 0, pokud µ 6= ν, dále −1 pro µ =
ν = 0 a konečně 1 pro µ = ν = 1, 2, 3. Analogicky zvedáńı in-
dex̊u zprostředkuje tenzor ηµν , pro nějž plat́ı ηµαηαν = δµν . Vektor
xµ a př́ıslušný kovektor xµ = xµηµν se tedy lǐśı pouze znaménkem
u časové složky. Čtyřvektorem pak rozumı́me objekt, jehož složky
se při Lorentzově transformaci s matićı Λµν transformuj́ı stejně jeko
složky čtyřvektoru polohy xµ.

a) Najděte podmı́nku, jakou muśı splňovat matice Λµν , jestliže

v́ıte, že prostoročasový interval
∑3
i=1(dx

i)2 − c2 dt2 je inva-
riantńı v̊uči Lorentzově transformaci.

b) Ukažte, že složky čtyřgradientu ∂µ = ∂/∂xµ = ( 1c∂/∂t, ∂/∂x
1,

∂/∂x2, ∂/∂x3) se transformuj́ı (jak jinak) kontragredientně.

c) Elektromagnetické pole ve vakuu charakterizujeme skalárńım
a vektorovým potenciálem ϕ a A, které jsou s ńım svázány
vztahy E = − gradϕ−∂A/∂t a B = rotA. V relativitě jsou oba
potenciály složkami čtyřpotenciálu

Aµ =
(ϕ
c
,A
)
.

101Voĺıme tzv. ,,prostorupodobnou” konvenci pro metriku − + ++, také na-
zývanou ,,metrikou východńıho pobřež́ı USA”, která je obĺıbena mezi experty
na obecnou relativitu; Einstein p̊uvodně psal čas jako ryze imaginárńı veličinu,
d́ıky čemuž fakticky už́ıval metriku + + ++. Opačně, ,,časupodobné” konvenci
pro metriku + − −− ,,ze západńıho pobřež́ı USA” dávaj́ı přednost částicov́ı
fyzici. Teorie strun sjednocuje kvantovou teorii pole s obecnou relativitou, a
tomu odpov́ıdá i mı́ra schizofrenie v konvenćıch strunových teoretik̊u.
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Připomeňte si vlnové rovnice

(
∆− 1

c2
∂2

∂t2

)
Aµ = −µ0jµ, (182)

kde µ0 je permeabilita vakua (neplést se sč́ıtaćım indexem!)
a jµ = (ρc, j) jsou složky čtyřproudu (ρ je nábojová hus-
tota v daném bodě, j je hustota proudu). Co znamená rovnice
∂µA

µ = 0?

d) Pomoćı čtyřpotenciálu definujeme antisymetrický tenzor

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ . (183)

Jak vypadaj́ı složky tohoto tenzoru? Dokažte, že pro tenzor
Fµν plat́ı rovnice

∂νF
µν = µ0j

µ, (184)

∂λFµν + ∂µFνλ + ∂νFλµ = 0. (185)

Co znamenaj́ı tyto rovnice?

e) Energetické poměry v elektromagnetickém poli se popisuj́ı ten-
zorem energie a hybnosti, jenž definujeme opět po složkách jako

Tµν =
1

µ0

(
ηαβF

µαF νβ − 1

4
ηµνFαβFαβ

)
.

Zákony zachováńı energie a hybnosti pak m̊užeme zapsat v jed-
notném tvaru

∂νT
µν = −Fµαjα. (186)

Dokažte tyto zákony pomoćı rovnic (184) a (185). Ve výrazu
stoj́ıćım na pravé straně (186) snad poznáte Lorentzovu čtyř-
śılu. Ukažte také, že tenzor energie a hybnosti má nulovou
stopu.

Řešeńı: a) Prostoročasový interval je, jak jste si jistě všimli, roven
dxµ dxµ = ηµν dx

µ dxν . Z požadavku jeho invariance v̊uči Lorentzově
transformaci dostaneme

ηµν dx
µ dxν = ηαβΛ

α
µΛ

β
ν dx

µ dxν ,
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a odtud
ηαβΛ

α
µΛ

β
ν = ηµν .

Tato rovnost neńı nic jiného než složkový zápis rovnosti AT I−A =
I− z př́ıkladu 10.3, kde také najdete některé daľśı vlastnosti prvk̊u
Lorenztovy grupy.

b) Označme x̃µ = Λµνx
ν transformovanou souřadnici. Jak se trans-

formuj́ı složky gradientu skalárńı funkce f , zjist́ıme, pokud umı́me

derivovat složenou funkci (pro zkráceńı ṕı̌seme ∂̃µ = ∂/∂x̃µ).

∂µf = ∂̃νf
∂x̃ν

∂xµ
= ∂̃νfΛ

ν
µ ,

tedy gradient se transformuje inverzńı a transponovanou matićı
(srovnej s x̃µ = Λµνx

ν), tj. kontragredientně. Gradient je proto tenzor
typu (1, 0) a správně tedy jeho složkám ṕı̌seme index dole.

c) Př́ımo z definice čtyřpotenciálu dostaneme

0 = ∂µA
µ = divA +

1

c2
∂ϕ

∂t
,

což je známá Lorentzova kalibračńı podmı́nka, d́ıky ńıž vypadaj́ı vl-
nové rovnice (182) tak hezky, jak vypadaj́ı. Jistě vám totiž neu-
niklo, že čtyřpotenciál svou definićı neńı určen jednoznačně — lze
k němu např. přič́ıst čtyřgradient libovolné skalárńı funkce, aniž by
se změnila pole E a B (ověřte):

A′µ = Aµ + ∂µf = Aµ +

(
−1

c

∂f

∂t
,
∂f

∂x1
,
∂f

∂x2
,
∂f

∂x3

)
.

d) Prostorové složky tenzoru elektromagnetického pole Fµν jsou
(indexy od 1 do 3 budeme značit malými latinskými ṕısmeny)
Fij = εijkB

k, jsou tedy rovny složkám magnetické indukce. Zbývaj́ıćı
nenulové složky (tenzor je antisymetrický!) jsou Fi0 = Ei/c. Tenzor
tedy nese informaci o elektrické i magnetické složce pole. Pro větš́ı
názornost můžeme tenzor zapsat jako matici

Fµν
!
=




0 − 1cE1 − 1cE2 − 1cE3
1
cE1 0 B3 −B2
1
cE2 −B3 0 B1
1
cE3 B2 −B1 0



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ale muśıme si být vědomi toho, že tento zápis neńı správný: do matice
lze zapsat pouze složky tenzoru typu (1, 1), Fµν má dva sloupcové

indexy. Mohli bychom samozřejmě vypsat F µν = F%νη
%µ, ale to by

nevynikla tak pěkně antisymetrie Fµν = −Fνµ.
Dokažme rovnice (184) a (185). Prvńı z nich dostaneme př́ımočaře

∂νF
µν = ∂ν∂

µAν − ∂ν∂νAµ = µ0j
µ.

Prvńı člen je totiž nulový d́ıky Lorentzově kalibraci ∂νA
ν = 0 a

druhý jsme upravili pomoćı vlnové rovnice. Konečně rovnost (185) je
triviálńım d̊usledkem záměnnosti parciálńıch derivaćı, stač́ı dosadit
(183).

Když se pod́ıváme pozorně, uvědomı́me si, že rovnice (184) a
(185) nejsou nič́ım jiným než relativisticky invariantńım zápisem
Maxwellových rovnic. Rovnice (184) v sobě pro µ = 0, resp. µ =
1, 2, 3 zahrnuje vztahy

div E =
ρ

ε0
, resp. rotB = µ0j +

1

c2
∂E

∂t
,

a pokud v (185) zvoĺıme indexy λ = 1, µ = 2, ν = 3, resp. λ = 0,
µ, ν ∈ {1, 2, 3}, µ 6= ν, dostaneme

divB = 0 , resp. rotE = −∂B

∂t
.

e) Nejprve všechny členy v T µν derivujeme jako součin a pomůžeme
si vztahem ∂µFαβF

αβ = 2Fαβ∂
µFαβ

µ0∂νT
µν = ηαβF

νβ∂νF
µα + ηαβF

µα∂νF
νβ − 1

2
Fαβ∂

µFαβ . (187)

V druhém členu poznáváme −µ0Fµαjα (antisymetrie tenzoru F µν a
rovnice (184)). Prvńı člen uprav́ıme pomoćı definice tenzoru F µν .

ηαβF
νβ∂νF

µα = ηαβF
νβ (∂ν∂

µAα − ∂ν∂αAµ) =
= F νβ (∂ν∂

µAβ − ∂ν∂βAµ) = F νβ∂ν∂
µAβ ,

druhý člen je totiž nulový — jde o součin antisymetrického ten-
zoru F νβ se symetrickým ∂ν∂β . Konečně třet́ı člen v (187) uprav́ıme
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stejným zp̊usobem (a ve druhém členu přeznač́ıme sč́ıtaćı indexy)

− 1

2
Fαβ∂

µFαβ = −1

2
Fαβ

(
∂µ∂αAβ − ∂µ∂βAα

)
=

= −1

2
Fαβ∂

µ∂αAβ +
1

2
Fβα∂

µ∂αAβ = Fαβ∂
µ∂βAα .

Pohledem na takto upravený prvńı a třet́ı člen rovnice (187) zjist́ıme,
že jejich součet je nula (aby to bylo skutečně vidět, je jenom potřeba
opět přejmenovat sč́ıtaćı indexy a už́ıt antisymetrie Fαβ +Fβα = 0).
Závěr tedy je

∂νT
µν = −Fµαjα , (188)

což bylo dokázat. Budete-li pátrat po tom, jak vypadaj́ı složky ten-
zoru energie a hybnosti, zjist́ıte, že složkou T 00 je hustota energie
elektromagmetického pole w = 1

2 (ε0E
2 + 1

µ0
B2), složky T 0i obsahuj́ı

hustotu toku energie (Poynting̊uv vektor, viz ńıže) dělenou rychlost́ı
světla a ostatńı složky jsou prostě tř́ırozměrnou analogíı celého ten-
zoru Tµν , tedy složky klasického tenzoru hustoty toku hybnosti elek-
tromagnetického pole102 T ij = −T̃ ij = −ε0EiEj − 1

µ0
BiBj + δijw:

Tµν =




w 1
cS

i

1
cS

i −T̃ ij


 .

Z rovnice (188) dostaneme pro µ = 0 zákon zachováńı energie ve
tvaru

1

c

∂w

∂t
+

1

c
div S = ∂0T

00 + ∂jT
0j = −1

c
E · j ,

kde S = 1
µ0

E × B je Poynting̊uv vektor, který chápeme jako tok
energie pole v daném bodě. Pro µ = 1, 2, 3 źıskáme zákon zachováńı
hybnosti

1

c2
∂Si
∂t

− ∂jT ij = ∂0T
i0 − ∂jT ij = −(%E + j× B) .

Stopu Tµν spoč́ıtáme jednoduše tak, že tenzor přenásob́ıme ηµν :
můžeme si bud’to vźıt př́ımo definici pomoćı F a použ́ıt ηµνη

µν = 4,

102Složky klasického tenzoru znač́ıme T̃ ij .
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nebo posč́ıtat Tµν tak, jak jsme je právě vyjádřili pomoćı E a B a
nezapomenout započ́ıtat T 00 s minusem. Stopa klasického tenzoru
T̃ ij je t́ım pádem rovna −T 00 = −w. ∗TB

19.5 O Levi–Civitově tenzoru

Úkol: Dokažte následuj́ıćı tvrzeńı pro Levi–Civit̊uv tenzor εijk

εijkεlmn = det



δil δim δin
δjl δjm δjn
δkl δkm δkn




εijkεlmk = δilδjm − δimδjl (189)
εijkεljk = 2δil
εijkεijk = 6

0 = εijkεlmk + εjlkεimk + εlikεjmk
εijkδlm = εmjkδil + εmkiδjl + εmijδkl

V př́ıkladu se použ́ıvá Einsteinova sumačńı konvence. Čińıme zde
výjimku v rámci této kapitoly a všechny indexy ṕı̌seme dol̊u, neboli
ztotožňujeme ai s ai. To m̊užeme udělat, pokud s vektory pracujeme
pouze v ortonormálńıch báźıch. Všechny indexy mohou nabývat hod-
not jedna až tři.

Řešeńı: Nejprve si připomeneme definici Levi–Civitova tenzoru. εijk
je rovno +1 pokud je ijk sudá permutace trojice 123, tzn. ε123 =
ε312 = ε231 = +1, je rovno −1 pokud je ijk lichá permutace trojice
123, tzn. ε132 = ε213 = ε321 = −1 a je rovno nule pokud se aspoň
dva indexy shoduj́ı, např. ε133 = 0.

Základem našich úvah bude toto pozorováńı:

εijk = det



δ1i δ1j δ1k
δ2i δ2j δ2k
δ3i δ3j δ3k


 , (190)

skutečně, pokud jsou dva indexy stejné, tak je determinant nulový
(dva stejné sloupce), pokud je ijk sudá permutace trojice 123, tak
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se jedná o determinant matice



1 0 0
0 1 0
0 0 1


 ,

ve které byla provedena sudá permutace sloupc̊u103 (tedy taková,
která neměńı znaménko determinantu). Obdobně pokud je ijk lichá
permutace trojice 123, pak permutace změńı znaménko determi-
nantu výše uvedené matice na −1.

Na základě této definice si můžete rozmyslet, že εijk jsou skutečně
složky tenzoru typu (3, 0) vzhledem ke kanonické bázi. Tento tenzor
je totálně antisymetrický ve všech třech argumentech (to je zřetelně
vidět na jeho složkách) a p̊usob́ı tak, že třem vektor̊um a, b, c (a nula
formám) přǐrad́ı č́ıslo V = εijkaibjck = a·(b×c), neboli (orientovaný)
objem rovnoběžnostěnu definovaného těmito vektory. Totálńı antisy-
metrie je zřejmá i jinak: odpov́ıdá změnám znamének determinantu
při záměně libovolných dvou sloupc̊u v (190).

Jak se urč́ı takový objem (tedy hodnota tenzoru), pokud jsou vek-
tory a, b, c zadané pomoćı složek v jiné (čárkované) bázi? Spoč́ıtá se
opět εijka

′
ib
′
jc
′
k, č́ımž vyjde (orientovaný) objem v jednotkách objemu

rovnoběžnostěnu definovaného novými bázovými vektory (označme
objem tohoto rovnoběžnostěnu K; následuj́ıćı úvahy provedeme i pro
neortonormálńı báze, kde může býtK 6= 1). Správný výsledek je tedy
V = Kεijka

′
ib
′
jc
′
k.

Pod́ıvejme se, jak se budou transformovat složky ε. Změna báze
(od p̊uvodńı k čárkované) necht’ je popsána matićı přechodu A; kon-
travariantńı složky tenzoru se pak budou transformovat pomoćı Ai′i.
Dosazeńım do definice (190) vyjde

ε′i′j′k′ = εijkAii′Ajj′Akk′ = det



A1i′ A1j′ A1k′
A2i′ A2j′ A2k′

A3i′ A3j′ A3k′


 .

Stejně jako v kanonické bázi je i ε′i′j′k′ nula, pokud jsou dva indexy
stejné (dva stejné sloupce v determinantu) a správně měńı znaménko
při zaměňováńı index̊u (prohazuj́ı se sloupce v determinantu). Pokud

103Každou permutaci můžeme rozložit na transpozice. Těm tady odpov́ıdá pro-
hozeńı dvou sloupc̊u, které, jak v́ıme, měńı znaménko determinantu.
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jsou všechny indexy r̊uzné, je hodnota ε′i′j′k′ až na znaménko rovna
detA:

ε′i′j′k′ = detA εijkδii′δjj′δkk′

Přitom ale v́ıme, že determinant A je právě objem rovnoběžnostěnu
definovaného bázovými vektory čárkované báze. Dı́ky tomu plat́ı

V = ε′i′j′k′a
′
i′b
′
j′c
′
k′ = Kεijka

′
ib
′
jc
′
k ,

složky ε maj́ı správné transformačńı vlastnosti, a jsou tedy složkami
tenzoru.

Mı́sto právě provedených úvah o tom, jak se transformuj́ı slož-
ky tenzoru udávaj́ıćıho objem rovnoběžnostěnu, se možná někteř́ı
čtenáři spokoj́ı s intuitivńım tvrzeńım, že objem (v jednotkách ob-
jemu jednotkové krychle) je veličina nezávislá na volbě báze. My jsme
nyńı ukázali, že složky tohoto tenzoru jsou stejné (εijk) ve všech
pravotočivých báźıch, jejichž vektory definuj́ı rovnoběžnostěn jed-
notkového objemu (tedy takových, že detA = 1). V ostatńıch báźıch
jsou složky detAεijk.

Nyńı se můžeme pustit do odvozováńı vzorc̊u ze zadáńı (vše
ṕı̌seme dále opět pouze pro ortonormálńı báze). Předevš́ım

εijkεlmn = det



δ1i δ1j δ1k
δ2i δ2j δ2k
δ3i δ3j δ3k


 det



δ1l δ1m δ1n
δ2l δ2m δ2n
δ3l δ3m δ3n


 ,

použijeme větu o determinantu součinu a pro prvńı matici také
detA = detAT . S využit́ım δijδik = δ1jδ1k + δ2jδ2k + δ3jδ3k = δjk
(neboli � · � = � zapsaného ve složkách) dostaneme

εijkεlmn = det



δil δim δin
δjl δjm δjn
δkl δkm δkn


 ,

č́ımž jsme dokázali prvńı tvrzeńı. Toto je mimochodem tenzor typu
(6, 0), který jsme dostali tenzorovým součinem ε se sebou samým.

Abychom dostali daľśı požadované vzorce, stač́ı jen vhodně
úžit104 tenzor εijkεlmn, jehož vyjádřeńı jsme právě nalezli. Máme

104Správně by se úžeńı provedlo εijkεlmnG
kn, zde ale klademe Gkn = δkn,

neboli ztotožňujeme prostor s jeho duálem (viz př́ıklad 13.2).
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proto (pro přehlednost výslovně ṕı̌seme sumaci přes opakuj́ıćı se in-
dex)

εijkεlmk =
3∑

k=1

det



δil δim δik
δjl δjm δjk
δkl δkm δkk


 =

=

3∑

k=1

δik

∣∣∣∣
δjl δjm
δkl δkm

∣∣∣∣− δjk
∣∣∣∣
δil δim
δkl δkm

∣∣∣∣+ δkk

∣∣∣∣
δil δim
δjl δjm

∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣
δjl δjm
δil δim

∣∣∣∣−
∣∣∣∣
δil δim
δjl δjm

∣∣∣∣+ 3

∣∣∣∣
δil δim
δjl δjm

∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣
δil δim
δjl δjm

∣∣∣∣ = δilδjm − δimδjl

Použili jsme δkk = Tr � = 3 a źıskali jsme daľśı pěkný tenzor typu
(4, 0). K odvozeńı daľśıho vzorce stač́ı úžit tento tenzor

δilδjj − δijδjl = 3δil − δil = 2δil ,

a konečně

εijkεijk = 2δii = 6 ,

č́ımž jsme źıskali postupně tenzor typu (2, 0) a (0, 0), neboli skalár
(č́ıslo, které se neměńı při změně báze).

Jacobiho identitu105, která čińı z prostoru R3 se sč́ıtáńım a ko-
mutátorem [a, b] = a× b Lieovu algebru,

0 = εijkεlmk + εjlkεimk + εlikεjmk ,

dokážeme tak, že každý člen tohoto součinu rozeṕı̌seme pomoćı
vzorce (189).

Konečně posledńı tvrzeńı dostaneme pomoćı nedávno odvozené-
ho vzorečku 2δil = εijkεljk:

εijkδlm = εijk
(
1
2εlnoεmno

)
= 1

2 (εijkεlno) εmno .

105a× (b× c) + b× (c× a) + c× (a× b) = 0
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Dosad́ıme za εijkεlno podle prvńıho z odvozených vzorc̊u (deter-
minant)

1

2
(δilδjnδko + δioδjlδkn + δinδjoδkl−

−δinδjlδko − δioδjnδkl − δilδjoδkn) εmno =
=

1

2
(δilεmjk + δjlεmki + δklεmij − δjlεmik − δklεmji − δilεmkj)

a nakonec si uvědomı́me, že d́ıky εijk = −εikj

εijkδlm = εmjkδil + εmkiδjl + εmijδkl .

∗VP

19.6 Symetrické a antisymetrické tenzory

Úkol: Mějme vektorový prostor V dimenze n.

1. Určete, jaká je dimenze prostoru Sk všech totálně symetrických
tenzor̊u typu (0, k) nad V .

2. Určete, jaká je dimenze prostoru Ak všech totálně antisymet-
rických tenzor̊u typu (0, k) nad V . Je součet dimenźı Ak a Sk
roven dimenzi prostoru všech tenzor̊u typu (0, k) nad V ?

3. Najděte př́ıklad symetrického a př́ıklad antisymetrického ten-
zoru typu (0, 2) nad R2.

Řešeńı: 1. Pro pohodĺı zavedeme symetrizovaný tenzorový součin:
pro dva vektory jako v ⊗+ w = v ⊗ w + w ⊗ v (mı́sto ⊗+ se také
použ́ıvá ¯), pro v́ıce vektor̊u106

k⊗
+

i=1

vi
df
=
∑

π

vπ(1) ⊗ . . .⊗ vπ(k) ,

kde sč́ıtáme přes všechny permutace množiny {1, . . . , k}. Symetrizo-
vaný tenzorový součin vektor̊u v1, . . . , vk dostoj́ı svému jménu a je
skutečně (totálně) symetrickým tenzorem typu (0, k). Vyzkouš́ıme to

106Někdy bývá v definici ještě faktor 1/k!.
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na př́ıkladě T = v⊗+w: tento tenzor lze chápat jako zobrazeńı, které
(nula vektor̊um a) dvěma formám ϕ,ψ přǐrad́ı bilineárńım zp̊usobem
č́ıslo:

T (ϕ,ψ) = ϕ(v)ψ(w) + ϕ(w)ψ(v) .

Nikdo jistě nepochybuje o tom, že č́ısla T (ϕ,ψ) a T (ψ,ϕ) jsou pro
libovolné dvě formy stejná: tenzor T je tedy symetrický.

Budiž nyńı {e1, . . . , en} báze V . Libovolný symetrický tenzor
typu (0, k) pak lze zapsat jako lineárńı kombinaci tenzor̊u typu

T+I =
⊗

+
i∈I

ei , kde I = {i1, . . . , ik}, 1 ≤ i1 ≤ . . . ≤ ik ≤ n ,

bázové tenzory jsou tedy indexovány skupinami107 I, k prvk̊u této
skupiny představuje právě k dolńıch index̊u. Tenzory T+I , jejichž
skupiny I by obsahovaly stejná č́ısla a lǐsily by se jen jejich pořad́ım
jsou zřejmě totožné.

Dimenze Sk je tedy rovna právě počtu všech k–prvkových skupin
I, které je možno vybrat z prvk̊u {1, . . . , n} bez ohledu na pořad́ı
s t́ım, že se prvky mohou opakovat. Abychom nezapoč́ıtali některé
výběry, které se lǐśı jen pořad́ım prvk̊u, v́ıcekrát, je vhodné prvky
seřadit např́ıklad podle velikosti, tedy 1 ≤ i1 ≤ . . . ≤ ik ≤ n.

Počet výběr̊u (kombinaćı s opakováńım) můžeme zjistit např́ıklad
touto úvahou: představme si n + k − 1 poĺıček v řadě. Na každém
poĺıčku může být bud’ kř́ıžek (těch máme k) nebo přepážka (těch je
n − 1). Začneme na prvńım poĺıčku a spoč́ıtáme kř́ıžky v řadě až
po prvńı přepážku. Toto č́ıslo (může to být i nula, je-li na prvńım
poĺıčku přepážka) znamená, kolikrát máme do našeho výběru I vźıt
jedničku. Počet kř́ıžk̊u mezi prvńı a druhou přepážkou znamená,
kolik máme vźıt dvojek, a podobně až po kř́ıžky mezi (n − 1)-ńı
přepážkou a koncem řady, které určuj́ı, kolikrát bude ve výběru č́ıslo
n. Každému výběru takto odpov́ıdá právě jedno rozmı́stěńı kř́ıžk̊u a
přepážek108, a těchto rozmı́stěńı je právě

dimSk =

(
n+ k − 1

n− 1

)
.

107Pojem skupina už́ıváme proto, abychom zd̊uraznili, že se zde mohou narozd́ıl
od množin prvky opakovat.
108To jsou permutace s opakováńım na množině všech přepážek a kř́ıžk̊u.
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2. Analogicky předchoźımu bodu definujeme antisymetrizovaný

tenzorový součin. Pro dva vektory to bude v ⊗− w = v ⊗ w − w ⊗ v
(často se použ́ıvá také označeńı v ∧ w), pro v́ıce vektor̊u109

k⊗
−

i=1

vi
df
=
∑

π

znπ vπ(1) ⊗ . . .⊗ vπ(k) .

Z této definice plyne, že pokud se mezi násobenými vektory v součinu
T vyskytnou dva stejné vektory, muśı být T = −T , a tedy T =
0 (uvedený součin je antikomutativńı). Pokud takto násob́ıme dvě
stejné množiny vektor̊u a pouze změńıme jejich pořad́ı, muśıme tedy
dostat totéž, př́ıpadně totéž až na znaménko.

Bázi v Ak tvoř́ı pro k ≤ n tenzory

T−I =
⊗

−
i∈I

ei , kde I = {i1, . . . , ik}, 1 ≤ i1 < . . . < ik ≤ n

a takových tenzor̊u existuje prostě
(
n
k

)
. Pro k > n se muśı nutně

v uvedeném součinu dva vektory opakovat, součin je tud́ıž nula a
vid́ıme, že Ak obsahuje v takovém př́ıpadě pouze nulový tenzor.

Báze prostoru všech tenzor̊u typu (0, k) je tvořena součiny

⊗

i∈I
ei , kde I = {i1, . . . , ik}, i1, . . . , ik ∈ {1, . . . , n} ,

v množině I tedy v tomto př́ıpadě zálež́ı na pořad́ı. Dimenze to-
hoto prostoru je tud́ıž nk, což je pro n > 1 a k > 2 vždy v́ıce než
dimSk+dimAk. Důvod je ten, že zat́ımco obecný tenzor typu (0, 2)
lze vždy napsat ve tvaru ,,nějaký symetrický plus nějaký antisymet-
rický tenzor”

T (ϕ,ψ) =
1

2
[T (ϕ,ψ) + T (ψ,ϕ)] +

1

2
[T (ϕ,ψ)− T (ψ,ϕ)] df=

T (s)(ϕ,ψ) + T (a)(ϕ,ψ) ,

mezi tenzory typu (0, k), k > 2 existuj́ı např́ıklad tenzory symet-
rické jen v prvńıch dvou indexech (a nikoliv jen tenzory totálně

109I zde bývá někdy v definici ještě faktor 1/k!.
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symetrické). Pro obecné k se r̊uzné typy symetrie tenzor̊u klasifi-
kuj́ı pomoćı Youngových schémat; ta samozřejmě velmi úzce souviśı
se strukturou symetrických grup, neboli grup všech permutaćı k–
prvkové množiny.

3. Odpovědi na tyto dvě otázky již vlastně máme. Symetrický ten-
zor je např́ıklad e1⊗ e1 či e2⊗ e2+2e1⊗ e2+2e2⊗ e1 (prostor S2 má
dimenzi 3). Antisymetrický tenzor existuje jediný (až na násobek),
a to e1 ⊗ e2 − e2 ⊗ e1. ∗KV

19.7 Tenzorové součiny operátor̊u

Úkol: Necht’ {ei}, resp. {fj} je báze vektorového prostoru V, resp.
W a necht’ Â, resp. B̂ je lineárńı operátor na V, resp. W. Potom na
V⊗W definujeme tenzorový součin těchto operátor̊u jeho p̊usobeńım
na jednotlivé vektory báze (Â⊗ B̂)(ei ⊗ fj) = (Âei)⊗ (B̂fj).

a) Dokažte, že plat́ı

Tr(Â⊗ B̂) = Tr Â · Tr B̂ . (191)

b) Z libovolného operátoru Ĉ na V ⊗W lze úžeńım přes indexy
p̊usob́ıćı na prostoru W dostat operátor na V. Takovouto rest-
rikci budeme značit TrW Ĉ, nebot’ se jedná o jakousi částečnou
stopu. Ukažte na př́ıkladu, že tato částečná stopa neńı obecně
invariantńı v̊uči cyklické záměně, tj. neplat́ı

TrW(ĈD̂) = TrW(D̂Ĉ) (192)

pro jakékoliv operátory Ĉ, D̂ na V⊗W.

c) Předved’te, že je-li jeden z operátor̊u Ĉ, D̂ speciálńıho tvaru,

např. D̂ = � V ⊗ d̂ (d̂ je operátor na W), potom už (192) plat́ı.

Řešeńı: a) Maticové elementy C ijkl obecného operátoru Ĉ na V⊗W
vzhledem k bázi {ei ⊗ fj} definujeme pomoćı

Ĉ(ek ⊗ fl) = (ei ⊗ fj)C
ij
kl .
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Pro Ĉ = Â⊗ B̂ je Cijkl = AikB
j
l (ověřte) a

Tr(Â⊗ B̂) = (A⊗B)ijij = AiiB
j
j = Tr Â · Tr B̂ .

c,b) Plat́ı (CD)ijkl = CijstD
st
kl a dále stejně jako v a):

(
TrW(ĈD̂)

)i
j
= (CD)ikjk = CikstD

st
jk = Cikst δ

s
jd
t
k = Cikjt d

t
k ,

a naopak

(
TrW(D̂Ĉ)

)i
j
= Dik

stC
st
jk = δisd

k
tC

st
jk = dktC

it
jk = Cikjt d

t
k .

Zároveň je vidět, že obecně nemuśı být C ikstD
st
jk = CstjkD

ik
st : obzvláště

názorné to je, pokud Ĉ = ĈV ⊗ ĈW, D̂ = D̂V ⊗ D̂W. V takovém
př́ıpadě je totiž

TrW ĈD̂ = TrW(ĈVD̂V)⊗ (ĈWD̂W) = ĈVD̂V Tr(ĈWD̂W)

TrW D̂Ĉ = D̂VĈV Tr(ĈWD̂W) ,

a tyto operátory V → V jsou totožné pouze v př́ıpadě, že [ĈV, D̂V] =

0. Chápeme tedy již, proč jsme byli úspěšńı v př́ıpadě D̂ = � V ⊗ d̂.
∗TB

19.8 Rozložitelné antisymetrické tenzory a vek-
torový součin

Úkol: Vněǰśı algebrou Λ(V) vektorového prostoru V nazýváme di-
rektńı součet

Λ(V) = R⊕ Λ1(V)⊕ . . .⊕ Λn(V) ,

kde110 Λk(V) je prostor totálně antisymetrických tenzor̊u typu (0, k)
z ⊗ki=1V a n je dimenze V.
Jejich prvky vytvář́ıme z vektor̊u V pomoćı antisymetrizovaného

tenzorového součinu (viz také př́ıklad 19.6)

v1 ∧ . . . ∧ vk =
∑

π

znπvπ(1) ⊗ . . .⊗ vπ(k) ∈ Λk(V) ,

110R si lze představit jako ,,V0”.

358



např́ıklad v1 ∧ v2 = v1 ⊗ v2 − v2 ⊗ v1. Plat́ı tedy v ∧ w = −w ∧ v
a pokud se v součinu vyskytnou dva stejné vektory, je součin d́ıky
antisymetrii roven nule.

Rozložitelnost antisymetrického tenzoru t definujeme jako exis-
tenci vektor̊u v1, . . . , vk ∈ V takových, že t = v1∧· · ·∧vk. Připomeňte
si ještě definici anulátoru:

An(t) = {v ∈ V | v ∧ t = 0}.

a) Na rozcvičeńı dokažte, že pokud vektory v1, . . . , vk jsou li-
neárně nezávislé, potom

An (v1 ∧ · · · ∧ vk) = L (v1, . . . , vk) .

b) Označme n dimenzi prostoru V. Pro každý nenulový tenzor
t ∈ Λk(V) (k ≤ n) plat́ı, že t je rozložitelný, právě když
dimAn(t) = k.

c) Všechny tenzory z Λ1(V) jsou triviálně rozložitelné. Dokažte,
že také každý tenzor z Λn−1(V) je rozložitelný.

d) Na V zaved’te skalárńı součin a ukažte, že lze prostory Λ1(V)
a Λn−1(V) ztotožnit. V př́ıpadě n = 3 najděte objekt podobný
vektorovému součinu vektor̊u v1, v2, který bude nezávislý na
volbě báze ve V.

Řešeńı: Na úvod dva př́ıklady. Tenzor e1⊗e2+2e2⊗e2 je rozložitelný,
nebot’ je roven (e1+2e2)⊗e2, tenzor e1⊗e2+e2⊗e1 je nerozložitelný
(tyto tenzory samozřejmě nejsou antisymetrické).

a) Zřejmě každý vektor z lineárńıho obalu vektor̊u v1, . . . , vk lež́ı
v př́ıslušném anulátoru:

(v1 ∧ · · · ∧ vk) ∧
∑

i

xivi =
∑

i

xi(v1 ∧ · · · ∧ vk) ∧ vi ,

všechny sč́ıtance jsou nulové (součiny obsahuj́ı vždy dva stejné
vektory). K d̊ukazu opačné implikace si vzpomeneme na větu ze

359



skript [PLA] na straně 315, která ř́ıká, že pro každou k-tici vektor̊u
v1, . . . , vk; vi = eja

j
i, přičemž {ej}nj=1 je báze na V, plat́ı111

v1 ∧ · · · ∧ vk =
∑

Ω

detAΩ eω1 ∧ · · · ∧ eωk , (193)

kde AΩ znač́ı k × k matici vzniklou z matice A = {aji}j=1...ni=1...k

výběrem řádk̊u s indexy ω1 < · · · < ωk a sč́ıtá se přes všechny
uspořádané výběry Ω. Ted’ vid́ıme, že když vezmeme nějaký vektor
v ∈ An (v1 ∧ · · · ∧ vk) a naṕı̌seme v1∧ . . .∧vk∧v (což má vyj́ıt nula),
ve tvaru (193), muśı na pravé straně stát triviálńı lineárńı kombi-
nace. Tedy determinant všech (k + 1)× (k + 1) matic AΩ je nulový,
a tedy se hodnost matice A se po přidáńı vektoru v nezvětšila, čili
vektor v muśı být lineárńı kombinaćı vektor̊u v1, . . . , vk. Lineárńı
nezávislost byla v předpokladech proto, aby před přidáńım vektoru
v měla matice A plnou hodnost k.

Tvrzeńı, které jsme právě dokázali lze jinak formulovat i tak, že
anulátor tenzoru v1∧· · ·∧vk tvoř́ı právě všechny vektory vk+1, které
s p̊uvodńımi k vektory vytvoř́ı (k+1)–rozměrný rovnoběžnostěn nu-
lového objemu.

b) Je-li t rozložitelný, plyne dimAn(t) = k z bodu a). Naopak
vezměme nějakou bázi v1, . . . , vk prostoru An(t) a doplňme ji vek-
tory vk+1, . . . , vn na bázi celého prostoru V. Využijeme toho, že
tenzory vω1 ∧ · · · ∧ vωk , kde posloupnost ω1 < · · · < ωk necháme
prob́ıhat všechny uspořádané k-prvkové podmnožiny množiny in-
dex̊u {1, . . . , n}, tvoř́ı bázi prostoru Λk(V). V této bázi zaṕı̌seme
tenzor t symbolicky jako

t =
∑

|Ω|=k
aΩtΩ, (194)

kde tΩ = vω1∧· · ·∧vωk a Ω = {ω1, . . . , ωk}. Vı́me, že vi je v anulátoru,
tedy t ∧ vi = (

∑
Ω aΩtΩ) ∧ vi = 0. Členy na levé straně, které v tΩ

obsahuj́ı vi, jsou po vynásobeńı vi nulové, z̊ustávaj́ı tedy pouze členy
s i 6∈ Ω. Jestliže jsou tyto prvky bázovými prvky v Λk(V), pak jsou

111Věta neńı složitá. Vyzkoušejte si ji na př́ıpadě v1 ∧ v2, v1,2 ∈ R3. Napǐste
si v1 jako (v1)1e1 + (v1)2e2 + (v1)3e3, podobně to udělejte s v2 a pak už jen
násobte.
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tΩ ∧ vi bázovými prvky Λk+1(V). Na levé straně je tedy lineárńı
kombinace prvk̊u báze, která má být rovna nule. Proto všechny aΩ,
i 6∈ Ω muśı být nula a naopak, má-li být aΩ 6= 0, muśı být všechna
1, . . . , k v Ω, a tedy zbývá pouze jediné nenulové aΩ, a to pro Ω =
{1, . . . , k}.
c) Bud’ t nenulový tenzor z Λ(n−1)(V). Uvažme zobrazeńı t∧ : V →
Λn(V), přǐrazuj́ıćı vektoru v ∈ V tenzor t ∧ v. Pro toto zobrazeńı je
evidentně dim Im(t∧) = 1 (dimΛn(V) = 1, viz př́ıklad 19.6), tud́ıž

dimKer (t∧) = dimAn(t) = n− 1

a tvrzeńı plyne z bodu b).
Vid́ıme tedy, že chceme-li naj́ıt nějaký nerozložitelný antisy-

metrický tenzor, muśıme hledat ve vněǰśı algebře prostoru dimenze
alespoň 4 (najděte např́ıklad rozklad e1 ∧ e2 + e2 ∧ e3 ∈ Λ2(R3)).
Př́ıkladem budiž třeba kombinace e1 ∧ e2 + e3 ∧ e4 prvk̊u báze pro-
storu R4. Z tohoto př́ıkladu už snadno vytvoř́ıte nerozložitelný tenzor
z Λk(Rn) pro každé n ≥ 4 a k ∈ {2, 3, . . . , n− 2} (zkuste si to!).

d) Mějme tedy pro jednoduchost dán na V skalárńı součin a
zvolme libovolnou ortonormálńı bázi {ej}nj=1 ve V. Libovolný tenzor

a ∈ Λn−1(V) nejprve rozlož́ıme, a dále z jednorozměrného prostoru
vektor̊u kolmých na všechny složky a (čili podle bodu a) kolmých na
An(a)) vybereme ten vektor b, pro který je a ∧ b = 1e1 ∧ . . . ∧ en.

Pokud v př́ıpadě n = 3 bude a = v1 ∧ v2, pak vektor b/|b|2 vyjde
roven vektorovému součinu v1 × v2. Všimněte si, že zat́ımco výraz
v1 ∧ v2 v̊ubec nezáviśı na volbě báze {ej}3j=1, vektor b/|b|2 změńı
znaménko, pokud např́ıklad zaměńıme e1 a e2 (změna levotočivé
na pravotočivou bázi či naopak); pro ortogonálńı pravotočivé báze
ovšem bude vycházet stále stejně. Proto ř́ıkáme, že vektorový součin
je antisymetrický tenzor druhého řádu, který lze ztotožnit s axiálńım
vektorem (či také pseudovektorem), neboli vektorem, který při zrcad-
leńı báze změńı orientaci. ∗TB
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20 Několik daľśıch př́ıklad̊u

20.1 Násobeńı blokových matic; výpočet inverze
blokové matice

Mějme blokovou matici tvaru

X =
A B C
0 D E
0 0 F

, (195)

kde A,D,F jsou čtvercové matice (ne nutně stejného rozměru)
a B,C,E obdélńıkové matice př́ıslušného rozměru. Symboly 0
označujme matice (r̊uzných rozměr̊u) obsahuj́ıćı pouze samé nuly.
Chceme zde upozornit, že inverzńı matici X−1 poč́ıtáme v zásadě
stejným postupem, jako kdyby A,B, . . . , F byla pouhá č́ısla! Me-
todu lze zobecnit i na větš́ı počet blok̊u.
Věta. Plat́ı vztah

X−1 =
a b c
0 d e
0 0 f

, (196)

kde a = A−1, d = D−1, f = F−1, b = −A−1Bd, e = −D−1Ef
a konečně c dostaneme řešeńım rovnice

Ac+Be+ Cf = 0. (197)

Důkaz. Stač́ı si uvědomit, jak vypadá součin dvou blokových
matic, tzn. že výsledek vypadá stejně, jako kdyby A,B, . . . , a, b, . . .
byla č́ısla a ne matice (vhodného rozměru).

Ověřte podrobně, jak vypadá součin dvou blokových matic
(s bloky odpov́ıdaj́ıćıch rozměr̊u)!

20.2 Gaussovské integrály v Rn — základńı
výpočty

Jde o nejzákladněǰśı a nejjednodušš́ı úlohu v́ıcerozměrné integrace.
Mějme funkci f na Rn, pro jednoduchost všude nenulovou, tedy
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tvaru f(x) = e−g(x). Jednodušš́ı funkci než kvadraticko-lineárńı ne-
vymysĺıme. (Pouze lineárńı funkce g(x) by nedávala integrabilitu na
celém Rn!)

Necht’ tedy je g kvadratická forma

g(x) =
∑

aijx
ixj = (Ax, x), (198)

kde symbol (·, ·) označuje obvyklý skalárńı součin na Rn a A je pozi-
tivně definitńı reálná matice (aby f(x) byla integrovatelná). Př́ıpad
komplexńıch matic A je též velmi d̊uležitý, zat́ım jej ale odlož́ıme na
později. Naš́ım prvńım ćılem bude tedy spoč́ıtat

∫

Rn
e−(Ax,x) dx. (199)

Začneme př́ıpadem n = 1. Připomeňme nejprve známý výpočet
pomoćı věty o substituci, použit́ım polárńıch souřadnic a Fubiniho
věty.

(∫ ∞

−∞
e−x

2

dx

)2
=

∫

R2
e−x

2−y2 dxdy =

∫ 2π

0

∫ ∞

0

e−r
2

r dr dϕ =

(200)

= 2π · 1
2
, tedy

∫ ∞

−∞
e−x

2

dx =
√
π. (201)

Obecněji, pomoćı věty o substituci máme

∫
e−ax

2

dx =
1√
a

∫
e−y

2

dy =

√
π

a
. (202)

Zkusme si poč́ınat analogicky i ve v́ıcerozměrném př́ıpadě! Nej-
prve ovšem připomeňme, co to je odmocnina (pozitivně definitńı)
symetrické matice A.

Napǐsme spektrálńı rozklad A

A ≡ Q−1DQ, Q−1 = QT , (203)

kde Q je nějaká ortogonálńı matice a D je diagonálńı (s kladnými
prvky na diagonále, pokud A je pozitivně definitńı). Položme

B = Q−1
√
DQ = QT

√
DQ (204)
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(je jasné, co to je odmocnina z diagonálńı matice, a druhý tvar uka-
zuje, že B je též symetrická matice), pak je skutečně

B2 = Q−1
√
DQQ−1

√
DQ = A. (205)

A pokračujeme nyńı přesně jako v jednorozměrném př́ıpadě, pou-
žit́ım věty o substituci a vztahu detA = (detB)2, od̊uvodněte po-
drobněji všechny kroky
∫

Rn
e−(Ax,x) dx =

∫

Rn
e−(Bx,Bx) dx =

1

detB

∫

Rn
e−(y,y) dy (206)

(nebot’ Jacobián substituce Bx = y je detB), dále

1

detB

∫

Rn
e−(y,y) dy =

1√
detA

∫

Rn
e−

∑
y2i dy1 . . . dyn =

√
πn

detA
(207)

podle jednorozměrného výsledku nahoře a Fubiniovy věty.
Jednodušš́ı funkci než f(x) = e−g(x) (s kvadratickou, popř.

lineárně kvadratickou fukćı g) skutečně nevymysĺıme. Jsou ale
i nějaké daľśı funkce, které bychom takto uměli integrovat? Co tak-
hle třeba tzv. korelačńı koeficienty gaussovské mı́ry, dané hustotou
v̊uči Lebesgueově mı́̌re na Rn

dµ(x) = e−(Ax,x)
√

detA

πn
dx, (208)

tedy výrazy typu ∫

Rn
xixj dµ(x)? (209)

Zde vede rychle k ćıli následuj́ıćı ,,trik”: Uvažme, že pro každé
pevné i0 6= j0 lze součin xi0xj0 chápat jako

1

2

∂

∂ai0j0
(Ax, x), (210)

kde výraz (Ax, x) je chápán jako funkce ,,parametr̊u” aij matice A.
(Koeficient 12 je tu proto, že pracujeme se symetrickou matićı). Tedy

∫

Rn
xi0xj0 dµ(x) =

√
detA

πn

∫
xi0xj0e

−(Ax,x) dx =
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=

√
detA

πn
1

2

∫

Rn

∂

∂ai0j0
(Ax, x)e−(Ax,x) dx =

=
1

2

√
detA

πn

∫

Rn
− ∂

∂ai0j0

(
e−(Ax,x)

)
dx =

= −
√
detA

4

(
∂

∂ai0j0

(
1√
detA

))
=

1

2detA

∂

∂ai0j0
detA. (211)

V př́ıpadě obecné nesymetrické matice a fixované uspořádané dvo-
jice i0, j0 je hned vidět, čemu je roven výraz ∂

∂ai0j0
detA, resp.

1
detA

∂
∂ai0j0

detA. Je to (j0, i0)-tý minor matice A, resp. (j0, i0)-tý

prvek matice C = A−1! Obdobný výsledek dostáváme ale i pro náš
př́ıpad — symetrickou matici A a neuspořádanou dvojici {i0, j0} in-
dex̊u. Je jenom třeba pozorně prohlédnout koeficienty výraz̊u tvaru,
omezme se zat́ım na př́ıpad i0 6= j0,

∂

∂ai0j0


ai0j0

∑

π:π(i0)=j0
π(j0)6=i0

∏

i6=i0
aiπ(i) ,


 (212)

resp.

∂

∂ai0j0


(ai0j0)2

∑

π:π(i0)=j0
π(j0)=i0

∏

i/∈{i0,j0}
aiπ(i) ,


 (213)

a uvědomit si definici determinantu. Vzhledem k symetrii matice
A se pro dané i, j rozpadaj́ı sč́ıtance v definici determinantu na tři
typy: ty, které neobsahuj́ı ani aij ani aji, ty, jež ho obsahuj́ı lineárně
(tedy obsahuj́ı aij a neobsahuj́ı aji či naopak) a ty, které je obsahuj́ı
kvadraticky (tedy jak aij , tak aji). Prvně jmenované při derivaci
vypadnou, (212) je lineárńı a (212) kvadratický člen.

Vyjde v př́ıpadě i0 6= j0

∂

∂ai0j0
detA = 2detA ci0j0 . (214)

Spočetli jsme tedy celkově — plat́ı jak pro i0 6= j0, tak pro i0 = j0
(př́ıpad i0 = j0 proberte sami jako cvičeńı a modifikujte př́ıslušné
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mezivýsledky) ∫

Rn
xi0xj0 dµ(x) =

1

2
ci0j0 , (215)

kde C = A−1. Už vid́ıme, proč C se nazývá korelačńı matićı mı́ry µ.

20.3 Integrály polynomů a exponenciály (vy-
tvořuj́ıćı funkce) v̊uči gaussovské mı́̌re

Jde o integrály typu (výraz
∑
ξixi ṕı̌seme ńıže též ve tvaru (x, ξ))

∫

Rn
e
∑
ξixi dµ(x) =

(√
πn

detA

)−1 ∫

Rn
e
∑
ξixie−(Ax,x) dx, (216)

resp.

∫ ∏

i

xmi

i dµ(x) =

(√
πn

detA

)−1 ∫ ∏

i

xmi

i e−(Ax,x) dx. (217)

Mnohé integrály druhého typu poč́ıtat metodou per partes
(určitě je to možné pro jednorozměrnou mı́ru µ, jinak to asi bude
složitěǰśı. . . ), my ale použijeme jiný postup. Nejdř́ıv se ovšem
pod́ıváme na prvńı z těchto integrál̊u. Nejprve provedeme potřebné
pomocné úpravy pro lineárně kvadratický výraz v exponentu (,,do-
plněńım na čtverec”, opět označ́ıme B =

√
A a využijeme symetrie

B)
(Ax, x)− (ξ, x) = (Bx,Bx)− (B−1ξ,Bx) =

= (Bx− 1

2
B−1ξ,Bx− 1

2
B−1ξ)− 1

4
(B−1ξ,B−1ξ). (218)

Tedy máme, s použit́ım substituce Bx− 1
2B

−1ξ = y

∫

Rn
e(ξ,x)−(Ax,x) dx =

1

detB

∫
e
1
4 (B

−1ξ,B−1ξ)e−(y,y) dy, (219)

čili celkově

F (ξ) =

∫
e(ξ,x) dµ(x) = e

1
4 (A

−1ξ,ξ) = e
1
4 (Cξ,ξ). (220)
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Všimněme si, že výraz v exponentu je pozitivńı. Chceme-li
spoč́ıtat Fourierovu transformaci mı́ry µ s ryze imaginárńım expo-
nentem

µ̂(ξ) =

∫
ei(ξ,x) dµ(x), (221)

nab́ıźı se napsat př́ımo výsledek, kde η = iξ (i je imaginárńı jednotka,
nikoliv index!)

µ̂(ξ) = e
1
4 (Cη,η) = e−

1
4 (Cξ,ξ). (222)

Pozor, výraz (x, y) zde stále znamená
∑
k xkyk, i když pracujeme

s imaginárńımi veličinami!
Proč to tak můžeme napsat? Funkce

F1(ξ) =

∫
e(ξ,x) dµ(x), (223)

a
F2(ξ) = e

1
4 (Cξ,ξ) = e

1
4

∑
cijξiξj , (224)

jsou totožné pro reálné hodnoty ξk, jak jsme právě ukázali. Tyto
funkce jsou však zřejmě holomorfńı funkce112 proměnných ξk.

Tedy, podle ,,známé věty” o jednoznačnosti holomorfńı funkce
(zformulujte tuto větu a přeneste ji indukćı na př́ıpad funkce v́ıce
proměnných) muśı být funkce F1 a F2 totožné pro všechny, i kom-
plexńı, hodnoty proměnných ξk ∈ C! Takže muśı platit vztah

∫
ei(ξ,x) dµ(x) = e−

1
4 (Cξ,ξ). (225)

A nyńı přistupme k výpočtu, pro jakoukoliv n-tici index̊u {mi, i =
1, . . . , n}, integrálu (i je tady všude index — použ́ıváme zase jen
reálné veličiny ξi) ∫ n∏

i=1

xmi

i dµ(x). (226)

Pod́ıvejme se na rozvoj funkce e(ξ,x):

e(ξ,x) = e
∑
ξixi =

∞∑

N=0

1

N !

(∑
ξixi

)N
. (227)

112Holomorfńı funkce F (ξ1, . . . , ξn) v́ıce proměnných definujeme prostě tak, že
vyžadujeme holomorfnost ve zbývaj́ıćı proměnné pro jakoukoliv fixovanou hod-
notu ostatńıch proměnných.
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Členy na pravé staně rozeṕı̌seme podle multinomické formule

1

N !
(ξ1x1 + · · ·+ ξnxn)

N
=

∑

{ni}
Σini=N

∏

i

(ξixi)
ni

ni!
. (228)

Označme M = m1+ · · ·+mn, v předchoźım vztahu nás tedy zaj́ımá
hlavně (m1, . . . ,mn)-tý prvek rozvoje členu (

∑
ξixi)

M . Je tedy, po-
dle (227) a (228),

e(ξ,x) =
∏

i

( ∞∑

ni=0

(ξixi)
ni

ni!

)
, (229)

∫
e(ξ,x) dµ(x) =

∑

{ni}

∏

i

ξnii
ni!

∫ ∏

i

xnii dµ(x). (230)

Budeme se tedy na integrál
∫ ∏

i x
mi

i dµ(x) d́ıvat jako na koeficient

u členu
∏
i
ξ
mi
i

mi!
rozvoje (v proměnných ξi) funkce

F (ξ) =

∫
e(ξ,x) dµ(x). (231)

Poznamenejme, že nás zaj́ımaj́ı sudé hodnoty stupněM =
∑n
i=1mi;

pro liché M je výše uvedený integrál očividně roven nule (Ověřte
to!).

Shrňme dosavadńı pozorováńı. Ṕı̌seme

F (ξ) =

∫
e(ξ,x) dµ(x) =

∏

i

ξmi

i

mi!

∫ ∏

i

xmi

i dµ(x) + . . . (232)

Naopak je, jak již v́ıme,

F (ξ) =

∫
e(ξ,x) dµ(x) = e

1
4

∑
cijξiξj . (233)

Rozložme tuto funkci do nekonečné řady: Ṕı̌seme

e
1
4 (Cξ,ξ) = e

1
4

∑
cijξiξj =

∞∑

k=0

(
1

4

)k
(
∑
cijξiξj)

k

k!
=

1

2M
(
∑
cijξiξj)

M
2

M
2 !

+ . . . (234)
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kde tečky obsahuj́ı daľśı, pro nás již ted’ nezaj́ımavé členy. Rozná-
sob́ıme závorky na pravé straně (234) a dostaneme vzorec

(∑
cijξiξj

)M
2

=
∑

G

∏

{i,j}∈G
i6=j

2cij
∏

{i,i}∈G
cii

n∏

i=1

ξmi

i , (235)

kde sumujeme přes všechny uspořádané M
2 -tice množiny G dvojic

index̊u {i, j} takové, že celkový počet ,,žeber” {i, j} (žebra {i, i}
se poč́ıtaj́ı dvakrát) obsahuj́ıćıch daný index i je roven čislu mi.
Dvojnásobek počtu všech ,,žeber” G je tedy roven č́ıslu

∑n
i=1mi =

M .
Abychom si názorněji představili, přes jakou množinu G dvo-

jic {i, j} vlastně sč́ıtáme, představme si každou dvojici {i, j} třeba
jako nataženou gumičku mezi uzly i a j. Rozstřihnut́ım té gumičky
uprostřed dostaneme dva ,,prsty”, jeden upevněný v uzlu i a druhý
v uzlu j. Viz obrázek nakreslený ńıže, kde gumičky jsou již takto
rozstřihány na dvě části a máme tedy nakonec systém ,,ruk”, kde
i-tá ruka má mi ,,prst̊u”. Ty prsty jsou zat́ım neuspořádány, ńıže je
ale bude účelné uspořádat.

Shrňme dosažený výsledek. Srovnáńım odpov́ıdaj́ıćıch člen̊u roz-
voj̊u (232) a (234) máme vzorec

∫ n∏

i=1

xmi

i dµ(x) =
1

2M
(
M
2

)
!

n∏

i=1

mi!
∑

G∈G({mi})

cG, (236)

kde G({mi}) je množina všech uspořádaných M
2 -tic G popsaných

nahoře, a

cG =
∏

{i,j}∈G
i6=j

(2cij)
mij

∏

{i,i}∈G
cmii

ii , (237)

kde cij je př́ıslušný maticový element (z korelačńı matice C) a mij

označuje násobnost (multiplicitu) páru {i, j}, tzn. počet jeho použit́ı
v uspořádané množině G. Některé gumičky jsou tedy vlastně svazky
gumiček, a bereme v úvahu i gumičky typu ,,smyčka”, tedy páry
{i, i}. I ony mohou mı́t multiplicitu větš́ı než jedna.

Vzorec (236) se stane přehledněǰśım, přeṕı̌seme-li ho nyńı pro
neuspořádaná párováńı. Při vhodné interpretaci nav́ıc ,,zmiźı” všech-
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ny faktoriály v (236) (a nav́ıc se sjednot́ı př́ıspěvky 2cij , resp cii,
v (237)).

Označ́ıme symbolem P({mi}) množinu neuspořádaných M
2 -tic

pár̊u typu {i, j} takových, že počet výskyt̊u indexu i je dán č́ısly
mi. Tato množina se rozpadá na sjednoceńı

P({mi}) =
⋃

{mij}
P({mi}, {mij}) (238)

množin neuspořádaných M
2 -tic s předepsanými multiplicitami

žeber {mij}. Kolika zp̊usoby lze uspořádat zvolený prvek P ∈
P({mi}, {mij})? Očividně

NP =

(
M
2

)
!∏

{i,j}mij !
(239)

r̊uznými zp̊usoby. Takže máme vzorec, vyplývaj́ıćı z (236),
∫ ∏

i

xmi

i dµ(x) =

∏
mi!∏

{i,j}mij ! 2M

∑

P∈P({mi})

cP , (240)

kde cP je dáno formuĺı (237). Představme si nyńı, že každou
,,gumičku” ze systému P rozstřihneme uprostřed. Vznikne systém
n ,,ruk”, kde i-tá ruka má mi ,,prst̊u”.

m1 mk mn

Obrázek 19: Př́ıklad párováńı ručiček

Představme si naopak, že prsty těchto roztažených ruk budeme
párovat a t́ım vytvářet r̊uzné M

2 -tice P .
Plat́ı nyńı, že každé neuspořádané párováńı (uspořádanýchmi-tic

prst̊u ruk) takto vytvoř́ıme celkem
∏
imi!∏

{i,i}∈P 2miimii!
∏
{i,j}
i6=j

mij !
(241)
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krát. Vyjasńıme jmenovatel tohoto výrazu. Pokudmii = 0 amij ≤ 1,
je výsledek

∏
imi! jasný, každá n-tice permutaćı prst̊u ruk vytvář́ı

r̊uznou realizaci téhož neuspořádaného párováńı P . Označujme
raději tyto realizace symbolem R (mı́sto P ).

V př́ıpadě mij > 1 je třeba si dále uvědomit, že po provedeńı
jakékoliv permutace uvnitř svazku ,,gumiček” {i, j} z̊ustává realizace
R stejná. To vysvětluje př́ıtomnost faktoriál̊u mij ! ve jmenovateli
vzorce nahoře.

V př́ıpadě multiplicit smyček {i, i} je př́ıslušná kombinatorika
ještě poněkud jiná. Zat́ımco konce všech pár̊u {i, j} jsou apriori
,,odlǐseny”, u pár̊u {i, i} tomu tak neńı, a transpozice koncových
bod̊u ,,gumiček” ze svazku {i, i} dávaj́ı onen dodatečný faktor 2mii

— který ovšem chyb́ı pro i 6= j.
A máme finálńı vzorec (všimněte si, jak ,,zmizel” faktor 1

2M
a též

faktor 2 u člen̊u cij , i 6= j), je to tzv. Wick̊uv vzorec:

∫ ∏

i

xmi

i dµ(x) =
∑

R∈R({mi})

cR, (242)

kde
cR =

∏

{i,j}
c
mij

ij (243)

a sč́ıtá se přes všechny možné realizace R párováńı uspořádaných
mi-tic prst̊u v obrázku nahoře.

Samostatný př́ıklad bude věnován zobecněńım této formule pro
př́ıpad, kdy mı́sto členu

∏
i x

mi

i bereme r̊uzné součiny ortogonalizo-
vaných polynomů (v prostoru L2(µ)).

20.4 Exponenciála mocninné řady a rozvoj loga-
ritmu

Uvedeme zde jedno tvrzeńı (kombinatoricko-analytického charak-
teru) pro mocninné řady. Má význam pro studium pojmu expo-
nenciály a logaritmu matice. Pracujeme zde obecněji v jakékoliv al-
gebře, kde výrazy jako

∑∞
n=0

xn

n! ,
∑
xn a všechny uvažované řady

typu
∑
anx

n, či
∑
bnx

n maj́ı smysl pro dostatečně malé x (≡ pro
každé x, pokud je pronásob́ıme dostatečně malým koeficientem).
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Čistě kombinatorický d̊ukaz rozvoje log(1 + x) je uveden
v přikladě p. Vyb́ırala. Jistěže je neestetické přidávat analytické
úvahy tam, kde bychom chtěli (a kde existuje) čistě kombinatorický
d̊ukaz. Uvid́ıme však, že i malé množstv́ı analýzy d̊ukaz velmi
zpřehledńı. Vyhýbáme se zde ovšem čistě analytickým úvahám jako
využit́ı znalosti Taylorova rozvoje log(1 + x) pro reálná x.
Věta. Necht’ plat́ı

∞∑

n=0

anx
n = exp

[ ∞∑

m=1

bmx
m

]
; a0 ≡ 1. (244)

Potom je mezi koeficienty an a bm vztah

ann =
n∑

m=1

bmman−m. (245)

Speciálně, voĺıme-li an ≡ 1, je bm ≡ 1
m , a tedy plat́ı

1

1− x =
∞∑

n=0

xn = exp

[ ∞∑

n=0

xn

n

]
, (246)

neboli

− log(1− x) =
∞∑

n=1

xn

n
. (247)

Důkaz. Zmı́něný rudiment analýzy (bez kterého obej́ıt se by bylo
skutečně nepohodlné) je tvrzeńı

d

dx
eg(x) = g′(x)eg(x). (248)

Pokud chápeme d
dx

∑
anx

n jako
∑
annx

n−1 a definujeme-li ex =∑∞
n=0

xn

n! , dále e
g(x) dosazeńım řady pro g(x) do exponentu ex, lze

tvrzeńı (248) dokázat i čistě kombinatoricky. Proved’te! Potřebujeme
k tomu ovšem daľśı ,,zřejmé” tvrzeńı, totiž, že

((g(x))
n
)
′
= n (g(x))

n−1
g′(x). (249)
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Takže nyńı máme pro
∑∞
n=0 anx

n = eg(x), g(x) =
∑∞
m=1 bmx

m,
vztah

∞∑

n=1

annx
n−1 = e

∑∞
m=1 bmx

m
∞∑

m=1

mbmx
m−1 =

=
∞∑

n=0

anx
n
∞∑

m=1

mbmx
m−1 (250)

a pronásobeńım řad na pravé straně skutečně dostaneme hledaný
vztah

ann =
∑

k,l: k+l=n

aklbl. (251)

20.5 Přibližné výpočty velkých mocnin matic

Spočtěte s dostatečně velkou přesnost́ı A1000 pro matici

A =




1
2
1
3
1
6

1
3
1
3
1
3

1
6
1
3
1
2


 . (252)

Řešeńı. Jde o stochastickou matici, jej́ı největš́ı vlastńı č́ıslo je
tedy 1. Daľśı vlastńı č́ısla jsou, jak snadno zjist́ıme, 0 a 1

3 . Tedy
matice A je podobná matici D

A = CBC−1, kde B =




1 0 0
0 1
3 0

0 0 0


 , C−1 = CT (253)

a kde sloupce ortogonálńı matice C jsou tvořeny vlastńımi vektory
př́ısluš́ıćımi vlastńım č́ısl̊um 1, 13 , 0. Poznamenejme, že vlastńı vektor

př́ısluš́ıćı vlastńımu č́ıslu 1 má složky (1/
√
3, 1/

√
3, 1/

√
3).

Všimněme si, že plat́ı přibližný vztah

A1000 = CB1000C−1
.
= CBC−1 = CBCT , (254)

kde B =




1 0 0
0 0 0
0 0 0


 , (255)
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s přesnost́ı řádově na hodnotu
(
1
3

)1000
!

Dosazeńım do (254) dostaneme

CBCT =




1√
3
? ?

1√
3
? ?

1√
3
? ?







1 0 0
0 0 0
0 0 0






1√
3

1√
3

1√
3

? ? ?
? ? ?


 =

=




1
3
1
3
1
3

1
3
1
3
1
3

1
3
1
3
1
3




tedy, s přesnost́ı řádově
(
1
3

)1000

A1000
.
=




1
3
1
3
1
3

1
3
1
3
1
3

1
3
1
3
1
3


 . (256)

20.6 Násobeńı blokových matic typu 2× 2

a) Spočtěte Mn, kde matice M rozměr̊u 2× 2 je tvaru

(
a b
0 c

)
.

b) Řešte analogickou úlohu pro př́ıpad, kdy M =

(
A B
0 C

)
je

bloková matice rozměr̊u (m + n) × (m + n) a bloky A, B, C
a 0 maj́ı postupně rozměry m ×m, m × n, n × n a n ×m; 0
označuje matici, jej́ıž všechny prvky jsou rovny nule.

Řešeńı. a) Spočteńım několika prvńıch mocnin neńı těžké na-
hlédnout, že bude platit

Mn =

(
an b

(
an−1 + an−2c+ · · ·+ acn−2 + cn−1

)

0 cn

)
. (257)

Dokažme to matematickou indukćı. Vskutku,

Mn+1 =MnM =

=

(
an b

(
an−1 + an−2c+ · · ·+ acn−2 + cn−1

)

0 cn

)(
a b
0 c

)

=

(
an+1 b

(
an−1 + an−2c+ · · ·+ acn−2 + cn−1

)
c+ anb

0 cn+1

)
=

=

(
an+1 b (an + · · ·+ cn)
0 cn+1

)
q. e. d. (258)
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b) V př́ıpadě, že A, B, C a 0 jsou blokové matice, ověř́ıme snadno,
že

M2 =

(
A2 AB +BC
0 C2

)
, (259)

M3 =

(
A3 A2B +ABC +BC2

0 C3

)
. (260)

Od̊uvodněte podrobněji, proč je součin dvou blokových matic

(
A B
C D

)
a

(
E F
G H

)
(261)

odpov́ıdaj́ıćıch rozměr̊u roven matici

(
AE +BG AF +BH
CE +DG CF +DH

)
! (262)

Podrobně jako v př́ıpade a) nyńı dokážeme matematickou in-
dukćı, že

Mn =

(
An An−1B +An−2BC + · · ·+ABCn−1 +BCn

0 Cn

)
, (263)

(pozor na pořad́ı matic!) což v př́ıpadě, že matice A, B, C vzájemně
komutuj́ı a pokud je (C−A) regulárńı matice, lze napsat přehledněji
ve tvaru

Mn =

(
An B(C −A)−1(Cn −An)
0 Cn

)
. (264)

20.7 Cyklické vektory operátor̊u

Dokažte, že operátor f : V → V má cyklický vektor právě tehdy,
když pro každý prvek jeho spektra existuje právě jedna Jordanova
buňka.
Věta. Cyklickým vektorem nazýváme takový vektor v ∈ V, že

vektory v, f(v), . . . , fn−1(v), kde n je dimV, tvoř́ı bázi V. Jde tedy
o takový vektor, pro který jsou ještě i vektory v, f(v), . . . , fn−1(v)
lineárně nezávislé. (Vektory v, f(v),. . . ,fn(v) již lineárně nezávislé
být nemohou!)
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Důkaz. Snažš́ı je d̊ukaz implikace⇒. Existuj́ı-li totiž pro nějaký
prvek λ spektra f dva Jordanovy bloky, uvažujme následovně.

Vzhledem k L
(
z, f(z), . . .

)
= L

(
z,
(
f − λ

)
(z), . . .

)
můžeme

předpokládat, že plat́ı λ = 0. Jsou-li potom v a w počátečńı vektory
př́ıslušných dvou Jordanových řetězc̊u (v, (f−λ)(v), . . . , (f−λ)n(v))
a (w, (f −λ)(w), . . . , (f −λ)m(w)) a označ́ıme-li symboly {zk} zbylé
vektory Jordanovy báze, tak je snadné nahlédnout, že v lineárńım
obalu vektor̊u z, f(z), f2(z), . . . , kde

z =
n∑

i=0

αi(f − λ)i(v) +
m∑

j=0

βj(f − λ)j(w) +
∑

k

γkzk (265)

nemohou být všechny vektory zmı́něných dvou řetězc̊u nahoře!
Označme N = max(n + 1,m + 1). Pak (f − λ)i(z) ∈ L(zk) pro
i ≥ N , a pokud je dimenze L(zk) rovna M , pak je už {z, (f −
λ)(z), . . . , (f − λ)N+Mz} lineárně závislá množina. Ale N + M =
max(n+1,m+1)+dimL(zk) < n+1+m+1+dimL(zk) = dimV ,
takže {z, (f −λ)(z), . . .} nemůže být báźı V a tedy ani {z, f(z), . . .}.

Nyńı dokažme zaj́ımavěǰśı implikaci ,,⇐”.
Důkaz se sestává ze dvou krok̊u, pričemž ten druhý krok bude

ńıže vydělen jako samostatný př́ıklad.
Pro každé λ ∈ %(f) (spektrum f) označme symbolem vλ

počátečńı vektor př́ıslušného Jordanova řetězce vλ, (f − λJ)vλ, . . . ,
(f − λJ)mλ−1vλ, kde mλ označuje násobnost λ. Pak můžeme každý
vektor v ∈ V rozložit do tvaru

v =
∑

λ

mλ−1∑

k=0

αk,λ(f − λJ)kvλ. (266)

Volme speciálně v ∈ V tvaru

v =
∑

λ

αλvλ. (267)

Potom je pro libovolné m ∈ N

fm(v) =
∑

λ

αλ(f − λJ + λJ)mvλ = (268)
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=
∑

λ

αλ

m∑

l=0

(
m

l

)
λm−l(f − λJ)lvλ. (269)

Tedy matice B, v jejichž sloupćıch jsou souřadnice n vektor̊u
v, f(v), . . . , fn−1(v) v̊uči zvolené Jordanově bazi {vλ, (f − λJ)vλ,
(f − λJ)2vλ, . . . }, má v řádku odpov́ıdaj́ıćım vektoru (f − λJ)kvλ
prvky

(
0, 0, . . . ,

(
k

k

)
,

(
k + 1

k

)
λ, . . . ,

(
n− 1

k

)
λn−1−k

)
, (270)

a je tedy tvořena pod sebe napsanými obdélńıkovými bloky, které
jsou jakoby gaussovsky zeliminované a které odpov́ıdaj́ı jednot-
livým Jordanovým blok̊um. Nı́že uvid́ıme, jak tato matice souviśı
se známou matićı Vandermondovou.

Takže volba (267) s vesměs nenulovými vektory αλ dává vždy
bázi v, f(v), . . . , fn−1(v) prostoru V.

Obecný př́ıpad (0) s αi,λ 6= 0, i > 0 pro každé λ ∈ %(f) zde již
vyšetřovat podrobně nebudeme a přenechávame jej čtenáři.

20.8 Zobecněný Vandermond̊uv determinant

Jde o čtvercový determinant složený z obdélńık̊u tvaru

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 x x2 . . . xn

0 1 2x . . . nxn−1

0 0 2 . . . n(n− 1)xn−2

...
...

...
...

0 0 0 . . . 0 k! . . . n(n− 1) . . . (n− k + 1)xn−k

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

. (271)

Označme takovéto obdélńıky — rozměru (k+1)×(n+1), symboly
R(x). Chceme tedy spoč́ıtat determinant

det



R(x)
R(y)
...


 = detA, (272)
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kde obdélńıkové matice R(x) jsou tvaru

R(x) =



r(x)
r′(x)
...


 , (273)

a kde r(x) = (1, x, . . . , xn).
Věta. Determinant takovéto matice

A =



R(x1)
R(x2)

...


 (274)

je roven detA =
∏
i>j(xi−xj)mimj

∏
imi!, kde mi je tloušt’ka bloku

R(xi).
Řešeńı. Nahrad’me k-tou derivaci k-tou diferenćı:

dk

dxk
r(x) = lim

4→0
Dkr(x), (275)

kde

Dkr(x) =
1

k! 4k

k∑

l=0

(−1)l
(
k

l

)
r(x+ l4). (276)

(Připomı́náme zde tento vztah n-té diference a n-té derivace. Nej-
jednodušeji se to dokáže pomoćı L’Hospitalova pravidla.) Potom je

detA = lim
4→0

det



R4(x1)
R4(x2)

...


 , (277)

kde obdélńıky R4(x) maj́ı tvar

R4(x) =




r(x)
Dr(x)
D2r(x)

...


 . (278)
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Nyńı použijeme vzorce pro výpočet ,,obyčejného” Vandermon-
dova determinantu a poté spočteme limitu 4 → 0. Proved’te po-
drobně, speciálně si uvědomte, jak se vzájemně kompenzuj́ı fak-
toriály k! (vznikaj́ıćı i v limitě (277) použit́ım známého vzorce pro
,,obyčejný” Vandermond̊uv determinant).

20.9 Výpočet odmocniny symetrické matice

Mějme zadanou nějakou symetrickou matici A, třeba

A =




1 1 1
1 3 1
1 1 1


 . (279)

Hledejme (symetrickou) matici B takovou, aby B2 = A.
Řešeńı a) Pro takto zadané č́ıselné hodnoty bude asi nejjed-

nodušš́ı matici B uhádnout. Pokud jej́ı prvky budou celoč́ıselné,
máme zřejmě na výber pouze hodnoty −1, 0, 1. Ṕı̌seme-li

B =



a d e
d b f
e f c


 . (280)

máme

a2 + d2 + e2 = 1,
e2 + f2 + c2 = 1,
d2 + b2 + f2 = 3. (281)

Rovnice d2 + b2 + f2 = 3 má jediné celoč́ıselné řešeńı d = b =
f = 1, tedy dále máme a = e = c = 0, takže

B =




0 1 0
1 1 1
0 1 0


 (282)

je hledaným řešeńım.
b) Standardńı postup by ovšem byl

α) spoč́ıtat spektrum (zde 0, 1, 4) matice A,
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β) vyjádřit A = CDC−1, kde sloupce matice C jsou př́ıslušné
vlastńı vektory,

γ) spoč́ıtat B = C
√
DC−1.

Proved’te podrobně!

20.10 Pfaffián antisymetrické matice

Uvedeme zde některé pozoruhodné vlastnosti determinantu antisy-
metrické matice A sudého rozměru 2n.

Připomeňme definici determinantu, zapsanou v následuj́ıćım (na
prvńı pohled méně obvyklém) tvaru

detA =
∑

π

∏

C∈π
aC , (283)

kde sumace je přes všechny permutace π, symbolem C znač́ıme cyk-
lus permutace π tvaru (i1, i2, . . . , ik, i1) (cyklicky uspořádáná k-tice
index̊u), k ≥ 1, a ,,váha” takovéhoto cyklu C je dána vzorcem

aC = (−1)k−1
k∏

j=1

aijij+1 , (ik+1 ≡ i1) (284)

kde aij jsou maticové elementy A. Vezměme (pro k ≥ 3) cyklus C−1,
inverzńı k C, tzn. C−1 = (ik, ik−1, . . . , i1, ik) a uvědomme si vztah

aC−1 = aC(−1)k, (285)

který vyplývá z antisymetričnosti A.
Vezměme nějaký systém ϕ vzájemně se neprot́ınaj́ıćıch cykl̊u.

Necht’ C̃ je daľśı cyklus o lichém počtu prvk̊u neprot́ınaj́ıćı žádný
cyklus z ϕ. Zřejmě je potom

aϕ∪C̃ = −aϕ∪C̃−1 , aϕ =
∏

C∈ϕ
aC , (286)

takže v definici determinantu antisymetrické matice se můžeme ome-
zit na permutace obsahuj́ıćı pouze cykly o sudém počtu prvk̊u (trans-
pozice, čtveřice, apod.). Př́ıspěvky permutaćı obsahuj́ıćıch cyklus
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liché délky se totiž vzájemně vynuluj́ı. (Proved’te tuto úvahu po-
drobně!)
Tvrzeńı. Pro antisymetrickou matici plat́ı

detA =
∑

π

∏

C∈π

∏

(i,j)∈C
aij , (287)

kde sumace je nyńı pouze přes permutace neobsahuj́ıćı cykly o lichém
počtu prvk̊u. Výraz

∏
(ij)∈C aij (součin přes ,,orientovaná žebra”

cyklu C) pak nezáviśı na tom, zda vezmeme C, či C−1.
A nyńı pojd’me k pojmu párováńı množiny {1, 2, . . . , 2n}. T́ım

budeme rozumět rozklad P množiny {1, 2, . . . , 2n} na disjunktńı
dvojice prvk̊u. Každé párováńı lze chápat jako obraz ,,kanonického”
párováńı P0 systému dvojic {1, 2}, {3, 4}, . . . , {2n−1, 2n} při vhodné
permutaci π množiny {1, 2, . . . , 2n}. Samozřejmě, v definici π je ve-
liká libov̊ule. Lze permutovat vzniklé dvojice mezi sebou, a také
prvky uvnitř dvojic. Celkem 2nn! možnost́ı.

Páry kanonického párováńı jsou fakticky uspořádané dvojice typu
(2k − 1, 2k), a přenos P0 permutaćı π dává tedy také párováńı na
uspořádané dvojice. Změńı-li se pořad́ı prvk̊u uvnitř dvojic, změńı
se odpov́ıdaj́ıćım zp̊usobem i π a též výraz znπ. (Jak?)

Nyńı je třeba si uvědomit, že výraz

aP ≡
n∏

i=1

aπ(2k−1),π(2k)znπ (288)

potom nezměńı svou hodnotu, slož́ıme-li π s nějakou daľśı permu-
taćı tak, aby výsledné (neuspořádané) párováńı P bylo zachováno.
(Zde opět hraje roli antisymetrie A, vyjasněte!) Můžeme také psát
(všechny členy této sumy jsou stejné!)

aP =
1

2nn!

∑

π:π(P0)=P

n∏

k=1

aπ(2k−1),π(2k)znπ, (289)

kde sumace je přes všechny permutace π přenášej́ıćı kanonické
párováńı na P .

Všimneme si také, že pro párovańı {2, 3}, {4, 5}, . . . , {2n, 1} do-
staneme opačnou hodnotu aP než pro párováńı P0 nahoře. Analo-
gickou úvahu můžeme udělat i uvnitř každého cyklu maj́ıćıho sudý
počet prvk̊u. A můžeme zformulovat náš hlavńı výsledek:
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Věta. Plat́ı rovnost

detA = (Pf(A))
2
, (290)

kde Pf(A) =
∑
P aP . Výraz Pf(A) se nazývá Pfaffiánem matice A.

Důkaz. Stač́ı si představit každý cyklus (sudé délky!) z formule

detA =
∑

π

∏

C∈π
aC (291)

rozdělen stř́ıdavě na dva druhy žeber {i, j} ∈ P : ,,černá” a ,,b́ılá”.
Neńı těžké si uvědomit, že každý systém vzájemně neprot́ınaj́ıćıch se
cykl̊u (o sudém počtu vrchol̊u) lze takto jednoznačně reprezentovat
jako dvojici párováńı (černé párováńı a b́ılé párováńı).

Ještě zbývá si uvědomit, že máme dva zp̊usoby orientace každého
cyklu (deľśıho než 2), ale také dva r̊uzné jeho rozklady na systém
,,černých” a ,,b́ılých” žeber. (Pro cykly délky 2 je to nutno formu-
lovat trochu jinak. V tomto př́ıpadě je C−1 ≡ C. Modifikujte výše
uvedenou úvahu podrobně pro tento př́ıpad.)

Výraz
Pf(A) · Pf(A) (292)

si nyńı budeme představovat jako součin dvou sum: ,,černé” sumy∑
P aP přes všemožná ,,černá” párováńı množiny {1, 2, . . . , 2n} a

analogické ,,b́ılé” sumy. T́ım je d̊ukaz zakončen, vyjasněte př́ıslušné
kombinatorické detaily, zvláště to, jak se násob́ı znaky př́ıslušných
párováńı a jak to všechno souviśı se znakem π.
Př́ıklad.

det




0 a b c
−a 0 d e
−b −d 0 f
−c −e −f 0


 = (−be+ cd+ af)2 (293)

Ověřte výsledek obvyklým výpočtem.
Otázka. Co dostaneme pro př́ıpad lichého rozměru matice A?

20.11 Populačńı model

Necht’ pn, resp. qn, je pravděpodobnost, že ve společnosti (bez
sociálńıch a jiných výkyv̊u, žij́ıćı při vědomı́ udržitelného rozvoje)
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se ženě stář́ı n let během roku narod́ı syn, resp. dcera. Necht’ mn,
resp. zn, je naopak pravděpodobnost, že muž, resp. žena, stář́ı n let
během roku zemře. S výjimkou obdob́ı těsně po válce apod. obvykle
plat́ı, že pn

.
= qn, resp. qn je nepatrně větš́ı než pn. Naproti tomu,

veličiny mn a zn závisej́ı hlavně na zdravotńım stavu populace, resp.
úrovni lékařské péče.

Předpokládejme pro přehlednost, že pn = qn = 0 a mn = zn = 1
pro všechna n ≥ 100. Necht’ {xn(t), yn(t); n = 0, 1, . . . , 100} je
stav populace v roce t. Veličiny xn(t) a yn(t) označuj́ı počet v za-
daných jednotkách (třeba v miliónech), muž̊u a žen, které v daném
kalendářńım roce oslav́ı n-té narozeniny.
Otázka. Jak se bude v pr̊uběhu let měnit vektor

{xn(t), yn(t);n = 0, 1, . . . , 100} ?

Řešeńı. Označme symbolem

A =

(
M S
D Z

)
(294)

matici, jej́ıž bloky vypadaj́ı následovně. Matice M (,,mužská” část
A, je to nilpotentńı matice!) popisuje úmrtnost muž̊u a všechny jej́ı
prvky kromě prvk̊u

Mi,i−1 ≡ 1−mi (295)

jsou nulové.
Obdobně matice Z má nenulové pouze prvky

Zi,i−1 = 1− zi. (296)

Matice S (syn̊u) má nenulové prvky pouze v prvńım řádku, jsou
rovny

S1,i = pi (297)

a podobně matice D (dcer) má v prvńım řádku prvky

Di,i+1 = qi (298)

a jinde též nuly. Je patrné, že populačńı vektor {xn(t), yn(t)} bude
v následuj́ıćım roce t+ 1 splňovat vztah

(
x(t+ 1)
y(t+ 1)

)
= A

(
x(t)
y(t)

)
, (299)
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kde

x(t) =




x0(t)
...

x100(t)


 a y(t) =




y0(t)
...

y100(t)


 (300)

označuj́ı stav populace v roce t, x(t) jej́ı mužskou část, y(t) jej́ı
ženskou část.

Zd̊urazněme ještě jednou podmı́nku stacionárnosti matice
A, tzn. podmı́nku setrvalosti ,,společenského vědomı́” (nikoliv
společenského byt́ı; populace bude bud’ expandovat nebo vymı́rat;
viz dále). Jinak bychom nemohli napsat vztah pro jakékoliv přirozené
n (

x(n)
y(n)

)
= An

(
x(0)
y(0)

)
. (301)

Nyńı odkazujeme na podrobněǰśı analýzu chováńı vektoru

x(n) = Anx, (302)

z př́ıkladu o hledáńı ,,největš́ıho” vlastńıho vektoru matice.
Zde uvedeme pouze to nejd̊uležitěǰśı. Matice A je pozitivńı a po-

dle Frobeniovy věty je jej́ı největš́ı vlastńı č́ıslo kladné. Označme
jej µ (na počest Malthuse). Plat́ı potom obecný vztah (od̊uvodněte
podrobněji)

(
x(n)
y(n)

)
= Cµn

(
x(0)
y(0)

)
+O

(∣∣∣∣
λ

µ

∣∣∣∣
n)

, (303)

kde λ označuje druhé největš́ı (v absolutńı hodnotě) vlastńı č́ıslo
matice A. Tedy populace vymı́rá, či expanduje v závislosti na tom,

zda µ < 1, či µ > 1. Podrobněǰśı studium

(
x(n)
y(n)

)
vede k závěru, že

tento populačńı vektor je násobkem vlastńıho vektoru př́ıslušej́ıćıho
vlastńımu č́ıslu µ. Tedy vlastńı vektory lze i experimentálně pozoro-
vat (a to plat́ı nejen v populačńıch modelech)!

20.12 Resolventa matice a operátoru
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Necht’ f : V → V je operátor na (komplexńım) prostoru V a necht’ A
je jeho matice (v nějaké bázi). Uvažujme operátorhodnotovou, resp.
maticehodnotovou funkci komplexńı proměnné

{z → (zJ − f)−1} : C → L(V, V ), (304)

resp.
{z → (zJ −A)−1} : C →M(n× n), (305)

kde L(V, V ) je prostor operátor̊u na V, resp. prostor matic
př́ıslušného rozměru n×n. J znamená identický operátor, resp. jed-
notkovou matici. Tuto funkci budeme v daľśım označovat symbolem
R(λ, f), resp. R(λ,A). Jde o tzv. resolventu operátoru f , resp. matice
A.

Funkce R(λ, f) je zřejmě holomorfńı ve všech bodech C vyjma
bod̊u spektra %(f). To se snadno ověř́ı pomoćı tzv. resolventńı rovice

(zJ − f)−1 − (z̃J − f)−1 = (z − z̃)(zJ − f)−1(z̃J − f)−1, (306)

což je snadná analogie (ověřte, že všechny výrazy komutuj́ı!) vztahu

1

x− f −
1

x̃− f = − x− x̃
(x− f)(x̃− f) . (307)

Z této rovnice totiž dále plyne limitńım přechodem

d

dz
(zJ − f)−1 = −(zJ − f)−2 (308)

a podobně odvod́ıme i pro vyšš́ı derivace vztahy

dk

dzk
R(z, f) = k!(−1)k(R(z, f))−k+1. (309)

Ke zkoumáńı chováńı R(z, f) v okoĺı spektra %(f) použijeme
základńı větu teorie Jordanova tvaru matice, totiž rozklad (inva-
riantńı v̊uči f)

V =
⊕

λ

Kerλ f (310)

na kořenové podprostory takové, že (f − λJ) : Kerλ f → Kerλ f je
nilpotentńı.
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Připomeňme, že

f =
∑

λ∈%(f)
fpλ, (311)

kde pλ : V → Kerλ f je projekce na př́ıslušný kořenový podprostor.
Je snadné ověřit vztah

R(z, f) =
∑

λ

R(λ, fpλ), (312)

kde operátor fpλ : Kerλ f → Kerλ f má jediné vlastńı č́ıslo λ.
Pod́ıvejme se nyńı bĺıže na operátory fpλ. Zvolme nějaké λ ∈

%(f), přepokládejme, že zvolené λ = 0 pro jednoduchost značeńı
a pod́ıvejme se na Laurent̊uv rozvoj funkce R(0, fp0) v okoĺı ta-
kovéhoto kořene 0 ∈ %(f).

T́ım jsme problém převedli na zkoumáńı Laurentova rozvoje
R(z, f) nilpotentńıho operátoru f . Ověřte nyńı platnost následu-
j́ıćıho tvrzeńı:
Věta. Necht’ f : V → V je nilpotentńı. Pak lze resolventu R(z, f)

vyjádřit vzorcem

R(z, f) =

n∑

k=0

1

zk+1
fk, (313)

kde n je takové, že fn+1 ≡ 0.
Důkaz dostanete ihned ze vzorce pro součet geometrické řady

(zJ − f)−1 =
∞∑

k=0

z−k−1fk. (314)

Vrat’me se nyńı ještě k studiu obecného operátoru f . Funkce

R(z, f)−
∑

λ∈%(f)

nλ∑

k=0

1

(z − λ)k+1 (f − λJ)
kpλ (315)

je holomorfńı dokonce i v bodech spektra %(f), jak plyne z předešlé
věty. (Je totiž holomorfńı, pokud ji omeźıme na Kerλ f — d́ıky
odečteńı hlavńı části Laurentovy řady. Na ostatńıch Kerµ f je ho-
lomorfnost funkce R(z, f) v bodě λ zřejmá.)
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Jelikož však limita této funkce v nekonečnu je rovna nule
(od̊uvodněte!), plat́ı (použijeme-li známou větu z teorie holomorfńıch
funkćı, ,,princip maxima”) následuj́ıćı
Věta. Plat́ı rovnost

R(z, f) =
∑

λ∈%(f)

nλ∑

k=0

1

(z − λ)k+1 (f − λJ)
kpλ, (316)

kde nλ je zvolené tak, aby platilo (f − λJ)nλ+1 ≡ 0 na Kerλ(f).
(Délka nejdeľśıho Jordanova řetězce př́ıslušej́ıćıho vlastńımu č́ıslu λ.)
Cvičeńı. Je-li dána Jordanova báze f , zjistěte matici R(z, f)

v̊uči této bázi a diskutujte též Jordan̊uv tvar R(z, f).

20.13 Signatura kvadratické formy

Určete signaturu kvadratické formy

Q(x) = x1x2 + x1x3 + · · ·+ x2x1 + . . .+ xn−1xn. (317)

(Pozor, neplést s matićı tvaru cirkulantu. Toto je mnohem jednodušš́ı
úloha!)
Řešeńı. Jelikož je

2Q(x) =

(
n∑

i=1

xi

)2
−

n∑

i=1

x2i , (318)

zdálo by se, že ,,substituce” yi = xi, i = 0, . . . , n a yn+1 =
x0 + · · · + xn řeš́ı problém okamžitě. Pot́ıž je v tom, že souřadnice
y0, . . . , yn+1 ,,nejsou nezávislé”. Avšak na (n − 1)–rozměrném pro-
storu {(x1, . . . , xn) :

∑
xi = 0} (ortogonálńı doplněk k vektoru

(1, . . . , 1)) je forma zřetelně negativně definitńı. Na podprostoru
{(t, . . . , t), t ∈ R} je naopak zřetelně pozitivně definitńı.

Jak nyńı doj́ıt k závěru co nejpohodlněji? V prostoru W = u⊥,
kde u = (1, . . . , 1) je Q negativně definitńı (ověřte také, že W je in-
variantńı podprostor matice Q). Diagonalizujeme Q na prostoru W
a př́ıslušnou bázi rozš́ı̌ŕıme vektorem u na bázi celého Rn (diagona-
lizuj́ıćı Q se signaturou (n− 1, 1)).
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20.14 Rozsazeńı u kulatého stolu

Uvedená metoda pocháźı ze statistické fyziky (tzv. metoda ,,trans-
fer matice”). Použ́ıvá se i ke studiu v́ıcerozměrných ,,krystalických
mř́ıž́ı”, kde je ovšem technicky značně komplikovaněǰśı. My se
omeźıme na jednorozměrný př́ıpad:

Okolo kulatého stolu maj́ıćıho N židĺı (oč́ıslujeme je 0, 1, . . . ,
N − 1 a identifikujeme jako prvky cyklické grupy) chceme rozsadit
N jedinc̊u (atomů) př́ısluš́ıćıch některé z k r̊uzných tř́ıd (muži, ženy,
prázdno; atomy r̊uznych v́ıce či méně se snášej́ıćıch prvk̊u apod.)

Předpokládejme pro jednoduchost, že ,,interaguj́ı” pouze nejbližš́ı
sousedé u stolu. Máme tedy zadánu jistou (k×k) symetrickou matici
,,snášenlivosti” A = (aij), kde aij = aji = 1, resp. = 0 pokud se
prvky tř́ıd i a j snášej́ı vedle sebe či nikoliv.

Ptáme se nyńı: kolik existuje př́ıpustných rozsazeńı okolo stolu,
tzn. zobrazeńı

F : {0, 1, . . . , N − 1} → {1, 2, . . . , k} (319)

takových, že a{F (i),F (j)} = 1 pro každý pár nejbližš́ıch soused̊u (i, j),
kde j = (i+ 1)modN? Stač́ı spoč́ıtat

Z =
∑

F

N∏

i=1

aF (i),F (i+1), (320)

kde sumace je přes všechna zobrazeńı F . Stejný výsledek plat́ı i
v obecněǰśım př́ıpadě aij = exp [−Eij ], kde E = (Eij) je energetická
matice jej́ıž prvky vyjádřuj́ı ,,energii” — stupeň (ne)libosti, kterou
bĺızkost soused̊u typu i a j produkuje. Z se pak nazývá partičńı
funkce.
Věta Plat́ı rovnost

Z = TrAN . (321)

Dokažte!
Důsledek: Necht’ λ1, . . . , λk jsou (reálná!) vlastńı č́ısla matice

A. Pak je

Z =
k∑

i=1

λNi = λN1 (1 +
k∑

i=2

(λi/λ1)
N ). (322)
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Posledńı tvar je vhodný v př́ıpadě, že λ1 je největš́ı vlastńı č́ıslo. Pak
plat́ı přibližná formule

Z
.
= λN1 . (323)

Př́ıklad. Kolika zp̊usoby lze rozsadit muže a ženy kolem kulatého
stolu, aby

a) žádné dvě osoby neseděly těsně vedle sebe?

b) žádný muž a žena neseděli těsně vedle osoby druhého pohlav́ı?

c) žádná osoba nebyla obklopena jenom osobami stejného pohla-
v́ı, resp. prázdnem?

Řešeńı. a) situaci odpov́ıdá matice A =

(
1 1
1 0

)
,

Z = τN +
1

τN
=

1

2N−1

bN2 c∑

k=0

(
N

2k

)
5
N
2 −k, τ =

√
5 + 1

2
. (324)

Prvńı řádek A odpov́ıdá osobě a druhý prázdnu.

b) situaci odpov́ıdá matice A =




1 0 1
0 1 1
1 1 1


.

Z = (
√
2+1)N+(−

√
2+1)N+1N = 1+

1

2N−1

bN2 c∑

k=0

(
N

2k

)
2k+1. (325)

Řádky a sloupce matice A odpov́ıdaj́ı muž̊um, ženám a prázdnu
(v tomto pořad́ı).

c) To je početně trochu složitěǰśı problém.
Je třeba ho formulovat v řeči trojic soused̊u (a jak se snášej́ı se

sousedńımi, je prot́ınaj́ıćımi, trojicemi). Př́ıslušná matice je rozměr̊u
(27× 27) — počet možných trojic je 33 = 27, kde jednotlivá židle je
obsazena bud’ ženou, mužem, nebo je prázdná. (Trojice typu (muž,
muž, muž), či (muž, muž, prázdno), či (prázdno, muž, prázdno) jsou
zakázány. Kompatibilita soused́ıćıch trojic je dána jejich společným
pr̊unikem).
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20.15 Signatura cyklické kvadratické formy

a) Určete signaturu a diagonalizujte kvadratickou formu

Q(x) = x0x1 + x1x2 + · · ·+ xn−1x0, (326)

kde xk ∈ R pro k = 0, 1, . . . , n− 1.

b) Obecněji diagonalizujte Hermitovskou formu

Q(x, y) =

n−1∑

k,l=0

a|k−l|x
kȳl, (327)

kde koeficienty a|k| jsou reálné, množinu index̊u {0, 1, . . . ,
n− 1} ≡ Zn identifikujeme jako cyklickou grupu a vzdálenost
|k − l| = min(|k − l|, n− |k − l|).

Řešeńı. Jde o symetrický (Hermitovský) cirkulant, a diagona-
lizace Q bude založena na metodě podobné té, která se použ́ıvá
pro výpočet determinantu (i nesymetrického) cirkulantu. Reprezen-
tujeme formu Q operátorem konvoluce (s jádrem {ak, k ∈ Zn})

(Tx)k =
∑

l∈Zn
ak−lxl, (328)

kde ak = a−k(= a|k|). Potom je pro libovolné x ∈ CZ
n, y ∈ CZ

n

Q(x, y) = (x, Ty), (329)

kde (x, y) označuje obyčejný, translačně invariantńı skalárńı součin
na Zn

(x, y) =
n−1∑

k=0

xkȳk. (330)

Jde tedy v zásadě o diagonalizaci konvolučńıho operátoru T (viz
skripta, strana 256). Specifické na této úloze je fakt, že operátor T
je nav́ıc symetrický (jeho jádro splňuje vztah ak = a−k). Obecná
teorie ř́ıká (a my můžeme snadno ověřit), že vektory

ϕξ = {(ϕξ)k, k = 0, 1, . . . , n− 1}, (331)
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kde (ϕξ)k = e2πiξk a ξ je tvaru ξ = m
n , m = 0, 1, . . . , n − 1 jsou

vlastńımi vektory operátoru posunu

(Px)k = xk+1, k = 0, 1, . . . , n− 1. (332)

Tento operátor komutuje s operátorem T , takže ϕξ jsou také
vlastńımi vektory T a plat́ı zřejmě

(Tϕξ)k =
∑

l∈Zn
e2πiξlak−l

= e2πi kâ(ξ) = (ϕξ)kâ(ξ), (333)

kde

â(ξ) =
∑

j∈Zn
e2πi ξjaj (334)

je reálné č́ıslo, protože aj = a−j .
Shrnujeme. V bázi dané komplexńımi vektory ϕξ má operátor

vlastńı č́ısla â(ξ) — ta jsou dvojnásobná pro ξ /∈ R. Vezmeme-li nyńı
reálnou bazi RZ

n složenou z dvojic vektor̊u

((cos 2πξk), (sin 2πξk)) , k = 0, 1, . . . , n− 1 (335)

vid́ıme, že spektrum T je dáno prvky

â(ξ)(= â(−ξ)) =
∑

j∈Zn
cos(2πjξ)aj .

Ve speciálńım př́ıpade a) je a|1| = 1, a|k| = 0 pro |k| 6= 1 a tedy

â(ξ) = cos 2π
m

n
(336)

pro ξ = m
n , m = 0, 1, . . . , n− 1.

Závěr (pro př́ıpad a)) tedy zńı, že př́ıslušná reálná forma se dia-
gonalizuje v bazi dané vektory {cos 2πξk}, {sin 2πξk} s vlastńımi
č́ısly danými (336).

Obecně, v př́ıpadě b), potom tabulkou č́ısel â(ξ) z (334).
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20.16 Přibližný výpočet Anx

Zjistěte přibližnou hodnotu vektoru Anx, kde A je matice rozměru
m×m a x je sloupcový vektor.
Předpoklad. Omeźıme se zde pouze na př́ıpad matic splňuj́ıćıch

požadavek, že největš́ı prvek spektra %(A) matice A je reálný, tzn.
přesněji maxλ∈%(A) |λ| se nabývá pro nějaká reálné λ a pro ostatńı
(i komplexńı) µ ∈ %(A), µ 6= λ plat́ı |µ| < |λ|.

Tento předpoklad je splněn dle Frobeniovy věty např́ıklad pro
matice s nezápornými prvky. V takovém př́ıpadě je ,,největš́ı vlastńı
č́ıslo” λ dokonce kladné a jednoduché. My však budeme obecněji
přepokládat, že Jordanovy buňky odpov́ıdaj́ıćı takovémuto λ ∈ %(A)
jsou obecně netriviálńı, tzn. existuje vektor v takový, že posloupnost
v, (f−λJ)v, (f−λJ)2v, . . . má popř́ıpadě i v́ıce než jeden netriviálńı
prvek. Tedy

(f − λJ)k−1v 6= 0, (f − λJ)kv = 0 (337)

plat́ı pro nějaké k ≥ 1, ne nutně k = 1. Předpokládejme pro jed-
noduchost zápisu, že řetězec př́ıslušej́ıćı vlastńımu č́ıslu λ je jenom
jeden.

Necht’ x je nějaký vektor z Rm. Tedy plat́ı

x =
k−1∑

l=0

αl(A− λJ)lv +
∑

µ6=λ

∑

m

km,µ∑

l=0

βm,µl (A− µJ)lwµ,m, (338)

kde wµ,m jsou počátečńı vektory Jordanových řetězc̊u př́ısluš́ıćıch
vlastńım č́ısl̊um |µ| < |λ|. Přiložme zleva matici

An = (A− λJ + λJ)n =

n∑

p=0

(
n

p

)
(A− λJ)pλn−p (339)

k výraz̊um rovnosti uvedené výše. Je patrné, že nejd̊uležitěǰśımi členy
napravo budou

Anx = α0

(
n

k − 1

)
λn−k+1(A− λJ)k−1v+

+ α0

(
n

k − 2

)
λn−k+2(A− λJ)k−2v + . . . ,
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kde daľśı členy typu

αl

(
n

p

)
λn−p(A− λJ)l+pv (340)

nebo dokonce

βm,µl (A− µJ)l+p
(
n

p

)
µn−pwµ,m (341)

jsou již asymptoticky mnohem menš́ı (řádově n–krát), ovšem za
předpokladu α0 6= 0.

Tedy plat́ı

Anx = An−1
n

n− kλ(x+ . . . ) (342)

z čehož dostáváme vztah

λ = lim
n→∞

Anx

An−1x
. (343)

(Co rozumı́me ,,děleńım” vektor̊u? Objasněte! — Děĺıme mezi sebou
př́ıslušné souřadnice; limita výrazu vyjde stejná.) A při troše daľśı
snahy spočteme i hodnotu k, tedy délku nejdeľśıho Jordanova řetězce
odpov́ıdaj́ıćıho vlastńımu č́ıslu λ. Aplikujeme zde variantu ,,Raabeho
kriteria” z teorie řad (podrobnosti necháváme čtenáři):

lim
n→∞

n(Anx− λAn−1x)
Anx

= k. (344)

20.17 Ortogonalizace posloupnosti

Ortogonalizujte posloupnost (délka všech řádk̊u je rovna nějakému
pevnému č́ıslu N) ve standardńım skalárńım součinu na RN .

v1 = (1,−1, 0, 0, . . .)
v2 = (0, 1,−1, 0, . . . )
v3 = (0, 0, 1,−1, . . . )

... (345)

Řešeńı. Neńı těžké si uvědomit, že tyto vektory jsou lineárně
nezávislé (např́ıklad Gaussovou eliminaćı). Uvědomme si dále, že
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vektory v1, . . . , vk generuj́ı prostor Vk všech vektor̊u typu

(x1, x2, . . . , xk+1, 0, 0, . . . ), kde

k+1∑

i=1

xi = 0. (346)

Jakýkoliv vektor typu (x1, . . . , xk+1, xk+2, . . . ) kolmý na Vk muśı
mı́t tvar (x1 = x2 = · · · = xk+1 = c)

w = (c, c, . . . , c, xk+2, . . . ) (347)

a odtud pro (k + 1)-ńı prvek Gramm-Schmidtova ortogonalizačńıho
procesu vycháźı

wk+1 =

(
1

k + 1
,

1

k + 1
, . . . ,

1

k + 1
,−1, 0, . . .

)
=

= vk+1 + zk+1, kde zk+1 ∈ Vk. (348)

Úloha připoušt́ı následuj́ıćı zobecněńı:
Voĺıme-li posloupnost

v1 = (a11,−a11, 0, 0, 0, . . .),
v2 = (a21, a22,−a21 − a22, 0, 0, . . . ),
v3 = (a31, a32, a33,−a31 − a32 − a33, 0, . . .),

... (349)

vycháźı ortogonalizovaná posloupnost stejně jako nahoře.

20.18 Ortogonalizace posloupnosti funkćı

Ortogonalizujte posloupnost funkćı 1, cosx, cos2 x,. . . v skalárńım
součinu

(f, g) =

∫ ∞

0

f(x)g(x) dx. (350)

Řešeńı. Na funkce v0(x) = 1, v1(x) = cosx, v2(x) = cos2 x,. . . ,
vn(x) = cosn x chceme tedy aplikovat Gramm-Schmidt̊uv ortogona-
lizačńı proces.

Funkce v0 a v1 jsou na sebe zřejmě již kolmé, začneme tedy
s hledáńım konstant a, b tak, aby funkce

w2(x) = v2(x) + av1(x) + bv0(x) (351)
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byla kolmá na w2 ≡ v2 a w1 ≡ v1. Vyjde (proved’te detailně)

w2(x) = cos2 x− 1

2
=

1

2
cos 2x. (352)

To vede k hypotéze, že by mohlo platit wn(x) = cn cosnx pro
ortogonalizovanou funkci wn(x) odpov́ıdaj́ıćı vn(x). Vskutku

cosn x =
1

2n
(eix + e−ix)n =

1

2n−1

bn2 c∑

l=0

(
n

l

)
cos (n− 2l)x (353)

Vı́me podle indukčńıho předpokladu, že být kolmý na soubor
funkćı {1, cosx, . . . , cosn−1 x} je to samé jako být kolmý na soubor
funkćı {1, cos 2x, . . . , cos(n−1)x} a to dává d̊ukaz indukčńıho kroku
a tedy i ohlašovaný výsledek.

Kolik vyjde cn?

20.19 Goniometrický Vandermond̊uv determi-
nant

Vypočtěte determinant matice

A =




1 . . . 1
cosα0 . . . cosαn

...
. . .

...
cosnα0 . . . cosnαn


 . (354)

Řešeńı. Úlohu převedeme na výpočet (Vandermondova) deter-
minantu matice

B =




1 . . . 1
cosα0 . . . cosαn

...
. . .

...
cosn α0 . . . cos

n αn


 . (355)

Připomı́náme, že je

detB =
∏

i<j

(cosαj − cosαi). (356)
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Použit́ım vzorce cosx = 1
2 (e

ix + e−ix), tedy

cosn x =
1

2n−1
cosnx+

1

2n−1

n−1∑

k=1

(
n

k

)
cos (n− 2k)x, (357)

můžeme hledaný determinant detA vyjádřit z rovnice

detB =

n−1∏

k=1

1

2k
detA = 2−

1
2n(n−1) detA. (358)

(proved’te př́ıslušné řádkové úpravy matice B detailně).

20.20 Jednoduchý př́ıklad na spektrum

Spočtěte spektrum matice A = (aji) složené ze samých jedniček.
Řešeńı. Charakteristická rovnice je det(A − λJ) = 0. Uvedený

determinant nejvýhodněji spočteme tak, že přičteme k prvńımu řád-
ku součet všech ostatńıch, vytkneme člen (n − λ) z prvńıho řádku,
a poté tento prvńı řádek (obsahuje již jen samé jedničky) odečteme
od ostatńıch řádk̊u. Vyjde rovnice λn−1(n− λ) = 0.

Tedy spektrum A obsahuje (n − 1)-násobnou nulu a dále bod
λ = n.

20.21 Systémy oscilátor̊u s vněǰśı silou typu δ-
funkce

Toto je cvičeńı na pojem δ-funkce (distribuce) a jeho užit́ı při řešeńı
rovnice oscilátoru. Představme si třeba rovnici jednoho oscilátoru

ÿ + ay = δ0 (359)

nebo
ÿ + ay =

∑

k∈N
δk, (360)

tedy situaci, kdy do oscilátoru ,,kopneme” v čase t = 0, resp. podro-
bujeme oscilátor periodické sérii takovýchto náraz̊u.
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Obecněji prozkoumáme řešeńı soustavy lineárńıch diferenciálńıch
rovnic (pouze prvńıho typu nahoře)

ẋ = Ax+ δ0(t)v, (361)

kde v ∈ Rn a A je matice rozměr̊u n × n. Předpokládejme zde pro
přehlednost, že A je diagonalizovatelná, tzn. existuj́ı vlastńı vek-
tory Avλ = λvλ tvoř́ıćı basi Rn. (Př́ıpad v́ıcenásobných kořen̊u
vyžaduje jen malou modifikaci značeńı; př́ıpad netriviálńıch Jorda-
nových buněk je v zásadě obdobný, ale s poněkud komplikovaněǰśı
diskuśı.)
Řešeńı. Jakékoliv řešeńı soustavy (361) se muśı pro t 6= 0 chovat

jako řešeńı homogenńı soustavy ẋ = Ax. Tedy existuj́ı koeficienty c±λ
takové, že

x(t) =
∑

λ

c+λ vλe
λt, t > 0, (362)

x(t) =
∑

λ

c−λ vλe
λt, t < 0. (363)

Odečteńım homogenńıho řešeńı
∑
λ c
−
λ vλe

λt pro všechna t ∈ R
redukujeme problém na př́ıpad c−λ ≡ 0.

Z teorie distribućı je potom známo (obvykle se zkoumaj́ı pouze
skalárńı funkce a jej́ıch zobecněné derivace, př́ıpad vektorových fun-
kćı je však snadnou analogíı), že

d

dt

∑

λ

c+λ vλe
λt

∣∣∣∣
t>0

=
∑

λ

c+λ vλδ0. (364)

Tedy stač́ı zvolit koeficienty tak, aby

∑

λ

c+λ vλ = v (365)

a řešeńım soustavy (361) je nalezeno.
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20.22 Resonance v soustavách lineárńıch diferen-
ciálńıch rovnic

Zkoumejme řešeńı soustavy lineárńıch diferenciálńıch rovnic.

ẋ = Ax+ cos(ωt)v, resp ẋ = Ax+ eiωtv, (366)

kde x = x(t), t ∈ R, je vektorová funkce s hodnotami v Rn, resp. Cn
a A je reálná matice rozměr̊u n × n. (Jako př́ıklad lze vźıt rovnici
jednoho oscilátoru ÿ = ay+cos(ωt). Zopakujte, jak převést takovouto
rovnici na systém dvou rovnic 1. řádu.)
Řešeńı. Použijeme metodu ,,variace konstanty”, tzn. budeme

hledat řešeńı ve tvaru exp(tA)·c(t), kde c(t) ∈ Cn je nějaká vektorová
funkce. Dosazeńım do druhé rovnice (366) máme

ċ(t) = exp(−tA)eiωtv. (367)

Rozložme vektor v do Jordanovy báze matice A. Pro jednodu-
chost zápisu přepokládejme, že vektor v je již př́ımo roven nějakému
prvku Jordanovy báze, takovému, že pro jisté k ∈ N plat́ı

(A− λJ)kv = 0. (368)

Poč́ıtejme

c(t) =

∫
ċ(t) dt =

∫
exp(−tA)eiωtv dt =

=

∫
eiωte−λt exp(−t(A− λJ))v dt. (369)

Zvláště jednoduchý a d̊uležitý je př́ıpad k = 1, omezme se v daľśım na
něj. To zahrnuje situaci, kdy všechna vlastńı č́ısla A jsou jednoduchá.

Potom je

c(t) =

∫
eiωte−λtv dt =

1

iω − λe
(iω−λ)tv, (370)

tedy

x(t) = exp(tA)c(t) =
1

iω − λe
iωtv, (371)
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tedy amplituda řešeńı je 1
|iω−λ| . (Č́ım bĺıže je iω spektru A, t́ım

silněǰśı je odpověd’ daného systému na vněǰśı śılu o kruhové frekvenci
ω.)

Tomuto jevu (když iω
.
= λ) se ř́ıká resonance a objevuje se i pro

obecněǰśı pravé strany rovnice ẋ = Ax + f(t). Přesněji řečeno jde
pak o studium Fourierova rozkladu (periodické) funkce f(t) a o to,
zda frekvence některých člen̊u tohoto rozkladu nelež́ı ,,nebezpečně
bĺızko” spektru A. Znáte-li již něco z teorie Fourierovych řad, pro-
ved’te př́ıslušnou analýzu rovnice ẋ = Ax+ f(t) podrobněji!
Dodatek. Pro př́ıpad netriviálńı Jordanovy buňky řešme sou-

stavu
ẋ = Ax+ eωtv, (372)

kde (A− λE)kv = 0. Analogicky, jako nahoře, dostaneme

ċ(t) = exp(−At)eωtv, (373)

tedy

c(t) =

∫
e(ω−λ)t

k−1∑

l=0

(A− λE)ltl

l!
v dt =

1

ω − λe
(ω−λ)t (A− λE)k−1v tk−1

(k − 1)!
+ . . . ,

ṕı̌seme-li pouze vedoućı člen s nejvyšši mocninou t. Tedy máme

x(t) =
1

ω − λe
ωttk−1(1 + o(t))(A− λE)k−1v, (374)

kde (A− λE)k−1v je vlastńı vektor A.

20.23 Několik č́ıselných př́ıklad̊u na řešeńı
lineárńıch diferenciálńıch rovnic 1. řádu s
konstantńımi koeficienty

Výsledky zde neuvád́ıme, k ćıli vždy vede standardńı postup, tzn.
rozklad počátečńı podmı́nky do Jordanovy báze (matice dané sou-
stavy).
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Pro pohodĺı čtenáře však u většiny př́ıklad̊u uvád́ıme zmı́nku
o hodnotách spektra matice soustavy. To mu umožńı koncentrovat
se na výpočty hodnost́ı matic (A − λJ)k a na nalezeńı př́ıslušné
Jordanovy báze.
Př́ıklad. 1. Řešte soustavu ẋ = Ax s maticemi




1 −1 1
1 1 −1
0 −1 2




(1,1,2)




2 0 −1
1 −1 0
3 −1 −1




(0,?,?)



−1 1 −2
4 1 0
2 1 −1




(−1,−1,1)




4 2 −2
1 3 −1
3 3 −1




(0,?,?)




2 1 0
0 2 4
1 0 −1




(0,0,3)



−2 1 2
−1 0 2
−2 0 3




(1,−1,?)



2 −1 −1
2 −1 −2

−1 1 2




(1,1,1)




0 1 1
1 1 0

−1 0 1




(1,?,?)

2. Řešte soustavy druhého řádu

ẍ = 2x− 3y,
ÿ = x− 2y (1,i,?); (375)

ẍ = 3x+ 4y,
ÿ = −x− y (1,−1,?). (376)

3. Řešte soustavu

ẍ+ 5ẋ+ 2ẏ + y = 0,
3ẍ+ 5ẋ+ ẏ + 3y = 0 (1,−1,?). (377)
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20.24 Převedeńı obdélńıkové matice (A|B) na
tvar (� |A−1B). Co všechno z toho plyne.

Ćılem této úlohy je upozornit na širokou použitelnost jednoho
ze základńıch algoritmů ,,elementárńı lineárńı algebry”: jde o me-
todu řádkových úprav obdélńıkové matice typu (A|B) s ”pivotńım”
(ř́ıd́ıćım) členem (což je nějaká čtvercová regulárńı matice) A.
Úkol: Necht’ A je čtvercová regulárńı matice rozměru n× n. Necht’
B je daľśı matice rozměru n ×m. Naṕı̌seme si obdélńıkovou matici
(A|B) a najdeme posloupnost řádkových úprav takovéto ,,rozš́ı̌rené”
matice tak, abychom dostali matici tvaru

(A|B)

řádkové
úpravy−→ ( � |C) = ( � |A−1B). (378)

Vysvětlete, proč plat́ı C = A−1B a ukažte, jak lze tento postup
použ́ıt v následuj́ıćıch úlohách:

1. nalezeńı inverzńı matice

2. řešeńı soustavy rovnic Ax = b

3. nalezeńı podobné matice A−1DA a obecněji řešeńı maticové
rovnice AX = B pro regulárńı matici A

4. nalezeńı matice A zobrazeńı f , které je určené nejr̊uzněǰśımi
předpisy (obvykle zadanými, pro ,,náležité zmateńı řešitele”,
ve zcela jiných baźıch, než v̊uči kterým hledáme matici A)

Řešeńı: Připomeňme, že pokud nasměrujeme řádkové úpravy ma-
tice (A|B) tak, abychom časem dostali matici (� |C) muśı platit
C = A−1B. Skutečně, představ́ıme-li si prováděné řádkové úpravy
jako násobeńı vhodnými maticemi M1,M2, ...,Mn (v tomto pořad́ı)
zleva muśı potom být

( � , C) =Mn · · ·M1(A|B) = (Mn · · ·M1A|Mn · · ·M1B) ,

tedy Mn · · ·M1 = A−1 a Mn · · ·M1B = A−1B.

1-3.Nyńı je možné diskutovat př́ıpady B = � (bod 1), B = b (bod
2), obecné obdélńıkové matice B (bod 3), speciálně pak výpočet
podobné matice A−1DA (pro B = DA).
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Řeš́ıme-li několik úloh typu 2,3 najednou, je vhodné všechny
uvažované matice B napsat do jednoho dlouhého obdélńıku tvaru
(A|B1, B2, ..., Bn). Zd̊urazněme, že ,,aktivńı” část́ı této tabulky je
matice A, která ,,̌ŕıd́ı” proces postupných řádkových úprav, zat́ımco
části B1, ..., Bn se pak již pouze ,,opič́ı” po tom, jaké řádkové úpravy
dělá matice A.

4. Nejobecněji může být takováto úloha formulována asi
následuj́ıćım zp̊usobem. Necht’ (a1, ..., an) a (b1, ..., bn) jsou r̊uzné
báze prostoru V . Necht’ operátor f : V → V je v̊uči baźım (a1, ..., an)
a (b1, ..., bn) popsán následuj́ıćımi vztahy:

• Zadáńı operátoru f : Obrazy jistých vektor̊u ãi =
∑
j λjiaj

jsou určeny předpisy f(ãi) =
∑
j µijbj , kde L = (λij) a

M = (µji) jsou nějaké čtvercové matice (matice L muśı být
regulárńı).

• Úkol: Jak určit matici X takovéhoto operátoru f v̊uči nějaké
daľśı zadané volbě baźı (c1, ..., cn) a (d1, ..., dn)? Tzn. jak naj́ıt
koeficienty xi,j ve vztahu

f(ci) =
∑

j

xjidj?

Ve všech těchto úpravách je výhodné pro vyjasněńı zápisu
použ́ıvat následuj́ıćı konvenci zápisu transformačńıch vztah̊u113:
Vztahy ãi =

∑
j λjiaj a f(ãi) =

∑
j µjibj zapisujeme ve tvaru

(ã1, .., ãn) = (a1, ..., an)L

a
(f(ã1), ..., f(ãn)) = (b1, ..., bn)M.

Obdobně ṕı̌seme
(c1, ..., cn) = (a1, ..., an)A

(d1, ..., dn) = (b1, ..., bn)D

113Je to, jako bychom násobili řádek matićı.

402



s př́ıslušnými ,,maticemi přechodu” A, D. Ṕı̌seme nyńı dále
(od̊uvodněte, proč ty vztahy plat́ı)

(f(c1), ..., f(cn)) = (f(a1), .., f(an))A = (f(ã1), ..., f(ãn))L
−1A

= (b1, .., bn)ML−1A = (d1, ..., dn)D
−1ML−1A,

takže dostáváme vztah X = D−1ML−1A.
Konkrétně X vypočteme takto: Matici (L|A) řádkově uprav́ıme

do tvaru (� |L−1A). Vzniklou matici L−1A zleva vynásob́ıme M a
nakonec matici (D|ML−1A) řádkově uprav́ıme na ( � |D−1ML−1A).
Shrnut́ı: K výpočtu součinu čtvercových matic tvaru X = A1A2 ·
· ·An, kde pro každé k = 1, ..., n máme zadánu bud’ matici Ak, nebo
matici A−1k , potřebujeme právě n operaćı typu bud’ i) vynásobeńı
dvou matic nebo ii) převedeńı obdélńıku (A|B) na tvar ( � , A−1B).

Poznamenejme na závěr, že alternativně můžeme použ́ıvat sa-
mozřejmě i odpov́ıdaj́ıćıch sloupcových úprav: V př́ıpadě D = �

(baze {bi} a {di} jsou totožné) můžeme např́ıklad vźıt matici
(
M
L

)
,

sloupcově ji upravit do tvaru
(

�

Y

)
, kde Y = LM−1, a nakonec vźıt

matici Y A = LM−1A.

20.25 Minima kvadratických forem a systémy
mnoha spřažených harmonických os-
cilátor̊u

Úkol: Úlohu naj́ıt minimum funkce F (x) = ax2 + bx, a > 0 umı́
vyřešit jistě každý, kdo otevře tuto knihu. Chceme zde upozornit, že
tato zdánlivě triviálńı úloha sice z̊ustává triviálńı i ve v́ıcerozměrném
př́ıpadě, tam už ale má docela zaj́ımavé, ba netriviálńı aplikace!
Ve v́ıcerozměrném př́ıpadě máme pochopitelně zadánu symetric-

kou pozitivně (semi)definitńı matici A rozměru n × n, dále máme
zadán nějaký vektor b = (b1, ..., bn) a zkoumáme absolutńı či
podmı́něná minima kvadratické formy

(Ax, x) =
n∑

i,j=1

aijxixj (379)
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respektive obecněji lineárně kvadratické formy

(Ax, x) + (b, x) =

n∑

i,j=1

aijxixj +

n∑

i=1

bixi (380)

jakožto funkce proměnných x1, ..., xn ∈ R.

Řešeńı: Taková úloha vzniká v mnoha situaćıch, třeba hledáme-li
tečnou (nad)rovinu k zadané kvadrice (řekněme elipsoidu nebo para-
boloidu) rovnoběžnou se zadanou nadrovinou. Mnohem zaj́ımavěǰśı
interpretace ale dostaneme později při zkoumáńı minim energie
systému spřažených oscilátor̊u (viz ńıže, takové modely pocházej́ı
z kvantové teorie pole). Nejprve však úlohu (380) vyřešme.

Tak jako v jednorozměrném př́ıpadě, je možno použ́ıt dvou me-
tod:
Prvńı metoda: Derivace výrazu (Ax, x) + (b, x) podle zvolené
proměnné xi0 je rovna

∂

∂xi0

(
(Ax, x) + (b, x)

)
=

∂

∂xi0




n∑

i,j=1

aijxixj +

n∑

i=1

bixi


 =

= 2

n∑

j=i0

ai0jxj + 2ai0i0xi0 + bi0 ;

pozor na ty dvojky, objevuj́ı se zde z r̊uzných d̊uvod̊u: aij+aji = 2aij
resp. ((xi0)

2)′ = 2xi0 .
Takže minimum výrazu (Ax, x) + (b, x) nastane v bodě x =

(x1, ..., xn), kde plat́ı 2Ax+ b = 0, neboli pro vektor x = − 1
2A

−1b.
Druhá metoda: Stejný výsledek dostaneme i metodou ”doplněńı na
čtverec”. Označme symbolem B =

√
A odmocninu z matice A.

Připomeňme, že matici B definujeme pomoćı spektrálńıho rozkladu
A = ODOT , kde matice O je ortogonálńı, OT = O−1, a matice D je
diagonálńı (s kladnými prvky na diagonále v př́ıpadě pozitivńı de-
finitnosti A). Polož́ıme potom B = O

√
DOT , přičemž je jasné, jak

definujeme
√
D.

A nyńı již pokračujeme téměř doslovně tak jako v jedno-
rozměrném př́ıpadě:

(Ax, x) + (b, x) = (Bx,Bx) + (B−1b,Bx),
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využ́ıváme zde symetrie matice B,

= (Bx+
1

2
B−1b,Bx+

1

2
B−1b)− 1

4
(B−1b,B−1b) =

= ||Bx+
1

2
B−1b||2 − 1

4
(A−1b, b),

Minimum tedy nastává, pokudBx+ 1
2B

−1b = 0, neboli x = − 12A−1b.
Takto jsme spočetli nejen, kde se minimum nacháźı, ale i jeho hod-
notu: − 14 (A−1b, b).

20.26 Interpretace výsledku úlohy 20.25 pro
systém spřažených oscilátor̊u. Feynman–
Kacova formule.

Kvadratická forma (Ax, x) bývá v konkrétńıch úlohách zadána např.
ve tvaru, kde x = (x1, ..., xn), pij ≥ 0

n∑

i=1

piix
2
i +

n∑

i,j=1

pij(xi − xj)2 = E(x) ,

připomı́náme, že předpokládáme symetrii (pij = pji) a pozitivńı
definitnost (E(x) > 0 pro x 6= 0). Veličinu E(x) lze interpretovat
jako energii systému spřažených oscilátor̊u (kuliček na pružinkách):
Přitom chápeme veličinu xi ∈ R (popř. xi ∈ R2 či xi ∈ R3) jako
výchylku i-tého oscilátoru od své rovnovážné polohy xi = 0, a jednot-
livé oscilátory jsou pospojované gumičkami či pružinkami tuhosti pij ,
které spojuj́ı sousedńı prvky (i, j) daného systému. Veličiny114 pii
popisuj́ı śılu ukotveńı jednotlivých oscilátor̊u v̊uči klidovému stavu
xi = 0. Lze si představovat konstrukci třeba drátěnky staré postele,
ale tento model hraje d̊uležitou roli i v kvantové teorii pole či ve
statistické fyzice. Potom je ovšem počet oscilátor̊u n ≈ 1027 (či ještě
mnohem větš́ı) a vzoreček

x = −1

2
A−1b

114Př́ıpadu pii ≡ 0 ,,žádné ukotveńı pružinek” se ř́ıká ,,pole s nulovou hmotou”.
Uvedená terminologie je p̊uvodem z kvantové teorie pole (QFT).
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odvozený výše je v takovéto holé formě zcela bezcenný, nebot’ poč́ıtat
inverzi tak veliké matice standardńımi metodami nevede k roz-
umnému výsledku v rozumném čase.

Energii E(x) lze napsat ve tvaru

E(x) =
∑

i

dii(xi)
2 − (Qx, x),

kde matice Q = {qij} má již nuly na diagonále a jinak prvky

qij = 2pij , i 6= j ; a k tomu je dii = pii +

n∑

j=1
j 6=i

(pij + pji) .

Všimněte si, že plat́ı dii ≥
∑
j 6=i qij (,,tzv. diagonálńı dominance”)

a rovnost (nejzaj́ımavěǰśı př́ıpad!) nastane pro př́ıpad nulové hmoty
tzn. pro př́ıpad pii ≡ 0.

V daľśım označujeme množinu všech index̊u symbolem Λ, třeba
Λ = {1, ..., n}. V konkrétńıch př́ıpadech (at’ již v př́ıpadě té drátěnky,
či v př́ıpadě QFT) mı́vá vždy Λ pravidelnou strukturu dvoj, troj
či čtyřrozměrné mř́ıže. Nejpohodlněǰśı je si představovat, že Λ je
konečnou cyklickou grupou (at’ již jednorozměrnou – pak polož́ıme
n ≡ 0 – nebo v́ıcerozměrnou). Potom bývaj́ı veličiny pij , a tedy i
qij obvykle invariatńı v̊uči translaćım té mř́ıže, a lze pro pohodlnost
předpokládat např́ıklad i vztah dii ≡ 1 tedy E(x) = (x, x)− (Qx, x).

Fixujme nyńı nějakou ,,okrajovou podmı́nku” {xi = xi, i ∈ M c}
na doplňku M c ≡ Λ\M nějaké podmnožiny M ⊂ Λ mř́ıže Λ a
ptejme se, v jaké poloze se ustáĺı klidové polohy ostatńıch oscilátor̊u.
Př́ıklad: Šlápneme doprostřed drátěnky upevněné na kraj́ıch. Jak se
vychýĺı polohy okolńıch uzl̊u té drátěnky?

Klidová poloha systému nyńı odpov́ıdá konfiguraci x ≡ xΛ =
{xi, i ∈ Λ} = xM ∪ xMc , pro kterou je minimálńı veličina

E(xΛ) = E(xM ∪ xMc) = (xΛ, xΛ)− (QxΛ, xΛ)

při fixované volbě veličin (,,výchylek”) {xi = xi, i ∈ M c} vně námi
zkoumaného objemu M .

V aplikaćıch se ve vzorćıch

E(xΛ) =
∑

i∈Λ
dii(xi)

2 − (QxΛ, xΛ) =
∑

i∈Λ
piix

2
i +

∑

i,j∈Λ
pij(xi − xj)2
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vyskytuj́ı obvykle jen páry dostatečně bĺızkých soused̊u (i, j); jinak
tedy bývá pij ≡ 0 a qij ≡ 0.

,,Aktivńı” páry oscilátor̊u (tedy takové, že plat́ı pij > 0, a tedy i
qij > 0) tvoř́ı na indexové množině Λ = {1, ..., n} jistý neuspořádaný
graf G pravidelné struktury. Označujme dále žebra tohoto grafu sym-
bolicky b = {i, j} a jejich ,,váhy” jako

qb = qij .

V daľśım zápisu již pro pohodlnost předpokládejme, že plat́ı vztah
dii ≡ 1. Tento předpoklad neńı nijak na újmu obecnosti v př́ıpadech
translačně invariantńıch systémů oscilátor̊u na toru.

Zkoumejme nyńı minimum našeho kvadratického výrazu
E(xΛ) = (xΛ, xΛ)− (QxΛ, xΛ) za podmı́nky xMc = xMc . Jde tedy o
minimum lineárně kvadratické formy typu (Ax, x)+ (b, x) přesněji o
minimum funkce

∑

i∈M
(xi)

2 −
∑

i,j∈M :i6=j
qijxixj + 2

∑

j∈Mc

i∈M

qijxixj (381)

za podmı́nky fixace xMc . Člen
∑
i,j∈Mc qijxixj zde již neṕı̌seme, ne-

bot’ je pro zadanou okrajovou podmı́nku {xi = xi, i ∈ M c} stejně
konstantńı. Vztah 2Ax = −b nyńı znamená následuj́ıćı: označ́ıme
li symbolem xM = {xi, i ∈ M} řešeńı úlohy (381) máme rovnosti
(připomı́náme, že pro jednoduchost značeńı uvažujeme již pouze
př́ıpad dii ≡ 1, proved’te podrobně př́ıslušnou aritmetiku)

xi =
∑

j 6=i
qijxj ∀i ∈M. (382)

Vid́ıme, že xi je jistým váženým pr̊uměrem ,,okolńıch veličin xj” (v
grafu G). V souladu s terminologíı obvyklou v analýze bychom mohli
ř́ıci, že funkce xM je harmonickou funkćı proměnné i ∈ M . Nyńı
použijeme Feynman–Kacovy metody. Vztah (382) totiž můžeme ite-
rovat, dosazovat znovu a znovu do sebe sama. Dosazováńı ukonč́ıme
vždy v momentě, kdy př́ıslušné j ze vztahu

xi =
∑

j 6=i
qijxj

dosáhne množiny M c, j ∈M c.
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Definice: Náhodnou procházkou ,,z bodu i ∈ M na okraj M” na-
zveme libovolnou posloupnost P index̊u tvaru P = (i = i0, i1, ..., in =
j) takovou, že ik ∈ M ∀k = 0, 1, ..., n − 1 a přitom plat́ı in = j ∈
M c ≡ Λ\M . Vahou procházky P rozumı́me veličinu (součin přes
všechna žebra b = (ik, ik+1) procházky P )

qP =
∏

b∈P
qb.

Stač́ı se tedy omezit na procházky ,,skrz žebra grafu G”, jiné
procházky maj́ı váhu nula. Nyńı plat́ı d̊uležitá
Věta (Feynman–Kacova formule): Konfigurace xM minimalizu-
jićı kvadratickou energii E(xΛ) za podmı́nky xMc ≡ xMc splňuje
∀j ∈M podmı́nku

xj =
∑

P

qPxk(P ),

kde sumace je přes všechny procházky P startuj́ıćı v bodě j ∈ M
a kde k(P ) označuje ”konec” procházky P = (j = i0, ..., in = kP )
tzn. moment dosažeńı M c; zat́ımco plat́ı ik ∈M pro k < n tak je již
in = k(P ) ∈M c.
Cvičeńı 1. Promyslete d̊ukaz této věty, neńı to již obt́ıžné.
Cvičeńı 2. Spočtěte hodnotu veličiny

E(xM ∪ xMc) = min
XM

E(xM ∪ xMc)

pro xM z předchoźı věty, dosazeńım Feynman–Kacovy formule do
vzorce pro energii E(xM ∪ xMc)! Řešeńı vyjde ve velmi elegantńım
tvaru, kvadratické členy v něm budou indexovány všemi možnými
procházkami (po grafu G s nenulovými žebry qi,j 6= 0) z množiny
M c přes M zpět do M c:
Věta: Plat́ı vztah

E(xM ∪ xMc) = −
∑

C

qCxz(C)xk(C) +
∑

i∈Mc

(xi)
2,

kde prvńı sumace je přes všechny (orientované) procházky typu C =
(i0, i1, ..., in) takové, že

i0 = z(C) ∈M c , ∧ in = k(C) ∈M c , ∧ ik ∈M ; 1 ≤ k ≤ n− 1 .
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Indexy z(C) resp. k(C) označuj́ı počátečńı resp. koncové body těchto
procházek C. Vahou procházky C mı́ńıme opět veličinu (součin přes
všechna žebra b = (ij , ij+1) kde j = 0, 1, ...,m− 1)

qC =
∏

b∈C
qb

a opět plat́ı, že s nenulovými př́ıspěvky jsou pouze ty procházky,
které jsou podgrafy grafu G.
Aplikace uvedené Feynman–Kacovy formule při detailněǰśım stu-
diu Coulombovských potenciál̊u, při řešeńı problému návratnosti
náhodné procházky a při studiu rozptylu př́ıslušných gaussovských
měr viz v daľśı úloze věnované tomuto tématu.

20.27 Anihilačńı a kreačńı operátor na konečně-
rozměrném prostoru se skalárńım součinem

Zd̊urazněme, že skutečnou d̊uležitost a eleganci maj́ı tyto operátory
pouze na nekonečněrozměrném prostoru, viz skripta [PLA], strana
243. Jsme ale v lineárńı algebře — a tak ńıže zformulujme co
možná nejvěrněǰśı karikaturu těchto d̊uležitých pojmů i v prosto-
rech konečné dimenze. Výhodou jest, že toto zavedeńı bude zcela
rigorózńı (i když se ztrat́ı hodně z elegance p̊uvodńı konstrukce)
zat́ımco fyzikálńı situace se bez rozvinut́ı alespoň část́ı teorie ne-
konečněrozměrných operátor̊u neobejde. Pokládáme zde pro jedno-
duchost zápisu všechny fyzikálńı konstanty (jako Planckovu) rovny
jedné. (Čtenáři samozřejmě doporučujeme podrobně se seznámit i s
nekonečněrozměrnou verśı, speciálně se všemi př́ıslušnými d̊uležitými
komutačńımi vztahy.)
Úkol: Necht’ je tedy Vn prostor funkćı typu

f(x) = P (x)e−
x2

2 ,

kde P je polynom stupně nejvýše n. Skalárńı součin na tomto pro-
storu bereme

b(f, g) =

∫ ∞

−∞
f(x)g(x) dx.
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Spočtěte adjunkci k anihilačńımu operátoru

A =

(
x+

d

dx

)
: Vn → Vn

Řešeńı: Nejprve je dobré si uvědomit, že A zobrazuje Vn skutečně do

Vn, tedy že i pro polynom P stupně n obsahuje A(Pe−
X2

2 ) polynom
stupně nejvýše n (totiž stupně n− 1).

Pro polynomy P stupně menš́ıho než n bude zřejmě opravdu pla-

tit A∗(Pe−
X2

2 ) = (x − d
dx )(Pe

−X2

2 ), viz ńıže. Je-li ovšem P stupně

n, je (x − d
dx )Pe

−X2

2 = Qe−
X2

2 kde Q je polynom stupně n + 1
(vyzkoušejte). Označme symbolem πn ortogonálńı projekci z pro-
storu Vm, m > n (třeba m = n+ 1) do podprostoru Vn. Potom pro

P (x)e−
x2

2 ∈ Vm a Q(x)e−
x2

2 ∈ Vn plat́ı

b
(
πn(P (x)e

− x2

2 ), Q(x)e−
x2

2

)
= b
(
P (x)e−

x2

2 , Q(x)e−
x2

2

)
,

tedy označ́ıme-li f(x) = P (x)e−
x2

2 , g(x) = Q(x)e−
x2

2 , kde stupně
P a Q jsou ≤ n, máme vztah (ověřte podrobněji, mı́sto funkce

P (x)e−
x2

2 bereme nyńı funkci πn(x− d
dx )P (x)e

− x2

2 )

b
(
πn(x− d

dx )f, g
)
= b
(
x− d

dx )f, g
)
= b
(
f, (x+ d

dx )g
)

pro všechna g ∈ Vn s použ́ıt́ım vzorce per partes. Jinými slovy plat́ı:

(
x+

d

dx

)∗
= πn ·

(
x− d

dx

)

na každém takovémto prostoru Vn.

20.28 Projekce ortogonálńı báze

Úkol: V euklidovské rovině R2 máme tři vektory v1, v2, v3. Jak
poznáme, že to jsou ortogonálńı projekce nějaké ortonormálńı báze
w1,w2,w3 z euklidovského nadprostoru R3 ⊃ R2?

Řešeńı: Jde o to, zda lze přidat k matici A (typu dvakrát tři)
složené ze souřadnic vektor̊u v1, v2, v3 ještě jeden, třet́ı řádek, aby
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vznikla ortogonálńı matice se vzájemně ortogonálńımi sloupci veli-
kosti jedna. To je zřejmě možné právě tehdy, pokud jsou řádky ma-
tice A navzájem kolmé a maj́ı velikost jedna. Pak je lze totiž doplnit
(v tomto konkrétńım př́ıpadě jednoznačně) třet́ım řádkem velikosti
jedna, ortogonálńım k prvńım dvěma. A jsme hotovi. (Proč?)

Úloha má zobecněńı pro k–rozměrné projekce z n–rozměrného
prostoru, zformulujte a dokažte jej. ∗RB

20.29 Translačně invariantńı kvadratické formy
a náhodné procházky na mř́ıži

V tomto př́ıspěvku se pod́ıváme na podmı́něná minima ta-
kovýchto kvadratických forem na nekonečné mř́ıži (,,Coulombovy
potenciály”) a prostudujeme jejich chováńı. Odvod́ıme vyjádřeńı
hodnot př́ıslušných energetických minim jako vhodných sum přes
náhodné ,,smyčky” na dané mř́ıži a ukážeme zaj́ımavé souvislosti jed-
nak s chováńım (vratnost či nevratnost) odpov́ıdaj́ıćıch náhodných
procházek na zvolené mř́ıži, jednak s chováńım gaussovské Gibb-
sovské mı́ry př́ıslušej́ıćı zvolené kvadratické formě.

Kĺıčovým slovem ńıže diskutované problematiky je kvadratická
forma (Hamiltonián) typu

Hε(xΛ) =
∑

{i,j}∈Λ:|i−j|=1
(xi − xj)2 + ε

∑

i∈Λ
x2i (383)

na konfiguračńım prostoru RΛ, kde Λ je konečný diskrétńı torus (di-
menze d) tvaru

Λ = {0, 1, . . . , n− 1}d,
tedy součin cyklických grup {0, 1, . . . , n ≡ 0}.

Formálně vzato, chtěli bychom Hamiltonián 383 a výše nadhoze-
nou problematiku (náhodné procházky, Gaussovské mı́ry) studovat
na Zd. Z technických d̊uvod̊u je výhodné pracovat na konečné grupě
Λ a teprve na závěr udělat limitńı přechod (termodynamickou limitu)
Λ↗ Zd, č́ımž mı́ńıme limitu pro n→∞.

Co se hodnoty ε týče, nejzaj́ımavěǰśı interpretace budou právě
pro ε = 0. I zde bude ale z technických d̊uvod̊u (požadavek regularity
kvadratické formy 383 apod.) vhodné pracovat většinou s hodnotou
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ε > 0 a teprve potom (obvykle až po provedeńı termodynamické
limity Λ↗ Zd) zkoumat limitu pro ε→ 0+.

Poznamenejme, že mı́sto 383 lze obecněji (a vcelku analogicky)
zkoumat kvadratickou formu typu (bi jsou translačně invariantńı ko-
eficienty)

Hε(xΛ) =
∑

{i,j}∈Λ
bi−j(xi − xj)2 + ε

∑

i

x2i (384)

s vhodnými koeficienty (třeba nezápornými) tak, aby tato forma byla
pro ε > 0 positivně definitńı. Úplně nejobecněji můžeme zkoumat
pozitivně definitńı formu typu

H(xΛ) =
∑

i,j∈Λ
ai−jxixj = (aΛ ∗ xΛ, xΛ) = (AxΛ, xΛ), (385)

kde (xΛ, yΛ) označuje běžný skalárńı součin na RΛ a matice A má
prvky aij ≡ ai−j . Konvolućı yΛ = aΛ ∗ xΛ rozumı́me konfiguraci
yi =

∑
j∈Λ ai−jxj . Uvažované konvolučńı jádro aΛ = {ai : i ∈ Λ}

bude obvykle symetrické (ai = a−i) a omezeného dosahu (ai = 0 pro
libovolné |i| > R). V takovém př́ıpadě budeme R nazývat dosahem
interakćı v Hamiltoniánu 385.

Ṕı̌seme-li Hamiltonián 384 ve tvaru 385, máme

ai = −2bi (pro i 6= 0), a0 = ε+ 2
∑

i∈Λ
bi,

neboli A = a0(J −W ), wij ≡ wi−j , kde wi =
2bi
a0

, čili můžeme vztah
385 (a tedy i 383, 384) psát ve tvaru

Hε(xΛ) = a0
(
(J −W )xΛ, xΛ

)
,

kde W je matice s prvky wij ≡ wi−j taková, že plat́ı w0 ≡ 0 a

∑

i6=0
|wi| ≤ 1, resp < 1

podle toho, zda ε = 0, nebo ε > 0.
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V př́ıpadě potřeby budeme ńıže zavádět označeńı W ≡ W ε

zd̊urazňuj́ıćı nenulovou hodnotu ε > 0. Speciálně pro Hamiltonián
383 máme

wεij =

{ 2
4d+ε , |i− j| = 1

0, jinak

a ∑

j

wεij =
4d

4d+ ε
< 1.

Plán daľśıho postupu je následuj́ıćı. Nejprve se krátce zmı́ńıme
o gaussovských mı́rách na RΛ odpov́ıdaj́ıćıch kvadratickému Ha-
miltoniánu 383–385. Vyjasńıme roli náhodných procházek při vy-
jadřováńı hodnot inverzńı matice (J −W )−1 a interpretujeme roz-
ptyl př́ıslušných Gaussovských veličin v termı́nech pravděpodobnosti
návratu náhodné procházky do počátku. Na závěr zanalyzujeme
chováńı ,,Coulombových potenciál̊u” formy

(
(J −W )xΛ, xΛ

)
, tedy

chováńı podmı́něných minim této funkce při fixované okrajové
podmı́nce (zadané třeba jen v jednom bodě), ukáže se totiž
(s použit́ım Feynman-Kacovy formule), že energie Coulombova po-
tenciálu je vyjádřena veličinou úzce souvisej́ıćı právě se zmiňovanou
pravděpodobnost́ı návratu náhodné procházky (po mř́ıži, na ńıž
př́ıslušný potenciál studujeme).

Studujme tedy nejprve Gaussovské mı́ry odpov́ıdaj́ıćı Hamil-
toniánu Hε(xΛ). Uvažujme

Hε(xΛ) = a0
(
(J −W )xΛ, xΛ

)
,

kde W = {wij ≡ wi−j}, pro které plat́ı
∑
i |wi| < 1. Tomuto Hamil-

toniánu odpov́ıdá následuj́ıćı gaussovská mı́ra, která je daná husto-
tou pravděpodobnosti

dµ(xΛ)

dxΛ
=
e−Hε(xΛ)

Z(Λ)
,

kde

Z(Λ) =

∫

RΛ
e−Hε(xΛ) dxΛ = a

− |Λ|2
0

∫

RΛ
e−((J−W )xΛ,xΛ) dxΛ.

V daľśıch výpočtech budeme pro jednoduchost poč́ıtat s a0 ≡ 1.
Př́ıpadné zakomponováńı obecného a0 do formuĺı, které budou
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následovat, je celkem triviálńı. Vı́me, že Z(Λ) je potom vyjádřeno
vzorcem

Z(Λ) =

√
π|Λ|

det(J −W )
.

Jde tedy o výpočet determinantu det(J − W ), jemuž jsme výše
věnovali samostatný př́ıklad 11.9. Výsledkem je

det(J −W ) = exp

(∑

C

ln(1− wC)
)
,

kde se sč́ıtá přes všechny ,,nerozložitelné smyčky” v Λ a wC =∏
(i,j) wij , kde součin je přes všechna žebra (i, j) smyčky C.
Pod́ıvejme se nyńı na rozptyl veličin daných gaussovskou

pravděpodobnost́ı zadanou výše, tedy v prvé řadě na veličinu (x0
zde označuje hodnotu xΛ v bodě i = 0)

V Λε =

∫

RΛ
x20 dµ(xΛ).

Ṕı̌seme V ≡ V Λε , abychom zd̊uraznili roli parametru ε > 0 v Hamil-
toniánu ((J −W )xΛ, xΛ), popř́ıpadě i roli mř́ıže Λ. Důležitá (pro
následné interpretace ve statistické fyzice) je dvojná limita

V = lim
ε→0

(
lim
Λ→Zd

V Λε

)
.

Tu můžeme interpretovat jako ,,rozptyl (varianci) veličiny x0”
v př́ıpadě, že ,,konfiguraci xΛ drž́ıme, pro Λ → Zd, v nekonečnu
na hodnotách xi = 0, i → ∞”. Zat́ımco role konečné mř́ıže Λ
v těchto úvahách bude vcelku triviálńı (pouhá potřeba konečnosti
sum v H(xΛ)), chováńı veličiny Vε v okoĺı ε = 0 bude zaj́ımavé, a
uvid́ıme zásadńı rozd́ıl mezi dvoj a v́ıcerozměrnou situaćı.

Věta 1: Plat́ı V =∞ respektive V <∞ podle toho, zda d = 2 nebo
d ≥ 3. (Pro pozitivně semidefinitńı formu 383 nebo obecněji 385.)

Důkaz: a) Vı́me, že V Λε = C00, kde C = (J − Wε)
−1. Ṕı̌seme

podrobněji Wε namı́sto W , abychom zd̊uraznili roli ε (viz př́ıklad
o gaussovském integrováńı výše, konkrétně vyjádřeńı variance
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gaussovské mı́ry cij =
∫
xixj dµ(x), kde µ odpov́ıdá matici A po-

moćı inverzńı matice C = A−1). Tedy C =
∑∞
n=0(Wε)

n a

V Λε = 1 +

∞∑

k=2

∑

P ;
|P |=k

wεp ,

kde wεp =
∏
(i,j)∈P w

ε
i,j a sč́ıtáme všechny P – procházky po mř́ıži

Λ, jejichž počátečńı a koncový bod je 0 ∈ Λ. Ve vzorci pro váhu
procházky wεp násob́ıme maticové elementy wεi,j přes všechna žebra
(i, j) procházky P . Délkou |P | procházky P nazýváme počet jej́ıch
žeber.

b) Nazvěme smyčkou takovou uzavřenou procházku, která se do
svého počátečńıho bodu vrát́ı až v posledńım kroku. Položme

PΛε =
∑

S

wεS ,

kde sumace je přes všechny smyčky zač́ınaj́ıćı a konč́ıćı v 0. Potom
plat́ı vzorec

V Λε = 1 +
∑

P

wεP = 1 +

∞∑

m=1

(PΛε )
m,

nebot’ každou procházku P s počátkem a koncem v 0 lze rozložit na
uspořádanou m-tici smyček.

c) Takže konečnost respektive nekonečnost veličiny V Λε v limitě

V = lim
ε→0

lim
Λ→Zd

V Λε

skutečně záviśı na tom, zda veličina

p = lim
ε→0

lim
Λ→Zd

pΛε

je rovna jedné či nikoliv. Pokud je p < 1 máme totiž vztah

V = 1 +

∞∑

m=1

pm =
1

1− p .

Naopak, je-li p = 1 je zřejmě V =∞.
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d) Důkaz věty dokonč́ıme později, až dokážeme, že (pro ε = 0)
p = 1⇔ d = 2.

Poznámka (o interpretaci věty): Setkali jsme se právě s popisem
vratnosti či nevratnosti náhodné procházky definované na Zd tak,
že pravděpodobnost přechodu z bodu i do ,,sousedńıho” bodu j je
dána jakousi nezápornou veličinou wij = wi−j takovou, že

∑

i∈Zd
wi = 1− ε.

kde ε je pravděpodobnost ,,zániku poutńıka”. Ptáme se (samozřejmě
hlavně pro ε → 0) na pravděpodobnost té události, že poutńık se
někdy vrát́ı do počátečńıho bodu své cesty (Tedy ani cestou neza-
nikne – to je zajǐstěno podmı́nkou ε = 0, ani se časem nevzdáĺı někam
do nekonečných končin). Lepš́ı otázkou (s výraznou odpověd́ı) ale
je: ,,Jaká je pravděpodobnost Q toho, že se poutńık vrát́ı do svého
počátečńıho bodu nekonečněkrát?” Odpověd’ na takovouto otázku
jest (pro ε = 0): ,,Q = 0 pro D ≥ 3, Q = 1 pro d = 2”.

Takže zbývá vyjasnit chováńı veličiny

pΛε =
∑

S

wεS , wεS =
∏

(i,j)∈S
wij

sč́ıtáme-li přes všechny smyčky v Λ s počátečńım a koncovým bo-
dem 0. Zde bude účelné vrátit se k př́ıpadu konečného toru Λ a ε > 0;
teprve po nalezeńı př́ıslušných formuĺı provedeme limitńı přechod

lim
ε→0

lim
Λ→Zd

pΛε .

Odpověd’ na otázku ,,Jak źıskat užitečné vyjádřeńı veličin pΛε ?” dává
studium Coulombových (Newtonových) potenciál̊u př́ıslušných dané
kvadratické formě. Definujeme je takto:

Definice: Necht’ M ⊂ Λ, ṕı̌seme v daľśım M c mı́sto Λ \ M . Fi-
xujme nějakou konfiguraci x̄Mc ∈ RMc

. Označme symbolem x̄Mc

konfiguraci na M minimalizuj́ıćı kvadratickou formu (W je ma-
tice diskutovaná v předchoźım textu, wij ≡ wi−j ,

∑
i |wi| < 1,

H(xΛ) = ((I −W )xΛ, xΛ) za podmı́nky xMc = x̄Mc .)
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V jiném př́ıkladě této sb́ırky dokazujeme následuj́ıćı větu, tzv.
Feymann-Kacovu formuli:

Věta 2: Pro minimalizuj́ıćı konfiguraci x̄Mc a pro libovolný bod
i ∈M plat́ı vztah

x̄i =
∑

P

wP x̄k(P ), (386)

kde součet se bere přes všechny procházky P zač́ınaj́ıćı v bodě i a
konč́ıćı v M c. (Konec procházky je definován jako okamžik, kdy se
procházka poprvé octne v množině M c ≡ Λ \M .) Váha procházky
je opět dána formuĺı

wP =
∏

(i,j)∈P
wij

kde součin je přes všechna žebra P .

Viz předchoźı př́ıklad (o minimech kvadratických forem), kde po-
drobněji diskutujeme i formuli 387. Základem je elementárńı pozo-
rováńı, že funkce H(x̄Mc ∪ xM ) má podle předpokladu minimum
v bodě xM = x̄M . Tedy parciálńı derivace H podle xi, i ∈ M jsou
rovny nule, což dává vyjádřeńı (zopakujte si jej)

x̄i =
∑

j

wij x̄j , (387)

kde sumujeme přes všechna ,,sousedńı” j (taková, že wij 6= 0) a x̄j
je bud’ hodnota minimalizuj́ıćı konfigurace x̄M v bodě j ∈ M nebo,
v př́ıpadě j ∈M c, hodnota př́ıslušné okrajové podmı́nky. Nyńı stač́ı
iterovat použitou formuli 387 (dosazovat ji samu do sebe znova a
znova, dokud neplat́ı j ∈M c) a dostaneme kýžený vztah 386.

Dosad’me nyńı formuli 386 do vzorce pro minimalizuj́ıćı Hamil-
tonián

H(x̄Λ) = ((J −W )xΛ, xΛ) =
∑

i∈Λ
x̄2i −

∑

i,j∈Λ
wij x̄ix̄j .

Dostaneme potom následuj́ıćı elegantńı výsledek.

Věta 3: Necht’ konfigurace x̄M minimalizuje Hamiltonián H(xM ∪
xMc) při fixované podmı́nce x̄Mc . Potom plat́ı vzorec, pro x̄Λ =
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x̄Mc ∪ x̄M
H(x̄Λ) =

∑

i∈Mc

x̄2i −
∑

P

wP x̄z(P )x̄k(P ), (388)

kde sč́ıtáme přes všechny procházky (i0 = z(P ), i1, . . . , in = k(P ))
takové, že začátek z(P ) i konec k(P ) lež́ı v M c, ale xi ∈ M pro
i = 1, . . . , n− 1. Váha procházky P je dána, jako obvykle, součinem
přes všechna žebra (ik, ik+1), k = 0, 1, . . . , n− 1

wP =
n−1∏

k=1

wik,ik+1

(Všimněte si, že pro M = ∅ dostáváme obvyklý tvar H(x̄Λ).)

M c

M

�

�xz(P )
�xk(P )

Důkaz: Je vcelku jasné, že dosazeńım formule 386 do a) prvńı i b)
druhé sumy ve vzorci 388 vznikaj́ı výrazy typu wP x̄z(P )x̄k(P ). Rozd́ıl
je v tom, jak ty procházky vznikaj́ı: v př́ıpadě a) jako ,,slepence”
dvou procházek P1, P2 z jistého bodu i ∈ M ven z M c, v př́ıpadě
b) jako slepence dvou procházek (jedné zač́ınaj́ıćı v i a druhé v j a
jdoućı ven z M) a jedné př́ıčky (i, j) dodávaj́ıćı k vahám wP1 a wP2
ještě jeden multiplikativńı faktor w(i,j). Rozd́ıl je ve znaménkách,
slepence P1&P2 vznikaj́ı se znaménkem 1, slepence P1 ∪ {i, j} ∪ P2
se znaménkem −2 (resp. −1, uspořádáme-li dvojici {i, j}).
Poznámka (k terminologii a k přechodu do kontinua Zd →
Rd): Konfiguraci x̄Λ minimalizuj́ıćı H(xΛ) za podmı́nky xMc ≡
x̄Mc nazýváme Coulombovým resp. Newtonovým potenciálem (od-
pov́ıdaj́ıćım hraničńı podmı́nce x̄Mc). Představme si totiž Λ = Zd,

418



M c = {0} ∪ Λ∞, kde Λ∞ je ,,okoĺı nekonečna”. Položme x̄0 = 1 a
x̄i = 0 pro všechna i ∈ Λ∞. Dá se potom ukázat (neńı to ale triviálńı)
že pro 1 ¿ |i| ¿ D = dist(0,Λ∞) plat́ı (uvažujme pro konkrétnost
pouze dimenzi d ≥ 3)

x̄i = CV (i)(1 + ηi),

kde ηi → 0 pro D →∞ a |i| → ∞ (nebudeme zde přesně specifikovat
v jakém smyslu), C je konstanta a V je obvyklý Coulomb̊uv potenciál
z Rd, tzn. funkce minimalizuj́ıćı integrál

∫

Rd\K
| gradV |2 dy

za podmı́nky V (y) ≡ 1 na hranici ∂K jednotkové koule K = {y :
|y| ≤ 1}. Zd̊urazněme, že zde je již řeč o euklidovské normě na
Rd, tedy V (y) (a přibližně i V (i)) je centrálně symetrická funkce,
jej́ıž hodnoty záviśı pouze na (euklidovské) vzdálenosti od počátku.
V (y) = 1/|y| pro d = 3.

Nyńı uděláme ještě několik d̊uležitých, byt’ elementárńıch a
hrubých, odhad̊u veličiny H(xΛ) pro dimenze d = 2 a d = 3. Ne-
budeme se pokoušet optimalizovat tyto odhady, ani ukazovat je-
jich vztah k odhad̊um pro energie harmonických funkćı v konti-
nuu (tedy v Rd mı́sto Zd). Tyto odhady umožńı rozřešit problém
o (ne)návratnosti procházek a tedy konečně uzavř́ıt d̊ukaz věty 1.
Bude pohodlněǰśı přej́ıt z konečného toru Λ na celou mř́ıž Zd.

Volme hraničńı podmı́nku x̄0 = 1, x̄i = 0 pro |i| ≥ N , i ∈ Zd.
Situaci lze samozřejmě namodelovat i na dostatečně velikém toru Λ.
Necht’

x̄(N) =
{
x̄
(N)
i ; |i| < N

}

označuje konfiguraci minimalizuj́ıćı H(xΛ) za této podmı́nky.

Položme x̄i = limN→∞ x̄
(N)
i . Předpokládejme, že pro každé N je to-

rus Λ zvolen tak veliký, že množinu MN = {i, |i| < N} i jej́ı hranici
M c
N = {i,dist(i,M) ≤ R}, kde R je ,,dosah interakce” v Hamil-

toniánu H(xΛ) (tedy aij ≡ 0 pro |i − j| ≥ R), lze do Λ izometricky

vnořit. Potom zřejmě veličina H
(
x̄
(N)
Λ

)
nezáviśı na volbě takovéhoto

toru, označme ji prostě H
(
x̄(N)

)
. Máme potom zřejmě

H(x̄) = lim
N→∞

H
(
x̄(N)

)
,

419



kde levá strana je podle vztahu 388 s uvážeńım výše zmı́něné okra-
jové podmı́nky dána nekonečnou sumou přes všechny procházky
z počátku 0 dorazivš́ı nakonec zpět do počátku (jej́ıž konvergence
snadno plyne z předchoźıch úvah)

H(x̄) = 1−
∑

p

wεp.

Máme zde samozřejmě na mysli hlavně př́ıpad ε = 0, pro opatrnost
(hlavně v dimenzi d = 2) si představujme, že ε > 0 a limitńı přechod
ε → 0 uděláme až v úplném závěru. Z následuj́ıćı věty již plyne
dokončeńı d̊ukazu věty 1, nebot’ H(x̄) = 1− p.
Věta 4: Pro d = 2 je H(x̄) = 0, zat́ımco pro d ≥ 3 plat́ı H(x̄) > 0.

Důkaz: a) Př́ıpad d = 2. Sestrojme pro každou posloupnost {an}
takovou, že an ≥ 0 a

∑
n=1 an = 1 konfiguraci danou předpisem

x̃i = 1−
n∑

j=1

aj pokud |i| = n.

Jsme stále na mř́ıži, výrazem |i| = ∑d
k=1 |ik| rozumı́me vzdálenost

,,typu l1”, množina i : |i| = n je kosočtvercem o délce přepony 2n.
Předpokládáme-li interakci pouze nejbližš́ıch soused̊u, je jasné podle
vztahu 383, že energie takovéto konfigurace je rovna sumě (přisṕıvaj́ı
pouze páry nejbližš́ıch soused̊u z r̊uzných ,,vrstevnic”)

H(x̃) =
∞∑

n=1

a2nc(n),

kde c(n) je počet nejbližš́ıch soused̊u mezi body z kosočtverc̊u
K(n) = {i, |i| = n} a K(n − 1). Nebudeme zde přesně odhadovat
č́ıslo c(n), je jasné, že plat́ı limn→∞ c(n)/n = 4. Takže

H(x̃) =
∑

a2nc(n) =
∑

(ann)
2 c(n)

n2
.

Volme nyńı an = KN/n, n = 1, . . . , N a jinak an = 0 pro n > N .

Necht’ KN = (
∑N
n=1

1
n )
−1 tzn. KN ≈ (logN)−1. Poč́ıtejme, s touto
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volbou an, hodnotuH(x̃) =
∑∞
n=1 a

2
nc(n) = K2

N

∑
c(n)/n2 ≈ KN =

(logN)−1. Tedy vid́ıme, že H(x̄) = infH(x) = 0.
b) Př́ıpad d ≥ 3. Tento odhad je komplikovaněǰśı a fakt, že

pracujeme v Zd (mı́sto Rd) situaci neulehčuje, ba právě naopak.
Rozš́ı̌ŕıme konfiguraci x ∈ Zd lineárně (po částech, v každé buňce∏d
i=1(ni, ni + 1)) na funkci v celém Rd. Označme tuto funkci sym-

bolem V (y). Plat́ı, pro jistou minimálńı konstantu c > 0, vztah

H(x) > cG(V ), kde G(V ) ≡
∫

Rd\K(0)
| gradV |2 dy

(tuto nerovnost stač́ı dokázat v každé jednotlivé buňce, ověřte). Při
odhaduG(V ) lze použ́ıt symetrie funkce minimalizuj́ıćıG(V ) (takové
symetrie na Zd nemáme!) Vskutku, je-li T ortogonálńı transformace
na Rd, tak je jistě G(V ) = G(V ◦T ) a trochu (funkcionálńı) analýzy
ukazuje, že minimum funkce G, při okrajové podmı́nce na V řekněme
V = 1 na hranici koule {y : |y| = 1} a V = 0 v nekonečnu, je nutno
hledat mezi ,,centrálně symetrickými” funkcemi V , jejichž hodnoty
záviśı pouze na vzdálenosti od počátku. To je známý Coulomb̊uv
potenciál, pro d = 3 roven V (y) = 1/|y| a máme též odhad

H(x) > c

∫

Rd\K(0)

∣∣∣∣grad
1

|y|

∣∣∣∣
2

dy.

20.30 Lorentzovy transformace

Definice. (Minkowskiho kvadratické formy) Na prostoru R4 za-
ved’me Minkowskiho pseudoskalárńı součin (·, ·)M : R4 × R4 → R,
definovaný (v, w)M := v0w0 − v1w1 − v2w2 − v3w3, kde vi resp. wi
jsou složky v resp. w v̊uči kanonické bázi R4. Kvadratická forma
(R4; (, )M ) =: R1,3 se nazývá (reálný) Minkowskiho prostor.

Definice. (Lorentzovy grupy) O(1, 3) := {A ∈ M(4,R);
(Ax,Ax)M = (x, x)M}, SO(1, 3) := SL(4,R) ∩ O(1, 3). Grupa
O(1, 3) se nazývá Lorentzova grupa, SO(1, 3) se nazývá Lorentzova
grupa orientaci zachovávaj́ıćıch prvk̊u.
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Úkol. Dokažte, že výše definované množiny jsou grupy.
Řešeńı. Stač́ı ověřit uzavřenost na násobeńı a na inverzi.

Úkol. Dokažte, že prostor všech hermitovských matic typu 2× 2
je vektorový prostor nad tělesem R dimenze 4. Nalezněte jeho bázi.
Tento prostor budeme značit H(2).
Řešeńı. Každá hermitovská matice

A =

(
a11 a12
a21 a22

)
= A

t
=: A† (389)

má na diagonále reálná č́ısla. Prvky a12 a a21 jsou navzájem kom-
plexně sdružené, tj. pokud a12 = x1 − ix2, potom a21 = x1 + ix2.
Pro daľśı výpočty bude vhodné napsat diagonálńı členy ve tvaru
a11 = x0 + x3, a22 = x0 − x3, což lze právě jedńım zp̊usobem pro
libovolná dvě reálná č́ısla a11, a22. Každou hermitovskou matici lze
tedy psát ve tvaru

A =

(
x0 + x3 x1 − ix2
x1 + ix2 x0 − x3

)
, (390)

kde xα ∈ R, α = 0, 1, 2, 3. Naopak plat́ı, že každá matice tohoto tvaru
je hermitovská. Zvolme bázi {σ0, σ1, σ2, σ3} prostoru všech hermi-
tovských matic ve tvaru:

σ0 =

(
1 0
0 1

)
, σ1 =

(
0 1
1 0

)
,

σ2 =

(
0 −i
i 0

)
, σ3 =

(
1 0
0 −1

)
,

(391)

tyto matice se nazývaj́ı Pauliho matice. Lze snadno ověřit, že prvky
σα jsou lineárně nézávislé nad R.

Dále je zřejmé, že pro libovolná reálná xα plat́ı, že xασα je her-
mitovská matice. Libovolnou hermitovskou matici je možné psát ve
tvaru matice A výše. Př́ımým výpočtem se lze přesvědčit o tom, že
A = xασα, tj. že σα generuj́ı prostor H(2).

T́ım jsme ověřili, že {σα} tvoř́ı bázi reálného vektorového
prostoru H(2), a tak i dokázali, že dimR H(2) = 4.
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Úmluva. Definujme reálný izomorfizmus vektorového prostoru
H(2) na prostor R4 a označme j : H(2) → R4, j−1(x) = xασα, kde
x = (x0, ..., x3)

t.

Úkol. Dokažte, že (x, x)M = det(j−1(x)), x ∈ R4.
Řešeńı. O výše uvedeném vztahu se lze přesvědčit př́ımým

výpočtem.

Úkol. Dokažte, že J :M(2,C)→M(4,C), definovaný J(A)x :=
j(Aj−1(x)A†), A ∈ H(2), x ∈ R4, je homomorfizmus semigrup. Ko-
mentář: J(A) je matice 4×4, a proto ji lze vyč́ıslit na vektoru x ∈ R4,
j−1(x) je matice 2× 2.
Řešeńı. Nejprve ověřme, že výše definované zobrazeńı má smysl,

tj. že matice Aj−1(x)A† je hermitovská, a proto na ni lze aplikovat
izomorfizmus

j : H(2)→ R4 : (Aj(x)A†)† = Aj−1(x)†A† = Aj−1(x)A†, (392)

nebot’ hermitovské sdružeńı je antiinvoluce (obraćı pořad́ı a †◦† = id)
a j−1(x) ∈ H(2) pro každý vektor x ∈ R4.

Nyńı ukážeme, že J je homomorfizmem semigrup, tj. ověř́ıme, že
plat́ı J(AB) = J(A)J(B). Pro každé x ∈ R4 plat́ı

J(AB)x = j(ABj−1(x)(AB)†) = j(A(Bj−1(x)B†)A†) =
= j{Aj−1[j(Bj−1(x)B†)]A†} = J(A)[j(Bj−1(x)B†)] =
= J(A)[J(B)x] = (J(A)J(B))x, (393)

což bylo dokázat.

Úkol. Vypočtěte J-obrazy následuj́ıćıch matic

K1(φ) =

(
cosφ − sinφ
sinφ cosφ

)
, (394)

kde φ ∈ [0, 2π), a

A(r) =

(
r 0
0 r−1

)
, (395)

kde r ∈ C. V tomto př́ıpadě dosad’te volbu r = et a r = eiθ. Budeme
označovat A(r = eiθ) =: K2(θ), A(r = et) =:M(t).
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Řešeńı. Př́ımým výpočtem (vyč́ısleńım J(A) na prvćıch kanoni-
cké báze, J(A)ei) obdrž́ıte následuj́ıćı výsledek

J(K1(φ)) =




1 0 0 0
0 cos 2φ 0 sin 2φ
0 0 1 0
0 − sin 2φ 0 cos 2φ


 , (396)

J(M(t)) =




cosh 2t 0 0 sinh 2t
0 1 0 0
0 0 1 0

sinh 2t 0 0 cosh 2t


 , (397)

J(K2(θ)) =




1 0 0 0
0 cos 2θ sin 2θ 0
0 − sin 2θ cos 2θ 0
0 0 0 1


 . (398)

Pozn. Výše definované matice K1(φ), A(r) spolu s matićı

N(k) :=

(
1 k
0 1

)
(399)

představuj́ı komponenty rozkladu libovolné matice z grupy SL(2,C)
na tzv. kompaktńı, abelovskou a nilpotentńı část. Tento rozklad
je známý v teorii Lieových grup (pro libovolnou komplexńı Lieovu
grupu) jako Iwasaẘuv nebo KAN-rozklad.

Umı́te v tomto konkrétńım př́ıpadě podat geometrickou inter-
pretaci matic v reálné verzi, tj. v SL(2,R)? Uvědomte si, že matice
z SL(2,R) jsou prvky zachovávaj́ıćı objem v R2 - tj. obsah v rovině.
Nakreslete, na co př́ıslušné matice K(φ), A(r), r ∈ R, N(k), k ∈ R
zobraźı obdélńık, jehož střed koinciduje se středem souřadnic.

Úkol. Dokažte, že J|SL(2,C) je homomorfizmus grupy SL(2,C) na
grupu

Im(J|SL(2,C)).

Řešeńı. Zúž́ıme-li J na SL(2,C), jeho obraz je podgrupou
O(1, 3). Tento fakt dokážeme následovně.
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Dı́k předchoźımu v́ıme, že

(J(A)x, J(A)x)M = det[j−1(J(A)x)] = det(Aj−1(x)A†) =
= det(A) det j−1(x) detA† =
= 1 · (x, x)M · 1 = (x, x)M , (400)

nebot’ A ∈ SL(2,C). Odtud plyne, že J(A) ∈ O(1, 3). Zjistili jsme,
že obraz zúženého zobrazeńı je podmnožinou grupy O(1, 3).

Dı́k tomu, že J neńı jen homomorfizmem semigrup, ale i grup
(stač́ı ověřit, že J(A)−1 = J(A−1), což nyńı dává smysl, nebot’ jsme
právě zjistili, že J(SL(2,C)) ⊆ O(1, 3) ⊆ GL(4,R), tj. invertibilnost
element̊u z J(SL(2,C))), je jeho homomorfńı obraz také grupou.

Definice. (Boost115)Matici A ∈ O(1, 3) nazveme boost, pokud
existuje matice Q ∈ O(3), že

QAQ−1 = Lzu :=




coshu 0 0 sinhu
0 1 0 0
0 0 1 0

sinhu 0 0 coshu


 . (401)

Pozn.Matici Q, která je typu 3×3, si představujeme jako matici
4× 4, která vznikne z A doplněńım nultého řádku a nultého sloupce
(nahoru a doleva), které až na sv̊uj pr̊unik, kde se nacháźı jednotka,
jsou nulové. Q je tedy blokově diagonálńı matice s bloky: 1 a A.
Takovouto matici již umı́me násobit s Lorentzovou transformaćı A.

Úkol. Všimněte si, že Lzu (nazývaný boost podél osy z s rapidi-
tou u) souviśı s běžnými Lorentzovými transformacemi ze ,,středńı
školy”. Určete vztah mezi faktory γ := 1√

1−v2/c2
, β := v

c , rychlost́ı

v na jedné straně a rapiditou u na straně druhé.
Řešeńı. Uvažujme, že transformace

t′ = γ(t− β

c
x)

x′ = x
y′ = y
z′ = γ(z − vt) (402)

115V češtině anglickému termı́nu boost odpov́ıdá posouváńı.
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,,odpov́ıdá” transformaci Lzu. Napǐsme výše uvedenou Lorentzovu
transformaci (402) pomoćı matice a srovnejme jej́ı koeficienty s ko-
eficienty matice Lzu.

Od ,,pasivńı” transformace souřadnic dané rovnicemi (402)
přejdeme k ,,aktivńı” transformaci vektor̊u A (tj. k matici přechodu),
která je jej́ı inverźı. Zjist́ıme, že

A =




γ 0 0 vγ
0 1 0 0
0 0 1 0
β
c γ 0 0 γ


 . (403)

Rychlost světla jsme považovali za jednotkovou, nebot’ jsme
tento fakt již předpokládali, když jsme definovali Minkowskiho
kvadratickou formu, která se od ,,fyzikálńı” lǐsila právě faktorem c2

u nulté (časové) souřadnice. Použijeme-li tuto konvenci, dostaneme,
že plat́ı: v = athu. Pomoćı součtových vzorc̊u pro hyperbolický
tangens lze snadno odvodit vzorec pro sč́ıtáńı (bezrozměrných)
rychlost́ı. Proved’te.

Pozn. V rámci elementárńı diferenciálńı topologie lze dokázat, že
prvky Lorentzovy grupy, O(1, 3), tvoř́ı šestirozměrnou plochu (hlad-
kou diferencovatelnou varietu) vnořenou do šestnáctirozměrného
vektorového prostoru všech matic 4× 4. Tato plocha sestává ze čtyř
komponent souvislosti.

Úkol. Dokažte, že obraz homomorfizmu J , zúženého na SL(2,C)
je roven té komponentě souvislosti grupy O(1, 3), která obsahuje
neutrálńı prvek. Tato souvislá komponeneta se znač́ı SO(1, 3)+
a nazývá vlastńı Lorentzovou grupou.
Řešeńı. Nejdř́ıve dokážeme, že ImJ|SL(2,C) ⊆ SO(1, 3)+,

opačnou inkluzi později.
Fakt plyne z tvrzeńı, že obraz souvislé množiny spojitým zob-

razeńım je souvislý. Nyńı již stač́ı dokázat souvislost SL(2,C).
Každý element SL(2,C) můžeme spojit hladkou křivkou s elemen-
tem id ∈ SL(2,C). Tento fakt plyne z toho, že Jordanova matice JA
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k matici A ∈ SL(2,C) (s jednotkovým determinantem) je tvaru

JA =

(
a 0
0 a−1

)
, resp. JA =

(
a 1
0 a−1

)
. (404)

Tyto matice lze spojit s identitou pomoćı křivek

γ(t) =

(
(1− t) + ta 0

0 [(1− t) + ta]−1

)
, t ∈ [0, 1] (405)

resp.

γ(t) =

(
(1− t) + ta t

0 [(1− t) + ta]−1

)
, t ∈ [0, 1]. (406)

Oboj́ı pokud je a > 0.
Pro př́ıpad a < 0 stač́ı provést drobnou modifikaci. K tomu, aby-

chom dokázali i opačnou inkluzi, je potřeba si uvědomit, že každou
vlastńı Lorentzovu transformaci B ∈ SO(1, 3)+ lze psát ve tvaru
B = R1L

z
uR2, kde Ri jsou (vlastńı) rotace v tř́ırozměrném podpros-

toru R3 v Minkowskiho časoprostoru R4 a Lzu je boost ve směru z
a rapiditou u.

Označme generátor časové souřadnice e0 := (1, 0, 0, 0)t. Defi-
nujme vztahem Be0 =: (x0, ~x)

t reálné č́ıslo x0 a vektor ~x, jehož
složky označme ~x = x1e1+x2e2+x3e3, kde ei jsou prvky kanonické
báze R3 ⊆ R4.

Jelikož B je Lorentzova transformace zachovává Minkowskiho
pseudoskalárńı součin, plat́ı, že x20 − (~x, ~x) = 12 − (~0,~0) = 1.
Zřejmě existuje rotace R1, která zobraźı ~x do osy z, tj. R1Be0 =
(x0, 0, 0, (~x, ~x)

1
2 )t.

Nyńı použijeme boost, jehož tvar vypočteme v J-obrazech.
Snaž́ıme se vektor R1Be0 převést opět do toho řezu časoprostorem,
který je určen rovnićı t = 1, tj. do výchoźıho času. Chceme už́ıt boost
ve směru osy z, ansatz je

M =

(
r 0
0 s

)
, (407)

kde rs = 1. Požadujeme, aby

Mj−1(R1Be0)M =

(
1 + z 0
0 1− z

)
= j−1((1, 0, 0, z)t). (408)
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Tuto rovnici lze splnit pro z = 0, r = [x0 + (~x, ~x)
1
2 ]
1
2 , s = [x0 −

(~x, ~x)
1
2 ]
1
2 . Dı́ky tomu, že (x, x)M = 1, je podmı́nka rs = 1 splněna.

Označme Lz = J(M). Celkem dostáváme LzR1Be0 = e0. Je-
likož LzR1B je Lorentzova transformace, a d́ık předchoźımu v́ıme,
že zachovává ,,časový” podprostor Re0, muśı být (,,pouhou” vlastńı
prostorovou) rotaćı. Označme ji R2. Z rovnosti LzR1B = R2 plyne,
že B = R2(L

z)−1R−11 , což je požadovaný vztah, uvědomı́me-li si, že
inverze rotace je opět rotace, tentokráte s opačným úhlem, a inverze
boostu je boost s opačnou rapiditou.

Tvrzeńı, které máme dokázat, plyne z Eulerovy věty která tvrd́ı,
že každou rotaci lze napsat ve tvaru R = RzφR

y
θR

z
ψ, kde R

n
α je rotace

kolem osy n o úhel α. Rotaci kolem osy y resp. z nagenerujem pomoćı
K1 resp. K2 – viz úloha výše. Boost kolem osy z jsme spočetli jako
Lz = J(M), viz tamtéž.

Celkem tedy

A = J(K2)J(K1)J(K2)J(M)J(K2)J(K1)J(K2) =
= J(K2K1K2MK2K1K2), (409)

a proto J je surjekce obsahuj́ıćı SO(1, 3)+, což spolu s výše
dokázanou inkluźı implikuje Im(J|SL(2,C)) = SO(1, 3)+.

Úkol. Dokažte, že J : SL(2,C) → SO(1, 3)+ je zobrazeńı typu
2 : 1, tj. že #J−1(A) = 2 pro každou A ∈ SO(1, 3)+.
Řešeńı. Stač́ı zjistit, že J−1(id) = {id,−id}, což lze ověřit

př́ımým, byt’ pracným, výpočtem. ∗SK
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[Prosk] I. V. Proskurjakov: Sb́ırka př́ıklad̊u z lineárńı algebry (Sbor-
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Stručné popisy př́ıklad̊u

1.1 Soustava 3× 3 s komplexńımi koeficienty.

1.2 Soustava 4× 4 s parametrem.

1.3 Soustava 5 lineárńıch rovnic s mnoha nulami řešená
(nesystematicky) dosazováńım rovnic do sebe.

1.4 Důkaz regularity diagonálně dominantńı matice potažmo
jednoznačnosti řešeńı soustavy rovnic; ukázka fyzikálně
motivovaných úprav (zavedeńı potenciálu).

2.1 Př́ıklad grupy symetríı, studium struktury nepř́ılǐs velké grupy,
př́ımé a polopř́ımé součiny.

2.2 Několik př́ıklad̊u konečných grup.

2.3 Řád podgrupy děĺı řád grupy, malá Fermatova věta, Eulerova
funkce ϕ(n) (počet přirozených č́ısel nesoudělných s n, menš́ıch
než n).

2.4 Zkonstruováńı všech grup s nejvýše sedmi prvky.

2.5 Generátory grupy.

2.6 Konjugované prvky, (tř́ıdy) ekvivalence.

2.7 Př́ımé a polopř́ımé násobeńı grup a proces obrácený, tedy
rozkládáńı grup.

2.8 Výpočet znaménka konkrétńı permutace r̊uznými zp̊usoby.
Skládáńı permutaćı. Jednoduchý morfizmus, reprezentace.

2.9 Permutace, inverze, transpozice, cyklus.

2.10 Aplikace pojmu permutace a znak permutace.

3.1 Zp — př́ıklad jednoduchého komutativńıho tělesa.

3.2 Výpočet inverzńı matice nad Z11.
3.3 Určováńı počtu vektor̊u v konečném prostoru a jeho

podprostoru. Procvičováńı izomorfizmů mezi r̊uznými
podprostory.

3.4 Př́ıklad složitěǰśıho konečného tělesa — polynomy s koeficienty
ze Zp a násobeńım modulo polynom.

3.5 Nenápadné cvičeńı na násobeńı komplexńıch č́ısel.

3.6 dimKer + dim Im lineárńıho zobrazeńı je rovno dimenzi
prostoru, na kterém p̊usob́ı.
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3.7 Viz př́ıklad 3.6.

3.8 Viz př́ıklad 3.6.

3.9 Hodnost matice AB je menš́ı nebo rovna než hodnost A
i hodnost B.

4.1 Studium množiny
∑
i xivi, 0 ≤ xi ≤ 1 a v1, . . . , vn ∈ Rd, d < n.

Trénink na lineárńı kombinace, lineárńı závislost a nezávislost.

4.2 Ověřeńı podmı́nek definice vektorového prostoru.

4.3 Ověřeńı podmı́nek definice vektorového prostoru, izomorfizmus
vektorových prostor̊u.

4.4 Zjǐst’ováńı, zda je podmnožina vektorového prostoru také jeho
podprostorem.

4.5 Lineárńı závislost konkrétně zadaných vektor̊u z R4, lineárńı
kombinace

4.6 Dimenze prostoru na jednoduchém př́ıpadě (s parametrem).
Prostory funkćı.

4.7 Dimenze lineárńıho obalu. Dimenze zobrazeńı. Lineárńı
zobrazeńı. Restrikce zobrazeńı. Nekomutativita skládáńı
zobrazeńı.

4.8 Výpočet složek vektoru v bázi soustavy bez a s pomoćı
skalárńıho součinu.

4.9 Ověřováńı lineárńı nezávislosti vektor̊u, matice přechodu mezi
bázemi, transformace složek vektor̊u.

4.10 Vektorový prostor matic se stejnými řádkovými a sloupcovými
součty. Dimenze vektorového prostoru. Afinńı prostor.

4.11 Teoretická úloha na jádro zobrazeńı. Vše v prostoru Zn2 .
4.12 Lineárńı nezávislost polynomů. Aproximace funkce polynomy.

5.1 Určeńı ortogonálńıho doplňku ke konkrétńımu dvourozměrnému
prostoru v R4.

5.2 Popis Grammovy–Schmidtovy ortogonalizace.

5.3 Ukázka, jak lze v Rn sestrojit dva navzájem ortogonálńı
prostory o dimenźıch k a n− k.

5.4 Tři r̊uzné normy v Rn; odpověd’ na otázku, zda je jim možné
přǐradit skalárńı součin.
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5.5 Př́ıklady norem na prostorech čtvercových matic.

5.6 Souvislost některých norem pro matice s normami pro vektory.

5.7 Aproximace metodou nejmenš́ıch čtverc̊u: jednou pomoćı
ortogonálńı projekce prostor polynomů nejvýše prvńıho stupně
a podruhé nalezeńım minima funkce dvou proměnných.

6.1 Základńı vlastnosti matic (hermicita, unitarita, komutativita,
podobnost) předvedené na jednoduchém př́ıkladě. Ukázka
výpočtu komutátor̊u, antikomutátor̊u, vlastńıch č́ısel,
exponenciál ve speciálńım př́ıpadě Pauliho matic.

6.2 Matice lineárńıho zobrazeńı vzhledem k r̊uzným báźım.
Dimenze obrazu lineárńıho zobrazeńı. Invariantńı podprostor.

6.4 Matice lineárńıho zobrazeńı vzhledem k r̊uzným báźım.

6.5 Výpočet inverzńı matice 3× 3 dvěma r̊uznými standardńımi
zp̊usoby.

6.6 Ověřeńı, že je SL(2,Z) grupa. Generátory grupy, (krystalové)
mř́ıžky v rovině a jejich reparametrizace.

6.7 Popis systému podmnožin pomoćı matic, násobeńı obecných
matic. Dvoj́ı poč́ıtáńı. Hodnost součinu matic.

6.8 Jak lze permutovat matice pod znakem stopy?

7.1 Manipulace s obdélńıkovými maticemi (násobeńı). Popis
orientovaného grafu pomoćı matice.

7.2 Manipulace s obdélńıkovými maticemi (násobeńı). Popis
orientovaného grafu pomoćı matice.

7.3 Determinant Laplaceovy matice grafu je roven počtu jeho
podgraf̊u, které jsou stromy. Př́ıpad úplného grafu.

7.4 Př́ıklad vektorového podprostoru Zn2 a určeńı jeho dimenze
pomoćı konstrukce algebraického doplňku.

7.5 Určeńı vlastńıch č́ısel a vlastńıch vektor̊u u tř́ı speciálńıch matic
n× n. Vlastńı č́ısla a vlastńı vektory matic A a An. Jak může
vypadat např́ıklad matice incidence?

7.6 Tvrzeńı o vlastńıch č́ıslech a vlastńıch vektorech pro matici,
která neńı zadána explicitně, známy jsou jen některé jej́ı
vlastnosti.
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7.7 Určeńı vlastńıch č́ısel speciálńı matice 10× 10, aniž by se
poč́ıtaly elementy matice. Společné vlastńı vektory r̊uzných
matic.

7.8 Prostory vlastńıch vektor̊u r̊uzných matic.

7.9 Různé možnosti definice součinu graf̊u. Matice incidence těchto
součin̊u, mı́rná podobnost s tenzorovým součinem.

7.10 Jak lze charakterizovat “mı́ru souvislosti” grafu pomoćı
vlastńıch č́ısel jeho matice incidence. Odhady ||Av|| pomoćı
vlastńıch č́ısel matice A.

7.11 Daľśı charakteristika grafu pomoćı vlastńıch č́ısel jeho matice
incidence.

8.1 Výpočet č́ıselného determinantu 4× 4 r̊uznými metodami.
Úpravy, při nichž se hodnota determinantu nezměńı.

8.2 Tridiagonálńı (pásová) matice s obecnými elementy.
Jednoduché cvičeńı na rekurentně zadané posloupnosti.

8.3 Výpočet známého determinantu standardńı metodou (Gaussova
eliminace).

8.4 Výpočet determinantu obecné matice n× n trikem s užit́ım
cyklických vektor̊u. Jako vedleǰśı výsledek dostaneme vlastńı
vektory a vlastńı č́ısla.

8.5 Výpočet obecného determinantu n× n pomoćı minor̊u.

8.6 detAB = detAdetB a daľśı úpravy s velkou obecnou matićı.
Jak rozpoznat v́ıcenásobné kořeny polynomu na poč́ıtači.

8.7 Geometrický význam determinantu. Afinńı prostor.

8.8 Důkaz tvrzeńı o determinantech pomoćı definice determinantu.
Tvrzeńı ke geometrickému významu determinant̊u.

9.1 Nalezeńı vzorce pro n–tý člen v rekurentně zadané posloupnosti
pomoćı diagonalizace matice 2× 2.

9.2 Rychlý odhad pro hodnoty vlastńıch č́ısel zadané matice.
Jednoduchý d̊ukaz, proč je ostře diagonálně dominantńı matice
regulárńı. Rychlé kritérium pro pozitivńı definitnost.

9.4 Vlastńı č́ısla konkrétńı matice n× n. Determinant je součin
vlastńıch č́ısel, stopa je součet vlastńıch č́ısel.
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9.5 Determinant konkrétńı matice 4× 4 poč́ıtaný r̊uznými zp̊usoby.
Jak rozkládat polynomy (zvláště kubické a vyšš́ı)
s celoč́ıselnými koeficienty.

9.6 Diagonalizace matice 2× 2, poč́ıtáńı funkce matice. Vlastnosti
symetrických matic na jednoduchém př́ıkladě.

9.7 Diagonalizace nesymetrické matice 2× 2. Výpočet a diskuze
počtu řešeńı odmocniny z matice.

9.9 Jednoduchá soustava 4× 4 s komplexńımi koeficienty. Matice
lineárńıho zobrazeńı na prostoru funkćı. Vlastńı č́ısla a vlastńı
funkce (vektory). Nediagonalizovatelnost, nilpotence zobrazeńı.

9.10 Charakteristický polynom matice 3× 3 vyjádřený pomoćı
determinantu, stopy a stopy kvadrátu matice.

9.11 Konkrétńı př́ıklad soustavy n diferenciálńıch rovnic prvńıho
řádu, která odpov́ıdá jednorozměrné vlnové rovnici. Hledáńı
vlastńıch č́ısel a vektor̊u matice n× n a jejich souvislost
s vlastńımi kmity krystalové mř́ıžky.

10.1 Matice lineárńıho zobrazeńı. Grupy SO(2) a SO(3).
Ortogonálńı matice jsou matice rotaćı. Jak poznat pro zadanou
ortogonálńı matici osu a úhel otočeńı. Vlastńı č́ısla a vlastńı
vektory ortogonálńıch matic.

10.2 Odvozeńı matice pro obecné otočeńı v R3 kolem zadané osy
o daný úhel. Eulerovy úhly. Rozklad prostoru na podprostor a
jeho ortogonálńı doplněk.

10.3 Obecný tvar matice Lorentzovy transformace a nesouvislá
grupa takových matic. Vlastńı Lorentzovy transformace.

10.4 Reprezentace konečné grupy. Ireducibilńı reprezentace.

11.1 Diagonalizace (vlastńı č́ısla a vektory) a exponenciála matice
2× 2. Souvislost s kvantovou mechanikou.

11.2 Soustava dvou diferenciálńıch rovnic prvńıho řádu, jej́ıž matice
neńı diagonalizovatelná. Exponenciála takové matice a jak se
obej́ıt bez př́ımého výpočtu této exponenciály.

11.3 Soustava dvou diferenciálńıch rovnic prvńıho řádu s pravou
stranou. Řešeńı pomoćı variace konstant.
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11.4 Řešeńı reálné soustavy dvou diferenciálńıch rovnic prvńıho
řádu, jej́ıž matice má komplexńı vlastńı č́ısla. Jak odstranit
komplexńı č́ısla z výsledku.

11.5 Soustava tř́ı diferenciálńıch rovnic prvńıho řádu, jej́ıž matici
nelze diagonalizovat. Exponenciála této matice.

11.6 Wronskián. Derivace determinantu.

11.7 Úpravy řad pro exponenciálu a logaritmus. Žonglováńı
s kombinačńımi č́ısly.

11.8 Výpočet exponenciály trikem pro speciálńı matici 2× 2.
Generátory SU(2), U(2). Torus, rank.

11.9 Elegantńı přeformulace vzorce pro determinant exponenciály
matice. Dostaneme vyjádřeńı logaritmu determinantu matice ve
tvaru nekonečné řady, což umožňuje např́ıklad výpočet volné
energie translačně invariantńı gaussovské mı́ry (nejjednodušš́ıho
to objektu statistické fyziky a QFT).

12.1 Jednoduchý př́ıklad vektorového prostoru. Algebra so3: jej́ı
generátory, komutačńı relace mezi nimi. Souvislost s grupou
SO3 pomoćı exponenciály (infinitesimálńı generátory).

12.2 Izomorfizmus Lieových algeber. Vlastńı č́ısla a vlastńı vektory
operátoru bez poč́ıtáńı s maticemi. Jak ukázat, že jsou dva
operátory totožné, aniž bychom je explicitně poč́ıtali.

12.3 Řešitelná algebra, komutátory, ideály. Operace s horńımi
trojúhelńıkovými maticemi.

12.4 Tvrzeńı o ortogonálńıch doplňćıch v jazyce duálńıch prostor̊u.

12.5 Cvičeńı na skalárńı součin. Dynkinovy diagramy a kompaktńı
Lieovy grupy.

13.1 Změna báze v duálńım prostoru k R2 na jednoduchém
početńım př́ıkladu. Matice přechodu.

13.2 Početńı př́ıklad na nalezeńı duálńı báze v R3. Souřadnice
vektor̊u a forem v̊uči r̊uzným báźım. Matice přechodu. Indexy
dole a indexy nahoře. Ztotožněńı prostoru a jeho duálu.

13.3 Konkrétńı lineárńı forma na prostoru polynomů, poč́ıtáńı
jej́ıch složek. Dualita.

14.1 Spektrálńı rozklad. Chováńı An pro n→∞.

435



14.2 Stopa matice hustoty a jej́ıho kvadrátu. Ortogonálńı projekce.

14.4 Důkaz, že polynom spektra matice je spektrum polynomu
z matice. Souvislost s Hamilton–Cayleyovou větou.

14.5 Výpočet funkce matice 3× 3. Jordan̊uv tvar.

14.6 Nerozložitelné matice a obecná věta o poloze vlastńıch č́ısel.
Kriterium pro pozitivńı definitnost u semidefinitńıch matic.

14.7 Konstrukce a studium matic speciálńıch vlastnost́ı
(Hadamardových matic). Blokové násobeńı matic.

14.8 Odvozeńı vektorových identit se skalárńım a vektorovým
součinem pomoćı vlastnost́ı Levi–Civitova symbolu εijk.

14.10 Komutátory matic. Kdy lze použ́ıt binomickou formuli pro
matice.

14.11 Výpočet Laplaceova operátoru v libovolných ortogonálńıch
souřadnićıch v Rn: trochu vektorové analýzy (derivováńı
maticových výraz̊u, Laméovy koeficienty).

15.1 Důkaz, že lze bistochastické matice zapsat jako konvexńı
kombinaci permutačńıch matic. Př́ıklad bipartitńıho grafu, užit́ı
teorie graf̊u v lineárńı algebře.

15.2 Důkaz, že stochastická matice má jednonásobné vlastńı č́ıslo
jedna.

15.3 Jordanovy řetězce. Převod nilpotentńı matice 4× 4 na
Jordan̊uv tvar.

15.4 Jordan̊uv tvar matice 3× 3 s jedńım vlastńım č́ıslem a dvěma
řetězci.

15.5 Jordan̊uv tvar matice 3× 3 s jedńım vlastńım č́ıslem a
jediným řetězcem.

15.6 Jordan̊uv tvar matice 4× 4 s jedńım vlastńım č́ıslem a dvěma
řetězci r̊uzných délek.

15.7 Jordan̊uv tvar matice 4× 4 s jedńım vlastńım č́ıslem a dvěma
řetězci délky dva.

15.8 Jordan̊uv tvar matice 3× 3, která má dvě vlastńı č́ısla a neńı
diagonalizovatelná.

15.9 Nalezeńı matice C tak, aby platilo CAC−1 = B, kde A, B jsou
dvě podobné (nediagonalizovatelné) matice. Jordan̊uv tvar
matic 3× 3.
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16.1 Obecná tvrzeńı o posloupnostech ortogonálńıch polynomů.
Momentový funkcionál.

16.2 Hledáńı vlastńıch č́ısel a vlastńıch vektor̊u diferenciálńıho
operátoru na prostoru funkćı jedné proměnné pomoćı triku.
Fyzikálně: nalezeńı vlastńıch stav̊u a energíı speciálńıho
jednorozměrného hamiltoniánu pomoćı kreačńıch a anihilačńıch
operátor̊u. Diracova notace.

16.3 Nalezeńı spektra diferenciálńıho operátoru na prostoru funkćı
na R3 pomoćı symetríı. Lieovy algebry u(n), su(2);
reprezentace U(n), SU(2). Symetrie hamiltoniánu atomu vod́ıku.

16.4 Spektrum diferenciálńıho operátoru na prostoru funkćı v́ıce
proměnných pomoćı rozkladu na operátory p̊usob́ıćı na
prostorech jedné proměnné; kreačńı a anihilačńı operátory.
Diagonalizace kvadratické formy. Tenzorové součiny (na
př́ıkladu funkćı). Fyzikálně: nalezeńı spektra anizotropńıho
harmonického oscilátoru ve v́ıce dimenźıch.

16.5 Reprezentace algebry operátor̊u. Nalezeńı hodnot, jichž může
nabývat operátor momentu hybnosti.

17.1 Typy kvadrik v R3. Určeńı typu kvadriky pomoćı jej́ıch
invariant̊u (tj. určitých výraz̊u s determinanty).

17.2 Převod kvadriky na kanonický tvar pomoćı vlastńıch č́ısel: osy
kvadriky jsou vlastńı vektory a jejich délky vlastńı č́ısla matice
kvadratické formy. Ortogonálńı transformace.

17.3 Diagonalizace konkrétńı kvadratické formy na R3 řádkovými a
sloupcovými úpravami. Typ kvadratické plochy.

17.4 Diagonalizace konkrétńı kvadratické formy na R3 pomoćı
vlastńıch č́ısel. Typ kvadratické plochy.

17.5 Diagonalizace konkrétńı kvadratické formy na R3 řádkovými a
sloupcovými úpravami. Sylvestrovo kritérium.

17.6 Dva rychlé př́ıklady na signaturu a pozitivńı definitnost.
Spektrálńı rozklad operátoru. Sylvestrovo kritérium.

17.7 Analytická geometrie v Rn, obecný př́ıklad.

17.8 Jak poznat, zda zadaný bod lež́ı uvnitř n–dimenzionálńı sféry
definované n+ 1 body.

17.9 Rovnice všech tečen k jednod́ılnému hyperboloidu v R3.
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17.10 Rovnice tečen jednod́ılného hyperboloidu v Rn. Diagonalizace
kvadratické formy v Rn−1.

18.1 Polárńı rozklad konkrétńı matice 3× 3 dvěma metodami.
Význam vlastńıho vektoru u matice deformace.

18.2 Rozš́ı̌reńı věty o polárńım rozkladu i na singulárńı matice.

18.3 Nejlepš́ı řešeńı soustavy s v́ıce rovnicemi než proměnnými,
která přesné řešeńı nemá. Teorie. Ortogonálńı projekce.

18.4 Aproximace metodou nejmenš́ıch čtverc̊u. Řešeńı soustavy
s v́ıce rovnicemi než proměnnými. Konkrétńı př́ıklad na
pseudoinverzi matice n× 2.

19.1 Složky konkrétńıho tenzoru typu (2, 1). Transformace
souřadnic. Symetrie tenzoru.

19.2 Př́ıklad tenzoru typu (0, 2) na R3. Symetrie, transformace při
změně báze. Duálńı báze.

19.3 Lineárńı zobrazeńı R3 → R3 jako tenzor typu (1, 1). Výpočet
složek tenzoru setrvačnosti.

19.4 Fyzikálńı př́ıklady tenzor̊u druhého řádu ze speciálńı
relativity. Spouštěńı a zvedáńı index̊u. Derivováńı.

19.5 Vzorečky pro Levi–Civit̊uv tenzor εijk (ověřeńı
transformačńıch vlastnost́ı). Tenzorový součin tenzor̊u, úžeńı
tenzor̊u. Práce s determinanty.

19.6 Dimenze prostor̊u totálně symetrických a totálně
antisymetrických tenzor̊u typu (0, k). Symetrizovaný a
antisymetrizovaný tenzorový součin.

19.7 Tenzorový součin operátor̊u. Stopa a částečná stopa (úžeńı
tenzor̊u).

19.8 Antisymetrické tenzory, vněǰśı algebra. Anulátor a
rozložitelnost tenzor̊u.

20.1 Jak se chovaj́ı jednotlivé bloky blokových matic při násobeńı.

20.2 Odvozeńı nejd̊uležitěǰśıch formuĺı týkaj́ıćıch se gaussovského
integrováńı, nejjednodušš́ı a nejzákladněǰśı úlohy v́ıcerozměrné
integrace. Je to instruktivńı použit́ı kombinace lineárně
algebraických, analytických i kombinatorických úvah, vedoućıch
m.j. k objasněńı role inverzńı (korelačńı) matice.
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20.4 Jednoduché, (téměř) jen kombinatorické odvozeńı tvaru
mocninné řady pro logaritmus.

20.5 Upozorněńı na roli největš́ıho vlastńıho č́ısla (a př́ıslušného
vlastńıho vektoru) při výpočtech velkých mocnin matic.

20.6 Algebra násobeńı matic se čtyřmi bloky.

20.7 Diskuse, jak souviśı existence tzv. cyklického vektoru s
jednoznačnost́ı Jordanových buněk. Teorie Jordanova tvaru pro
pokročileǰśı.

20.8 Pomocná úloha: Výpočet zobecněného Vandermondova
determinantu, kde k p̊uvodńım řádk̊um přistupuj́ı i jejich
derivace. Navazuje na úlohu o cyklických vektorech.

20.9 Výpočet odmocniny z velmi jednoduché matice.

20.10 Pfaffián: vyjádřeńı determinantu antisymetrické matice
čtvercem.

20.11 Populačńı dynamika společnosti muž̊u a žen trochu
podrobněji.

20.12 Resolventa: vše, co se o tomto d̊uležitém pojmu dá ř́ıci
v konečné dimenzi.

20.14 Rozsazeńı u kulatého stolu: jak výpočet stopy mocniny
matice pomoćı spektra pomáhá vyřešit netriviálńı
kombinatorické i fyzikálńı problémy.

20.15 Symetrický cirkulant, tentokrát v převlečeńı za kvadratickou
formu. K tomu jedna zdánlivě podobná, ve skutečnosti mnohem
elementárněǰśı úloha.

20.16 Přibližný výpočet Anx: opět o roli vlastńıho vektoru
př́ıslušného největš́ımu vlastńımu č́ıslu.

20.17 Ortogonalizace posloupnosti, cvičeńı na aplikaci
Grammovy–Schmidtovy postupné ortogonalizace.

20.19 Goniometrický Vandermond̊uv determinat, spočteno
převedeńım na obyčejný Vandermond̊uv determinant.

20.21 Systémy oscilátor̊u s nárazy, procvičeńı práce s pojmem
exponenciála matice a Diracovou delta funkćı.

20.22 Studium chováńı nejjednodušš́ıho v́ıcerozměrného systému
pobĺıž jeho bodu resonance, výpočet amplitudy řešeńı soustavy
lineárńıch diferenciálńıch rovnic se sinusovou vněǰśı silou.
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20.23 Několik vhodných př́ıklad̊u matic typu 3× 3 na procvičeńı
Jordanova tvaru (převzato ze sb́ırky Filippova).

20.24 K čemu všemu mohou sloužit řádkové úpravy matice, pokus
o shrnut́ı typických situaćı, kde se takovéto úpravy použ́ıvaj́ı.

20.25 I zkoumáńı zdánlivě tak jednoduché funkce, jakou je ax2+ bx,
dává zaj́ımavé interpretace ve v́ıcerozměrném př́ıpadě, pro
systémy velmi mnoha spřal’ených oscilátor̊u. Kvadratická forma
definovaná jako “suma čtverc̊u rozd́ıl̊u hodnot soused̊u” vede ke
zkoumáńı teorie potenciálu na mř́ıži. To má zaj́ımavé souvislosti
s pravděpodobnost́ı, konkrétně s teoríı náhodných procházek.

20.27 Jak vypadá adjunkce k nilpotentńımu operátoru v jednom
charakteristickém speciálńım př́ıpadě.

20.28 Jak poznat, že šestiúhelńık v rovině je ortogonálńı projekćı
krychle. Teoretická úloha.

20.29 Translačně invariantńı kvadratické formy na mř́ıži a jejich
podmı́něná minima (Coulombovy potenciály). Aplikace
na problém (ne)vratnosti náhodné procházky a na otázku
existence fázového přechodu př́ıslušné gaussovské mı́ry.
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řešitelná, 225
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elementárńı cela mř́ıžky, 117
eliminace

Gaussova, 67, 113, 146
elipsoid, 308, 315

rotačńı, 313
Euklid̊uv algoritmus, 116
expandér, 135

faktorprostor, 13
forma

kvadratická
pozitivně definitńı, 320

formule
binomická, 254
Feynman–Kacova, 408

funkce
Eulerova, 28
po částech konstantńı, 63
schodové, 63

funkcionál
momentový, 281

generátor
infinitesimálńı, 214, 221

generátor grupy, 42
generátory grupy, 31, 115
gradient, 255, 323, 347
graf, 122

d–regulárńı, 128
úplný, 124
bipartitńı, 122
eulerovský, 124
orientovaný, 122
Petersen̊uv, 130
souvislý, 122

Gramm–Schmidtova ortogo-
nalizace, 88

grupa, 115

SU(2), 212
cyklická, 29
diedrická, 24
komutativńı, 30
modulárńı, 114, 118
nekomutativńı, 21
symetrická, 21, 25, 36
vlastńı Lorentzova, 426

hamiltonián, 287, 290
harmonický oscilátor

izotropńı, 301
hodnost

zobrazeńı, 69
hodnost matice, 50
homomorfizmus, 183
hrana grafu, 122
hyperboloid, 308

ideál, 225
identita

bac minus cab, 252
Jacobiho, 353

indexy
nahoře a dole, 233

integrál
gaussovský, 362

invarianty matice, 177
inverze, 36

v permutaci, 35
izometrie, 27
izomorfizmus, 25, 45, 61, 65,

105, 223, 246

jádro, 173
jádro zobrazeńı, 50, 69

koeficienty
Laméovy, 256, 258
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kombinace
afinńı, 155
konvexńı, 259
lineárńı, 17
s opakováńım, 355
s opakováńım, 294

komponenta
souvislosti, 122

komutátor, 101, 220
komutačńı relace

kanonické, 299
konformńı ekvivalence mř́ıžek,

117
konstanta

Planckova, 194
konvence

sumačńı, Einsteinova,
251, 350

kostra, 124
kovektor, 345
kritérium

Sylvestrovo, 320
kvadrika

středový tvar, 308, 311

ladder–operátor, 302
lineárńı nezávislost

funkćı, 104
lineárńı obal, 96
lineárńı regrese, 338
lineárńı závislost, 65
linearita

obecné př́ıklady, 141
obecně, 221

mř́ıž
reciproká, 236

mř́ıžka v C, 115

matice
antihermitovská, 223
antisymetrické, 220
bistochastické, 78, 259
blokově diagonálńı, 105,

175, 184
diagonálně dominantńı,

19, 128, 162, 214
Grammova, 85, 158
Hadamardova, 250
hermitovská, 94, 100, 223
Hilbertova, 152
homomorfizmu, 75
idempotentńı, 101
incidence, 125, 127
inverzńı, 113
Jacobiho, 255
Jordan̊uv kanonický tvar,

164
korelačńı, 366
Laplaceova, 123
nerozložitelná, 248
nilpotentńı, 262, 268
normálńı, 101, 170
ortogonálńı, 168, 183, 331
přechodu, 73, 75, 106,

112, 237, 341
Pauliho, 100, 212, 292,

422
permutačńı, 259
pozitivně definitńı, 94,

162, 248, 320
pozitivně semidefinitńı,

162
regulárńı, 100
stochastická, 260
unitárńı, 100
Vandermondova, 150, 153
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zobrazeńı, 107
minor, 45, 152

hlavńı, 166, 176
minor matice, 114
množina

Gershgorinova, 162
model

populačńı, 383
moment hybnosti, 290
morfizmus grup, 36, 191
multilinearita determinantu,

138

násobnost vlastńıch č́ısel, 128
nadrovina, 155
největš́ı společný dělitel

Euklid̊uv algoritmus, 116
nerovnost

Cauchy–Schwarzova, 190
Fisherova, 119
Hölderova, 99
Schwarzova (Cauchyova),

90
trojúhelńıková, 90

norma, 89
euklidovská (kulová), 90
maximová (kubická), 89
oktaedrická (man-

hattanská), 89
souvislost se skalárńım

součinem, 89
notace

Diracova, 241, 242

okruh, 29, 43
operátor

anihilačńı, 287
evolučńı, 197

hermitovsky sdružený,
288

kreačńı, 288
kreačńı a anihilačńı, 298
ladder, 302
nilpotentńı, 305

ortogonalizace
Gramm–Schmidtova, 83,

108
oscilátory

harmonické, spřažené,
404, 411

otočeńı
vlastńı, 185

párováńı, perfektńı, 259
přechod

fázový (gaussovské mı́ry),
414

paraboloid, 309
partita, 122
permutace, 36
pfaffián, 382
plocha

ekviskalárńı, 323
podgrupa

invariantńı, 23, 33
normálńı, 23, 33

podprostor
invariantńı, 105, 175, 184
kořenový, 174

pole
vektorové, 323

poloměr
spektrálńı, iteračńı me-

toda nalezeńı, 392
polynom
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charakteristický, 102,
165, 169, 176

minimálńı, 247, 265
rozklad polynomu

s celoč́ıselnými
koeficienty, 166

polynomy
Čebyševovy, 286
Hermiteovy, 286
Legendreovy, 286
Legendrovy, 89

posloupnost
Fibonacciho, 160

potenciál
Coulomb̊uv, na mř́ıži, 411

pravidlo
Čihákovo, 114
Cramerovo, 72, 97
Sarrusovo, 136, 166

procházky
náhodné, na mř́ıži, 411

projekce
ortogonálńı, 59, 106, 337

prostor
vektorový

afinńı, 13
afinńı, 78, 156
duálńı

ztotožněńı s př́ımým
prostorem, 236

Hilbert̊uv, 197
invariantńı, 293
kořenový, 269, 276
projektivńı, 306
tečný, 325

prvek
pivotńı, 69

prvky grupy

konjugované, 32
pseudoinverze, 338
pseudovektor, 361

rank grupy, 214
reflexivita, 32
rekurentńı vztah, 140
reprezentace, 32, 191, 293, 302

fundamentálńı, 293
ireducibilńı, 293, 303
reducibilńı, 192

reprezentace grupy, 36
resolventa (matice), 385
resonance, 399
restrikce, 276, 296

zobrazeńı, 68
rezultant, 153
rotace

vlastńı, 332
rovnice

charakteristická, 141
diferenciálńı, lineárńı,

141
Maxwellovy, 348
Schrödingerova, 196

rovnoběžnostěn, 56
rovnost

rovnoběžńıková, 91
rozklad

Iwasawův (též KAN–
rozklad), 424

polárńı, 331
spektrálńı, 161, 168, 175,

241, 320
vektorového prostoru,

186
rozklad identity, 243
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schémata, Youngova, 357
Schurovo lemma, 303
signatura kvadriky, 327
součet prostor̊u

direktńı, 184, 226
součin

skalárńı, 281
smı́̌sený, 235
tenzorový, 132, 300, 352

antisymetrizovaný,
356, 358

operátor̊u, 357
symetrizovaný, 354

součin grup, 21
př́ımý, 33
polopř́ımý, 33

soustava rovnic
nehomogenńı, 201

spektrum, 164, 165
v kvantové mechanice,

196
spektrum matice, 164
stav

čistý, 243
stopa, 120
strom, 122
stupeň vrcholu, 122
symbol

Kronecker̊uv, 101
Levi–Civitt̊uv, 101

symetrická část
tenzoru, 294

symetrická operace, 32
symetrie, 21, 27

soustavy rovnic, 15
systém polynomů, orto-

gonálńı, 281

tělesa
duálńı, 27

těleso, 29
konečné, 45, 48

tř́ıda
levá, 28

tenzor
antisymetrický, totálně,

351
deformačńıho gradientu,

331
elektromagnetického

pole, 347
kontragredientńı trans-

formace, 347
Levi–Civit̊uv, 350
nerozložitelný, 359
rozložitelný, 359
setrvačnosti, 343
složky, 341

tenzory
symetrické, 294

torus, 214, 218
transformace

Lorentzova, 421
podobnostńı, 167

transpozice, 26, 36
v permutaci, 35

tranzitivita, 32

věta
Birkhoffova, 259
Cauchyova–Binetova, 124
Gershgorinova, 162
Hamilton–Cayleyova, 244
Jacobiho–Sylvestrova,

99, 333
Lagrangeova, 28
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malá Fermatova, 28
o derivováńı složené

funkce na Rn, 255
Pythagorova, zobecněná,

159
variace konstant, 202
vektor

charakteristický, 134
cyklický, 375
Runge–Lenz̊uv, 290

vektory
lineárně nezávislé, 45
vlastńı, 314

vrchol
grafu, 122

vzorce
Viètovy, 177

vzorec
Čihák̊uv, 116
Wick̊uv, 371

wronskián, 208

zlatý řez, 161
znak permutace, 40
znaménko permutace, 139
ztotožněńı prostoru a jeho

duálu, 236
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