Teorie miry a integralu 1

1 Zakladni pojmy teorie miry
1.1 Mnozinové systémy, pojem miry
Necht X je mnoZina. Symbolem P(X) znaéime systém viech podmnozin X.
Definice. A C P(X) se nazyvé o-algebra, jestlize:
i) Xed
(i) Ac A= X\Sed
(i) Ay e A, keN= |, Ar € A
Dvojici (X, .A) nazyvdme méfitelnym prostorem.
Pozndmka. Kazda o-algebra je uzaviend i na spocetné pruniky:
M Ax =X\ J X\ Ay
k=1 k=1
Priklad.
(i) {0, X} je o-algebra
(ii) P(X) je o-algebra
(iii) {A C X : A je spocetnd nebo X \ A je spocetnd} je o-algebra
(iv) {A CN: A je konetnd nebo X \ A je konetnd } neni o-algebra

Véta 1.1 (existence nejmensi o-algebry). Nechf () # S C P(X) je libovolny
systém podmnozin X. Pak existuje nejmensi o-algebra obsahujici S. Znacime ji

a(S).
Diikaz. Oznatme T = {A C P(X) : A je o-algebra obsahujici S}. Pak S # (),
nebot P(X) € T. Polozme

R=[) A

AeT

1. Ovétime, ze R je o-algebra.



(a) X € R, protoze X € A pro kazdou g-algebru A.

(b) A€ R.Pak A € A pro viechny A € T = X \ A € A pro kazdou
AeT.Tedy X\ AecR.

(c) Necht A, € R,k € N. Pak A, € A pro viechna A € T. Tedy
|JAxr € Apro kazdou A € T = |JAr € R.

2. S € R, nebot S € A pro viechna A€ T.

3. Ovérime, ze R je nejmensi. Necht R je libovolna o-algebra obsahujici S.
Pak R e 7. Tedy R C R, tj. R je nejmensi o-algebra obsahujici S.

O

Definice. Necht (X, p) je metricky prostor a G(X) znaéf systém vsech otevienych
podmnozin X. Borelovské mnoziny B(X) tvoii nejmensi o-algebru obsahujici
vBechny oteviené mnoziny G(X), tj. B(X) = o(G(X)).

Poznamka.

e Oteviené mnoziny spliujf (i), (ii) z definice o- algebry, ale nejsou uzaviené
vzhledem k doplnku

e Kazdd uzaviend mnozina je Borelovska (jeji doplnék je oteviend)
Piiklad. Necht a < b € R, pak:

e (a,b) je borelovskd

e [a,b] je borelovska

e [a,b) = {a} U (a,b) je borelovskd

e (a,b] je borelovska

Definice. Necht (X,.A) je mé&fitelny prostor. Mnozinové funkece p : A — [0, o0]
se nazyva mira, pokud neni identicky rovna oo a je o-aditivni, tj:

Ay, € Ak € N jsou po dvou disjunktni, pak p <U Ak> = Zu(Ak).
k=1 k=1

Trojici (X, A, 1) nazveme prostor s mirou.

Poznamka. Je-li u(X) = 1, pak se g nazyva pravdépodobnostni mira a (X, A, )
se nazyva pravdépodobnostni prostor.
Poznamka.

Lo p(0) =0. (@) = u(Ag) = (@) = 0 nebo (@) = co. Pokud p(0) = oo,
pak pro A € A: p(A) = p(A) + > pu(0) = oo = p(A) = oo spor.

2. u(AUB) = u(A)+u(B) pro A, B disjunktni, nebot: Ay = A, Ay = B, A3 =
A4 = ...= (Z)



3. w(A) < u(B) pro AC B,A,B € A, nebot u(B) = u(A)+ n(B\ A) > pA
Priklad.

(i) Necht x¢ € X, pak:

5. — 1 $0€A
oo 0 1'0¢A

je mira na P(X), nazyva se Dirachova mira.
(i)

card(A) A konecnd
p(A) = iy
00 A nekonecnd
je mira na P(X). Nazyva se aritmetickd (pocitaci).
(iii) Na B(R) lze zadefinovat miru £;, kterd bude splnovat, ze £4(a,b) = b—a.

Véta 1.2 (spojitost miry). Necht (X, A, u) je prostor s mirou, Ay € Ak €
N, A e A

(i) Pokud Ay C Ay C ...,Upey Ak = A (znacime Ay /A ), pak

i p(Ag) = p(A).

(ii) Pokud Ay D Ay D ...,y Ak = A (znac¢ime A, \y A) a p(A;) < oo,
pak
lim p(Ag) = p(A).
k—o0

Piiklad (protipfiklad). (ii) nemusi platit, pokud p(A;) = co. Necht Ay =
[k, 00), pak A N\, 0, ale limy_, oo p(Ag) = 00
Dikaz.

(i) " Trik zdisjunktnénim”
Polozme By = Al,BQ = A, \Al,B3 = A3\A2, ...,Br = Ak \Ak-,_l,Vk >

2 € N. Tedy:
U Bk = A7
k=1
takze
[e'S) B dis: ) k k
_ k_disj. T T .
p(A) = u({J Br) =D u(By) = klggosz = klggou(u B;)
k=1 k=1 i=1 i=1
= lim p(Ag).
k—o0



(ii) Polozme C; = A; \ Ag. Potom C; = () a Cy A1 \ A. Dle (i) plati:
limy— 00 (Cr) = (A1 \ A), tedy

lim (u(Ar) = p(Ay)) = lim p(Cy) = p(Ar\ A) = p(Ar) = p(A).

k—o0
Zaroven: AL
Jm (u(Ar) = p(Ag)) = p(Ar) = lm p(Ag).
—00 k—oo
Tedy

() = () = (A1) = Timp(Ag) "CB5 lim p(Ar) = p(A).

O

Definice. Necht a = (a1,...,a,),b = (b1,...,b,) € R". Mnozinu W = {z =
(1,...,2p) ER™ 1 a; < x; < b;Vi € {1,...,n}} a také mnozinu, kterd vznikne
zaménou libovolného znaménka ” <”za ” <”nazveme n-bunka.

Objem n-buiiky definujeme jako 0, je-li W = ) a jako

n

vol(W) = H(bi —a;),

i=1
jestlize W # ().

Véta 1.3 (rozsifeni elementdrniho objemu). FEzistuje pravé jedna mira L, na
B(R™) takovd, Ze pro kazdou n-buriku W plati L, (W) = vol(W).

Diikaz. Naznak dukazu. Lze ukazat, ze je-li G C R"™ oteviend, pak existuji po
dvou disjunktni n-builky takové, ze G je jejich spoCetnym sjednocenim G =
U;=, Wi. Definujeme

L,(G) = Zvol(Wi),
i=1
ta nezdvisi na volbé rozkladu.
Déle pro libovolnou A € B(R™) definujeme

L, =inf{L,(G) : G oteviend, G C R", A C G}

Poznamka.

1. Z konstrukce miry £,, plyne, ze je-li A C R"™ borelovskd a € > 0, pak
existuje oteviend mnozina G C R"™ takovd, ze A C G a zdroven L, (G\A) <
E.

2. Mira £, je invariantni vuéi posunuti - pro véechna x € R™ a a € B(R")
plati £,,(A+x) = L, (A)



Definice. Necht (X, A, i) je prostor s mirou. Rekneme, ze p je tiplnd mira,
jestlize plati: Je-li A € A splitujici u(A)=0a A’ C A, pak A’ € A.

Poznamka. V takovém piipade pu(A’) = 0.

Véta 1.4 (ziplnéni miry). Necht (X, A,p) je prostor s mirou. Necht Aqy je
systém viech mnozin E C X, pro néz existuji A, B € A takové, 2¢e AC E C B
a p(B\ A) =0. Potom Ay je o-algebra obsahujici A.

Definujeme po(E) = p(A) pro kazdou E € Ay. Potom p = po na A a
(X, Ao, o) je prostor s dplnou mirou.

Dikaz. bez dukazu. O

Definice. Prostor (X, Ap), o z Véty 1.4 nazyvdme ziplnénim prostoru
(X, A), 1), Ao se nazyvéd ziplnéni o-algebry A vzhledem k mife p a po se
nazyva zuplnéni miry u.

Definice. Ziplnéni o-algebry B(R™) vzhledem k £,, znacime By (R™) a nazyvdme

ji o-algebrou Lebesgueovsky méritelnych mnozin. Odpovidajici zuplnéni
miry znac¢ime opét £, a nazyvame ji Lebesgueovou mirou.

1.2 Meéritelné funkce

Definice. Necht (X, A) je méfitelny prostor, (Y, 7) je metricky prostor. Rekneme,
7e zobrazeni f : X — Y je méFitelné, jestlize f~1(V) € A pro kazdou V C Y
otevienou. Je-li navic (X, p) metricky prostor a A = B(X), pak f nazyvdme
borelovské.

Pozndmka. Necht (X, p), (Y, T) jsou metrické prostory. Pak zobrazenig: X — Y
je spojité pravé kdyz g~1(V) je oteviena pro kazdou V otevienou v Y. Tedy
kazdé spojité zobrazeni je borelovské.

Priklad. Necht (X,.A) je méfitelny prostor, A C X. Potom charakteristické
funkce mnoziny A definované predpisem:

1 z€A
XA(Z):{O xé¢ A

je méfitelnd prave kdyz A € A.

Dikaz.

(=) Je-li xa mefitelnd, pak x ;" ((,2)) je vzor oteviené mnoziny, a tedy
Aec A

(<) Necht A € A, B € R" oteviena. Pak:

X 0,1eB

_ A 0¢ B,1€B
1B: )
XaB)=0x\4 0epi¢n

0 0,1¢ B



Dle vlastnosti o-algebry patii vSechny tyto mnoziny do A, a tedy x 4 je méfitelna.
O

Véta 1.5 (méfitelnost slozeného zobrazeni). Necht (Y,T),(Z,0) jsou metrické
prostory a (X, A) je méritelny prostor. Necht g : Y — Z je spojité a f : X =Y
meritelné. Potom go f: X — Z je méritelné.

Diikaz. 7 obrazku: g o f je méfitelné, nebot (go f)~t = f~tog™t. O
f g
Mgt (V) eA — " .., V oteviend
meétitelné spojité

X /Y Z

g (V) oteviend

Obréazek 1: Hustrace dukazu Véty 1.5

Véta 1.6 (méfitelnost slozeného zobrazeni v R?). Necht (X, A) je méritelny
prostor, u,vX — R jsou rediné méritelné funkce. Necht (Y,T) je metricky pro-
stor a ® : R?2 = Y je spojité zobrazeni. Definujeme h(z) = ®(u(z),v(x)). Pak
h je méritelné zobrazend.

Diikaz. Necht g : X — R? je déno vztahem g(z) = (u(z),v(x)). Pak h = ®og
a diky Vété 1.5 staci dokazat, ze g je métitelné.
Necht V = I x I, kde Iy, I jsou oteviené intervaly. Pak g=1(V) je tvaru
g I V) =u Y ) Nnv L) = g (V) € A
—_—— ——
€A €A

@\ -

—|—|—R

Obrazek 2: Mustrace dukazu Véty 1.6

Necht V' € R? je obecné oteviend mnozina v R?. Pak V Ize vyjadiit ve tvaru:

V= U Vi; Vi = It x I, kde Ii, I{ jsou oteviené intervaly Vi € N.
i=1



Stac¢i vzit za V; vSechny oteviené obdélniky s racionalnimi krajnimi body, které
jsou obsazeny ve V. Pak:

gt (V)=g"" (L_Jl Vi) = i_Ulg;iV;) €A

Tedy g je méftitelna. O

Disledek. Necht (X, .A) je méfitelny prostor, f,g : X — R. Potom f +g a
fg jsou rovnéz méfitelné. Staci pouzit Vétu 1.6 na u = f,g = v, P1(x,y) =
z+y, ®ax,y) = 2.

Véta 1.7 (kritérium méfitelnosti). Necht (X,.A) je méritelny prostor a (Y, T)
je metricky prostor. Necht f : X — Y.

(i) Je-li M systém viech mnoZin A C 'Y, pro néz je f~1(A) € A, potom M
je o-algebra.

(ii) Je-li f méritelnd a B C'Y borelovskd, potom f~1(B) € A.

(iii) Je-li Y = [—o0,00], pak f je méritelnd prdave tehdy, kdy? f~1((a, o0]) € A
pro kazdé a € [—00, 00].

Pozndmka. Na mnoziné ¥ = [—o0,00] = R U {—00,00} lze zavést metriku
vztahem 7(z,y) = [f(2) = f(y)], 2,y € Y, kde

-1 Tr = —00
1 T =00

Lze ukdzat, ze oteviené mnoziny (Y, 7) jsou praveé ty, které lze zapsat jako sjed-
noceni spoc¢etné mnoha otevienych intervala nebo intervalu tvaru [—oo, a), (b, o0],
kde a,b € [—00, x].

Diikaz.
(i) Oveéffme axiomy o-algebry:

(i) Y € M, nebot jeho vzor je f~1(Y) = X € A.
(i) jo-li A € M, pak F=1(\ 4) = f=H(¥)\ f=1(4) = X\ 7}(4), take
——

cA
Y\AeM.
(iif) Necht Ay € M,k € N, pak f~1 (Up2, Ar) = Uy f 1 (A) € A=
N—_——
cA
UAk eM

Tedy M je o-algebra.



(i)

(iii)

Dle (i) je M o-algebra a navic je f méfitelné a tedy G(Y) ¢ M (kde
g(Y) je systém vsech otevienych podmnozin Y'). Jelikoz B(Y') je nejmensi
o-algebra obsahujici g(Y"), pak musi platit B(Y) C M.

(=) zfejmé plati, nebot (a, oc] je oteviend mnozina v [—o0, oq].
(<) Necht M = {A C [~00,00] : f~1(A) € A}. Nalezneme posloupnost
{Br} takovou, ze By < B,k € N a limi— ook = S Br /8. Pak:

[_Oo’ﬁ) = Ql[_()o?ﬁk] = k[_jl [—OO, OO] \ (ﬁka OO]

eM

EM (M je o-algebra)

Je-li B = —o0, pak [—00,8) =0 € M.
Dale necht (a, b) otevieny interval v R, pak (a,b) = (a,00] N [—00,b) € M.
——  N——
eM emM
Kazda oteviend podmnozina [—oo, 00| se dd zapsat jako spocetné sjedno-
ceni intervala typu (a,b), (o, 0], [-00, ) a tedy G(|—o0, 00]) C M. Tedy
f je méritelna.

O

Véta 1.8 (méfitelnost a limitni prechod). Necht (X,.A) je méritelny prostor a
fr : X = [—00, 00] jsou méritelné funkce, k € N. Definujeme g(x) = suppey fr(x)

a f(x

) = limsupy,_, o fix(z). Potom f a g jsou méritelné funkce.

Diikaz. Necht a € [—00,00]. Pro x € X plati: g(z) > a < Ik € N: fr(z) > a.
Tedy g~ (e, oc]) = U, /i (@ o0)).

Protoze fj, jsou méfitelné, plati f, ' ((a, 00]) € AVk € N. Tedy g~ ((v, 00]) €
A, takze g je méfitelna.

Daéle infren fr(x) = —suppey —fx(2) je méfitelna.

Nyni definujeme hy(x) = sup{fr(z), fex1(x),...}, pak vime, ze f(x)
limg 00 hi(z) = infren b (), coZ je méfitelnd funkee.

o

Poznamka.

(i)
(i)
(iii)

Analogické tvrzeni plati pro inf a lim inf.
Limita posloupnosti méfitelnych funkei je méfitelna funkce.

Jsou-li f, g méritelné, pak max{f, g}, min{f, g} jsou rovnéz méritelné, ne-
bot max{f, g} =sup{f,9,9,9,--.}, podobné pro minimum.

CIL: jdeme spolecné budovat Lebesgueuv integrall

Definice. Nechf X je mnozina a s : X — [—00, 00| je funkce. Rekneme ,7Ze s je
jednoducha funkce, pokud s(X) je koneénd podmnozina [0, 00).

Poznamka.



(i) Kazdou jednoduchou funkci lze zapsat ve tvaru:

k
s(@) =Y - va, (@),
i=1

kde k € N, a; € [0,00) a A; disjunktni po dvou.

(ii) Lze dokézat, ze jednoduchd funkce s z ¢asti (i) je méritelnd pravé tehdy,
kdyz jsou vSechny mnoziny A; méfitelné.

Véta 1.9 (aproximace jednoduchymi funkcemi). Necht (X,.A) je méritelny pro-
stor, f + X — [0,00] a necht f je méritelnd funkce. Pak existuji jednoduché
méritelné funkce sp,k € N takové, Ze s, /' f, to jest 0 < s1 < 89 < ... a
zdroven limy_, o s = f.

k-2F 1.

*

Diikaz. Necht k € N. Rozdélime [0, k) na intervaly 55, S]),i =0, ..
Polozme: it
_ PR
Fo= 17 (ko)) & B, = £ (e ).

Pak:
E2F—1 .

1
=0

Fy, Ex, po dvou disjunktni a méfitelné (vzor intervalu pii méfitelném zobrazeni)
= si je jednoduchd méritelna.
Déle 0 < s1 < s9 < ... - posloupnost s, je rostouci (z definice s ).
Nyni: mé sg limitu f7
Je-li f(z) = o0, pak x € Fi, k € N = limy oo sp(x) = limk = 0o = f(z).
Je-li f(z) < oo, pak Jkg € N = f(z) < ko a tedy:

F(@) = i) <275 pro k> o = lim s(x) = f(z).

Disledek. Necht f,g: X — [0, 00] méfitelné, pak f + g, fg méFitelné.
Poendmka. 1,9+ (X, A) - R méiitelné, pak {f < gh, {f < g}, {f = 9} {f # g}
patiido A. ({f < g} ={z e X : f(z) < g(x)})

2 Kontrukce integralu

2.1 Definice abstraktniho Lebesgueova integralu

Pozndamka (konvence). 0-00=00-0=0



Definice. Necht (X, A, ) je prostor s mirou a s = Zle ;X 4, je jednoduchd
méfitelnd funkce. Pro E € A definujeme:

k
/ sdp = Z%‘M(Ai NE).
B i=1
Pro f : X — [0, oo] méfitelnou definujeme abstraktni (Lebesguenv) integral

predpisem:

/ fdp =sup {/ sdu:0<s< f, s jejednoduchi, méfitelné}.
E E

Poznamka (imluva). V celé této kapitole je (X, A, u) prostor s mirou.

Poznamka.

(i) Jeli f(z) = 0 pro viechna x € E, pak [, fdu = 0 (i v pripadé, ze
n(E) = o0).

(ii) Je-li u(E) =0, pak [, fdu =0 (i v piipade, ze f(x) = oo na E.
(i) [ fdu=[x f-xpdu.
e

Tvrzeni (monotonie integralu). Nechf f,g : X — [0,00] méritelné splriugi
f<gnaX. Pak pro E € A plati:

[Efdué/Egdu

Diikaz. Necht s je jednoduchd méFitelnd, 0 < s < f. Pak 0 < s < s a tedy

/sdug/sd,u.
E E

Ptrejdeme k supremu pfes s a tedy:

/Efdué/Egdu-

2.2 Leviho a Lebesgueova véta

Véta 2.1 (Leviho). Necht fi — [0, 00] jsou méritelné funkce, k € N spliugici
fe S f. Pak f je méritelnd a

/fd,u: lim/fkdu.
X k—o0 X

10



Dikaz. f je limita méfitelnych funkei = je méfitelna.

Jelikoz 0 < f1 < fo < ..., pak fX fr dp je neklesajici posloupnost, a tedy
existuje limg o0 [y fr dpt = a € [0, 00].

Plati fi < f a tedy z monotonie integrélu:

[gins [ san=as [ ran

Nyni chceme ukazat [, fdu < a.

Necht s jednoduché méfitelnd funkee 0 < s < f. Zvolme 7 € (0, 1) a ozna¢me
E,={zx e X: fy(x) >71s(x)},k e N.

Pak Ej € A, Ej, C Ej41. Ukézeme, ze J o, B = X:

Necht x € X, pak bud

f(z)=0=s(z) =0=x € FE,
nebo
f(z) > 0= f(z) > 7s(z) = Fko € N: fi, > 7s(x) = = € Ey,.
Dle véty o spojitosti miry plati:
k—oo
wWANE,) — pu(A), Ac A

ZapiSme s ve tvaru s = Zj’;l ajxa,, 4; € A po dvou disjunktni. Pak:

[ tduz [ frdnz [ rsdn=rYama;n e
X B Ex =

k—oo
X

J

aZT/ sdu,TE(O,l)ﬂQZ/adu
X X

a;p(A;) :T/ sdp.

1 X

O

Véta 2.2 (linearita integrdlu pro nezéporné funkce). Necht f,g : X — [0, 00]

jsou méritelné, pak
/ f+gdu=/ fdu+/ gdp.
X X X

Dukaz. f,g jednoduché funkce - snadno z definice (cvicenf ;)).
obecny pripad: Najdeme sg, t; jednoduché mértitelné, ze :

sk fote 9= s+t S f+g

11



7 Leviho véty:

/Sk+tkdumm ty/f+gdu
X X

/ sk d/,é k—in ty/ fd/.t

X X

/ t d/,l, k—in ty/ gdu
X X

/(Sk—'_tk)dﬂ’:/skd,u"f‘/tkd,u,ki)o/f—f—gdﬂ.
X X X X
Véta 2.3 (Leviho pro fady). Necht fi, : X — [0, 00] jsou méritelné, k € N. Pak

/ijfkdu—gjxfkdu.

Tedy:

O

k=1

Diikaz. 7 linearity integralu a indukce:

/in:fkdﬂé/xfkdu-

k=1

Dale >y _, fu /Y 1oy [k, a tedy dle Leviho muzme prohodit limitu a integral:
[ X sedn= [ > fedn= tiw [ S fua
X k=1 X k=1 X k=1
:nh_{I;OZ/ fedp = Z/ T du.
k=1"X k=1"%X

O

Véta 2.4 (Fatouovo lemma). Nechf fr, : X — [0,00] jsou méFitelné, k € N.
Pak:

/ liminf fi dp < liminf [ fi du
X k — 00 X

—00 k

Dukaz. gx = inf{fx, fu+1,-.-},pak gi je méfitelnd a g * liminf fy. Dle Leviho:

lim / gkd,u:/ liminf fj du
k—oo [x x k—oo

Déle g, < fi, a tedy [y grdp < [ fr dp. Dohromady:

/ liminf fr dp = lim / gk du:liminf/ Gk dugliminf/ frdp.
x k—oo k—oo [x k—oo Jx k—oo Jx

12



Pozndmka. Nerovnost ve Fatouové lemmatu mize byt OSTRA, napi: f, =
k- Xo.h
%

Definice. Ozna¢me L'(X, ) mnozinu méfitelnych funkef f : X — [—o0, ],
pro které je [ fdp < oo.
Pro f € L}(X,u) a E € A definujeme abstraktni (Lebesgueiiv) integral

jako
/Efdu=/Ef+du—/]5f‘du7

kde fT, resp. f~ zna¢i kladnou, resp. zédpornou ¢ést f.
Funkce z L'(X, p) nazyvame Lebesgueovsky integrovatelné funkce.

Pozndamka. Definice integralu je korektni. Je-li f méftitelna, pak:

f = max{f,0} méfitelna, f~ = —min{f, 0} meétitelna,
Ifl = f* + f~ métitelna.
Pozndmka. Necht f € L'(X,p). Oznatme N = {z € X : f(x) € (—o00,00)}.
Pak pro p(N) plati:
so> [ Ufli> [ 1fldn = o0-u(¥) = u(3) =0,

Tvrzeni (integral a absolutn{ hodnota). Necht f € L*(X,u). Pak

]/ fdu‘ﬁ/ fldp.
X X
Dikaz.

‘/deu‘Z‘/Xerdu—/Xf‘du‘S/Xf+du+/Xf—du:/X|f|du

Véta 2.5 (linearita integralu). Necht o, € R, f, g L'(X, ), pak af + Bg €
LY(X, 1) a plati:

O

/x(Oéerﬁg)dM:Ot/dequB/ngu.

Dikaz. 1. azO,fZO:fXafdu;anfdu
e o =0 - zfejmé splnéno

o >0

S = {s jednoduchd na X : 0 < s < af}
T = {t jednoduchd na X : 0 <t < af}
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/afdu:sup/ sdu:sup/a-ﬁdu:a-sup/ id,u:
X seS JX seS Jx a seSJx &

a-sup/ tdu:a/ fdu
teT Jx X
2. a€R, fe Ll (X,p)

/X of du= /X (af)* dpu— /X (af) dp

3. £,9>0,[f+9=[f+[g
Véta 2.2

?
4. frge LY X, pw), [ f+9=[f+[g
Ozmatme h=f+g=>ht —h~ =ft —f~+g7 —g™

=ht+f +g =h +fr+g"

%/Xh+dﬂ+/xf*du+/xf*du:/Xh*du+/xf+du+/Xf+du

Vsechny integraly jsou koneénd ¢fsla (predpoklad f,g € L') a [ht <
J1fI 4 lg| < o0, podobné pro h~

;»/fﬁdu—/ h_du:/ f+du—/ f‘du+/g+du—/9_dﬂ
X X X X X X

Sx hdp=[y f+gdu Jx fdp Jx gdp

5. obecny ptipad

/Xafwgdué/Xafdw/xﬂgdu%a/xfdwﬁ/xgdu
O

Véta 2.6 (Lebesgueova). Necht fi : X — [—00,00] jsou méritelné funkce,
k € N, f = limj_,o fx. Necht existuje g € LY(X, ) takovd, e |fr(x)| < g(z)
pro véechna x € X,k € N. Pak

im [ 1fe— fldn=0
k—o0 b'e

/fd,u: 1im/fk.d,u.
X k—oo [x
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Diikaz. f je méfitelnd, nebot je limitou posloupnosti méFitelnych funkei.

|fre = FI < [fkl +1f] < g+ g. Polozme g (z) = 2g(x) — |fx — f| > 0,2 € X.
Plat{: limg_ 00 gr = 2gx(x), 2 € X. Z Fatouova lemmatu:

/ 2¢g(x) du :/ lim g dp < liminf/ gk (z) du =

imint [ 29du - [ |fk—f\du=/ 29du—hmsup/ e — fldp
X X

k—o0 k—o0

:>hmsup/ |fe — fldu <0

fe=f1205 [ 1= flduz0= Jim [ |~ flau=0

‘/kadﬂ/xfdu"/kafd“‘?/kaﬂdukjfo
kllfilo/)(fkdu=/}(fdu.

2.3 Rovnost skoro vSude a upravena definice méritelnosti

Dale

Tedy

O

Definice. Nechf F € A. Rekneme, 7ze vlastnost V plati skoro véude na E,
jestlize existuje N € A takovd, ze u(N) = 0 a vlastnost V plati na E'\ N.

Rekneme, ze funkce f,g: X — R jsou ekvivalentni, zna¢ime f ~ g pokud
f = g skoro vsude na X, tj. p({z € X : f(x) #g(x)}) =0.

Definice (novi definice méfitelnosti). Necht (X,.A, p) je prostor s mirou, f :
E — R pro E € A. Rekneme, ze f je méfitelnd na X, jestlize u(X \ E) =0 a
7Y (V)N E € A pro kazdou V otevienou.

Priklad. f(z)= 1 je méfitelnd na [0, 1].
Poznamka. 1. definujeme-li (f jako vyse):
Fo { f(x) z€FE
0 x ¢ FE
tahle funkce je definovand skoro vsude a méfitelnd podle staré definice.
2. Stéle plati, ze limita méfitelnych funkei je méfitelnd funkce.

3. Lze ukéazat, ze Leiho a Lebesgueova véta plati i v piipadé

klim fe(z) = f(x), plati pro s.v. z € X.
—00
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Véta 2.7 (Lebesgueova pro fady). Necht f : X — [—00,00] jsou méritelné

funkce, k € N a necht 3777, [ |fu(x)|du < co. Potom f(x) = > =y fu(x)
konverguje absolutné pro s.v. x € X a

/deMZ/Xlifk(x)du=§:l/kadu.

Dikaz. Pouzijeme Leviho vétu pro fady na posloupnost | fi|:

| fiel dp = | frl dp < oo
f 2 an=32 15

Polozme g(z) = > ro; | fr(z)|, pak g € L'(X, ) = > po; konverguje absolutné
S.v..
Pouzijeme Lebesgueovu vétu na posloupnost ¢dstecnych souctt Y r_; fi(z).

n

fr(z)
1

<M1 < 3 @) = g(e) € L'(X, ).
k=1 k=1

k=

Tedy

= . - Leb. . -
/}(kadu—L7}L%kadu = nlgr;o/Xkadu
k=1 k=1 k=1
linearita . - =
= lim /fkd,u: /fkdu~
Jm 2, 2/,

2.4 Integral zavisly na parametru

001_ —Qax
F(a):/o Ldu

Motivace:
re*
1. Pro kterda « je F definovana?
2. Ve kterych bodech je tato funkce spojita?

3. Ve kterych bodech je F' diferencovatelna? Jakym zpusobem spocitat tuto
derivaci?

Véta 2.8 (o spojité zavislosti integrdlu na parametru). Nechf T je metricky
prostor, ag €T, f : X x T — R. Necht:

(i) pro vsechna o € T je funkce x — f(x,a) méritelnd,
(ii) pro vsechna x € X je funkce o — f(x,a) spojitd v ag

(iii) existuje g € LY (X, ) takovd, ze |f(z,a)| < g(x),z € X,a € T.
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Pak
o) = [ fle.0)dua)acT
X
je spojitd v ag.
Pozndmka. Véta plati pokud ve (ii) a (iii) nahradime ”Vz”za "pro s. v. .

Dikaz. Dle Heineho staci ukdzat limg_o F(ar) = F(ao) pro kazdou posloup-
nost {ay} takovou, ze oy — ayp.

Oznaéme fi(z) = f(z,ax),k € N. Pak f; je méfitelnd dle (i). Dle (iii)
existuje g(x) € LY(X, u) takova, ze | fx(z)| < g(x),x € X,k € N.

Pro pevné z je (z Heineho a (ii)):

leH;O fr(z) = kli\n;o fzyan) = fx, ap).

Podle Lebesguea:

F(ao):/Xf(x,ao)d,u(a:):/)(klingofk(m) du(w):klirrgo/)(fk(x)du(x)

= lim F(ag).
k—o00

O

Véta 2.9 (o derivaci integralu podle parametru). Nechf I C R je otevieny
interval, f : X x I — R. Necht:

(i) Va € T je funkce x — f(x,a) méfitelnd,

(ii) Ve € X,a €T je g—i(x,a) vlastnd,

(iii) g € LY (X, pn) sphiugjici

g—(ﬁ(x7a)’ < g(z),Vz e X,Va €I,

(w) 3ag € I takové, ze F(ao) = [ f(x, a0) du(z) € R.

Pak F(« fX x,a)dp € R pro vsechna o € I, F je diferencovatelnd na I a

F/(a)/Xgif(x,a)d,u(x),aef.

Poznamka. 1. Predpoklad ”Vx”lze nahradit ”pro s.v. z”.

2. Predpoklad (iv) je nutny:

Predpoklady (i)-(iii) splnény, ale integrél neni definovany.
Dikaz.
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?
1. F(a) €R.
Necht a € I, # ayg.

[f (2, )| < [f (2, 00)| + | f(z,0) = f(z, 0)] (1)

Funkce o +— f(z,a) ma vlastni derivaci na [ag, @] nebo [a, ag] a tedy
existuje £ € (ap, @) nebo (o, ap), ze

D)
F(@.0) — f(00)] = | 2L (2.6)- (@ — a0)| 'S g(a) - Ja — al.

Plat{ f(x, ) € LY (X, ) (jako funkce x ), g(x) - |a — ap| € LY(X, u). Dle
(1): £ a0) € L (X, 1) = Fla) € R
2. diferencovatelnost F'(«)

Dle Heineho véty staci dokazat:

Flag = F(a)) [ 0f

lim P = (z, @) du(z)

k— o0 ap — o
pro kazdou posloupnost {ax} — «, ai # a. Oznacme:

f(JC,OZk) - f(:c,a)

Qp —

fo=

,x € X,k eN.

Dle (i) jsou fi, méritelné, dle Lagrangeovy véty o stfedni hodnoté 3¢, mezi
Q, g, 7€e:

@)l = [ 0| < sto)a e x.

Dle Lebesguea:
F
lim Flow) = Flo) / f(@ ax) )du(m)
k—>oo

k—o0 ap — o ap —

_ /X T fi(x) du(z) "2 /X L (2,0) dut).

Specialné, F je diferencovatelnd na I.

Priklad.
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3 Vicerozmérna integrace

3.1 Fubiniova véta v R"

Definice. Nechf X a Y jsou mnozZiny a f je funkce na X x Y. Definujeme pro
x € X funkci

fﬂc(y) = f(x7y)ay € Y7
a pro y € Y definujeme

fUx) = f(z,y),z € X.
Pozndmka (znaceni). Pro n € N budeme znacit L'(R") = L'(R", L,,).

Véta 3.1 (Fubiniova véta v R™). Nechf p,q € N, f € LY (RPtY), nebo f je
lebesgueovsky meéritelnd na RPT1 a f > 0. Potom pro L,-s.v. x € RP existuje
(pro f > 0 muZe bijt 00):

o@)= [ fodc, = / f(2,y) dLy(y)
R R

a pro Ly-s.v. y €Y existuje

vy = [ frac,= / fV L, (),
RP RP

a plati:
fadlpiq = / pdLl, = / YdL,.
Rp Ra

Rpr+a

3.2 Dynkinovy systémy

Definice. Nechf Z je mnozina, D C P(Z). Rekneme, ze D je Dynkinovym
systémem, pokud:

(i) ZeD,
(i) DeD= Z\DeD,
(iii) D; € D po dvou disjunktni, pak J;=, D; € D.
Poznamka.
1. Kazdé o-algebra je Dynkintuv systém, ne naopak. Napf:

2.
Z=A{1,2,...,2024},D = {D € Z : D m4 sudy pocet prvku.}

D je dynkinuv systém, ale ne o-algebra

3. Nechf A,B € Da B C A, pak A\ B € D. Pro obecné mnoziny to ale
neplati (zvolme A = {1,2}, B = {2, 3} v Dynkinové systému z predchoziho
bodu).
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Véta 3.2 (vztah o-algebry a Dynkinova systému). Necht D je Dynkiniv systém.
Pak D je o-algebra pravé tehdy, kdyz D je uzaviend vzhledem k prunikum.

Dikaz.
(=) o-algebra je uzaviend na pruniky.
(<) Ovérime vlastnosti (i) - (iii) o-algebry. (i),(ii) - zdarma
(iii): A,Be€D.Pak A\ B= A\ (AN B) € D (z poznamky).
——

€D
Déle AUB = (A\ B)UB € D, nebot A\ B € D,B € D a jsou disjunktni.
Necht nyni D; € D,j € N. Polozme A; = Ay U...UA;. Pak A; € D. Tedy:

UAj: UAJ = U/Ij\fzij—la kde /ij #@
j=1 j=1 j=1

A;\ A;j_, € D, disjunktni sjednoceni = UjZ, 4; € D. O
Pozndmka. Necht Z je mnozina a S C P(Z). Potom existuje nejmens{ Dynkintiv
systém obsahujici S, zna¢ime ho §(5). Plati:

6(S) = m{D C P(Z) : D je Dynkinuv systém, S C D}.

Ziejmé téz 6(S) C o(9).

Véta 3.3 (o nejmensim Dynkinové systému). Necht Z je mnozina a S C P(Z)
je systém mnozin uzavienych vzhledem k pruniku. Pak 6(S) = o(S).

Dukaz. Vzdy plati §(S) C o(S). Dle Véty 3.2 staci dokdzat, ze §(S) je uzavieny
na prunik.

Polozme D = {D € 6(S) : DN S € 6(S) pro S € S}. Ukdzeme, ze D je
dynkinuv systém, pak D = §(S) (nebot S C D C §(S)).

(i) ZeD

(ii) Nechf D € D,S € S, pak (Z\D)NS =S\ (SN D) €5(S)= Z\D e D.
5(8)
€

(iii) Necht D; € D po dvou disjunktni, j € N, S € S. Pak:

UDbi|ns=J {D;ns) €iS)= D)
~ - L =
J J €46(S) - po 2 disj. J

Tedy méme, ze D = §(S). Nyni ukdzeme, ze D = o(S).

Polozme €& = {E € 6(S) : END € §(S) pro kazdou D € §(S)}. Jelikoz
D = 4(S), plati S C £. Podobné jako vyse lze ukézat, ze £ je dynkinuv systém
Sc&cCis).

Tedy: € =0(S) = 6(S) je uzavien vzhledem k pruniku. O
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Definice. Mira p na méfitelném prostoru (X, .A4) se nazyvé o-koneénd, jestlize
existuje Sy, € A, k € N takové, ze u(Sk) < oo pro kazdé k € Na S,  X.

Véta 3.4 (o jednoznacnosti miry). Necht Z je mnoZina, S C P(Z) je systém
mnoZin uzavienych vzhledem k priniku, Sy, € S pro k € N a Sy, / Z. Necht
1, p2 jsou miry na o(S) takové, ze pi(S) = ua(S) pro kazdou S € S a 1 (Sk) <
oo pro kazdé k € N. potom py = ps na o(S).

Diikaz. Polozme Dy, = {E € o(S) : pu1(Sk N E) = ua(Sp N E)} k € N. Ovéifme,
ze Dy, je dynkinuv systém.

(1) p1(SkNZ) = p1(Sk) = p2(Sk) = p2(Sk N Z) = Z € Dy,
(i) Necht E € Dy. pak:
(S N (Z\ E)) = pa(Sk \ (Sk N E)) = p1(Sk) — p1(Sk N E)
= p2(Sk) —p2(SkNE) = p2(Sp\(SkNE)) = p2(SkN(Z\E)) = Z\E € Dy.
(iii) Nechf E; € Dy, jsou po dvou disjunktni, j € N. Pak:

] E;|NSg| =p (E;NnSp) | =) w(E;NSk)
1 L_J J k 1 JL:JI Jdisj. k j; 1Ly k
i E OSk EOJ E ﬂSk = L2 OEj NSk
j=1 j=1 Jj=1

= UEjeDk.

Jj=1

Jelikoz S je uzavieny vzhledem k pruniku, pak pro £ € S plati E NS, €
S = w(ENSk) = p2(ENSg). Tedy S C Dy. Pak 6(S) C Di. Dle Véty 3.3

5(S) =a(S).
Necht E € o(S). Pak p1(Sk NE) = ua(Sk N E), k € N. Navic, S, N Z, tedy
Sk N Ex 2 E. Ze spojitosti miry p1(E) = ps(F). O

Dusledek. Je-li 4 mira na (R, B(R)) takova, ze p(l) = délka (I) pro kazdy
omezeny interval, pak nutné u = L.

Z =R, § ={Z CR,Z je omezeny interval }, Sy = (—k,k), k € N,

o(S) = B(R) < kazd4 oteviend mnozina v R je sjednocenim otevienych inter-
vall.

Pozndmka (vztah Lebesgueova, Riemannova a Newtonova integralu). s
(i) Necht f je Riemannovsky integrovatelnd na [a, b], pak f je Lebesgueovsky

integrovatelnd na [a, b] a tyto integrdly se rovnaji.

(ii) Necht f je spojitd na (a,b). Pak (N) f; f dz konverguje absolutné pravé
tehdy f (ab) fdLy konverguje. V tomto piipadé se tyto integraly rovnaji.
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3.3 Soucin mér a Fubiniova véta

Definice. Necht (X,S), (Y, T) jsou méfitelné prostory. Rekneme, ze M C X xY
je obdélnik, pokud existuji A C X a B C Y takové, ze M = A x B.

Pokud A € §, B € T, pak M nazveme méritelny obdélnik.

Definujeme soucinovou o-algebru S x 7T jako nejmensi o-algebru obsa-
hujici kazdy meéritelny obdélnik.

Definice. Necht £ C X x Y,z € X,y € Y. Potom definujeme Fezy:
E, = {ye Y: (xay) € E}a
EY={zreX:(z,y) € E}.

Véta 3.5 (o méritelnosti fezu). Necht (X,S),(Y,T) jsou méritelné prostory.
Neechl E€c SxT,xe€X,y€Y. PakE, €T, EY€S.

Diikaz. Polozme A={E € S x T : pro viechna z € X plat{ E, € T }.
Ukéazeme, Ze A je o-algebra a obsahuje métitelné obdélniky. Pak A C S x T
(nejmensi o-algebra obsahujici méfitelné obdélniky) a A je o-algebra obsahujici
obdélniky = A =S x T.
Necht E=Ax B, Ac S, Be T. Pak:

Ex:{B xEA:EzeT:EeA.
0 xz¢A
A je o-algebra:
i) (X xY),=YeTprozeX=XxYcA,
(i) Necht E € A, pak:
(XXY\E),=Y\E,eTprozeX=XxY\EcA,

(iii) Necht Ej € A, k € N, pak:

OoEk :Oo(Ek)xeTproxeX:OOEkGA.
——

k=1 k=1 T k=1

A je o-algebra.
FEY podobné. O

Véta 3.6 (o métitelnosti miry fezu). Necht (X, S, u), (Y, T,v) jsou prostory se
o-koneénou mirou, E C S x T. Potom x — v(E,), x € X je méritelnd funkce
na (X,8) ayw— u(EY), y €Y je méritelnd na (Y,T).

Dikaz. Dokézeme pro funkci  — v(E,,).

Necht E € § X T, oznaéme sg(z) = v(E,),z € X. Piedpoklddejme nejprve,
7ev(Y)<oo.D={FE €8x T :sg je méfitelnd}. Ukdzeme, ze D je Dynkinuv
systém obsahujici métitelné obdélniky.
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Necht E=Ax B, AcS, B T. Pak

sp(z) = {(”)(B) i Z j = sp(2) = v(B) - xa(2).

Nyni ukédzeme, ze D je Dynkinuv systém:
(i) sxxv(z) =v(Y), to je konstatni funkce, tedy je méfitelnd = X xY € D,
(i) E € D, pak sxuy\p(@) = v(Y\E,) "L u(Y)—v(E,) = konstantni —
méfitelnd = meétitelnd = X xY \ E € D,

(iii) Ex € D,k € N, po dvou disjunktni. Pak:

jednd se o limitu ¢asteénych souc¢tu méfitelnych funkci = méfitelnd =
U;; E, €D.

Ukézali jsme, ze D je Dynkinav systém.
Jelikoz systém meéfitelnych obdélniku je uzavieny vzhledem k pruniku, pak:

SxT = o méFitelnych obdélnikii ) = §( méfitelnych obdélnikii ) € D € SxT.

Tedy D=8 x T = sg je méfitelnd pro E C S x T.

Nyni necht v(Y) = co. Pak existuji ¥ C Y takové, ze v(Y;) < ocoa Y, /Y.
Oznacme v,(B) = v(BNYy), Be T. Pak v (Y) = v(Yy) < 0o. Z predchoziho
sk = v(BNYy) je métitelnd pro E € S x T. Jelikoz E, NY)  E,, pak

sp(z) = v(E,) = lim v(E,NY;) = lim sh(x)
o k—o00

- k—
je méfitelnd, nebot jde o limitu méFitelnych funkei. O
Véta 3.7 (existence a jednozna¢nost souc¢inové miry). Necht (X, S, p), (Y, T,v)
jsou prostory se o-koneénou mirou. Potom existuje prdavé jedna mira p X v na

S X T takovd, ze p X V(A x B) = u(A) - v(B) pro kazdou A€ S, BeT.
Je-li Q € S x T, pak

(ix (@ = [

W@ dute) = [ @) dv(y).
X %
Diikaz. Pro Q € § x T polozme m1(Q) = [y v(Q.) du(x).

1. Existence.

Funkce z — v(Q;) je nezédpornd, méfitelnd a tedy m1(Q) je dobfe defi-
novano. Ukédzeme, Ze m; je o-konetna mira.

Ztejmé 71(0) = [0 = 0, tedy 71 nenf identicky rovna nekonecno.
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Necht Qi € S x T,k € N po dvou disjunktni, pak:

m @lczk> ~ [ v ((D m)) e =/Xiu((czk>m>

k=1 k=1

= 7 je mira.
Necht A € S, B € T, pak:

7T1(A><B):/

X

V(A x B),) du(x) = / xa(@)v(B) du(x)

X
= u(B) [ xal@)dula) = u(4) - v(B).

2. Jednoznacnost.

Jelikoz p,v jsou o-konetné, pak existuji Xy A X, Yi 7Y takové, ze
w(Xy) <ooarv(Yy) <oco. Pak Xp xY, /X xY a

m1 (X X Vi) = v(Xg) - p(Y) < 0o = w1 je o-konecnd mira.

Podobné lze tyto vlastnosti dokdzat pro o (druhy vzorecek).

Jednoznaénost plyne z Véty 3.4, nebot systém méfitelnych obdélnika je
uzavieny vzhledem k pruniku.

O

Lemma 3.8 (méfitelnost fezu funkee). Necht (X, T),(Y,S) jsou méritelné pro-
story, f je & x T-méfitelnd. Potom pro kazdé x € X je f, 1y — f(z,y) T-
meéritelnd a podobné pro kazdé y € Y je fY S-méritelnd na X.

Diikaz. Zafixujeme z € X, U € R oteviend. Chceme ukdzat, ze f, 1(U) € T.
Jelikoz f je S x T méfitelnd, pak f~1(U) = {(z,y) € X x Y : f(x,y) € U} €
SxT.

Dle Véty 3.5 je (f~Y(U)), € T. Déle (f 1 (U))e ={y €Y : f(z,y) €U} =
U = fHU) T, =

Véta 3.9 (Fubiniova véta). Nechf (X,S,u) a (Y,T,v) jsou prostory se o-
konecnou mirou a necht f je S x T-méritelnd funkce na X xY . Predpoklddejme,
7 0 < f < oo nebo f € LY(X x Y, x v). Potom pro u-s.v. v € X ezistuje
p(z) = fY fedv, prov-s.u. y €Y existuje ¢¥(y) = fX fYdu a platd

/Xxyfd(uXV)=/X<pdﬂ=/Y¢dv.

Diikaz. Dokazeme jen variantu s funkei .
Postup dukazu:
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1. platnost pro x4, A€ ST

2. platnost pro s jednoduchou, métitelnou a s 7 f = s, ¢
3. platnost pro f > 0 méfitelnou

4. platnost pro f € L!

Necht f > 0, pak dle Lemma 3.8 je f, T-méfitelnd a nezdporna, a tedy ¢(x)
je dobfe definovand pro x € X.

1. Necht A€ Sx T, f=xa, pak:

[ xadixn) = ux @ ¥ [ v, vl
XXY X

=/X/Y><A(x,y)dl/(y)du(x)=/X<pdu

2. Necht f > s > 0 je jednoduchd méfitelnd, s = Zf:l a;X4,, kde a; > 0,
A; po dvou disjunktni. Pak

k . k
/Xxysd(uxu):;ai/XXYXAid(uxz/) = ;ai/xv((fli)z)du

:/Xiaiy((Ai)x)d,uzLASdVSMZL@dH-

3. Necht f > 0 méfitelnd. Pak existuji sy > 0 jednoduché méfitelné takové,
ze sy /" f. Dle Leviho véty:

/ fd(pxv) B im spd(p X v).
XxY k—oo Jx vy

Necht z € X. Dle Leviho véty:

lim ¢, (z) = lim (8k)z dv Lém/ lim (sk)wduz/ fodv
k—o0 Y Y

k—oo [y k—o0
()
Tedy:
/ fd(pxv)= lim Spd(p x v) = lim / or(x) du
XxY k—oo Jxxy k—oo [ x

[ i @) dute) = [
X X

k—oc0
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4. Necht f € LY X xY,uxv). Pak f=ft — f~ a fT, f~ jsou nezédporné,
méfitelné - dle predchoziho:

/ f+d(u><u):/ ot (@) dpu < 00 = ¢t < oo p-s.v.
XxY b's

Podobné ¢~ < oo v-s.v. Pak ¢ = T — ¢~ je definovand p-s.v. Vzorec
plyne odectenim rovnosti.

O

Pozndmka. Je-li ¢*(x) = [} |fz]dv a [ ¢* du < oo, nebo ¢*(y) = [y [f¥|dp a
fY Y* dv < oo pak f € LY(X x Y, u x v). (staéf pouzit Fubiniovu vétu na funkci

/1> 0).
[ itdxn = [ o du—<oc
XXY X

Pozndmka (znacenif). Pro n € N znaéi B” systém vSech borelovskych mnozin v
R™, By systém vSech lebegueovsky méfitelnych mnozin.

Véta 3.10 (o soucinu borelovskych mnozin v R™). Necht p,q € N, pak
BP x BT =Bt C BY x B} By
a BV je ziplnenim o-algebry BE x BE vzhledem k L, x L.
Pozndmka. 7 predchozi véty plyne, Ze L,1, je ziplnénim L, x L,. 7 pouziti

této informace lye V3.1 dokazat z V 3.9 a 3.10

3.4 Véta o substituci

Pfipomeneme (véta o s pro Newtonuv integral)

Pozndmka (tvrzeni z linedrni algebry). Necht M je matice typu m x n. Potom
existuji ortonormélni matice A, B a diagonalni matice C takové, ze M = ACB.

Disledek. Necht M je reguldrni matice typu m X n a ¢ je linedrni zobrazeni
dané vztahem ¢(x) = Mz, z € R™. Pak pro kazdou otevienou mnozinu O plati:

En((p(o)) = |d€t(M) |‘Cn(0)

Definice. Necht V C R” je oteviend a ¢ : V — R™ je zobrazeni tiidy C'.
Definujeme Jakobiho matici zobrazeni ¢ jako

8 1 8 1
651 () ... ﬁ(m)
Do(z) = : . :
Opon Opn
a%l(x) . ai" (z)

a jakobidn tohoto zobrazeni jako J,(z) = det(Dyp(X)),z € V.
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Deﬁ{lice. Necht V' C R™ je oteviend mnozina, ¢ : V — R" je zobrazeni tiidy
C'. Rekneme, Ze ¢ je difeomorfismus, pokud ¢ je prosté a plati J,(x) # 0
pro vSechna x € V. (¢ je regulérni).

Véta 3.11 (véta o substituci). Nechf V C R™ je oteviend mnoZina, ¢ : V — R"
je difeomorfismus. Necht M C o(V) je lebesqueovsky méritelnd, f: M — R je
lebesqueovsky méritelnd funkce. Pak:

/fdznz/ fopldoldLn,
M p=1(M)

pokud md alesponi jedna strana smysl.
bez dikazu

P#iklad (zobecnéné poldrni soufadnice). Necht a,b> 0,V = {(r,a) e R? : r >
0, € (—m,m)}. Dale ¢ : V — R? je déno nasledujicim vztahem:

o(r,a) = (arcosa, arsina), (r,a) € V.
o € CH(V), ¢ je prosté - cviceni. Spocitdme jakobidn: J,(r, ) = abr # 0, tedy
 je difeomorfismus.

o(V) =R?\ ((—00,0] x {0}) - mnozina miry 0.
= R C R? leb. méfitelnd, f méfitelnd na F, pak

/Ef(x,y)

Priklad (zobecnéné valcové soutadnice). Necht a,b >0,V = {(r,a,2) € R,r >
0, € (—m,m)}. ¢:V — R3 je ddno vztahem:

o(r,a, z) = (arcosa, brsina, z), (r,a,z) € V.
Pak ¢ je difeomorfismus, J,(r, o, z) = abr.

p(V) =R*\ ((—00,0] x {0} x R)

miry 0

Tedy je-li E C R? lebesgueovsky méfitelnd, f méfitelnd na E, pak:
/ fzyy,2)dLs(z,y,2) = / abr - f(arcosa,brsina, z) dLs(r, a, 2),
E P~ (E)NV

ma-li alespon jedna strana smysl.

Priklad (zobecnéné sférické soufadnice). Necht a,b,c > 0, V = {(r,a, ) €

R?:7r>0,a€(—mm),8€(—%,5)}ap: V=R je déno vztahem:

o(r,a, B) = (ar cos a.cos B, br sin acos B, er sin 3),
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(r,a,B) € V.

Lze ukazat, ze ¢ je difeomorfismus (prostota - cviceni ;), J,(r, o, () =
aber? cos B # 0 pro (r,a, B) € V.

Je-li E C R? lebesgueovsky méiitelnd na FE, pak

| fav 2 desten.) =

E

= / aber? cos Bf (ar cos o cos B, br sin o cos 3, cr sin 3) dL3(r, a, ().
e InV

4 Rozklad mér, distribucni funkce, rtizné druhy
konvergence

4.1 Prostory L” a rtzné druhy konvergence

Definice. Necht (X, A, u) je prostor s mirou, 1 < p < oo. Pak definujeme
prostor LP(X, u) jako:

LP(X,u) ={f: X = [—00,00] : f je mé&Fitelnd a || f||r» < oo},

|mm:(4upwy.

(i) oof interpretujeme jako oo.

kde

Poznamka.

(ii) Je-li f € LP, pak f je kone¢na p-s.v. (to plati i pro p = 00).

Definice. Necht g : X — [0, 00] je méfitelnd. Esencidlni supremum g defi-
nujeme jako

esssupg = inf{a > 0: u({z € X : g(x) > a}) = 0}.
Prostor L* definujeme jako:
L(X, 1) = {f + X — [~00,00] : | fllp= = esssup |f] < oc}.
Tvrzeni (Cebysevova nerovnost). Necht 1 < p < oo, f € LP(X, w), ¢ > 0. Pak:

p{we X |f(@)] > cp) < =15
Diikaz.
F@)IN
eX:|f > = Ldp < ( > !
n({z F(z) = e) /{wEX:f(:r)>c} 8 /{$€X¢|f(1)|>c} ¢ '
P
<& [P ) = L.
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Definice. Necht X, A, u je prostor s mirou, f, fr : X — R méFitelné funkce.
Rekneme, 7e f;, konverguji podle miry u k f, znacime fj, 4 . pokud pro
kazdé § > 0 plati

lm (e Xz fy(z) = f(x)] 2 0) =0

Véta 4.1 (vztah konvergence v LP a konvergence v mife). Necht (X, A, u) je
prostor s mirou, 1 < p < oo, fi,f: X = R, funkce z LP(X, u). Pokud fr — f

. k—oo
v LP(X, ) (4. | fu = flloe =3 0), pak fi = f.
Diikaz. Necht § > 0, pak dle Cebyseva:

e = Flzp koo
or

pn({z e X:|[file) = f(z)] 2 6}) < 0,

tj. fo — f. O

Véta 4.2 (vztah konvergence s.v. a konvergence v mite). Necht (X, A, p) je
prostor s mirou, u(X) < oo a necht fi, f : X — R jsou méritelné.

(i) Necht fr, — f p-s.v., pak fr = f.
(ii) Necht fy, 25 f, pak ezistuje vybrand podposloupnost fx,, kterd konverguje
k f p-s.v.
Dukaz.

(i) Dle piedpokladu existuje N € A, spliujici p(N) = 0 takové, ze fi(z) —
f(z) pro vichna x € X \ N. Necht § > 0. Ozna¢me

A, ={z e X :|fu(zx) — f(x)] < pro vechna k > n}.
Ziejmé A, C Apy1,n € N.
Necht z € X \ N, pak existuje n € NVk > n : |fi(z) — f(z)| <, tedy
z € A, Tedy X\ N C | J An. Méme 4, /Y, pak X\ N CY C X

k=1
——

Y
= u(Y) = p(X) < oo, nebot p(N) = 0.

Ze spojitosti miry:
Ve >03ng € N: pu(A4,,) > pY) —e.

Tedy Ve > 03ng € N: (X \ Ap) = p(X) —u(Ay,) < e, tedy Ve > 03ng €
——

p(Y)
NVk>n:

p({z € X : |fu(x) — f(z)] = 6}) =30,
tedy fn — f.
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(ii) Dle predpokladu:

VjeNEij6N:p({x€X:|fkj(x)—f(x)|>;j}) g%,

Tuto mnozinu ozna¢me Aj;. Déle necht ky < ko < .... Oznacme:

oo

A= ﬂl U4 ﬁu(A)SZ%z 2n1_1 = u(A) =0.
n= J j=n

i—n

Ukéazeme, ze fi () = f(z) prox € X \ A.

J

X\A=x\|[) UAj =U ﬂX\Aj

Tedy je-li x € X \ A, pak existuje n € N takové, 7e x € ﬂ;';nX \A4; =
w€ X\ Ajproj=n=|fi,(x) - f(2)] < 5 proj=n

jjli}ngofkj(x) = f(z) prox € X \ A.

Priklad.

1. klouzajici hrbol. Necht f; jsou jako na obrazku:
Pak fr = 0v LP?, 1 <p< oo, fr = 0 v mife, ale fr - 0 s.v.
f ! €(0,1)
=—, .
k kil" )

fr(z) = 0 pro z € (0,1), fr — 0 v mife, ale fx - 0 v LP, nebot f; ¢
LP;1 <p < oo.

4.2 Radonova-Nikodymova véta

Definice. Necht (X, A) je méfitelny prostor, u, v jsou miry na (X, A). Rekneme,
ze v je absolutné spojita vzhledem k p, piSeme v < u, pokud pro kazdou
A e Aplati: p(A) =0=v(A) =0.

Rekneme, Ze v je singuldrni vzhledem k s, piSeme v L u, pokud existuje
S € A takova, ze u(S) =0av(X\S)=0.

Priklad.
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Obrazek 3: Klouzajici hrbol

1. Necht (X, A, i) je prostor s mirou, f > 0 méfitelnd na X. Pak v(A) =
Jufdp, A€ Ajemira na (X, A), kterd je absolutné spojitéd vzhledem k
u. Ukdzeme, ze se jednd o miru: v(f) = 0, tedy v nenf identicky rovna
nekonecno. Déle mé&jme Ay € A po dvou disjunktni. Pak:

> = Levi =
V(U Ak) =/ quAkd/i:/ > fxadp = Z/ fxa, du
k=1 X X k=1 k=1"%

= v(Ap)
k=1
Nyni ukézeme absolutni spojitost. u(A) = 0= [, fdu=0=v(A).

2. Necht z € R, pak 6, L L4, kde 8, je Diracova mira, nebot 6, (R\{z}) =0
a Ly({z})=0.

Definice. Necht (X,.A) je méfitelny prostor, u : A — [—00, o0]. Rekneme, ze
1 je znaménkova mira, pokud:

(i) p@®) =0,
(ii) p nabyvé nejvyse jedné z hodnot {—o0, 00},
(iii) jsou-li Ay € A po dvou disjunktni, pak plati p (Upey Ak) = D pey 1(Ak).

Véta 4.3 (Hahntv rozklad). Necht (X, A) je méritelny prostor, u je znaménkovd
mira na (X, A). Potom existuje P € A takovd, Ze pro kaZdou A € A plati

wANP) >0
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w(AN(X\P)) <o0.
Dukaz. Bez dukazu. O

Véta 4.4 (Radonova-Nikodymova). Necht (X,.A) je méritelny prostor, u,v
jsou konecné miry na (X, A). Pak ndsledujici podminky jsou ekvivalentni:

(i) v<p,
(i) existuje f € L'((X,A)) takovd, Ze v(A) = [, f du pro vsechna A € A.
Diikaz.
1. (ii) = (i): viz piiklad.
2. (i) = (ii): Polozme
M = {g > 0 méfitelnd na X : VA € A plat{ / gdu <v(A)}.
A
Zjevné je M neprazdnd, nebof g =0 € M.
Je-li g1, 92 € M, pak max{gi, g2} € M. Necht A € A, polozme A; = {z €

A:gi(xz) > go(x)}. Pak

/ max{g1, g2} dp = / g1 d,u—i—/ g2du < v(A1)+v(A\ A1) =v(A).
A Ay A\A,

Existuje posloupnost {gx} C M takova, ze [ gi dp 5 sup {[xgdu:ge M}

Polozme fi, = max{g1,92,...,9x}, pak fr € M, fr > gi a tedy:

/fkdukjfsup{/ gd,u:gEM}.
X X

Déle 0 < fr < fr4+1 je monoténni posloupnost (vybirdm max ze zvétsujic
se mnoziny) a tedy existuje f = limy_, oo fx. Z Leviho véty:

lim/fkdu:/ lim fkd,u:sup{/ gd,u:gEM}.
k—oo [x x k—oo X
f € M, nebot pro A € A:

[ rau=jim [ gedu<ua)
N

<v(4)

Polozme



Pak A\ je (nezdpornd) mira. Chceme ukézat, ze Ag(A) = 0 pro A € A -
sporem.

Pro spor predpoklddejme, ze Ag(X) > eu(X) pro ngjaké e > 0. Plati, ze
Ao — €p je znaménkova mira. Nalezneme P € A z Hahnova rozkladu, tj.
VA e A:

(M —ew)(ANP)>0a (Ag—ep) (AN(X\P)) <0.

Ukézeme, ze p(P) > 0. Opét sporem. Tentokrét pro spor predpoklddejme,
ze W(P) =0.Z v < p plyne v(P) =0 = \o(P) = 0. Pak ale

0 < Ao —ep(X) = (Ao —ep)(P) + (Ao —ep)(X \ P) <0,

-0 <0

spor - tedy p(P) je kladné.
Z Hahnova rozkladu A\g(ANP) > eu(ANP),A € A.
Ukazeme, ze f +exp € M:

[+ exerdn=enanp)s [ fan<aaane)+ [ fa
A A A

< x4+ [ fdp=via)
Ale
/X(f+€><p)du=/xfdu+fu(P)>/deu,
0

——
2

spor, jelikoz f je supremum M.
Tedu v(A) = [, fdu, Ae A

O

Véta 4.5 (Lebesguetv rozklad). Nechtf (X, A) je méritelny prostor, u,v jsou
miry na (X, A) takové, Ze v je o-konecnd. Potom ezistuje jednoznaény rozklad
V=1, + s takovy, Ze v, K p avs L .

Dikaz.

1. existence rozkladu. Predpoklddejme, ze v(X) < co. Oznaé¢me M = {F €
A p(E) = 0}. Pak existuji B; € M takové, ze v(Bj) =2 sup{v(FE) :
E e M}.

Ozna¢me B = U;’il Bj, pak B € M, v(B) = sup{v(E) : E € M}. Pro
A € A polozme vy(A) =v(ANB) av,(A) =v(AN(X\ B)) =v(A\ B).

o vy L p:p(B)=0, vs(X \ B)=vs((X\ B)NB) =uvs(0) =0.
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o v, < p: Necht p(A) = 0. Chceme v,(A) = 0. Pro spor piedpokladejme,
ze existuje C' € A takovd, ze u(C) = 0, v,(C) > 0. Vime v,(C) =
v(C\ B). Pak BUC € M, ale

v(BUC)=v(C\ B)+v(B) > v(B),
spor. Tedy v,(C) = 0.

Nynf necht v(X) = co. Pak existuji X; takové. ze X; N X, v(X;) < oc.
Polozme Yy, = X\ Xi—1,k > 2,Y7 = X;. Pak Y}, jsou po dvou disjunktni.
vF(A) = v(ANY}) je koneénd mira - mizeme na ni pouzit piedchozi ést
diikazu. Nalezneme rozklad v* = v¥ 4+ v*. Pak

(o] o0 o0
V= Z V¥, hledany rozklad je v, = Z I/(]f avs; = Z Vf.
k=1 k=1 k=1

2. jednoznaénost rozkladu. Nechf v = vs + v, = v, + V), jsou takové, Ze
existuji B, B’ € A ze u(B) = 0,v5(X \ B) =0, (B’') = 0,v5(X \ B’) = 0.
Necht A € A. Oznatme C = AN (BUDB'), D = A\ (BUB’). Pak
A =CUD.Pak u(C) < u(B) + u(B') = 0 = 1,(C) = v, (C) = 0. Pak
v(C) = v,(C) +vs(C) = v, (C) +VL(C) = vs(C) = VL (C).

=0 =0
Navic v,(X\B) = v,(X\B') =0.D Cc X\(BUB’) = vs(D) =v.(D) = 0.
Proto:

v(D) = vs(D) +v4(D) = v.(D) +v, (D) = v (D) = v, (D).
——

Dohromady vs(A) = Vi(A), v, (A) = V. (A).

a

4.3 Distribuéni funkce

Definice. Rekneme, 7e F : R — R je distribuéni funkce, je-li neklesajici,
zprava spojitd, F'(—oo) = lim, o =0 a F(00) = limg oo = 1.

Piiklad. 1. F(x) = P(vysledek hodu kostkou < ).

r<l1

1<x<?2
2<z<3
3<x<4.
4<x<b
5 <z <6
6<z

=
—~
&
S~—
Il
= oot Wl Nl wie o= O

w
=~



1 z t2
F(x) = E/ ez dt
—00

Definice. Rekneme, 7e i j borelovskd mira na R”, je-li to mira na (R™, B(R™)).

Véta 4.6 (existence distribuéni funkce). Necht p je borelovskd pravdépodobnostni
mira na R. Definujeme:

F(x) = p((—o0,z]) proxz € R.

Potom F je distribucni funkce.

Diikaz.

1. F je neklesajici

Necht x < y. Pak F(x) = (=00, ) < ul(~o0,y]) = F(y).

. F' je zprava spojita

Necht {z,} je posloupnost v R splitujici z,, \, z. Pak (—oo, z,] \, (=00, z].
Dle spojitosti miry méame

F(a) = p((~o0,a]) = lim pu((—00,2,]) = lim F(a,).

n—oo n—roo

. F(oo)=1
F je neklesajici a tedy F(oco) existuje. Plati (—oo,n] /R a tedy ze spo-
jitosti miry

lim F(n)= lim pu((—oo,n]) = u(R) = 1.

n— o0 n—oo
Z Heineho véty je F(oco0) = lim, 500 F(n) =1
. F(—00)=0
Z monotonie F existuje F(—o0).

lim F(—n) = lim p((—oc0,—n]) = u(®) = 0.

n—oo n— oo
Z Heineho véty F(—o0) = lim,,_,oc F'(—n) = 0.

O

Véta 4.7 (charakterizace distribuéni funkce). Necht F je distribuéni funkce.
Potom existuje prdvé jedna borelovskd mira pn na R splriugict F(x) = p((—o0,x])
pro x € R.

Dikaz.
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1. jednoznacnost

Mgjme dvé takové miry, ui, pe. Necht (a,b] € R, pak

pu1((a, b)) = pa (=00, a])—p((—00, b)) = pa((—00, al)—pa((—00,b]) = pa((a, b]).

Ozna¢me S = {(a,b],a,b € R}. Pak S je uzavieny vzhledem k prunikim.
Déle u1, o jsou koneéné. Z véty o jednoznacnosti miry plati g3 = uo na

o(S) = B(R).

2. existence

Pro z € R definujeme nésledujici zobrazeni:

o = JF@) je-li F' spojitd v x
®(x) {[F(x),F(UC+)] jinak '

Déle pro E C R definujeme ®(E) = |
pro vSechna E € B(R).

Ozna¢me A = {E C R: ®(E) € B(R)}. Ukazeme, ze A je o-algebra a
obsahuje intervaly.

Necht I C R je interval, pak ®(I) je interval a tedy ®(I) € B(R), tedy A
obsahuje intervaly.

v @(z). Ukdzeme, ze ®(E) € B(R)

Nyni ukazeme, ze A je o-algebra:

(i) ®(R) € {(0,1),(0,1],[0,1),[0,1]}. VSechny tyto moznosti patii do
BR)=Re€ A.

(ii) Necht F € A, pak
PR\ E) = (P(R\E)US),

kde S; C S :={y €[0,1] : F~1(y) = ma vice nez jeden bod}.
Tvrdime, ze S je spocetna. Je-li y € S, pak existuje neprazdny
otevieny interval (ay,b,) takovy, ze F(xz) = y pro x € (ay,b,). Déle
Y1 # Y2 = (ay,,by,) N (ay,,by,) = 0. Necht ¢, € (ay,b,) N Q, pak
Y — gy je prosté zobrazeni S — Q. Tedy S je spocetnd. Specidlné Sy
je spocetna a tedy borelovska.
Déile ®(R) \ ®(E) € BR) = ®(R\ E) e BR)= R\ E € A.

(iii) Necht E; € A, j € N, pak

D

E)=J

o0
j=1

®(E;) € B(R),
——
eB(R)

nCe

J

tedy U;)il Ej € A
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Ukézali jsme, ze ®(E) € B(R) pro E € B(R).
Definujme p(E) = L1(®(E)) pro E € B(R).

p je mira: p(0) = 0, tedy p nenf identicky rovna co. Déle necht E; € B(R)
jsou po dvou disjunktni, pak pro j # k plati:

q)(EJ) N (P(Ek) c S, ﬁl(S) =0= ﬁl(q)(Ej) N q)(Ek))

M(U E) =£L1(@(|J E)) =

J=1 Jj=1
= L1(P(E1))+Lr  (2(B2) \ ©(E1))  +L1(P(E3)\(P(E2)UP(ES))). .. =
lis{ se od E2 o mn. miry 0
S LUP(E)) = u(E;)

u je pravdépodobnostni: p(R) 1.
®(R) €{(0,1),(0,1],[0,1),[0,1]} = w(R) = 1.
Nakonec chceme : F(z) = pu((—o0, z]):

Necht z € R, pak ®((—oo,z]) € {(0, F(2)],[0, F(x)]} = p((—o0,z]) =
L1(®((—00,2])) = F().
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