
Teorie mı́ry a integrálu 1

1 Základńı pojmy teorie mı́ry

1.1 Množinové systémy, pojem mı́ry

Necht’ X je množina. Symbolem P(X) znač́ıme systém všech podmnožin X.

Definice. A ⊂ P(X) se nazývá σ-algebra, jestliže:

(i) X ∈ A

(ii) A ∈ A ⇒ X \ S ∈ A

(iii) Ak ∈ A, k ∈ N ⇒
⋃∞

k=1Ak ∈ A

Dvojici (X,A) nazýváme měřitelným prostorem.

Poznámka. Každá σ-algebra je uzavřená i na spočetné pr̊uniky:

∞⋂
k=1

Ak = X \
∞⋃
k=1

(X \Ak)

Př́ıklad.

(i) {∅, X} je σ-algebra

(ii) P(X) je σ-algebra

(iii) {A ⊂ X : A je spočetná nebo X \A je spočetná} je σ-algebra

(iv) {A ⊂ N : A je konečná nebo X \A je konečná } neńı σ-algebra

Věta 1.1 (existence nejmenš́ı σ-algebry). Necht’ ∅ ̸= S ⊂ P(X) je libovolný
systém podmnožin X. Pak existuje nejmenš́ı σ-algebra obsahuj́ıćı S. Znač́ıme ji
σ(S).

D̊ukaz. Označme T = {A ⊂ P(X) : A je σ-algebra obsahuj́ıćı S}. Pak S ≠ ∅,
nebot’ P(X ) ∈ T . Položme

R =
⋂

A∈T
A.

1. Ověř́ıme, že R je σ-algebra.
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(a) X ∈ R, protože X ∈ A pro každou σ-algebru A.

(b) A ∈ R. Pak A ∈ A pro všechny A ∈ T ⇒ X \ A ∈ A pro každou
A ∈ T . Tedy X \A ∈ R.

(c) Necht’ Ak ∈ R, k ∈ N. Pak Ak ∈ A pro všechna A ∈ T . Tedy⋃
Ak ∈ A pro každou A ∈ T ⇒

⋃
Ak ∈ R.

2. S ∈ R, nebot’ S ∈ A pro všechna A ∈ T .

3. Ověř́ıme, že R je nejmenš́ı. Necht’ R̃ je libovolná σ-algebra obsahuj́ıćı S.
Pak R̃ ∈ T . Tedy R ⊂ R̃, tj. R je nejmenš́ı σ-algebra obsahuj́ıćı S.

Definice. Necht’ (X, ρ) je metrický prostor a G(X) znač́ı systém všech otevřených
podmnožin X. Borelovské množiny B(X) tvoř́ı nejmenš́ı σ-algebru obsahuj́ıćı
všechny otevřené množiny G(X), tj. B(X) = σ(G(X)).

Poznámka.

• Otevřené množiny splňuj́ı (i), (ii) z definice σ- algebry, ale nejsou uzavřené
vzhledem k doplňku

• Každá uzavřená množina je Borelovská (jej́ı doplněk je otevřená)

Př́ıklad. Necht’ a < b ∈ R, pak:

• (a, b) je borelovská

• [a, b] je borelovská

• [a, b) = {a} ∪ (a, b) je borelovská

• (a, b] je borelovská

Definice. Necht’ (X,A) je měřitelný prostor. Množinová funkce µ : A → [0,∞]
se nazývá mı́ra, pokud neńı identicky rovna ∞ a je σ-aditivńı, tj:

Ak ∈ A, k ∈ N jsou po dvou disjunktńı, pak µ

( ∞⋃
k=1

Ak

)
=

∞∑
k=1

µ(Ak).

Trojici (X,A, µ) nazveme prostor s mı́rou.

Poznámka. Je-li µ(X) = 1, pak se µ nazývá pravděpodobnostńı mı́ra a (X,A, µ)
se nazývá pravděpodobnostńı prostor.

Poznámka.

1. µ(∅) = 0. µ(∅) =
∑
µ(Ak) ⇒ µ(∅) = 0 nebo µ(∅) = ∞. Pokud µ(∅) = ∞,

pak pro A ∈ A : µ(A) = µ(A) +
∑
µ(∅) = ∞ ⇒ µ(A) = ∞ spor.

2. µ(A∪B) = µ(A)+µ(B) pro A,B disjunktńı, nebot’: A1 = A,A2 = B,A3 =
A4 = . . . = ∅
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3. µ(A) ≤ µ(B) pro A ⊂ B,A,B ∈ A, nebot’ µ(B) = µ(A) + µ(B \A) ≥ µA

Př́ıklad.

(i) Necht’ x0 ∈ X, pak:

δx0
=

{
1 x0 ∈ A

0 x0 /∈ A

je mı́ra na P(X), nazývá se Dirachova mı́ra.

(ii)

µ(A) =

{
card(A) A konečná

∞ A nekonečná

je mı́ra na P(X). Nazývá se aritmetická (poč́ıtaćı).

(iii) Na B(R) lze zadefinovat mı́ru L1, která bude splňovat, že L1(a, b) = b−a.

Věta 1.2 (spojitost mı́ry). Necht’ (X,A, µ) je prostor s mı́rou, Ak ∈ A, k ∈
N, A ∈ A.

(i) Pokud A1 ⊂ A2 ⊂ . . . ,
⋃∞

k=1Ak = A (znač́ıme Ak ↗ A ), pak

lim
k→∞

µ(Ak) = µ(A).

(ii) Pokud A1 ⊃ A2 ⊃ . . . ,
⋂∞

k=1Ak = A (znač́ıme Ak ↘ A) a µ(A1) < ∞,
pak

lim
k→∞

µ(Ak) = µ(A).

Př́ıklad (protipř́ıklad). (ii) nemuśı platit, pokud µ(A1) = ∞. Necht’ Ak =
[k,∞), pak Ak ↘ ∅, ale limk→∞ µ(Ak) = ∞

D̊ukaz.

(i) ”Trik zdisjunktněńım”

Položme B1 = A1, B2 = A2 \A1, B3 = A3 \A2, . . . , Bk = Ak \Ak−1,∀k >
2 ∈ N. Tedy:

∞⋃
k=1

Bk = A,

takže

µ(A) = µ(

∞⋃
k=1

Bk)
Bk disj.
=

∞∑
k=1

µ(Bk) = lim
k→∞

k∑
i=1

Bi = lim
k→∞

µ(

k⋃
i=1

Bi)

= lim
k→∞

µ(Ak).
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(ii) Položme Ck = A1 \ Ak. Potom C1 = ∅ a Ck ↗ A1 \ A. Dle (i) plat́ı:
limk→∞ µ(Ck) = µ(A1 \A), tedy

lim
k→∞

(µ(A1)− µ(Ak)) = lim
k→∞

µ(Ck) = µ(A1 \A) = µ(A1)− µ(A).

Zároveň:
lim
k→∞

(µ(A1)− µ(Ak))
AL
= µ(A1)− lim

k→∞
µ(Ak).

Tedy

µ(A1)− µ(A) = µ(A1)− lim
k→∞

µ(Ak)
µ(A1)<∞⇒ lim

k→∞
µ(Ak) = µ(A).

Definice. Necht’ a = (a1, . . . , an), b = (b1, . . . , bn) ∈ Rn. Množinu W = {x =
(x1, . . . , xn) ∈ Rn : ai < xi < bi∀i ∈ {1, . . . , n}} a také množinu, která vznikne
záměnou libovolného znaménka ”<”za ”≤”nazveme n-buňka.

Objem n-buňky definujeme jako 0, je-li W = ∅ a jako

vol(W ) =

n∏
i=1

(bi − ai),

jestliže W ̸= ∅.

Věta 1.3 (rozš́ı̌reńı elementárńıho objemu). Existuje právě jedna mı́ra Ln na
B(Rn) taková, že pro každou n-buňku W plat́ı Ln(W ) = vol(W ).

D̊ukaz. Náznak d̊ukazu. Lze ukázat, že je-li G ⊂ Rn otevřená, pak existuj́ı po
dvou disjunktńı n-buňky takové, že G je jejich spočetným sjednoceńım G =⋃∞

i=1Wi. Definujeme

Ln(G) =

∞∑
i=1

vol(Wi),

ta nezáviśı na volbě rozkladu.
Dále pro libovolnou A ∈ B(Rn) definujeme

Ln = inf{Ln(G) : G otevřená, G ⊂ Rn, A ⊂ G}

Poznámka.

1. Z konstrukce mı́ry Ln plyne, že je-li A ⊂ Rn borelovská a ε > 0, pak
existuje otevřená množinaG ⊂ Rn taková, žeA ⊂ G a zároveň Ln(G\A) <
ε.

2. Mı́ra Ln je invariantńı v̊uči posunut́ı - pro všechna x ∈ Rn a a ∈ B(Rn)
plat́ı Ln(A+ x) = Ln(A)
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Definice. Necht’ (X,A, µ) je prostor s mı́rou. Řekneme, že µ je úplná mı́ra,
jestliže plat́ı: Je-li A ∈ A splňuj́ıćı µ(A) = 0 a A′ ⊂ A, pak A′ ∈ A.

Poznámka. V takovém př́ıpadě µ(A′) = 0.

Věta 1.4 (zúplněńı mı́ry). Necht’ (X,A, µ) je prostor s mı́rou. Necht’ A0 je
systém všech množin E ⊂ X, pro něž existuj́ı A,B ∈ A takové, že A ⊂ E ⊂ B
a µ(B \A) = 0. Potom A0 je σ-algebra obsahuj́ıćı A.

Definujeme µ0(E) = µ(A) pro každou E ∈ A0. Potom µ = µ0 na A a
(X,A0, µ0) je prostor s úplnou mı́rou.

D̊ukaz. bez d̊ukazu.

Definice. Prostor (X,A0), µ0 z Věty 1.4 nazýváme zúplněńım prostoru
(X,A), µ), A0 se nazývá zúplněńı σ-algebry A vzhledem k mı́̌re µ a µ0 se
nazývá zúplněńı mı́ry µ.

Definice. Zúplněńı σ-algebry B(Rn) vzhledem k Ln znač́ıme B0(Rn) a nazýváme
ji σ-algebrou Lebesgueovsky měřitelných množin. Odpov́ıdaj́ıćı zúplněńı
mı́ry znač́ıme opět Ln a nazýváme ji Lebesgueovou mı́rou.

1.2 Měřitelné funkce

Definice. Necht’ (X,A) je měřitelný prostor, (Y, τ) je metrický prostor. Řekneme,
že zobrazeńı f : X → Y je měřitelné, jestliže f−1(V ) ∈ A pro každou V ⊂ Y
otevřenou. Je-li nav́ıc (X, ρ) metrický prostor a A = B(X), pak f nazýváme
borelovské.

Poznámka. Necht’ (X, ρ), (Y, τ) jsou metrické prostory. Pak zobrazeńı g : X → Y
je spojité právě když g−1(V ) je otevřená pro každou V otevřenou v Y . Tedy
každé spojité zobrazeńı je borelovské.

Př́ıklad. Necht’ (X,A) je měřitelný prostor, A ⊂ X. Potom charakteristické
funkce množiny A definované předpisem:

χA(x) =

{
1 x ∈ A

0 x /∈ A

je měřitelná právě když A ∈ A.

D̊ukaz.
(⇒) Je-li χA měřitelná, pak χ−1

A (( 12 ,
3
2 )) je vzor otevřené množiny, a tedy

A ∈ A.
(⇐) Necht’ A ∈ A, B ∈ Rn otevřená. Pak:

χ−1
A (B) =


X 0, 1 ∈ B

A 0 /∈ B, 1 ∈ B

X \A 0 ∈ B, 1 /∈ B

∅ 0, 1 /∈ B
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Dle vlastnost́ı σ-algebry patř́ı všechny tyto množiny doA, a tedy χA je měřitelná.

Věta 1.5 (měřitelnost složeného zobrazeńı). Necht’ (Y, τ), (Z, σ) jsou metrické
prostory a (X,A) je měřitelný prostor. Necht’ g : Y → Z je spojité a f : X → Y
měřitelné. Potom g ◦ f : X → Z je měřitelné.

D̊ukaz. Z obrázku: g ◦ f je měřitelné, nebot’ (g ◦ f)−1 = f−1 ◦ g−1.

X Y Z

f

měřitelné

g

spojité
V otevřenáf−1(g−1(V )) ∈ A

g−1(V ) otevřená

Obrázek 1: Ilustrace d̊ukazu Věty 1.5

Věta 1.6 (měřitelnost složeného zobrazeńı v R2). Necht’ (X,A) je měřitelný
prostor, u, vX → R jsou reálné měřitelné funkce. Necht’ (Y, τ) je metrický pro-
stor a Φ : R2 → Y je spojité zobrazeńı. Definujeme h(x) = Φ(u(x), v(x)). Pak
h je měřitelné zobrazeńı.

D̊ukaz. Necht’ g : X → R2 je dáno vztahem g(x) = (u(x), v(x)). Pak h = Φ ◦ g
a d́ıky Větě 1.5 stač́ı dokázat, že g je měřitelné.

Necht’ V = I1 × I2, kde I1, I2 jsou otevřené intervaly. Pak g−1(V ) je tvaru
g−1(V ) = u−1(I1)︸ ︷︷ ︸

∈A

∩ v−1(I2)︸ ︷︷ ︸
∈A

⇒ g−1(V ) ∈ A.

X
u

v

R

R

I1

I2

Obrázek 2: Ilustrace d̊ukazu Věty 1.6

Necht’ V ∈ R2 je obecná otevřená množina v R2. Pak V lze vyjádřit ve tvaru:

V =

∞⋃
i=1

Vi; Vi = Ii1 × Ii2, kde I
i
1, I

i
2 jsou otevřené intervaly ∀i ∈ N.
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Stač́ı vźıt za Vi všechny otevřené obdélńıky s racionálńımi krajńımi body, které
jsou obsaženy ve V . Pak:

g−1(V ) = g−1

( ∞⋃
i=1

Vi

)
=

∞⋃
i=1

g−1 (Vi)︸ ︷︷ ︸
∈A

∈ A.

Tedy g je měřitelná.

Důsledek. Necht’ (X,A) je měřitelný prostor, f, g : X → R. Potom f + g a
fg jsou rovněž měřitelné. Stač́ı použ́ıt Větu 1.6 na u = f, g = v,Φ1(x, y) =
x+ y,Φ2(x, y) = xy.

Věta 1.7 (kritérium měřitelnosti). Necht’ (X,A) je měřitelný prostor a (Y, τ)
je metrický prostor. Necht’ f : X → Y .

(i) Je-li M systém všech množin A ⊂ Y , pro něž je f−1(A) ∈ A, potom M
je σ-algebra.

(ii) Je-li f měřitelná a B ⊂ Y borelovská, potom f−1(B) ∈ A.

(iii) Je-li Y = [−∞,∞], pak f je měřitelná právě tehdy, když f−1((α,∞]) ∈ A
pro každé α ∈ [−∞,∞].

Poznámka. Na množině Y = [−∞,∞] = R ∪ {−∞,∞} lze zavést metriku
vztahem τ(x, y) = |f(x)− f(y)|, x, y ∈ Y , kde

f(x) =


−1 x = −∞

x
1+|x| x ∈ R
1 x = ∞

.

Lze ukázat, že otevřené množiny (Y, τ) jsou právě ty, které lze zapsat jako sjed-
noceńı spočetně mnoha otevřených interval̊u nebo interval̊u tvaru [−∞, a), (b,∞],
kde a, b ∈ [−∞,∞].

D̊ukaz.

(i) Ověř́ıme axiomy σ-algebry:

(i) Y ∈ M, nebot’ jeho vzor je f−1(Y ) = X ∈ A.

(ii) je-li A ∈ M, pak f−1(Y \A) = f−1(Y )\f−1(A) = X \f−1(A)︸ ︷︷ ︸
∈A

, takže

Y \A ∈ M.

(iii) Necht’ Ak ∈ M, k ∈ N, pak f−1 (
⋃∞

k=1Ak) =
⋃∞

k=1 f
−1(Ak)︸ ︷︷ ︸
∈A

∈ A ⇒⋃
Ak ∈ M

Tedy M je σ-algebra.
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(ii) Dle (i) je M σ-algebra a nav́ıc je f měřitelné a tedy G(Y ) ⊂ M (kde
g(Y ) je systém všech otevřených podmnožin Y ). Jelikož B(Y ) je nejmenš́ı
σ-algebra obsahuj́ıćı g(Y ), pak muśı platit B(Y ) ⊂ M.

(iii) (⇒) zřejmě plat́ı, nebot’ (α,∞] je otevřená množina v [−∞,∞].

(⇐) Necht’ M = {A ⊂ [−∞,∞] : f−1(A) ∈ A}. Nalezneme posloupnost
{βk} takovou, že βk < β, k ∈ N a limk→∞βk = β βk ↗ β. Pak:

[−∞, β) =

∞⋃
k=1

[−∞, βk] =

∞⋃
k=1

[−∞,∞] \ (βk,∞]︸ ︷︷ ︸
∈M


︸ ︷︷ ︸

∈M (M je σ-algebra)

.

Je-li β = −∞, pak [−∞, β) = ∅ ∈ M.

Dále necht’ (a, b) otevřený interval v R, pak (a, b) = (a,∞]︸ ︷︷ ︸
∈M

∩ [−∞, b)︸ ︷︷ ︸
∈M

∈ M.

Každá otevřená podmnožina [−∞,∞] se dá zapsat jako spočetné sjedno-
ceńı interval̊u typu (a, b), (α,∞], [−∞, β) a tedy G([−∞,∞]) ⊂ M. Tedy
f je měřitelná.

Věta 1.8 (měřitelnost a limitńı přechod). Necht’ (X,A) je měřitelný prostor a
fk : X → [−∞,∞] jsou měřitelné funkce, k ∈ N. Definujeme g(x) = supk∈N fk(x)
a f(x) = lim supk→∞ fk(x). Potom f a g jsou měřitelné funkce.

D̊ukaz. Necht’ α ∈ [−∞,∞]. Pro x ∈ X plat́ı: g(x) > α ⇔ ∃k ∈ N : fk(x) > α.
Tedy g−1((α,∞]) =

⋃∞
k=1 f

−1
k ((α,∞]).

Protože fk jsou měřitelné, plat́ı f−1
k ((α,∞]) ∈ A∀k ∈ N. Tedy g−1((α,∞]) ∈

A, takže g je měřitelná.
Dále infk∈N fk(x) = − supk∈N −fk(x) je měřitelná.
Nyńı definujeme hk(x) = sup {fk(x), fk+1(x), . . .}, pak v́ıme, že f(x) =

limk→∞ hk(x) = infk∈N hk(x), což je měřitelná funkce.

Poznámka.

(i) Analogické tvrzeńı plat́ı pro inf a lim inf.

(ii) Limita posloupnosti měřitelných funkćı je měřitelná funkce.

(iii) Jsou-li f, g měřitelné, pak max{f, g},min{f, g} jsou rovněž měřitelné, ne-
bot’ max{f, g} = sup {f, g, g, g, . . .}, podobně pro minimum.

CÍL: jdeme společně budovat Lebesgue̊uv integrál!

Definice. Necht’ X je množina a s : X → [−∞,∞] je funkce. Řekneme ,že s je
jednoduchá funkce, pokud s(X) je konečná podmnožina [0,∞).

Poznámka.
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(i) Každou jednoduchou funkci lze zapsat ve tvaru:

s(x) =

k∑
i=1

αi · χAi(x),

kde k ∈ N, αi ∈ [0,∞) a Ai disjunktńı po dvou.

(ii) Lze dokázat, že jednoduchá funkce s z části (i) je měřitelná právě tehdy,
když jsou všechny množiny Ai měřitelné.

Věta 1.9 (aproximace jednoduchými funkcemi). Necht’ (X,A) je měřitelný pro-
stor, f : X → [0,∞] a necht’ f je měřitelná funkce. Pak existuj́ı jednoduché
měřitelné funkce sk, k ∈ N takové, že sk ↗ f , to jest 0 ≤ s1 ≤ s2 ≤ . . . a
zároveň limk→∞ sk = f .

D̊ukaz. Necht’ k ∈ N. Rozděĺıme [0, k) na intervaly [ i
2k
, i+1

2k
]), i = 0, . . . , k ·2k−1.

Položme:

Fk = f−1([k,∞]) a Eki = f−1([
i

2k
,
i+ 1

2k
]).

Pak:

sk = k · χFk
+

k·2k−1∑
i=0

i

2k
χEki

.

Fk, Eki
po dvou disjunktńı a měřitelné (vzor intervalu při měřitelném zobrazeńı)

⇒ sk je jednoduchá měřitelná.
Dále 0 ≤ s1 ≤ s2 ≤ . . . - posloupnost sk je rostoućı (z definice sk ).
Nyńı: má sk limitu f?
Je-li f(x) = ∞, pak x ∈ Fk, k ∈ N ⇒ limk→∞ sk(x) = lim k = ∞ = f(x).
Je-li f(x) <∞, pak ∃k0 ∈ N ⇒ f(x) < k0 a tedy:

|f(x)− sk(x)| ≤ 2−k pro k ≥ k0 ⇒ lim
k→∞

sk(x) = f(x).

Důsledek. Necht’ f, g : X → [0,∞] měřitelné, pak f + g, fg měřitelné.

Poznámka. f, g : (X,A) → R měřitelné, pak {f < g}, {f ≤ g}, {f = g}, {f ̸= g}
patř́ı do A. ({f < g} = {x ∈ X : f(x) < g(x)})

2 Kontrukce integrálu

2.1 Definice abstraktńıho Lebesgueova integrálu

Poznámka (konvence). 0 · ∞ = ∞ · 0 = 0
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Definice. Necht’ (X,A, µ) je prostor s mı́rou a s =
∑k

i=1 αiχAi je jednoduchá
měřitelná funkce. Pro E ∈ A definujeme:∫

E

s dµ =

k∑
i=1

αiµ(Ai ∩ E).

Pro f : X → [0,∞] měřitelnou definujeme abstraktńı (Lebesgue̊uv) integrál
předpisem:∫

E

f dµ = sup

{∫
E

s dµ : 0 ≤ s ≤ f, s je jednoduchá, měřitelná

}
.

Poznámka (úmluva). V celé této kapitole je (X,A, µ) prostor s mı́rou.

Poznámka.

(i) Je-li f(x) = 0 pro všechna x ∈ E, pak
∫
E
f dµ = 0 (i v př́ıpadě, že

µ(E) = ∞).

(ii) Je-li µ(E) = 0, pak
∫
E
f dµ = 0 (i v př́ıpadě, že f(x) = ∞ na E.

(iii)
∫
E
f dµ =

∫
X
f · χE dµ.

e

Tvrzeńı (monotonie integrálu). Necht’ f, g : X → [0,∞] měřitelné splňuj́ı
f ≤ g na X. Pak pro E ∈ A plat́ı:∫

E

f dµ ≤
∫
E

g dµ

D̊ukaz. Necht’ s je jednoduchá měřitelná, 0 ≤ s ≤ f . Pak 0 ≤ s ≤ s a tedy∫
E

s dµ ≤
∫
E

s dµ.

Přejdeme k supremu přes s a tedy:∫
E

f dµ ≤
∫
E

g dµ.

2.2 Leviho a Lebesgueova věta

Věta 2.1 (Leviho). Necht’ fk → [0,∞] jsou měřitelné funkce, k ∈ N splňuj́ıćı
fk ↗ f . Pak f je měřitelná a∫

X

f dµ = lim
k→∞

∫
X

fk dµ.
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D̊ukaz. f je limita měřitelných funkćı ⇒ je měřitelná.
Jelikož 0 ≤ f1 ≤ f2 ≤ . . ., pak

∫
X
fk dµ je neklesaj́ıćı posloupnost, a tedy

existuje limk→∞
∫
X
fk dµ = α ∈ [0,∞].

Plat́ı fk ≤ f a tedy z monotonie integrálu:∫
X

fk dµ ≤
∫
X

f dµ⇒ α ≤
∫
X

f dµ.

Nyńı chceme ukázat
∫
X
f dµ ≤ α.

Necht’ s jednoduchá měřitelná funkce 0 ≤ s ≤ f . Zvolme τ ∈ (0, 1) a označme
Ek = {x ∈ X : fk(x) ≥ τs(x)}, k ∈ N.

Pak Ek ∈ A, Ek ⊂ Ek+1. Ukážeme, že
⋃∞

k=1Ek = X:
Necht’ x ∈ X, pak bud’

f(x) = 0 ⇒ s(x) = 0 ⇒ x ∈ Ek,

nebo

f(x) > 0 ⇒ f(x) > τs(x) ⇒ ∃k0 ∈ N : fk0 > τs(x) ⇒ x ∈ Ek0 .

Dle věty o spojitosti mı́ry plat́ı:

µ(A ∩ Ek)
k→∞−→ µ(A), A ∈ A.

Zapǐsme s ve tvaru s =
∑∞

j=1 αjχAj
, Aj ∈ A po dvou disjunktńı. Pak:∫

X

fk dµ ≥
∫
Ek

fk dµ ≥
∫
Ek

τs dµ = τ

n∑
j=1

αjµ(Aj ∩ Ek)

k→∞−→ τ

n∑
j=1

αjµ(Aj) = τ

∫
X

s dµ.

α ≥ τ

∫
X

s dµ, τ ∈ (0, 1)
τ→1−→ α ≥

∫
X

a dµ

Věta 2.2 (linearita integrálu pro nezáporné funkce). Necht’ f, g : X → [0,∞]
jsou měřitelné, pak ∫

X

f + g dµ =

∫
X

f dµ+

∫
X

g dµ.

D̊ukaz. f, g jednoduché funkce - snadno z definice (cvičeńı ;)).
obecný př́ıpad: Najdeme sk, tk jednoduché měřitelné, že :

sk ↗ f, tk ↗ g =⇒ sk + tk ↗ f + g
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Z Leviho věty: ∫
X

sk + tk dµ
k→infty−→

∫
X

f + g dµ∫
X

sk dµ
k→infty−→

∫
X

f dµ∫
X

tk dµ
k→infty−→

∫
X

g dµ.

Tedy: ∫
X

(sk + tk) dµ =

∫
X

sk dµ+

∫
X

tk dµ
k→∞−→

∫
X

f + g dµ.

Věta 2.3 (Leviho pro řady). Necht’ fk : X → [0,∞] jsou měřitelné, k ∈ N. Pak∫
X

∞∑
k=1

fk dµ =

∞∑
k=1

∫
X

fk dµ.

D̊ukaz. Z linearity integrálu a indukce:∫
X

n∑
k=1

fk dµ =

n∑
k=1

∫
X

fk dµ.

Dále
∑n

k=1 fk ↗
∑∞

k=1 fk, a tedy dle Leviho můžme prohodit limitu a integrál:∫
X

∞∑
k=1

fk dµ =

∫
X

lim
n→∞

n∑
k=1

fk dµ = lim
n→∞

∫
X

n∑
k=1

fk dµ

= lim
n→∞

n∑
k=1

∫
X

fk dµ =

∞∑
k=1

∫
X

fk dµ.

Věta 2.4 (Fatouovo lemma). Necht’ fk : X → [0,∞] jsou měřitelné, k ∈ N.
Pak: ∫

X

lim inf
k→∞

fk dµ ≤ lim inf
k→∞

∫
X

fk dµ

D̊ukaz. gk = inf{fk, fk+1, . . .},pak gk je měřitelná a gk ↗ lim inf fk. Dle Leviho:

lim
k→∞

∫
X

gk dµ =

∫
X

lim inf
k→∞

fk dµ

Dále gk ≤ fk a tedy
∫
X
gk dµ ≤

∫
X
fk dµ. Dohromady:∫

X

lim inf
k→∞

fk dµ = lim
k→∞

∫
X

gk dµ = lim inf
k→∞

∫
X

gk dµ ≤ lim inf
k→∞

∫
X

fk dµ.
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Poznámka. Nerovnost ve Fatouově lemmatu může být OSTRÁ, např: fk =
k · χ(0, 1k )

Definice. Označme L1(X,µ) množinu měřitelných funkćı f : X → [−∞,∞],
pro které je

∫
X
f dµ <∞.

Pro f ∈ L1(X,µ) a E ∈ A definujeme abstraktńı (Lebesgue̊uv) integrál
jako ∫

E

f dµ =

∫
E

f+ dµ−
∫
E

f− dµ,

kde f+, resp. f− znač́ı kladnou, resp. zápornou část f .
Funkce z L1(X,µ) nazýváme Lebesgueovsky integrovatelné funkce.

Poznámka. Definice integrálu je korektńı. Je-li f měřitelná, pak:

f+ = max{f, 0} měřitelná, f− = −min{f, 0} měřitelná,

|f | = f+ + f− měřitelná.

Poznámka. Necht’ f ∈ L1(X,µ). Označme N = {x ∈ X : f(x) ∈ (−∞,∞)}.
Pak pro µ(N) plat́ı:

∞ >

∫
X

|f |µ ≥
∫
N

|f | dµ = ∞ · µ(N) ⇒ µ(N) = 0.

Tvrzeńı (integrál a absolutńı hodnota). Necht’ f ∈ L1(X,µ). Pak∣∣∣∣∫
X

f dµ

∣∣∣∣ ≤ ∫
X

|f | dµ.

D̊ukaz.∣∣∣∣∫
X

f dµ

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣∫
X

f+ dµ−
∫
X

f− dµ

∣∣∣∣ ≤ ∫
X

f+ dµ+

∫
X

f− dµ =

∫
X

|f | dµ

Věta 2.5 (linearita integrálu). Necht’ α, β ∈ R, f, g L1(X,µ), pak αf + βg ∈
L1(X,µ) a plat́ı: ∫

x

(αf + βg) dµ = α

∫
X

f dµ+ β

∫
X

g dµ.

D̊ukaz. 1. α ≥ 0, f ≥ 0 :
∫
X
αf dµ

?
= α

∫
X
f dµ

• α = 0 - zřejmě splněno

• α > 0

S = {s jednoduchá na X : 0 ≤ s ≤ αf}
T = {t jednoduchá na X : 0 ≤ t ≤ αf}
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∫
X

αf dµ = sup
s∈S

∫
X

s dµ = sup
s∈S

∫
X

α · s
α
dµ = α · sup

s∈S

∫
X

s

α
dµ =

α · sup
t∈T

∫
X

t dµ = α

∫
X

f dµ

2. α ∈ R, f ∈ L1(X,µ)∫
X

αf dµ =

∫
X

(αf)+ dµ−
∫
X

(αf)− dµ

α≥0
=

∫
X

(αf+) dµ−
∫
X

(αf−) dµ
1.
= α

∫
X

f+ dµ− α

∫
X

f− dµ = α

∫
X

f dµ

α<0
=

∫
X

−αf− dµ−
∫
X

−αf+ dµ 1.
= −α

∫
X

f− dµ−α
∫
X

f+ dµ = α

∫
X

f dµ

3. f, g ≥ 0,
∫
f + g

?
=
∫
f +

∫
g

Věta 2.2

4. f, g ∈ L1(X,µ),
∫
f + g

?
=
∫
f +

∫
g

Označme h = f + g ⇒ h+ − h− = f+ − f− + g+ − g−

⇒ h+ + f− + g− = h− + f+ + g+

3.⇒
∫
X

h+ dµ+

∫
X

f− dµ+

∫
X

f− dµ =

∫
X

h− dµ+

∫
X

f+ dµ+

∫
X

f+ dµ

Všechny integrály jsou konečná č́ısla (předpoklad f, g ∈ L1) a
∫
h+ ≤∫

|f |+ |g| <∞, podobně pro h−

⇒
∫
X

h+ dµ−
∫
X

h− dµ︸ ︷︷ ︸∫
X

h dµ=
∫
X

f+g dµ

=

∫
X

f+ dµ−
∫
X

f− dµ︸ ︷︷ ︸∫
X

f dµ

+

∫
X

g+ dµ−
∫
X

g− dµ︸ ︷︷ ︸∫
X

g dµ

5. obecný př́ıpad∫
X

αf + βg dµ
4.
=

∫
X

αf dµ+

∫
X

βg dµ
2.
= α

∫
X

f dµ+ β

∫
X

g dµ

Věta 2.6 (Lebesgueova). Necht’ fk : X → [−∞,∞] jsou měřitelné funkce,
k ∈ N, f = limk→∞ fk. Necht’ existuje g ∈ L1(X,µ) taková, že |fk(x)| ≤ g(x)
pro všechna x ∈ X, k ∈ N. Pak

lim
k→∞

∫
X

|fk − f | dµ = 0

a ∫
X

f dµ = lim
k→∞

∫
X

fk dµ.
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D̊ukaz. f je měřitelná, nebot’ je limitou posloupnosti měřitelných funkćı.
|fk − f | ≤ |fk| + |f | ≤ g + g. Položme gk(x) = 2g(x)− |fk − f | ≥ 0, x ∈ X.

Plat́ı: limk→∞ gk = 2gk(x), x ∈ X. Z Fatouova lemmatu:∫
X

2g(x) dµ =

∫
X

lim
k→∞

gk dµ ≤ lim inf
k→∞

∫
X

gk(x) dµ =

lim inf
k→∞

∫
X

2g dµ−
∫
X

|fk − f | dµ =

∫
X

2g dµ− lim sup
k→∞

∫
X

|fk − f | dµ

⇒ lim sup
k→∞

∫
X

|fk − f | dµ ≤ 0

|fk − f | ≥ 0 ⇒
∫
X

|fk − f | dµ ≥ 0 ⇒ lim
k→∞

∫
X

|fk − f | dµ = 0

Dále ∣∣∣∣∫
X

fkdµ−
∫
X

fdµ

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣∫
X

fk − fdµ

∣∣∣∣ 2.6≤ ∫
X

|fk − f | dµ k→∞−→ 0

Tedy

lim
k→∞

∫
X

fk dµ =

∫
X

f dµ.

2.3 Rovnost skoro všude a upravená definice měřitelnosti

Definice. Necht’ E ∈ A. Řekneme, že vlastnost V plat́ı skoro všude na E,
jestliže existuje N ∈ A taková, že µ(N) = 0 a vlastnost V plat́ı na E \N .

Řekneme, že funkce f, g : X → R jsou ekvivalentńı, znač́ıme f ≈ g pokud
f = g skoro všude na X, tj. µ({x ∈ X : f(x) ̸= g(x)}) = 0.

Definice (nová definice měřitelnosti). Necht’ (X,A, µ) je prostor s mı́rou, f :
E → R pro E ∈ A. Řekneme, že f je měřitelná na X, jestliže µ(X \ E) = 0 a
f−1(V ) ∩ E ∈ A pro každou V otevřenou.

Př́ıklad. f(x) = 1
x je měřitelná na [0, 1].

Poznámka. 1. definujeme-li (f jako výše):

f̂ =

{
f(x) x ∈ E

0 x /∈ E

tahle funkce je definovaná skoro všude a měřitelná podle staré definice.

2. Stále plat́ı, že limita měřitelných funkćı je měřitelná funkce.

3. Lze ukázat, že Leiho a Lebesgueova věta plat́ı i v př́ıpadě

lim
k→∞

fk(x) = f(x), plat́ı pro s.v. x ∈ X.
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Věta 2.7 (Lebesgueova pro řady). Necht’ fk : X → [−∞,∞] jsou měřitelné
funkce, k ∈ N a necht’

∑∞
k=1

∫
X
|fk(x)| dµ < ∞. Potom f(x) =

∑∞
k=1 fk(x)

konverguje absolutně pro s.v. x ∈ X a∫
X

f dµ =

∫
X

∞∑
k=1

fk(x) dµ =

∞∑
k=1

∫
X

fk dµ.

D̊ukaz. Použijeme Leviho větu pro řady na posloupnost |fk|:∫
X

∞∑
k=1

|fk| dµ =

∞∑
k=1

∫
X

|fk| dµ <∞.

Položme g(x) =
∑∞

k=1 |fk(x)|, pak g ∈ L1(X,µ) ⇒
∑∞

k=1 konverguje absolutně
s.v..

Použijeme Lebesgueovu větu na posloupnost částečných součt̊u
∑n

k=1 fk(x).∣∣∣∣∣
n∑

k=1

fk(x)

∣∣∣∣∣ ≤
n∑

k=1

|fk(x)| ≤
∞∑
k=1

|fk(x)| = g(x) ∈ L1(X,µ).

Tedy ∫
X

∞∑
k=1

fk dµ =

∫
X

lim
n→∞

n∑
k=1

fk dµ
Leb.
= lim

n→∞

∫
X

n∑
k=1

fk dµ

linearita
= lim

n→∞

n∑
k=1

∫
X

fk dµ =

∞∑
k=1

∫
X

fk dµ.

2.4 Integrál závislý na parametru

Motivace:

F (α) =

∫ ∞

0

1− e−αx

xex
dµ

1. Pro která α je F definovaná?

2. Ve kterých bodech je tato funkce spojitá?

3. Ve kterých bodech je F diferencovatelná? Jakým zp̊usobem spoč́ıtat tuto
derivaci?

Věta 2.8 (o spojité závislosti integrálu na parametru). Necht’ T je metrický
prostor, α0 ∈ T, f : X × T → R. Necht’:

(i) pro všechna α ∈ T je funkce x 7→ f(x, α) měřitelná,

(ii) pro všechna x ∈ X je funkce α 7→ f(x, α) spojitá v α0

(iii) existuje g ∈ L1(X,µ) taková, že |f(x, α)| ≤ g(x), x ∈ X,α ∈ T.
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Pak

F (α) =

∫
X

f(x, α) dµ(x), α ∈ T

je spojitá v α0.

Poznámka. Věta plat́ı pokud ve (ii) a (iii) nahrad́ıme ”∀x”za ”pro s. v. x.

D̊ukaz. Dle Heineho stač́ı ukázat limk→∞ F (αk) = F (α0) pro každou posloup-
nost {αk} takovou, že αk → α0.

Označme fk(x) = f(x, αk), k ∈ N. Pak fk je měřitelná dle (i). Dle (iii)
existuje g(x) ∈ L1(X,µ) taková, že |fk(x)| ≤ g(x), x ∈ X, k ∈ N.

Pro pevné x je (z Heineho a (ii)):

lim
k→∞

fk(x) = lim
k→∞

f(x, αk) = f(x, α0).

Podle Lebesguea:

F (α0) =

∫
X

f(x, α0) dµ(x) =

∫
X

lim
k→∞

fk(x) dµ(x) = lim
k→∞

∫
X

fk(x) dµ(x)

= lim
k→∞

F (αk).

Věta 2.9 (o derivaci integrálu podle parametru). Necht’ I ⊂ R je otevřený
interval, f : X × I → R. Necht’:

(i) ∀α ∈ I je funkce x 7→ f(x, α) měřitelná,

(ii) ∀x ∈ X,α ∈ I je ∂f
∂α (x, α) vlastńı,

(iii) ∃g ∈ L1(X,µ) splňuj́ıćı
∣∣∣ ∂f∂α (x, α)∣∣∣ ≤ g(x),∀x ∈ X,∀α ∈ I,

(iv) ∃α0 ∈ I takové, že F (α0) =
∫
X
f(x, α0) dµ(x) ∈ R.

Pak F (α) =
∫
X
f(x, α) dµ ∈ R pro všechna α ∈ I, F je diferencovatelná na I a

F ′(α) =

∫
X

∂f

∂α
f(x, α) dµ(x), α ∈ I.

Poznámka. 1. Předpoklad ”∀x”lze nahradit ”pro s.v. x”.

2. Předpoklad (iv) je nutný:

F (α) =

∫ ∞

−∞
x dx.

Předpoklady (i)-(iii) splněny, ale integrál neńı definovaný.

D̊ukaz.
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1. F (α)
?
∈ R.

Necht’ α ∈ I, α ̸= α0.

|f(x, α)| ≤ |f(x, α0)|+ |f(x, α)− f(x, α0)| (1)

Funkce α 7→ f(x, α) má vlastńı derivaci na [α0, α] nebo [α, α0] a tedy
existuje ξ ∈ (α0, α) nebo (α, α0), že:

|f(x, α)− f(x, α0)| =
∣∣∣∣∂f∂α (x, ξ) · (α− α0)

∣∣∣∣ (iii)≤ g(x) · |α− α0|.

Plat́ı f(x, α0) ∈ L1(X,µ) (jako funkce x ), g(x) · |α− α0| ∈ L1(X,µ). Dle
(1): f(x, α0) ∈ L1(X,µ) ⇒ F (α) ∈ R.

2. diferencovatelnost F (α)

Dle Heineho věty stač́ı dokázat:

lim
k→∞

F (αk − F (α))

αk − α
=

∫
X

∂f

∂α
(x, α) dµ(x)

pro každou posloupnost {αk} → α, αk ̸= α. Označme:

fk =
f(x, αk)− f(x, α)

αk − α
, x ∈ X, k ∈ N.

Dle (i) jsou fk měřitelné, dle Lagrangeovy věty o středńı hodnotě ∃ξk mezi
α, αk, že:

|fk(x)| =
∣∣∣∣∂f∂α (x, ξ)

∣∣∣∣ ≤ g(x), x ∈ X.

Dle Lebesguea:

lim
k→∞

F (αk)− F (α)

αk − α
= lim

k→∞

∫
X

f(x, αk)− f(x, α)

αk − α
dµ(x)

=

∫
X

lim
k→∞

fk(x) dµ(x)
Heine
=

∫
X

∂f

∂α
(x, α) dµ(x).

Speciálně, F je diferencovatelná na I.

Př́ıklad.
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3 Vı́cerozměrná integrace

3.1 Fubiniova věta v Rn

Definice. Necht’ X a Y jsou množiny a f je funkce na X × Y . Definujeme pro
x ∈ X funkci

fx(y) = f(x, y), y ∈ Y,

a pro y ∈ Y definujeme
fy(x) = f(x, y), x ∈ X.

Poznámka (značeńı). Pro n ∈ N budeme značit L1(Rn) = L1(Rn,Ln).

Věta 3.1 (Fubiniova věta v Rn). Necht’ p, q ∈ N, f ∈ L1(Rp+q), nebo f je
lebesgueovsky měřitelná na Rp+q a f ≥ 0. Potom pro Lp-s.v. x ∈ Rp existuje
(pro f ≥ 0 m̊uže být ∞):

φ(x) =

∫
Rq

fx dLq =

∫
Rq

f(x, y) dLq(y)

a pro Lq-s.v. y ∈ Y existuje

ψ(y) =

∫
Rp

fy dLp =

∫
Rp

fy dLp(x),

a plat́ı: ∫
Rp+q

f dLp+q =

∫
Rp

φdLp =

∫
Rq

ψ dLq.

3.2 Dynkinovy systémy

Definice. Necht’ Z je množina, D ⊂ P(Z). Řekneme, že D je Dynkinovým
systémem, pokud:

(i) Z ∈ D,

(ii) D ∈ D ⇒ Z \D ∈ D,

(iii) Di ∈ D po dvou disjunktńı, pak
⋃∞

j=0Di ∈ D.

Poznámka.

1. Každá σ-algebra je Dynkin̊uv systém, ne naopak. Např:

2.
Z = {1, 2, . . . , 2024},D = {D ∈ Z : D má sudý počet prvk̊u.}

D je dynkin̊uv systém, ale ne σ-algebra

3. Necht’ A,B ∈ D a B ⊂ A, pak A \ B ∈ D. Pro obecné množiny to ale
neplat́ı (zvolme A = {1, 2}, B = {2, 3} v Dynkinově systému z předchoźıho
bodu).
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Věta 3.2 (vztah σ-algebry a Dynkinova systému). Necht’ D je Dynkin̊uv systém.
Pak D je σ-algebra právě tehdy, když D je uzavřená vzhledem k pr̊unik̊um.

D̊ukaz.
(⇒) σ-algebra je uzavřená na pr̊uniky.
(⇐) Ověř́ıme vlastnosti (i) - (iii) σ-algebry. (i),(ii) - zdarma
(iii): A,B ∈ D. Pak A \B = A \ (A ∩B)︸ ︷︷ ︸

∈D

∈ D (z poznámky).

Dále A ∪ B = (A \ B) ∪ B ∈ D, nebot’ A \ B ∈ D, B ∈ D a jsou disjunktńı.
Necht’ nyńı Dj ∈ D, j ∈ N. Položme Ãj = A1 ∪ . . . ∪Aj . Pak Ãj ∈ D. Tedy:

∞⋃
j=1

Aj =

∞⋃
j=1

Ãj =

∞⋃
j=1

Ãj \ Ãj−1, kde Ãj ̸= ∅.

Ãj \ Ãj−1 ∈ D, disjunktńı sjednoceńı ⇒
⋃∞

j=1Aj ∈ D.

Poznámka. Necht’ Z je množina a S ⊂ P(Z). Potom existuje nejmenš́ı Dynkin̊uv
systém obsahuj́ıćı S, znač́ıme ho δ(S). Plat́ı:

δ(S) =
⋂

{D ⊂ P(Z) : D je Dynkin̊uv systém, S ⊂ D}.

Zřejmě též δ(S) ⊂ σ(S).

Věta 3.3 (o nejmenš́ım Dynkinově systému). Necht’ Z je množina a S ⊂ P(Z)
je systém množin uzavřených vzhledem k pr̊uniku. Pak δ(S) = σ(S).

D̊ukaz. Vždy plat́ı δ(S) ⊂ σ(S). Dle Věty 3.2 stač́ı dokázat, že δ(S) je uzavřený
na pr̊unik.

Položme D = {D ∈ δ(S) : D ∩ S ∈ δ(S) pro S ∈ S}. Ukážeme, že D je
dynkin̊uv systém, pak D = δ(S) (nebot’ S ⊂ D ⊂ δ(S)).

(i) Z ∈ D

(ii) Necht’ D ∈ D, S ∈ S, pak (Z \D)∩S = S \ (S ∩D)︸ ︷︷ ︸
∈δ(S)

∈ δ(S) ⇒ Z \D ∈ D.

(iii) Necht’ Di ∈ D po dvou disjunktńı, j ∈ N, S ∈ S. Pak: ∞⋃
j=1

Dj

 ∩ S =

∞⋃
j=1

(Dj ∩ S)︸ ︷︷ ︸
∈δ(S) - po 2 disj.

∈ δ(S) ⇒
∞⋃
j=1

Dj ∈ δ(S)

Tedy máme, že D = δ(S). Nyńı ukážeme, že D = σ(S).
Položme E = {E ∈ δ(S) : E ∩ D ∈ δ(S) pro každou D ∈ δ(S)}. Jelikož

D = δ(S), plat́ı S ⊂ E . Podobně jako výše lze ukázat, že E je dynkin̊uv systém
S ⊂ E ⊂ δ(S).

Tedy: E = δ(S) ⇒ δ(S) je uzavřen vzhledem k pr̊uniku.
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Definice. Mı́ra µ na měřitelném prostoru (X,A) se nazývá σ-konečná, jestliže
existuje Sk ∈ A, k ∈ N takové, že µ(Sk) <∞ pro každé k ∈ N a Sk ↗ X.

Věta 3.4 (o jednoznačnosti mı́ry). Necht’ Z je množina, S ⊂ P(Z) je systém
množin uzavřených vzhledem k pr̊uniku, Sk ∈ S pro k ∈ N a Sk ↗ Z. Necht’

µ1, µ2 jsou mı́ry na σ(S) takové, že µ1(S) = µ2(S) pro každou S ∈ S a µ1(Sk) <
∞ pro každé k ∈ N. potom µ1 = µ2 na σ(S).

D̊ukaz. Položme Dk = {E ∈ σ(S) : µ1(Sk ∩E) = µ2(Sk ∩E)}, k ∈ N. Ověř́ıme,
že Dk je dynkin̊uv systém.

(i) µ1(Sk ∩ Z) = µ1(Sk) = µ2(Sk) = µ2(Sk ∩ Z) ⇒ Z ∈ Dk.

(ii) Necht’ E ∈ Dk. pak:

µ1(Sk ∩ (Z \ E)) = µ1(Sk \ (Sk ∩ E)) = µ1(Sk)− µ1(Sk ∩ E)

= µ2(Sk)−µ2(Sk∩E) = µ2(Sk\(Sk∩E)) = µ2(Sk∩(Z\E)) ⇒ Z\E ∈ Dk.

(iii) Necht’ Ej ∈ Dk jsou po dvou disjunktńı, j ∈ N. Pak:

µ1

 ∞⋃
j=1

Ej

 ∩ Sk

 = µ1

 ∞⋃
j=1

(Ej ∩ Sk)︸ ︷︷ ︸
disj.

 =

∞∑
j=1

µ1(Ej ∩ Sk)

=

∞∑
j=1

µ2(Ej ∩ Sk) = µ2

 ∞⋃
j=1

(Ej ∩ Sk)

 = µ2

 ∞⋃
j=1

Ej

 ∩ Sk


⇒

∞⋃
j=1

Ej ∈ Dk.

Jelikož S je uzavřený vzhledem k pr̊uniku, pak pro E ∈ S plat́ı E ∩ Sk ∈
S ⇒ µ1(E ∩ Sk) = µ2(E ∩ Sk). Tedy S ⊂ Dk. Pak δ(S) ⊂ Dk. Dle Věty 3.3
δ(S) = σ(S).

Necht’ E ∈ σ(S). Pak µ1(Sk ∩E) = µ2(Sk ∩E), k ∈ N. Nav́ıc, Sk ↗ Z, tedy
Sk ∩ Ek ↗ E. Ze spojitosti mı́ry µ1(E) = µ2(E).

Důsledek. Je-li µ mı́ra na (R,B(R)) taková, že µ(I) = délka (I) pro každý
omezený interval, pak nutně µ = L1.

Z = R, S = {Z ⊂ R, Z je omezený interval }, Sk = (−k, k), k ∈ N,

σ(S) = B(R) ⇐ každá otevřená množina v R je sjednoceńım otevřených inter-
val̊u.

Poznámka (vztah Lebesgueova, Riemannova a Newtonova integrálu). s

(i) Necht’ f je Riemannovsky integrovatelná na [a, b], pak f je Lebesgueovsky
integrovatelná na [a, b] a tyto integrály se rovnaj́ı.

(ii) Necht’ f je spojitá na (a, b). Pak (N)
∫ b

a
f dx konverguje absolutně právě

tehdy
∫
(a,b)

f dL1 konverguje. V tomto př́ıpadě se tyto integrály rovnaj́ı.

21



3.3 Součin měr a Fubiniova věta

Definice. Necht’ (X,S), (Y, T ) jsou měřitelné prostory. Řekneme, žeM ⊂ X×Y
je obdélńık, pokud existuj́ı A ⊂ X a B ⊂ Y takové, že M = A×B.

Pokud A ∈ S, B ∈ T , pak M nazveme měřitelný obdélńık.
Definujeme součinovou σ-algebru S × T jako nejmenš́ı σ-algebru obsa-

huj́ıćı každý měřitelný obdélńık.

Definice. Necht’ E ⊂ X × Y, x ∈ X, y ∈ Y . Potom definujeme řezy:

Ex = {y ∈ Y : (x, y) ∈ E},
Ey = {x ∈ X : (x, y) ∈ E}.

Věta 3.5 (o měřitelnosti řezu). Necht’ (X,S), (Y, T ) jsou měřitelné prostory.
Necht’ E ∈ S × T , x ∈ X, y ∈ Y . Pak Ex ∈ T , Ey ∈ S.

D̊ukaz. Položme A = {E ∈ S × T : pro všechna x ∈ X plat́ı Ex ∈ T }.
Ukážeme, že A je σ-algebra a obsahuje měřitelné obdélńıky. Pak A ⊂ S ×T

(nejmenš́ı σ-algebra obsahuj́ıćı měřitelné obdélńıky) a A je σ-algebra obsahuj́ıćı
obdélńıky ⇒ A = S × T .

Necht’ E = A×B, A ∈ S, B ∈ T . Pak:

Ex =

{
B x ∈ A

∅ x /∈ A
⇒ Ex ∈ T ⇒ E ∈ A.

A je σ-algebra:

(i) (X × Y )x = Y ∈ T pro x ∈ X ⇒ X × Y ∈ A,

(ii) Necht’ E ∈ A, pak:

(X × Y \ E)x = Y \ Ex ∈ T pro x ∈ X ⇒ X × Y \ E ∈ A,

(iii) Necht’ Ek ∈ A, k ∈ N, pak:( ∞⋃
k=1

Ek

)
x

=

∞⋃
k=1

(Ek)x︸ ︷︷ ︸
∈T

∈ T pro x ∈ X ⇒
∞⋃
k=1

Ek ∈ A.

A je σ-algebra.
Ey podobně.

Věta 3.6 (o měřitelnosti mı́ry řezu). Necht’ (X,S, µ), (Y, T , ν) jsou prostory se
σ-konečnou mı́rou, E ⊂ S × T . Potom x 7→ ν(Ex), x ∈ X je měřitelná funkce
na (X,S) a y 7→ µ(Ey), y ∈ Y je měřitelná na (Y, T ).

D̊ukaz. Dokážeme pro funkci x 7→ ν(Ex).
Necht’ E ∈ S ×T , označme sE(x) = ν(Ex), x ∈ X. Předpokládejme nejprve,

že ν(Y ) <∞. D = {E ∈ S × T : sE je měřitelná}. Ukážeme, že D je Dynkin̊uv
systém obsahuj́ıćı měřitelné obdélńıky.
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Necht’ E = A×B, A ∈ S, B ∈ T . Pak

sE(x) =

{
ν(B) x ∈ A

0 x /∈ A
⇒ sE(x) = ν(B) · χA(x).

Nyńı ukážeme, že D je Dynkin̊uv systém:

(i) sX×Y (x) = ν(Y ), to je konstatńı funkce, tedy je měřitelná ⇒ X ×Y ∈ D,

(ii) E ∈ D, pak sX×Y \E(x) = ν(Y \Ex)
ν(Y )<∞

= ν(Y )−ν(Ex) = konstantńı −
měřitelná ⇒ měřitelná ⇒ X × Y \ E ∈ D,

(iii) Ek ∈ D, k ∈ N, po dvou disjunktńı. Pak:

s⋃Ek
(x) = ν

( ∞⋃
k=1

(Ek)x

)
=

∞∑
k=1

ν(Ek)x =

∞∑
k=1

sEk
(x),

jedná se o limitu částečných součt̊u měřitelných funkćı ⇒ měřitelná ⇒⋃∞
k=1Ek ∈ D.

Ukázali jsme, že D je Dynkin̊uv systém.
Jelikož systém měřitelných obdélńık̊u je uzavřený vzhledem k pr̊uniku, pak:

S×T = σ( měřitelných obdélńık̊u ) = δ( měřitelných obdélńık̊u ) ⊂ D ⊂ S×T .

Tedy D = S × T ⇒ sE je měřitelná pro E ⊂ S × T .
Nyńı necht’ ν(Y ) = ∞. Pak existuj́ı Yk ⊂ Y takové, že ν(Yk) <∞ a Yk ↗ Y .

Označme νk(B) = ν(B ∩ Yk), B ∈ T . Pak νk(Y ) = ν(Yk) < ∞. Z předchoźıho
skE = ν(B ∩ Yk) je měřitelná pro E ∈ S × T . Jelikož Ex ∩ Yk ↗ Ex, pak

sE(x) = ν(Ex) = lim
k→∞

ν(Ex ∩ Yk) = lim
k→∞

skE(x)

je měřitelná, nebot’ jde o limitu měřitelných funkćı.

Věta 3.7 (existence a jednoznačnost součinové mı́ry). Necht’ (X,S, µ), (Y, T , ν)
jsou prostory se σ-konečnou mı́rou. Potom existuje právě jedna mı́ra µ × ν na
S × T taková, že µ× ν(A×B) = µ(A) · ν(B) pro každou A ∈ S, B ∈ T .

Je-li Q ∈ S × T , pak

(µ× ν)(Q) =

∫
X

ν(Qx) dµ(x) =

∫
Y

µ(QY ) dν(y).

D̊ukaz. Pro Q ∈ S × T položme π1(Q) =
∫
X
ν(Qx) dµ(x).

1. Existence.

Funkce x 7→ ν(Qx) je nezáporná, měřitelná a tedy π1(Q) je dobře defi-
nováno. Ukážeme, že π1 je σ-konečná mı́ra.

Zřejmě π1(∅) =
∫
0 = 0, tedy π1 neńı identicky rovna nekonečno.
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Necht’ Qk ∈ S × T , k ∈ N po dvou disjunktńı, pak:

π1

( ∞⋃
k=1

Qk

)
=

∫
X

ν

(( ∞⋃
k=1

Qk

)
x

)
dµ(x) =

∫
X

∞∑
k=1

ν((Qk)x)

Levi
=

∞∑
k=1

∫
X

ν((Qk)x) dµ(x) =

∞∑
k=1

π1(Qk)

⇒ π1 je mı́ra.

Necht’ A ∈ S, B ∈ T , pak:

π1(A×B) =

∫
X

ν((A×B)x) dµ(x) =

∫
X

χA(x)ν(B) dµ(x)

= ν(B)

∫
X

χA(x) dµ(x) = µ(A) · ν(B).

2. Jednoznačnost.

Jelikož µ, ν jsou σ-konečné, pak existuj́ı Xk ↗ X, Yk ↗ Y takové, že
µ(Xk) <∞ a ν(Yk) <∞. Pak Xk × Yk ↗ X × Y a

π1(Xk × Yk) = ν(Xk) · µ(Yk) <∞ ⇒ π1 je σ-konečná mı́ra.

Podobně lze tyto vlastnosti dokázat pro π2 (druhý vzoreček).

Jednoznačnost plyne z Věty 3.4, nebot’ systém měřitelných obdélńık̊u je
uzavřený vzhledem k pr̊uniku.

Lemma 3.8 (měřitelnost řezu funkce). Necht’ (X, T ), (Y,S) jsou měřitelné pro-
story, f je S × T -měřitelná. Potom pro každé x ∈ X je fx : y 7→ f(x, y) T -
měřitelná a podobně pro každé y ∈ Y je fy S-měřitelná na X.

D̊ukaz. Zafixujeme x ∈ X, U ∈ R otevřená. Chceme ukázat, že f−1
x (U) ∈ T .

Jelikož f je S × T měřitelná, pak f−1(U) = {(x, y) ∈ X × Y : f(x, y) ∈ U} ∈
S × T .

Dle Věty 3.5 je (f−1(U))x ∈ T . Dále (f−1(U))x = {y ∈ Y : f(x, y) ∈ U} =
f−1
x (U) ⇒ f−1

x (U) ∈ T .

Věta 3.9 (Fubiniova věta). Necht’ (X,S, µ) a (Y, T , ν) jsou prostory se σ-
konečnou mı́rou a necht’ f je S×T -měřitelná funkce na X×Y . Předpokládejme,
že 0 ≤ f ≤ ∞ nebo f ∈ L1(X × Y, µ × ν). Potom pro µ-s.v. x ∈ X existuje
φ(x) =

∫
Y
fx dν, pro ν-s.v. y ∈ Y existuje ψ(y) =

∫
X
fy dµ a plat́ı∫

X×Y

f d(µ× ν) =

∫
X

φdµ =

∫
Y

ψ dν.

D̊ukaz. Dokážeme jen variantu s funkćı φ.
Postup d̊ukazu:
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1. platnost pro χA, A ∈ S × T

2. platnost pro s jednoduchou, měřitelnou a sk ↗ f ⇒ φsk ↗ φ

3. platnost pro f ≥ 0 měřitelnou

4. platnost pro f ∈ L1

Necht’ f ≥ 0, pak dle Lemma 3.8 je fx T -měřitelná a nezáporná, a tedy φ(x)
je dobře definovaná pro x ∈ X.

1. Necht’ A ∈ S × T , f = χA, pak:∫
X×Y

χA d(µ× ν) = (µ× ν)(A)
3.7
=

∫
X

ν(Ax) dν(x)

=

∫
X

∫
Y

χA(x, y) dν(y) dµ(x) =

∫
X

φdµ

2. Necht’ f ≥ s ≥ 0 je jednoduchá měřitelná, s =
∑k

i=1 αiχAi
, kde αi ≥ 0,

Ai po dvou disjunktńı. Pak∫
X×Y

s d(µ× ν) =

k∑
j=1

αi

∫
X×Y

χAi
d(µ× ν)

3.7
=

k∑
i=1

αi

∫
X

ν((Ai)x) dµ

=

∫
X

k∑
i=1

αiν((Ai)x) dµ =

∫
X

∫
Y

s dν sµ =

∫
X

φdµ.

3. Necht’ f ≥ 0 měřitelná. Pak existuj́ı sk ≥ 0 jednoduché měřitelné takové,
že sk ↗ f . Dle Leviho věty:∫

X×Y

f d(µ× ν)
Levi
= lim

k→∞

∫
X×Y

sk d(µ× ν).

Necht’ x ∈ X. Dle Leviho věty:

lim
k→∞

φsk(x) = lim
k→∞

∫
Y

(sk)x dν
Levi
=

∫
Y

lim
k→∞

(sk)x dν =

∫
Y

fx dν︸ ︷︷ ︸
φ(x)

Tedy:∫
X×Y

f d(µ× ν) = lim
k→∞

∫
X×Y

sk d(µ× ν) = lim
k→∞

∫
X

φk(x) dµ

Levi
=

∫
X

lim
k→∞

φk(x) dµ(x) =

∫
X

φdµ.
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4. Necht’ f ∈ L1(X × Y, µ× ν). Pak f = f+ − f− a f+, f− jsou nezáporné,
měřitelné - dle předchoźıho:∫

X×Y

f+ d(µ× ν) =

∫
X

φ+(x) dµ <∞ ⇒ φ+ <∞ µ-s.v.

Podobně φ− < ∞ ν-s.v. Pak φ = φ+ − φ− je definovaná µ-s.v. Vzorec
plyne odečteńım rovnost́ı.

Poznámka. Je-li φ∗(x) =
∫
Y
|fx| dν a

∫
X
φ∗ dµ <∞, nebo ψ∗(y) =

∫
X
|fy| dµ a∫

Y
ψ∗ dν <∞ pak f ∈ L1(X ×Y, µ× ν). (stač́ı použ́ıt Fubiniovu větu na funkci

|f | ≥ 0). ∫
X×Y

|f | d(µ× ν) =

∫
X

φ∗ dµ =<∞

Poznámka (značeńı). Pro n ∈ N znač́ı Bn systém všech borelovských množin v
Rn, Bn

0 systém všech lebegueovsky měřitelných množin.

Věta 3.10 (o součinu borelovských množin v Rn). Necht’ p, q ∈ N, pak

Bp × Bq = Bp+q ⊂ Bp
0 × Bq

0 ⊂ Bp+q
0

a Bp+q
0 je zúplněńım σ-algebry Bp

0 × Bq
0 vzhledem k Lp × Lq.

Poznámka. Z předchoźı věty plyne, že Lp+q je zúplněńım Lp × Lq. Z použit́ı
této informace lye V3.1 dokázat z V 3.9 a 3.10

3.4 Věta o substituci

Připomeneme (věta o s pro Newton̊uv integrál)

Poznámka (tvrzeńı z lineárńı algebry). Necht’ M je matice typu m× n. Potom
existuj́ı ortonormálńı matice A,B a diagonálńı matice C takové, že M = ACB.

Důsledek. Necht’ M je regulárńı matice typu m × n a φ je lineárńı zobrazeńı
dané vztahem φ(x) =Mx, x ∈ Rn. Pak pro každou otevřenou množinu O plat́ı:

Ln(φ(O)) = |det(M)|Ln(O).

Definice. Necht’ V ⊂ Rn je otevřená a φ : V → Rn je zobrazeńı tř́ıdy C1.
Definujeme Jakobiho matici zobrazeńı φ jako

Dφ(x) =


∂φ1

∂x1
(x) . . . ∂φ1

∂xn
(x)

...
. . .

...
∂φn

∂x1
(x) . . . ∂φn

∂xn
(x)


a jakobián tohoto zobrazeńı jako Jφ(x) = det(Dφ(X)), x ∈ V .
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Definice. Necht’ V ⊂ Rn je otevřená množina, φ : V → Rn je zobrazeńı tř́ıdy
C1. Řekneme, že φ je difeomorfismus, pokud φ je prosté a plat́ı Jφ(x) ̸= 0
pro všechna x ∈ V . (φ je regulárńı).

Věta 3.11 (věta o substituci). Necht’ V ⊂ Rn je otevřená množina, φ : V → Rn

je difeomorfismus. Necht’ M ⊂ φ(V ) je lebesgueovsky měřitelná, f : M → R je
lebesgueovsky měřitelná funkce. Pak:∫

M

f dLn =

∫
φ−1(M)

f ◦ φ|Jφ| dLn,

pokud má alespoň jedna strana smysl.

bez d̊ukazu

Př́ıklad (zobecněné polárńı souřadnice). Necht’ a, b > 0, V = {(r, α) ∈ R2 : r >
0, α ∈ (−π, π)}. Dále φ : V → R2 je dáno následuj́ıćım vztahem:

φ(r, α) = (ar cosα, ar sinα), (r, α) ∈ V.

φ ∈ C1(V ), φ je prosté - cvičeńı. Spoč́ıtáme jakobián: Jφ(r, α) = abr ̸= 0, tedy
φ je difeomorfismus.

φ(V ) = R2 \ ((−∞, 0]× {0}) - množina mı́ry 0.
⇒ R ⊂ R2 leb. měřitelná, f měřitelná na E, pak∫

E

f(x, y)

Př́ıklad (zobecněné válcové souřadnice). Necht’ a, b > 0, V = {(r, α, z) ∈ R, r >
0, α ∈ (−π, π)}. φ : V → R3 je dáno vztahem:

φ(r, α, z) = (ar cosα, br sinα, z), (r, α, z) ∈ V.

Pak φ je difeomorfismus, Jφ(r, α, z) = abr.

φ(V ) = R3 \ ((−∞, 0]× {0} × R)︸ ︷︷ ︸
mı́ry 0

Tedy je-li E ⊂ R3 lebesgueovsky měřitelná, f měřitelná na E, pak:∫
E

f(x, y, z) dL3(x, y, z) =

∫
φ−1(E)∩V

abr · f(ar cosα, br sinα, z) dL3(r, α, z),

má-li alespoň jedna strana smysl.

Př́ıklad (zobecněné sférické souřadnice). Necht’ a, b, c > 0, V = {(r, α, β) ∈
R3 : r > 0, α ∈ (−π, π), β ∈ (−π

2 ,
π
2 )} a φ : V → R3 je dáno vztahem:

φ(r, α, β) = (ar cosα cosβ, br sinα cosβ, cr sinβ),
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(r, α, β) ∈ V.
Lze ukázat, že φ je difeomorfismus (prostota - cvičeńı ;), Jφ(r, α, β) =

abcr2 cosβ ̸= 0 pro (r, α, β) ∈ V .
Je-li E ⊂ R3 lebesgueovsky měřitelná na E, pak∫

E

f(x, y, z) dL3(x, y, z) =

=

∫
φ−1∩V

abcr2 cosβf(ar cosα cosβ, br sinα cosβ, cr sinβ) dL3(r, α, β).

4 Rozklad měr, distribučńı funkce, r̊uzné druhy
konvergence

4.1 Prostory Lp a r̊uzné druhy konvergence

Definice. Necht’ (X,A, µ) je prostor s mı́rou, 1 ≤ p < ∞. Pak definujeme
prostor Lp(X,µ) jako:

Lp(X,µ) = {f : X → [−∞,∞] : f je měřitelná a ∥f∥Lp <∞},

kde

∥f∥Lp =

(∫
X

|f |p dµ
) 1

p

.

Poznámka.

(i) ∞p interpretujeme jako ∞.

(ii) Je-li f ∈ Lp, pak f je konečná µ-s.v. (to plat́ı i pro p = ∞).

Definice. Necht’ g : X → [0,∞] je měřitelná. Esenciálńı supremum g defi-
nujeme jako

ess sup g = inf{α ≥ 0 : µ({x ∈ X : g(x) > α}) = 0}.

Prostor L∞ definujeme jako:

L∞(X,µ) = {f : X → [−∞,∞] : ∥f∥L∞ = ess sup |f | <∞}.

Tvrzeńı (Čebyševova nerovnost). Necht’ 1 ≤ p <∞, f ∈ Lp(X,µ), c > 0. Pak:

µ ({x ∈ X : |f(x)| ≥ c}) ≤
∥f∥pLp

cp
.

D̊ukaz.

µ({x ∈ X : |f(x)| ≥ c}) =
∫
{x∈X:|f(x)|≥c}

1 dµ ≤
∫
{x∈X:|f(x)|≥c}

(
|f(x)|
c

)p

dµ

≤ 1

cp

∫
X

|f(x)|p dµ(x) =
∥f∥pLp

cp
.
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Definice. Necht’ X,A, µ je prostor s mı́rou, f, fk : X → R měřitelné funkce.

Řekneme, že fk konverguj́ı podle mı́ry µ k f , znač́ıme fk
µ−→ f , pokud pro

každé δ > 0 plat́ı

lim
k→∞

µ (x ∈ X : |fk(x)− f(x)| ≥ δ) = 0

Věta 4.1 (vztah konvergence v Lp a konvergence v mı́̌re). Necht’ (X,A, µ) je
prostor s mı́rou, 1 ≤ p < ∞, fk, f : X → R, funkce z Lp(X,µ). Pokud fk → f

v Lp(X,µ) (tj. ∥fk − f∥Lp
k→∞−→ 0), pak fk

µ−→ f .

D̊ukaz. Necht’ δ > 0, pak dle Čebyševa:

µ ({x ∈ X : |fk(x)− f(x)| ≥ δ}) ≤
∥fk − f∥pLp

δp
k→∞−→ 0,

tj. fk
µ−→ f.

Věta 4.2 (vztah konvergence s.v. a konvergence v mı́̌re). Necht’ (X,A, µ) je
prostor s mı́rou, µ(X) <∞ a necht’ fk, f : X → R jsou měřitelné.

(i) Necht’ fk → f µ-s.v., pak fk
µ−→ f .

(ii) Necht’ fk
µ−→ f , pak existuje vybraná podposloupnost fkj

, která konverguje
k f µ-s.v.

D̊ukaz.

(i) Dle předpokladu existuje N ∈ A, splňuj́ıćı µ(N) = 0 takové, že fk(x) →
f(x) pro všchna x ∈ X \N . Necht’ δ > 0. Označme

An = {x ∈ X : |fk(x)− f(x)| < δ pro všechna k ≥ n}.

Zřejmě An ⊂ An+1, n ∈ N.
Necht’ x ∈ X \ N , pak existuje n ∈ N ∀k ≥ n : |fk(x) − f(x)| < δ, tedy

x ∈ An. Tedy X \ N ⊂
∞⋃
k=1

An︸ ︷︷ ︸
Y

. Máme An ↗ Y , pak X \ N ⊂ Y ⊂ X

⇒ µ(Y ) = µ(X) <∞, nebot’ µ(N) = 0.

Ze spojitosti mı́ry:

∀ε > 0 ∃n0 ∈ N : µ(An0
) > µ(Y )− ε.

Tedy ∀ε > 0∃n0 ∈ N : µ(X \An) = µ(X)︸ ︷︷ ︸
µ(Y )

−µ(An0
) < ε, tedy ∀ε > 0∃n0 ∈

N ∀k ≥ n :
µ({x ∈ X : |fk(x)− f(x)| ≥ δ}) n→∞−→ 0,

tedy fn
µ−→ f .
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(ii) Dle předpokladu:

∀j ∈ N ∃kj ∈ N : µ

({
x ∈ X : |fkj

(x)− f(x)| ≥ 1

2j

})
≤ 1

2j
.

Tuto množinu označme Aj . Dále necht’ k1 < k2 < . . .. Označme:

A =

∞⋂
n=1

 ∞⋃
j=n

Aj

⇒ µ(A) ≤
∞∑
j=n

1

2j
=

1

2n−1
⇒ µ(A) = 0.

Ukážeme, že fkj (x) → f(x) pro x ∈ X \A.

X \A = X \

 ∞⋂
n=1

 ∞⋃
j=n

Aj

 =

∞⋃
n=1

 ∞⋂
j=n

X \Aj

 .

Tedy je-li x ∈ X \ A, pak existuje n ∈ N takové, že x ∈
⋂∞

j=nX \ Aj ⇒
x ∈ X \Aj pro j ≥ n⇒

∣∣fkj (x)− f(x)
∣∣ ≤ 1

2j pro j ≥ n

⇒ lim
j→∞

fkj
(x) = f(x) pro x ∈ X \A.

Př́ıklad.

1. klouzaj́ıćı hrbol. Necht’ fk jsou jako na obrázku:

Pak fk → 0 v Lp, 1 ≤ p <∞, fk → 0 v mı́̌re, ale fk ↛ 0 s.v.

2.

fk =
1

kx
, x ∈ (0, 1).

fk(z) → 0 pro x ∈ (0, 1), fk → 0 v mı́̌re, ale fk ↛ 0 v Lp, nebot’ fk /∈
Lp, 1 ≤ p ≤ ∞.

4.2 Radonova-Nikodýmova věta

Definice. Necht’ (X,A) je měřitelný prostor, µ, ν jsou mı́ry na (X,A). Řekneme,
že ν je absolutně spojitá vzhledem k µ, ṕı̌seme ν ≪ µ, pokud pro každou
A ∈ A plat́ı: µ(A) = 0 ⇒ ν(A) = 0.

Řekneme, že ν je singulárńı vzhledem k µ, ṕı̌seme ν ⊥ µ, pokud existuje
S ∈ A taková, že µ(S) = 0 a ν(X \ S) = 0.

Př́ıklad.
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Obrázek 3: Klouzaj́ıćı hrbol

1. Necht’ (X,A, µ) je prostor s mı́rou, f ≥ 0 měřitelná na X. Pak ν(A) =∫
A
f dµ, A ∈ A je mı́ra na (X,A), která je absolutně spojitá vzhledem k

µ. Ukážeme, že se jedná o mı́ru: ν(∅) = 0, tedy ν neńı identicky rovna
nekonečno. Dále mějme Ak ∈ A po dvou disjunktńı. Pak:

ν

( ∞⋃
k=1

Ak

)
=

∫
X

fχ∪Ak
dµ =

∫
X

∞∑
k=1

fχAk
dµ

Levi
=

∞∑
k=1

∫
X

fχAk
dµ

=

∞∑
k=1

ν(Ak)

Nyńı ukážeme absolutńı spojitost. µ(A) = 0 ⇒
∫
A
f dµ = 0 = ν(A).

2. Necht’ x ∈ R, pak δx ⊥ L1, kde δx je Diracova mı́ra, nebot’ δx(R\{x}) = 0
a L1({x}) = 0.

Definice. Necht’ (X,A) je měřitelný prostor, µ : A → [−∞,∞]. Řekneme, že
µ je znaménková mı́ra, pokud:

(i) µ(∅) = 0,

(ii) µ nabývá nejvýše jedné z hodnot {−∞,∞},

(iii) jsou-li Ak ∈ A po dvou disjunktńı, pak plat́ı µ (
⋃∞

k=1Ak) =
∑∞

k=1 µ(Ak).

Věta 4.3 (Hahn̊uv rozklad). Necht’ (X,A) je měřitelný prostor, µ je znaménková
mı́ra na (X,A). Potom existuje P ∈ A taková, že pro každou A ∈ A plat́ı

µ(A ∩ P ) ≥ 0
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a
µ (A ∩ (X \ P )) ≤ 0.

D̊ukaz. Bez d̊ukazu.

Věta 4.4 (Radonova-Nikodýmova). Necht’ (X,A) je měřitelný prostor, µ, ν
jsou konečné mı́ry na (X,A). Pak následuj́ıćı podmı́nky jsou ekvivalentńı:

(i) ν ≪ µ,

(ii) existuje f ∈ L1((X,A)) taková, že ν(A) =
∫
A
f dµ pro všechna A ∈ A.

D̊ukaz.

1. (ii) ⇒ (i): viz př́ıklad.

2. (i) ⇒ (ii): Položme

M = {g ≥ 0 měřitelná na X : ∀A ∈ A plat́ı

∫
A

g dµ ≤ ν(A)}.

Zjevně je M neprázdná, nebot’ g ≡ 0 ∈ M.

Je-li g1, g2 ∈ M, pak max{g1, g2} ∈ M. Necht’ A ∈ A, položme A1 = {x ∈
A : g1(x) ≥ g2(x)}. Pak∫
A

max{g1, g2} dµ =

∫
A1

g1 dµ+

∫
A\A1

g2 dµ ≤ ν(A1)+ ν(A \A1) = ν(A).

Existuje posloupnost {gk} ⊂ M taková, že
∫
X
gk dµ

µ−→ sup
{∫

X
g dµ : g ∈ M

}
.

Položme fk = max{g1, g2, . . . , gk}, pak fk ∈ M, fk ≥ gk a tedy:∫
X

fk dµ
k→∞−→ sup

{∫
X

g dµ : g ∈ M
}
.

Dále 0 ≤ fk ≤ fk+1 je monotónńı posloupnost (vyb́ırám max ze zvětšuj́ıćı
se množiny) a tedy existuje f = limk→∞ fk. Z Leviho věty:

lim
k→∞

∫
X

fk dµ =

∫
X

lim
k→∞

fk dµ = sup

{∫
X

g dµ : g ∈ M
}
.

f ∈ M, nebot’ pro A ∈ A:∫
A

f dµ = lim
k→∞

∫
A

fk dµ︸ ︷︷ ︸
≤ν(A)

≤ ν(A).

Položme

λ0(A) = ν(A)−
∫
A

f dµ.
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Pak λ0 je (nezáporná) mı́ra. Chceme ukázat, že λ0(A) = 0 pro A ∈ A -
sporem.

Pro spor předpokládejme, že λ0(X) > εµ(X) pro nějaké ε > 0. Plat́ı, že
λ0 − εµ je znaménková mı́ra. Nalezneme P ∈ A z Hahnova rozkladu, tj.
∀A ∈ A:

(λ0 − εµ)(A ∩ P ) ≥ 0 a (λ0 − εµ) (A ∩ (X \ P )) ≤ 0.

Ukážeme, že µ(P ) > 0. Opět sporem. Tentokrát pro spor předpokládejme,
že µ(P ) = 0. Z ν ≪ µ plyne ν(P ) = 0 ⇒ λ0(P ) = 0. Pak ale

0 < λ0 − εµ(X) = (λ0 − εµ)(P )︸ ︷︷ ︸
=0

+(λ0 − εµ)(X \ P )︸ ︷︷ ︸
≤0

≤ 0,

spor - tedy µ(P ) je kladné.

Z Hahnova rozkladu λ0(A ∩ P ) ≥ εµ(A ∩ P ), A ∈ A.

Ukážeme, že f + εχP ∈ M:∫
A

(f + εχP ) dµ = εµ(A ∩ P ) +
∫
A

f dµ ≤ λ0(A ∩ P ) +
∫
A

f dµ

≤ λ0(A) +

∫
A

f dµ = ν(A).

Ale ∫
X

(f + εχP ) dµ =

∫
X

f dµ+ εµ(P )︸ ︷︷ ︸
≥0

>

∫
X

f dµ,

spor, jelikož f je supremum M.

Tedu ν(A) =
∫
A
f dµ, A ∈ A.

Věta 4.5 (Lebesgue̊uv rozklad). Necht’ (X,A) je měřitelný prostor, µ, ν jsou
mı́ry na (X,A) takové, že ν je σ-konečná. Potom existuje jednoznačný rozklad
ν = νa + νs takový, že νa ≪ µ a νs ⊥ µ.

D̊ukaz.

1. existence rozkladu. Předpokládejme, že ν(X) <∞. Označme M = {E ∈

A : µ(E) = 0}. Pak existuj́ı Bj ∈ M takové, že ν(Bj)
j→∞−→ sup{ν(E) :

E ∈ M}.
Označme B =

⋃∞
j=1Bj , pak B ∈ M, ν(B) = sup{ν(E) : E ∈ M}. Pro

A ∈ A položme νs(A) = ν(A ∩B) a νa(A) = ν(A ∩ (X \B)) = ν(A \B).

• νs ⊥ µ: µ(B) = 0, νs(X \B) = νs((X \B) ∩B) = νs(∅) = 0.
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• νa ≪ µ: Necht’ µ(A) = 0. Chceme νa(A) = 0. Pro spor předpokládejme,
že existuje C ∈ A taková, že µ(C) = 0, νa(C) > 0. Vı́me νa(C) =
ν(C \B). Pak B ∪ C ∈ M, ale

ν(B ∪ C) = ν(C \B) + ν(B) > ν(B),

spor. Tedy νa(C) = 0.

Nyńı necht’ ν(X) = ∞. Pak existuj́ı Xj takové. že Xj ↗ X, ν(Xj) < ∞.
Položme Yk = Xk \Xk−1, k ≥ 2, Y1 = X1. Pak Yk jsou po dvou disjunktńı.
νk(A) = ν(A∩ Yk) je konečná mı́ra - můžeme na ni použ́ıt předchoźı část
d̊ukazu. Nalezneme rozklad νk = νks + νka . Pak

ν =

∞∑
k=1

νk, hledaný rozklad je νa =

∞∑
k=1

νka a νs =
∞∑
k=1

νks .

2. jednoznačnost rozkladu. Necht’ ν = νs + νa = ν′s + ν′a jsou takové, že
existuj́ı B,B′ ∈ A že µ(B) = 0, νs(X \B) = 0, µ(B′) = 0, νs(X \B′) = 0.

Necht’ A ∈ A. Označme C = A ∩ (B ∪ B′), D = A \ (B ∪ B′). Pak
A = C ∪ D. Pak µ(C) ≤ µ(B) + µ(B′) = 0 ⇒ νa(C) = ν′a(C) = 0. Pak
ν(C) = νa(C)︸ ︷︷ ︸

=0

+νs(C) = ν′a(C)︸ ︷︷ ︸
=0

+ν′s(C) ⇒ νs(C) = ν′s(C).

Nav́ıc νs(X\B) = ν′s(X\B′) = 0. D ⊂ X\(B∪B′) ⇒ νs(D) = ν′s(D) = 0.
Proto:

ν(D) = νs(D)︸ ︷︷ ︸
=0

+νa(D) = ν′s(D)︸ ︷︷ ︸
=0

+ν′a(D) ⇒ νa(D) = ν′a(D).

Dohromady νs(A) = ν′s(A), νa(A) = ν′a(A).

4.3 Distribučńı funkce

Definice. Řekneme, že F : R → R je distribučńı funkce, je-li neklesaj́ıćı,
zprava spojitá, F (−∞) = limx→−∞ = 0 a F (∞) = limx→∞ = 1.

Př́ıklad. 1. F (x) = P(výsledek hodu kostkou ≤ x).

F (x) =



0 x < 1
1
6 1 ≤ x < 2
1
3 2 ≤ x < 3
1
2 3 ≤ x < 4
2
3 4 ≤ x < 5
5
6 5 ≤ x < 6

1 6 ≤ x

.
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2.

F (x) =
1√
2π

∫ x

−∞
e−

t2

2 dt

Definice. Řekneme, že µ j borelovská mı́ra na Rn, je-li to mı́ra na (Rn,B(Rn)).

Věta 4.6 (existence distribučńı funkce). Necht’ µ je borelovská pravděpodobnostńı
mı́ra na R. Definujeme:

F (x) = µ((−∞, x]) pro x ∈ R.

Potom F je distribučńı funkce.

D̊ukaz.

1. F je neklesaj́ıćı

Necht’ x < y. Pak F (x) = µ((−∞, x]) ≤ µ((−∞, y]) = F (y).

2. F je zprava spojitá

Necht’ {xn} je posloupnost v R splňuj́ıćı xn ↘ x. Pak (−∞, xn] ↘ (−∞, x].
Dle spojitosti mı́ry máme

F (x) = µ((−∞, x]) = lim
n→∞

µ((−∞, xn]) = lim
n→∞

F (xn).

3. F (∞) = 1

F je neklesaj́ıćı a tedy F (∞) existuje. Plat́ı (−∞, n] ↗ R a tedy ze spo-
jitosti mı́ry

lim
n→∞

F (n) = lim
n→∞

µ((−∞, n]) = µ(R) = 1.

Z Heineho věty je F (∞) = limn→∞ F (n) = 1

4. F (−∞) = 0

Z monotonie F existuje F (−∞).

lim
n→∞

F (−n) = lim
n→∞

µ((−∞,−n]) = µ(∅) = 0.

Z Heineho věty F (−∞) = limn→∞ F (−n) = 0.

Věta 4.7 (charakterizace distribučńı funkce). Necht’ F je distribučńı funkce.
Potom existuje právě jedna borelovská mı́ra µ na R splňuj́ıćı F (x) = µ((−∞, x])
pro x ∈ R.

D̊ukaz.
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1. jednoznačnost

Mějme dvě takové mı́ry, µ1, µ2. Necht’ (a, b] ∈ R, pak

µ1((a, b]) = µ1((−∞, a])−µ1((−∞, b]) = µ2((−∞, a])−µ2((−∞, b]) = µ2((a, b]).

Označme S = {(a, b], a, b ∈ R}. Pak S je uzavřený vzhledem k pr̊unik̊um.
Dále µ1, µ2 jsou konečné. Z věty o jednoznačnosti mı́ry plat́ı µ1 = µ2 na
σ(S) = B(R).

2. existence

Pro x ∈ R definujeme následuj́ıćı zobrazeńı:

Φ(x) =

{
F (x) je-li F spojitá v x

[F (x−), F (x+)] jinak
.

Dále pro E ⊂ R definujeme Φ(E) =
⋃

x∈E Φ(x). Ukážeme, že Φ(E) ∈ B(R)
pro všechna E ∈ B(R).
Označme A = {E ⊂ R : Φ(E) ∈ B(R)}. Ukážeme, že A je σ-algebra a
obsahuje intervaly.

Necht’ I ⊂ R je interval, pak Φ(I) je interval a tedy Φ(I) ∈ B(R), tedy A
obsahuje intervaly.

Nyńı ukážeme, že A je σ-algebra:

(i) Φ(R) ∈ {(0, 1), (0, 1], [0, 1), [0, 1]}. Všechny tyto možnosti patř́ı do
B(R) ⇒ R ∈ A.

(ii) Necht’ E ∈ A, pak

Φ(R \ E) = (Φ(R \ E) ∪ S1),

kde S1 ⊂ S := {y ∈ [0, 1] : F−1(y) = má v́ıce než jeden bod}.
Tvrd́ıme, že S je spočetná. Je-li y ∈ S, pak existuje neprázdný
otevřený interval (ay, by) takový, že F (x) = y pro x ∈ (ay, by). Dále
y1 ̸= y2 ⇒ (ay1

, by1
) ∩ (ay2

, by2
) = ∅. Necht’ qy ∈ (ay, by) ∩ Q, pak

y 7→ qy je prosté zobrazeńı S → Q. Tedy S je spočetná. Speciálně S1

je spočetná a tedy borelovská.

Dále Φ(R) \ Φ(E) ∈ B(R) ⇒ Φ(R \ E) ∈ B(R) ⇒ R \ E ∈ A.

(iii) Necht’ Ej ∈ A, j ∈ N, pak

Φ(

∞⋃
j=1

Ej) =

∞⋃
j=1

Φ(Ej)︸ ︷︷ ︸
∈B(R)

∈ B(R),

tedy
⋃∞

j=1Ej ∈ A.
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Ukázali jsme, že Φ(E) ∈ B(R) pro E ∈ B(R).
Definujme µ(E) = L1(Φ(E)) pro E ∈ B(R).
µ je mı́ra: µ(∅) = 0, tedy µ neńı identicky rovna ∞. Dále necht’ Ej ∈ B(R)
jsou po dvou disjunktńı, pak pro j ̸= k plat́ı:

Φ(Ej) ∩ Φ(Ek) ⊂ S, L1(S) = 0 = L1(Φ(Ej) ∩ Φ(Ek)).

µ(

∞⋃
j=1

Ej) = L1(Φ(

∞⋃
j=1

Ej)) =

= L1(Φ(E1))+L1 (Φ(E2) \ Φ(E1))︸ ︷︷ ︸
lǐśı se od E2 o mn. mı́ry 0

+L1(Φ(E3)\(Φ(E2)∪Φ(E3))) . . . =

∞∑
j=1

L1(Φ(Ej)) =

∞∑
j=1

µ(Ej)

µ je pravděpodobnostńı: µ(R) ?
= 1.

Φ(R) ∈ {(0, 1), (0, 1], [0, 1), [0, 1]} ⇒ µ(R) = 1.

Nakonec chceme : F (x) = µ((−∞, x]):

Necht’ x ∈ R, pak Φ((−∞, x]) ∈ {(0, F (x)], [0, F (x)]} ⇒ µ((−∞, x]) =
L1(Φ((−∞, x])) = F (x).
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