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V¥ta (Spektrální rozklad normálního
operátoru)

Nech´ A : V → V je normální operátor, Pλ : V → V operátor

ortogonální projekce na vlastní podprostor p°íslu²ný vlastnímu

£íslu λ. Pak A =
∑

λ∈σ(A) λPλ.

D·kaz.
Nech´ (ui)

n
1 je ortonormální báze, vzhledem k níº má A

diagonální matici. Vektor ui je vlastním vektorem A s vlastním
£íslem λ ∈ σ(A), takºe Pλui = ui a Pµui = 0, pokud µ 6= λ.
Pravá i levá strana rovnosti tedy mají na ui hodnotu λui,
rovnají se proto na bázi a tudíº i jako operátory.



V p°íklad¥ na konci minulé p°edná²ky jsme zapsali matici

A =

 0 2 2
2 0 2
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
jako sou£in UDUT , kde U je ortogonální matice, tedy jako

1√
3

1√
2

1√
6

1√
3
− 1√

2
1√
6

1√
3

0 − 2√
6


 4 0 0

0 −2 0
0 0 −2




1√
3

1√
3

1√
3

1√
2
− 1√

2
0

1√
6

1√
6
− 2√

6


Zapí²eme-li U = (u1|u2|u3), dá ♣ se to p°epsat jako

A = 4u1u
T
1 − 2(u2u

T
2 + u3u

T
3 ) = 4Pu1 − 2P〈u2,u3〉,

coº je práv¥ p°íklad spektrálního rozkladu.



V¥ta
Vlastní £ísla samosdruºeného operátoru A : V → V jsou reálná.

D·kaz.
Pokud Av = λv, v 6= 0 a A = A∗, pak

λ‖v‖2 = 〈v, λv〉 = 〈v,Av〉 = 〈A∗v, v〉 = 〈Av, v〉 = 〈λv, v〉 = λ̄‖v‖2

Unitární operátor U : V → V je takový, jehoº inverzní operátor
U−1 je roven jeho operátoru sdruºenému U∗. Pak ∀v, w ∈ V

〈v, w〉 = 〈v,U∗Uw〉 = 〈Uv,Uw〉,

neboli U zachovává skalární sou£in. Tedy i ∀v ∈ V : ‖Uv‖ = ‖v‖
a pokud je v 6= 0 vlastní vektor s vlastním £íslem λ ∈ C, musí
být ‖v‖ = ‖λv‖ = |λ|‖v‖, neboli λ = eiφ pro n¥jaké φ ∈ R.



Ve skute£nosti je moºné ♣ v²echny tyto vlastnosti formulovat
jako ekvivalentní charakterizace unitárního operátoru:

Tvrzení
Nech´ (V, 〈, 〉) je unitární prostor a U : V → V operátor. Pak

jsou následující výroky ekvivalentní:

1. U je unitární

2. ∀v ∈ V : ‖Uv‖ = ‖v‖
3. ∀v, w ∈ V , 〈Uv,Uw〉 = 〈v, w〉
4. U := [U]BB je unitární matice pro B ON bázi V .

5. Je-li (vi)
n
1 ON báze V , pak je jí i (Uvi)n1 .

6. U je normální operátor, jehoº vlastní £ísla leºí na

jednotkové kruºnici.



Je-li W podprostor unitárního prostoru V a máme-li
(w1, . . . , wk) jeho ON bázi, umíme spo£ítat OG projekci PW
jako sou£et jednotlivých Pwi . Je-li V = Cn se standardním
skalárním sou£inem a W je zadán jako sloupcový prostor n¥jaké
matice A ∈ Cn×k, dá se výsledek p°epsat ve form¥

[PImA]KK = QQ+,

kde Q je matice z QR-rozkladu matice A. Um¥li bychom matici
[PImA]KK nalézt i bez hledání ON báze nebo QR-rozkladu?

Definice
Je-li (u1, . . . , uk) posloupnost vektor· unitárního prostoru
(V, 〈, 〉) nad F, pak Gramovou maticí této posloupnosti
rozumíme matici G ∈ Fk×k, pro niº Gij = 〈ui, uj〉.

I Gramova matice je hermitovská.
I Je-li B ON báze V a A = ([u1]

B| . . . |[uk]B), pak G = A+A.
I G je regulární, práv¥ kdyº je posloupnost(u1, . . . , uk) LN ♣.



Pokud v ∈ V , pak vektor w =
∑k

i=1 xiui ∈ 〈u1, . . . , uk〉 =: W je
roven OG projekci PW (v), práv¥ kdyº ∀i : ui ⊥ v − w, neboli

〈ui, v〉 = x1〈ui, u1〉+ . . .+ xk〈ui, uk〉

To je soustava rovnic Gx = y ∈ Fk, kde yi := 〈ui, v〉. Ozna£me
b = [v]B ∈ Fn, pak lze tuto soustavu p°epsat jako

A+Ax = A+b

To je tzv. normální soustava p°íslu²ející soustav¥ Ax = b, která
v sou°adnicích odpovídá hledání x, aby

∑k
i=1 xiui = v. Není-li

v ∈W , tedy nemá-li p°eur£ená soustava Ax = b °e²ení, nalezne
její normální soustava aproximativní °e²ení minimalizující
‖
∑k

i=1 xiui − v‖ nebo téº ‖Ax− b‖. Má-li A LN sloupce, je
A+A regulární a x = (A+A)−1A+b. Matice PW je pak vid¥t z

[PW ]BB[v]B = [w]B =

k∑
i=1

xi[ui]
B = Ax = A(A+A)−1A+[v]B



Klasický p°íklad je (lineární) regrese, tj. �tování funkce zadané v
n bodech tzv. metodou nejmen²ích £tverc·. Minimalizace výrazu

n∑
i=1

|axi + b− yi|2

vzhledem k a, b ∈ R se zadanými (xi, yi), i ∈ {1, . . . , n} vede na
aproximativní °e²ení p°eur£ené soustavy lineárních rovnicx1 1
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 ,

jejíº normální soustava je(∑n
i=1 x
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Tu je moºné explicitn¥ vy°e²it t°eba Cramerovým pravidlem.


