LINEARNI ALGEBRA II (PRO FYZIKY)
MATICE ORTOGONALNICH PROJEKCI

Dalibor Smid

MFF UK



VETA (SPEKTRALNI ROZKLAD NORMALNIHO
OPERATORU)

Necht A -V =V je normdini operdtor, Py : V. — V operdtor
ortogondlni projekce na vlastni podprostor prislusny vlastnimu

cislu X. Pak A =350 AP

DUKAZ.

Necht (u;)} je ortonormalni baze, vzhledem k niz ma A
diagonélni matici. Vektor u; je vlastnim vektorem A s vlastnim
¢islem A € o(A), takze Pyu; = u; a Pyu; = 0, pokud p # A.
Prava i leva strana rovnosti tedy maji na u; hodnotu Au;,
rovnaji se proto na bézi a tudiz i jako operatory. O



V pifkladé na konci minulé pfednasky jsme zapsali matici
0 2 2
A= 2 0 2
2 20

jako sou¢in UDUT, kde U je ortogonélni matice, tedy jako

1 1 1 1 1 1
B OVie 4.0 0 B Vi s
1 1 1 0 —2 0 1 1 0
PG 0 o ooy
w0 =% - v

Zapiseme-li U = (uj|uz|us), da & se to piepsat jako
A= 4u1u1T — 2(u2ug + u3u3T) = 4Py, — 2Py, uy)»

coz je praveé priklad spektralnfho rozkladu.



VETA
Vlastni ¢isla samosdruZeného operdtoru A 1V — V jsou redlnd.

DUKAZ.
Pokud Av = Av, v #0 a A = A*, pak

M[]|2 = (v, ) = (v, Av) = (A*v,v) = (Av,v) = (\v,v) = \|v||?

O]

Unitarni operator U : V — V je takovy, jehoz inverzni operator
U~! je roven jeho operatoru sdruzenému U*. Pak Vv, w € V

(v,w) = (v, U Tw) = (Uv, Uw),

neboli U zachovéava skalarni soucin. Tedy i Vo € V' : ||Uv]| = ||v]|
a pokud je v # 0 vlastni vektor s vlastnim ¢islem A € C, musi
byt ||v]| = |[Av]| = |A]||lv]|, neboli A = €% pro n&jaké ¢ € R.



Ve skuteénosti je mozné & vsechny tyto vlastnosti formulovat
jako ekvivalentni charakterizace unitarniho operéatoru:

TVRZENI
Necht (V,(,)) je unitdrni prostor a U:V — V operdtor. Pak
jsou ndsledugici vijroky ekvivalentni:

1. U je unitdrnd

Vo eV |[Uv] = vl

Vo, w eV, (Uv, Uw) = (v, w)

U := [U)B je unitdrni matice pro B ON bdzi V.
Je-li (v;)} ON bdze V', pak je ji i (Uv;)T.

U je normdlni operdtor, jehoZz vlastni ¢isla lezi na
jednotkové kruznica.

Sy UL = W N



Je-li W podprostor unitarnfho prostoru V a mame-li

(w1, ...,wg) jeho ON bazi, umime spocitat OG projekci Py
jako soucet jednotlivych P,,. Je-li V = C" se standardnim
skaldrnim souc¢inem a W je zadan jako sloupcovy prostor néjaké
matice A € C"** da se vysledek p¥epsat ve formé

[PImA]§ = QQ+a

kde @ je matice z QR-rozkladu matice A. Uméli bychom matici
[Prm A]% nalézt 1 bez hledani ON baze nebo QR-rozkladu?

DEFINICE

Je-li (uq,...,ux) posloupnost vektori unitarniho prostoru
(V,{(,)) nad F, pak Gramovou matici této posloupnosti
rozumime matici G € F*** pro niz Gy; = (u;, uj).

» Gramova matice je hermitovska.
» Je-li B ON baze V a A = ([u1]?]...|[ux]?), pak G = AT A.
» G je regularni, pravé kdyZ je posloupnost(uq,...,u;) LN é&.



Pokud v € V, pak vektor w = Zle xiu; € (U, ... up) = W je
roven OG projekci Py (v), praveé kdyz Vi : u; L v — w, neboli

(ug, v) = x1(ui,ur) + ... + z(ug, ug)

To je soustava rovnic Gx =y € F¥, kde ; := (u;,v). Oznacme
b = [v]® € F", pak lze tuto soustavu p¥epsat jako

ATAx = A"Db

To je tzv. normdlni soustava pFisludejici soustavé Ax = b, ktera
v soufadnicich odpovid4 hledani x, aby Zle xiu; = v. Neni-li
v € W, tedy nema-li pfeurcend soustava Ax = b FeSeni, nalezne
jeji normalni soustava aproximativni feSeni minimalizujici

I Zle x;u; — v|| nebo téz ||Ax — b||. M&-li A LN sloupce, je
At A regularni a x = (AT A)"'ATb. Matice Py je pak vidét z

k
[Pw]Bl])” = [w]” = sz‘[uz’]B = Ax = A(ATA) T AT o]



Klasicky ptiklad je (linearni) regrese, tj. fitovani funkce zadané v
n bodech tzv. metodou nejmensich étverci. Minimalizace vyrazu

n
Z laz; +b — y;|?
i=1

vzhledem k a,b € R se zadanymi (z;,v;),7 € {1,...,n} vede na
aproximativni feSen{ pfeuréené soustavy linedrnich rovnic

Ty 1 Yn

jejiz normalni soustava je

(%) () ()

Tu je mozné explicitné vyfesit tFfeba Cramerovym pravidlem.



