3 Dobre rozloZzeny polynom — hnojivo algebry

Resgeni
Verze ze dne 4. bfezna 2025

Cile cviceni: Tentokrat se podivame na otazku délitelnosti, algoritmus déleni a proces rozkladani v okru-
zich polynomii. V§imneme si, zZe déleni se zbytkem celych ¢isel a redlnych polynomii funguje obdobné
také v obecnych okruzich polynomt, a nad nékterymi télesy se polynomy nauc¢ime rozklddat na soucin
dale nerozlozitelnych polynomt. Rovnéz nam jiz zndmy vypocet nejvétsiho spolecného délitele tspésné
aplikujeme na polynomy.

Ulohy, které bychom ur¢ité méli umét Fesit:

Uloha 3.1. Délte se zbytkem polynomy

(a) '+ 323 +42® +x+3aa?+2 v Zz],
(b) z*+ 323 +42* + x4+ 3 a 2® + 2 v Zs[z],

)
)
() 20+ 2%+ 2"+ a5+ 3+ +rax+1v Zz],
(d) 2" —1aa™ —1 v oboru Z[z],

)

(e) zy* +vy a x +y v oborech (Z[z])[y] a (Z[y])[x].

Reseni. (a) Postupujeme standardné algoritmem dé&leni se zbytkem:

xt 43x3 4422 4+ 43 2242 = 224 3x+2

—zt — 222
= 322 222 4z +3
—323 —6z
= 202 —bx +3
—2x? —4

— —hxr —1

Spocitali jsme, ze 2* + 32% + 4d2* + v + 3 = (2* + 3z + 2)(2* + 2) — (5x + 1) v Zlz],

(b) V oboru v Zs|x] sta¢i pfedchozi vysledek upravit modulo 5, proto dostaneme

o'+ 3% + 4 + 2+ 3= (2® +3r +2)(2* +2) + 4.

(c) Stejnym postupem jako v (a) ovSem s pocitanim modulo 2 snadno spocteme, Ze
P+ttt = (04 D+ )+ L

(d) Nejprve vydélime se zbytkem n = gm +r v N, kde 0 < r < m, a poté nahlédneme (tfeba pomoci
déleni se zbytkem polynomt), Ze
1= Z xzm

tedy



a proto

q—1
2t —1=za"(a™ — 1)23;“” + 2" — 1.
i=0
Tedy dostavame podil 7 32970 2™ = 3970 27+ a ghytek 2" — 1.
(e) Nejprve provedeme déleni v oboru (Z[x])[y], tedy chdpeme uvedené polynomy jako s neznadmou y a
koeficienty v Z[x]. Mame tedy

zy? +y +0 : y+x = zy+ (1—2%).
—ay? —?y
= (1-2Yy +0
—(1-2Yy —(z—2%)
= -

Uloha 3.2. Dokazte pomoci 3.1(d), ze 2™ — 1 | 2™ — 1 v Z[x] pravé tehdy, kdyz m | n.

ReSeni. Vidime, 7ze 2™ — 1 | 2 — 1, pravé kdyz 2" — 1 = 0, coZ nastava pravé tehdy, kdyz r = 0, coz je
ekvivalentni podmince m | n.

Uloha 3.3. Spocitejte v oborech Clx], R[z], Q[z], Zs[z] a Zs|x] ireducibilni rozklady polynomt (a) 2°® — 2,
(b) x* — 2% — 2.

Reseni. V Cl[z] se viechny polynomy rozkladaji na kofenové éinitele, které v nasem piipadé snadno
spocitame:
2
3 1 V3 1 V3
3 _ 2mij/3 3 _ 3 . .
x°—2= r—eIBY) = (x—V2) |24+ =+ =i | |24+ —= — —=i
LI JZlem vy ( it )\t
at =2 —2=(z+i)(z —i)(z+V2)(z — V2).

V oboru R[z] slou¢ime ryze komplexni kofeny polynomt do ireducibilniho faktoru stupné 2:
P —2=(x—V2)(2®+V2u+ V1), z'—2?—2=(2"+1)(z+V2)(z—V2).

V oboru Q[z] se musime pomoci sou¢inu zbavit faktort z R[z] obsahujici iracionalni koeficienty, to zna-
men4, Ze z° — 2 je ireducibilni (také si mizeme ekvivalentné uvédomit, Ze nemd %4dné racionalni kofeny
a jeho stupeti je < 3) a 2t — 2% — 2 = (22 + 1)(2% — 2).

Nyni se podivame na rozklady nad koneénymi télesy. Nejprve upravime polynom z*® — 2 i rozklad 2% —
2?2 —2 = (2% +1)(z* — 2) modulo prvoéislo 3 a 5, a protoZe jsou viechny uvazované faktory stupné nejvyse
3, staci z nich vytknout korenové ¢initele. Tedy

2=+ 1=(+1)3 2" -2 —2=(22 + (2> +1) = (2® +1)? € Z3|n],

2= +3=(r+2)(2*+3z+4), ' —2*—2= (2 + 1)(2* +3) = (v + 2)(z + 3)(z* + 3) € Zs[z].

V oboru Zs[z] je polynom z? + 1 nerozlozitelny, jelikoz je to kvadraticky polynom bez kofene v Zs, a
analogicky se také zdiivodni ireducibilita 2 + 3 € Zs[z].

Uloha 3.4. Dokazte, Ze viechny ireducibilni polynomy v R[z] maji stupen < 2.
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Reseni. Nechf f € R[z] je stupné aspoii 1. Pokud je f lichého stupné, vime, Ze mé realny kofen a,
proto (x — «) | f v oboru R[z| a f je v R[z] ireducibilni, pravé kdyz deg(f) = 1. Je-li f sudého stupné,
pak sice redlny kofen mit nemusi, ale pokud ma komplexni kofen o € C \ R, pak ma za kofen i a.
Oznacme s = (x —a)(x —a) | fypakz (x —a) | fa(z—a) | f mdme s | f v C[z], zdroven ovSem
s = 2% + 2Re(a) + |af* € Rx], takZe také f/s € R[z]. Je-li tedy f ireducibilni, musi v tomto piipadé mit
stupen 2.

Uloha 3.5. Najdéte vSechny ireducibilni polynomy nad Z, stupné nejvyse 3.

ResSeni. Nulové ani konstantni polynomy nad télesem z definice nejsou ireducibilni. Protoze je polynom
kladného stupné nad télesem ireducibilni, pravé kdyz ho nelze napsat jako souc¢in dvou polynomi kladného
stupné, a protoze vime, Ze deg(ab) = deg(a) + deg(b) pro vSechny nenulové polynomy a, b, jsou oba
polynomy stupné 1, tedy x, = + 1 jisté ireducibilni. Dale si uvédomime, ze polynomy stupné 2 a 3 jsou
ireducibilni, pravé kdyz nemaji faktor stupné 1, coz nastava pravé tehdy, kdyz nemaji kofen. Protoze
polynom ma koten 0, pravé kdyz méa nulovy absolutni ¢len a nad Z; méa koren 1, prave kdyz obsahuje
sudy pocet nenulovych monomt 27, hleddme pravé polynomy s absolutnim ¢lenem 1 a lichym pocétem
nenulovy’ch monom, jim% jsou pravé polynomy z% +x + 1, 23+ + 1, 23 + 22 + 1. Existuje tedy pravé 5
ireducibilnich polynomt nad Z, stupné nejvyse 3:

r, 41, 2>+z+1, :U3+a:+1, 2+ 2+ 1.
Uloha 3.6. Pro nasledujici dvojice polynomi spoététe NSD(f, g) a uréete také Bézoutovy koeficienty.
(a)
(b)

Reseni. (a) Postupujeme rozsifenym Eukleidovym algoritmem:

f=23+29g=2%—-22+2v R[],
f=a'+322+2, g=23+ 2>+ 2+ 1v Zs[x].

a; U; Vi
) 1 0
x? —2x+2 0 1
2x — 2 1 —xr —2
1| 3(1—2)|3(2*+x)
0

kde jsme v pribéhu spocetli, ze
2 4+2: 22 —20+2=x+2 zb. 2z —2,

B —2+2:20-2=1x—1 zb. 1

(b) zcela obdobné mame

Qi Uz‘ Uy
4322 +2 1 0
242 +r+1]0 1
32243 1|4z +1

0

Jelikoz je NSD polynomt nad télesem urcen jednoznacné az na pirenasobeni nenulovou konstantou, mtizeme
si namisto 322 + 3 vzit 22 + 1, coz d4 Bézoutovu rovnost 22 + 1 = 2f + (3z + 2)g.

Uloha 3.7. Mame-li obor R, polynom f € R[z] a prvek a € R, co je (zcela obecné) zbytkem po déleni f
dvoj¢lenem x — a?

Reseni. Jelikoz zbytek musi mit stupeii mensi nez délitel, musi jit o konstantni polynom. Je-li ¢ € R[x]
(neuplny) podil a r € R zbytek, tj. f = (z —a) - ¢ + r, pak dosazenim a za = v této rovnosti dostavame

fla) = (a—a)-qla) +r=r,
tedy r = f(a).



A ted néco pro zlepsSeni nalady:

Uloha 3.8. Najdéte viechny ireducibilni polynomy nad Zs stupné 4.

Reseni. Vyuzijeme zjisténi 3.5, kde jsme nahlédli, Ze nerozlozitelnj polynom nutné obsahuje absolutni
¢len 1 a lichy pocet nenulovych monomt a navic si vSimneme, Ze nesmi byt sou¢inem dvou ireducibilnich
polynomti stupné 2. Protoze 22+ +1 je jediny ireducibilni polynom stupné 2, jediny rozloZitelny polynom
stupné 4 spliiujici pfedchozi dvé podminky je polynom z*+2%+1 = (22 +x+1)2 Tedy polynomy z*+xz+1,
ot + 23+ 1, 2 + 23 + 22 + 2 + 1 jsou pravé vsechny ireducibilni polynomy stupné 4 nad Zs.

Uloha 3.9. Dokazte, Ze pro kazdé t € Q a f(x) € Q[z] plati, Ze je f(x) ireducibilni v Q[x], pravé kdyz je
f(x +t) ireducibilni v Q[x].

ReSeni. Nejprve si vS§imneme, Ze pro libovolnou trojici polynomt a,b,s € Q[z] plati pro substituci s
za neznamou z do polynomu a,b, Ze (a - b)(s) = a(s) - b(s). Navic jsou-li polynomy a, s nenulové, pak

deg(a(s)) = deg(a) - deg(s).
Je-1i tedy polynom f rozlozitelny, existuji polynomy a,b € Q[z] kladného stupné, pro néz f = a - b, proto

flz—t)=alx —1t)-b(x—1t), kde deg(a(z —1t)) =deg(a) >0, deg(b(z —t)) = deg(b) > 0,

tedy polynom f(x —t) je rozloZitelny. Naopak, je-li f(z — t) rozlozitelny, existuji ¢,d € Qx| kladného
stupné pro néz f(x —t) = c-d, a tudiz

f=f((x+t)—t)=clx+1t)-dlx+1t) pro deg(c(xz +1t)) =deg(c) >0, deg(d(x +t)) = deg(d) > 0.
Dokézali jsme obménu pozadované ekvivalence.

Uloha 3.10. Najdéte polynom f € Z[x] co nejmensiho stupné takovy, Ze &isla 1 a i jsou jeho kofeny a

fB3) = f(4).

Reseni. Protoze f(i) = 0, plyne z tvahy feseni 3.4, ze 22 + 1 = (z + i)(z — i) je ireducibilni faktor
hledaného polynomu f v R[z], a protoze je vedouci koeficient 22 4 1 invertibilni v Z, jedn4 se o faktor f
v oboru Z[z]. Podobné (z — 1) déli polynom f, nebot 1 je jeho kofenem. Proto g = (x — 1)(z* + 1) déli
polynom f a zkusime najit takovy celoc¢iselny linedrni polynom ax +b, aby f = (ax+b)g a platilo posledni

podminka f(3) = f(4):
60a + 20b = 20(3a + b) = (3a + b)g(3) = f(3) = (4a + b)g(4) = 51(da + b) = 204a + 51b.

Odtud dostavame linearni rovnici 144a + 31b = 0, ktera ma celociselné feseni naptiklad a = —31, b = 144.
Nyni zbyva dopocitat:

f=(-31z+144)(x — 1)(2* + 1) = (=312 + 175z — 144)(2® + 1) = —312* + 1752 — 1752% + 1752 — 144.

Uloha 3.11. Je-li p prvodislo a Z; = Z, \ {0}, dokaite, Ze v oboru Z,[z] plati

(a) « —j déli zP~" — 1 pro kazdé j € Zj,
(b) -1 = Hjez;;(x - .7)

Reseni. (a) Necht j € Z}. 7 malé Fermatovy véty vime, ze j#~' = 1 (mod p), proto je j kofenem
polynomu z?~! — 1, coz podle tvrzeni 3.3 z pfednasky znamend, Ze (x — j) | 2P~ — 1.

(b) Vyuzijeme toho, ze jsme si v (a) uvédomili, Ze vSechna j € Z} jsou kofeny polynomu z’~' — 1 a

okamzité vidime, Ze vSechna j € Z; jsou i kofenem polynomu I jez (x — j). Oba polynomy jsou stupné

p — 1 a maji stejny vedouci koeficient 1, proto je jejich rozdil polynom stupné mensiho nez p — 1, ktery ma

p — 1 riznych kotfenti. Podle véty 3.4 se nutné jedna o nulovy polynom, a tudiz 2?7~ — 1 = HjeZ* (x — 7).
p
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% Uloha 3.12. Necht jsou p, ¢ dvé riizné licha prvoéisla.

(a) Dokazte, ze ma polynom z® 4 3z* 4+ 2z v okruhu Z,, pravé 9 kofent.
(b) Rozhodnéte, zda existuji a,b € Z,,, aby mél polynom x? + ax + b v okruhu Z,, pravé 3 koreny.

ReSeni. (a) Nejprve si vimneme, ze f = 2° + 322 + 22 = 2(x + 1)(z + 2), tedy pro polynom plati, Ze mé
vV Zy, i Zg pravé kofeny 0, —1, —2. ProtozZe p, ¢ > 2 jedna se v obou piipadech o t¥i rizné kofeny a pomoci
kongruenci muzeme pozorovani zapsat ve tvaru

=a (mod p)

— = : 5
f(€)=0 (modp) & f(§)=0 (modq) < 3a,be{0,~1,-2}: {g =b (mod q)

Nyni ndm Cinska véta o zbytcich zarucuje pro kazdou volbu a,b € {0, —1, —2} existenci pravé jednoho
§ € Zyq spliiujiciho kongruence vpravo, z nichz kazdé je pravé jednim z kofent polynomu f v Z,,. Protoze
dvojic a,b mame 3% = 9, ovéfili jsme, Ze polynom f ma pravé 9 riiznych kofend.

(b) Takova a,b € Z,, neexistuji. Pfedchozi ivaha nam fika, Ze by polynom musel mit napiiklad v télese
Z, 3 kofeny (a v tom druhém Z, pak jeden), coz pro kvadraticky polynom nad télesem neni mozné.

Uloha 3.13. Najdéte polynom f € Z;s[z] stupné 3, ktery mé aspon 9 riiznych kofent v okruhu Zs.

Reseni. MtZeme vyuzit pfedchozi tlohu, ktera fika, Ze pozadované vlastnosti ma pro p = 3,a¢q = 5
polynom z? + 322 + 2z nebo mtiZeme zvolit napifklad polynom z(x + 2)(z + 4) a obdobnou argumentact
ukazat, ze ma rovnéz 9 korenil.

Uloha 3.14. Bud T téleso, f € T[y] a h € T[z,y]. Dokazte, Ze (v — f) | h v T|x,y] pravé tehdy, kdyz
h(f.y) =0.

Reseni. Diky distributivité nasobeni vime, ze (T'[z])[y] = T[z,y] = (T[y])[z]. Na h se staci divat jako na
polynom v proménné x nad oborem 7T[y| a pouzit Tvrzeni 3.3 ze skript.

* Uloha 3.15. Bud u € T kofen polynomu f = """, fiz' € T[z], jehoz absolutni ¢len je nenulovy. Vyjadiete
u~! jako linearni kombinaci mocnin prvku u (s nezdpornym exponentem).

Reseni. Protoze fo = — Y 1, fiu', stadl rovnost vydélit prvkem fou, kde u # 0 , protoze jde o kofen
polynomu s nenulovym absolutnim ¢lenem, ¢im# dostavame u=! = —f;! S fut

Uloha 3.16. Dokaite, 7e rtizné polynomy uréuji nad nekoneénym télesem rtizna polynomialni zobrazeni.

Reseni. Jsou-li f,g dva rtizné polynomy, pak f — g # 0, a proto méa f — g nejvyse deg(f — g) kofent.
Uvazované téleso je nekoneéné, proto urcité existuje jeho prvek a, ktery neni kofenem f — g, tedy (f —
g9)(a) # 0 a f(a) # g(a).

Uloha 3.17. Rozhodnéte, zda je polynom z* + 22 + 1 ireducibilni v oboru Zs|[x].

Reseni. Snadno ovéfime, ze polynom v Zs nemé kofen, tedy zbyva provéfit moznost, zda jde rozlozit na

soucin dvou kvadratickych polynomt. Po chvili litého boje zjistime 2% + 22 +1 = (1 + 2z + 2?)(1 + 4x + 2?),
tedy polynom neni ireducibilni.

Uloha 3.18. Najdéte vSechny ireducibilni polynomy stupné nejvyse 3 v Z3[x]

Reseni. Postupujeme obdobné jako v 3.5, tedy vezmeme vSechny linearni polynomy a déle vybirdme
polynomy s nenulovym absolutnim ¢lenem (tedy ty bez kofenu 0), jejichz kofen neni 1 ani 2 = —1
(snéze se pocitaji mocniny s dosazenim prvku —1). Dostaneme az na pfendsobeni konstantou ze Z; pravé
polynomy:

zr+1lx+2 22+ 1,22+ 42,22 +20+2,2° + 20+ 1,2° + 20 + 2,2 + 22 + 2,

P42+, 2+ e +2, 8+ 20+ 1,8+ 2% o+ 1,28 + 222 4 22 + 2.



Uloha 3.19. Najdéte v Z[z] ireducibilni polynom, jehoz kofenem je ¢islo a = e™/3.

Reseni. Vime, 7e plati a® = —1, tedy a je kofenem polynomu z* + 1, kterj ma ale za kofen i &slo —1,
tedy hledanym polynomem x? —x + 1= (2*+1)/(z + 1).

Uloha 3.20. Porovnejte pomoci inkluze podobory télesa komplexnich &isel a ukazte, které z inkluzi jsou
ostré:

(a) Z[V6], Z[vV24], Z[v2, V3],
(b) Q[v6], Q[v24], Q[v2, V3],
(c) Z[V2,V3], ZIV2 + V3], Q[v2,V3] a Q[v2 + V3],
Reseni. (a) Protoze v/24 = 2-1/6 a v/6 = /2 - v/3 dostavame inkluze Z[v/24] C Z[V6] C Z[v/2,V3].

Naopak, rovnice v/6 = a + b - 2¢/6 ma v racionalnim oboru pouze feseni (0, %), tudiz zjistujeme, ze

V6 ¢ Z[\/ﬂ] Protoze jsou prvky 1, v/2, v/3, v/6 lineadrné nezavislé (dtikaz neni tézky — zkuste sami),
plati, ze v/2,v/3 ¢ Z[v/6] a mame ostré inkluze

ZIV24] € ZIV6) ¢ Z[V2, V3
(b) Stejné argumentace jako v (a) ndm tentokrat dava Q[v/6] = Q[v24] C Q[v/2, V3], protoze v6 = 11/24.
Navic i nad racionalnimi ¢isly plati, ze v/2,v/3 ¢ Q[v/6], tudiz

Q[v24] = Q[V6]  Q[v2, V3]

(¢) Nejprve si viimneme, Ze pokud a = /2 + /3, pak

2 2 _
NPl B Y/ S PR
2 2

proto Q[vZ, v/3] = Qv+ v3). Vidime, ze Z[v3+ 3 € Z[vZ. V3] € QVZ. V3] = QlvZ + v/3) a zbgvé
si rozmyslet, ze /2 ¢ Z[ﬂ + \/3] To plati, protoze pro a = v/2 + /3 mame Zla] = {a + ba + ca® +
do® | a,b,c,d € Z}, zatimeo V2 = a3 — Sa ¢ Z[a]. Zjistili jsme, ze

ZIV2+ V3] € ZIV2,V3] € QIV2,V3] = Q[V2 + V3],



