13 Minimalni polynom — Napoleon Galoisovy teorie

Regeni
verze ze dne 13. kvétna 2025.

Cile cviceni: Dnes budeme pocitat minimélni polynomy prvka nad télesem, coZz se ukaZze byt ve své
podstaté linearné algebraickou tlohou. Dobie si pfitom rozmyslime linearné algebraické disledky nasich
vypoctid, predevsim ten, ktery fika, ze stupen minimalniho polynomu je pravé stupném rozsireni daného
prvkem, tedy dimenzi rozsifeni chapaného jako vektorovy prostor nad rozsifovanym télesem.

Ulohy, které bychom uréité méli umét resit:
Uloha 13.1. Spod¢itejte minimalni polynom m, o nad télesem Q a stupeii rozsifeni [Q(a) : Q] pro kom-

plexni prvky a s hodnotou (a) v/2, (b) —1+i, (c) v6, (d) &, (e) vV2+ V5.

ReSeni. (a) Prvek v/2 je zjevné kofenem monického polynomu z° — 2 € Q[z], o ném? uz jsme diive a
mnoha zptsoby dokézali, Ze je ireducibilni v Q[z], tedy podle tvrzeni 22.1 a 22.3 mame

Myzo=1"—2 a [Q(G/i);@]:degm%@:&

(b) Uvahou o komplexné sdruZenych kofenech s vyuzitim tvrzeni 22.1 a 22.3 nahlédneme, Ze
mi 0= +14+4) - (x+1—1i)=2a"+21+2,
je monicky polynom ireducibilni v Q[z], a proto [Q(—1+1i) : Q] = degm;_1 ¢ = 2.

(c) Vidime, Ze v/6 je kofenem monického polynomu z* — 6, ktery je diky Eisensteinovu kritériu ireducibilni
v Z[z], a tedy (véta 8.5) i v Q[z]. Stejnym argumentem jako v predchozich dvou tlohach zjistujeme, ze

m%Q :x4_6 a [Q(%) Q] :degm%@ — 4.

(d) Tentokrat je prvek (3 zjevné kofenem polynomu 23 —1 = (x—1)(22+2z+1), tudiz je kofenem monického
ireducibilniho polynomu 2? + z + 1, standardnim argumentem dostévame

meo=2>+z+1 a [Q(G):Q]=2.
e) Nejprve najdeme netrivialni racionalni koeficienty a;, pro které » .., a; + = 0, tedy koeficienty
N. .d .-/l/ . /l/k ﬁ- k s ]20‘7\/5 \/g‘] O dk ﬁ
polynomu, jehoz je prvek v/2++/5 kofenem. Ziejmé (v24++/5)° = 1, (vV2+v5)' = v2+ /5 a spocitame-li
(V2+V5)2=7+2V10, (V2+V5)' = (7T+2V10)* = 89 + 28V10,

vidime, Ze k nalezeni netrivialni racionalni linearni kombinace staci vzit sudé mocniny 1, 7 + 24/10 a
89 + 284/10. Resime rovnici, kterd je z linearné algebraického pohledu vektorova

ao + a(7 4+ 2v/10) + a4(89 + 28v/10) = 0.

Rozdélime ji na raciondlni a iracionalni ¢ast v soufadnicich vzhledem k bazi (1,+/10) podprostoru, v némz
v8echny hodnoty (tedy vektory) lezi, a dostaneme homogenni soustavu dvou linedrnich rovnic ve tfech
neznamych nad télesem Q:

ap + 7&2 + 89@4 = 0,
2a9 + 28a4 =0

pro niz snadno najdeme netrivialni feSeni ag = 9, as = —14, a4 = 1. Zjistili jsme, ze
(V2 +V5) = 14(V2 +V5)> +9 =0,
tedy v/2 + /5 je kofenem monického polynomu z* — 1422 + 9 € Q[z].

Daéle se miize nase argumentace odvijet vicero sméry:
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(1) pfimo dokaZeme, Ze nalezeny polynom je ireducibilni,

(2) dokazeme, ze (1, V2,5,V 10) je linearné nezavisla posloupnost nad Q, coz spolu s vypocty vyse
ukaze linearni nezéavislost prvki (v2 + v/5)% ..., (v2 + v/5)? nad Q a tedy neexistenci polynomu
nizsiho stupné s korenem V2 + \/5,

(3) dokazeme, Ze musi platit [Q(v/2 +v/5) : Q] > 4, tedy hledany minimélni polynom bude mit stupeii
alespon 4, tedy to bude ten nalezeny.

(1) Nalezeny polynom mutizeme snadno rozlozit na kofenové ¢initele
2t =142 49 = (2 = 7—2V10)(2® = 7+2V10) = (z = V2= V5)(z+V2+V5)(z = V2+V5) (z + V2 —V5),

odkud snadno vidime, Ze nemé racionalni kofeny. Dale snadno spocitdme, ze souciny dvou kofenovych
Cinitell jsou jednoho z tvart

z? — 7+ 2V/10, 2?2 + 252 + 3, 2?2+ 2v2x + 3,

tudiz nejde o polynomy s raciondlnimi koeficienty. To znamend, Ze je polynom z* — 1422 4+ 9 nutné iredu-
cibilni v Q[z], tedy
Mz, s =2 —1422+9 a [Q(vV2++5):Q] = 4.

(2) Pro dikaz linedrni nezavislosti (1, V2,5,V 10) nad Q uvazme pro a, b, c,d € Q rovnost

a+bv2+ VB + dV10 = 0,

kterou muzeme pfepsat na
(a4 bV2) + (¢ + dvV2) V5 = 0. (W)
cQ(v2) cQ(v3)

Nahlédnéme, Ze (1,+/5) je linedrné nezavisla nad Q(v/2): na to staéi ukazat, ze v/5 ¢ Q(v/2). Pokud by to
nebyla pravda, tedy by platilo
Vo =k+I1V2

pro néjaka k, ! € Q, pak umocnénim na druhou snadno dostaneme spor s v/2,v5 ¢ Q. Ze (#) tedy mame

a+b/2=0 a c+dvV2=0,

coz oviem vzhledem k /2 ¢ Q nutné znamend a =b=c=d = 0.

(3) JelikoZ racionalni linedrni kombinaci v/2 + /5 a
(V24 V5?2 =2v2+43-2.V5+3-5-vV2+5V5 =17V2 + 115

mizeme dostat jak /2, tak /5, plati inkluze t&les Q(\/ﬁ, \/3) < Q2+ \/3), pri¢emz opacnéa inkluze je
ziejma, jde tedy o totéz téleso. Pro stupein rozsifeni dle tvrzeni 22.5 plati

[Q(vV2,v5) : Q] = [Q(v2,V5) : Q(v2)] - [Q(V2) : Q)

pficemz [Q(v/2) : Q] = 2. Nyni stadf ukazat, ze [Q(v/2,v/5) : Q(v/2)] > 1, aby byl visledny stupeti roziiteni
alespoit 4 a nami nalezeny polynom byl minimalni. Oviem [Q(v/2,v5) : Q(v/2)] = 1 je ekvivalentni
s v/5 € Q(v/2), coz miizeme vyloucit vipoctem podobnym jako v postupu (2).

Uloha 13.2. Najdéte néjaké baze rozsiieni Q(a) télesa Q pro hodnoty a z piedchoziho ptikladu.
ReSeni. Staci vyuzit ditkaz Tvrzeni 22.3, ktery fiké, ze bazi Q(a) tvoii posloupnost (1,a,...,a" ")
n = degmg g. Tedy pro konkrétni hodnoty o mame néasledujici baze:

(a) (1,V2,V4),

pro



(b) (1, —1+1),
(c) (1,v/6,v/6,v/66)
(d) (1,¢),

)

(e (1 \/_+\/_ 7+2\/_ 17vV2 + 11\/_) alternativné mizeme vyuzit, ze Q(\/_+\/_) <\/§> \/3)7
a za bazi vzit (1,\/_,\/_,\/_).

Uloha 13.3. Spocitejte minimalni polynom (a) prvku v/2i nad té&lesem Q(i), (b) prvku v/2 nad télesem
Q(v/2), (c) prvku v/2 nad télesem Q(+v/2 + v/5).

ReSeni. (a) Protoze (v/2i)? = —2, okamzité vidime, %e v/2i je kofenem monického polynomu 22 + 2 €
Q(i)[z]. Dale v/2i ¢ Q(i) (diikaz se provede standardnim umocnénim v/2i = a + bi na druhou), tudiz
polynom nerozlozime v Q(7)[x] na kofenové ¢initele a jedna se uz nutné o minimélni polynom m, gq) =
2% + 2. Mizeme si rovnéz vSimnout, Ze je to minimélni polynom téhoz prvku i nad té&lesem Q, tedy
Ma,Q = Ma,Q(i)-

(b) Protoze v/2 = (v/2)?, vidime, Ze v/2 je kofenem monického polynomu z? — /2 € Q(v/2)[z]. Protoze je
polynom x* — 2 diky Eisensteinovu kritériu ireducibilni nad Z, a proto (véta 8.5) i nad Q, jde o miniméalni
polynom v/2 nad Q, z &ehoz plyne diky tvrzeni 22.3, ze

[Q(V2) : Q] = degz* —2 =4.

Rovnéz vime, ze m 5o = 2?2 —2a [Q(v2): Q] = deg m. 5o = 2, coz s vyuzitim tvrzen{ 22.5 znamena, Ze

degm%/i@(\/ﬁ) = [Q(%) : @(\/5)] = %Ej:% = % = 2.

Protoze m Y3.0(v/3) déli 22 — /2 podle tvrzeni 22.3, je polynom 22 —+/2 hledanym minimalnim polynomem.

Alternativné zde stacilo opét ukazat, ze v/2 ¢ Q(ﬁ), coz lze provést prostym umocnénim na druhou
(k,l € Q):
V2=k+1V2 = V2=2kIV2+ K +2% = K +22=0 = k=1=0,

Spor.

(c) Jelikoz (jak jsme ukézali v feseni tlohy 13.1) plati v/2 € Q(v/2 + v/5), je minimalnim polynomem
piimo z — /2.

Uloha 13.4. Uréete stupeti rozsifeni viech kofenovich nadtéles polynomu z° — 3z + 3 nad Q.
y y

Reseni. Jelikoz je polynom dle Eisensteinova kritéria (volbou p = 3) a véty 8.5 nerozlozitelny v Q[z], je
minimélnim polynomem libovolného svého kotene a, tedy [Q(a) : Q] = deg(x® — 3z + 3) = 5.

Uloha 13.5. Spoctéte stupeii rozsiteni [Q(v/3,v/3) : Q).
Reseni. Nejprve uvazime, Ze diky znalosti minimalnich polynomti zndme stupné rozsifeni
[Q(V3) : Q] = deg(2® —3) =2, [Q(V3) : Q] = deg(z” - 3) = 3.
Dale si uvédomime, ze m ¥3,0(v/3) déli myz o = x® — 3, proto
[Q(V3,V3) : Q(V3)] = deg(m g5 4(,5) < deg(myg o) = deg(z® — 3) = [Q(V3) : Q] = 3.
Nyni nékolikrat vyuzijeme tvrzeni 22.5:

[Q(V3,v3): Q] = [Q(V3,V3) : Q(V3)] - [Q(v3) : Q] <

3.
[Q(V3,v3) : Q] = [Q(V3,V3) : Q(V3)] - [Q(V3) : Q] = [Q(V3,V3) : Q(V3)] - 2,
[Q(V3,v3): Q] = [Q(V3,V3) : Q(V3)] - [Q(V3) : Q] [Q(V3,v3) : Q(V3)] -3,

proto 6 | [Q(+/3,/3) : Q] < 6. To znamené, ze [Q(v/3,v3) : Q] =
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Nakonec jesté par priklada pro nadsené dobrovolniky:

Uloha 13.6. Vite-li, Ze Myg0 =" — 227 +9, najdéte m 5, 4 o
ReSeni. Snadno uvézime, 7e je-li a kofenem ireducibilniho polynomu m € T[x] a b € T, pak o + b je
kofenem ireducibilniho polynomu m(z — b) € T'[x]. V naSem pfipadé to znamena, ze
Myzying=@—1)"=2@x -1 +9=0"—42" + 42% +8

je hledany miniméalni polynom.
Uloha 13.7. Spoéitejte miniméalni polynom

(a) prvku v/2 + /5 nad télesem Q(v/2),

(b) prvku V2 4+ /5 nad télesem R,

(c) prvku (5 nad télesem Q,
* (d) prvku ¢; + ¢! nad télesem Q.
ReSeni. (a) Zde si stadi vimnout, Ze pro o = v/2 + /5 plati, ze (o — v/2)? = (v/5)? = 5 € Q(v/2). Coz
znamena, ze je « kofenem polynomu

(r —V2)? =5 =2% - 2v2z — 3 € Q(V2)[z].

Protoze z 13.1(e) plyne, Ze v/2 + /5 ¢ Q(v/2), jedna se o hledany minimélni polynom.

Mohli jsme rovnéz standardné hledat minimalni netrivialni linedrni kombinaci mocnin prvki
1=(W2+v5)° V2+v5, 7+(2V2) V5= (V2+V5)?

nad télesem Q(v/2), coz by vedlo na feSeni homogenni soustavy nad télesem Q(+/2), kde rovnice dostaneme
pro jednotlivé soutadnice vzhledem k bézi 1,/5 vektorového prostoru (Q(v/2))(v/5) nad télesem Q(v/2).
Snadno bychom zjistili, ze 1 - (7 + (2v/2) - \/5) —2V2 - (\/5 + \/5) — 3, coz by opét dalo, ze V2 + V5 je
kofenem monického polynomu x? — 2v/2z — 3, ktery je ireducibilni v Q(v/2)|z].

(b) Vzhledem k tomu, Ze prvek V2 + /5 je redlné dslo, je hledanym minimalnim polynomem kofenovy
¢initel z — v/2 — /5.

o . . o 5
(c) Vimneme si, Ze (5 je kofenem polynomu m = Z=!

z—1
m = m(z+1) = =L = g% 4 52° 4 102® + 10z + 5 ireducibilni v Z[z] diky Eisensteinovu kritériu, je
tamtéz ireducibilni i polynom m = m(z — 1), a tudiz je to diky tvrzeni 8.5(2) ireducibilni polynom v Q[z].
Zjistili jsme, Ze z* + 2® + 22 + 2 + 1 je minimalni polynom prvku (s nad Q.

= 2 + 23 + 22 + 2 + 1. Protoze je polynom

(d) Nejprve uvazime, Ze pro prvek (; plati 1 + (7 + 2 + 3 + ¢ + & + (¢ = 0. Dal si z rovnosti (7 = 1
miizeme viimnout, ze (¢ = (-1, (2 = ;% a (¢ = (;*, a proto

L+ (G+H G +H(E+EH+H(E+GP) =0.

Nyni nahlédneme, Ze kazdy z prvka (& + ¢ % jde vyjadtit jako polynomialni kombinaci prvku (7 + ¢
specialné:
GG =G+ G =2 aG+G = (G+G) =3+ 6 )
Dohromady dostavame
G+ G +H(G+GE) =20 +G ) —1=0
Koneé¢ng, véimneme-li si, ze (2% + 22 —2x — 1) mod 2 = 2® + 2% + 1 je v Z|x] ireducibilni polynom, musi
byt ptivodni monicky polynom ireducibilni v Z[z|, tudiz

_ .3 2
Mot =7 +z°—-2x—1

je hledany minimalni polynom.



Uloha 13.8. Necht a € S je algebraicky prvek nad télesem T, kde T je podtéleso télesa S, a necht b € S
spliiuje m, r(b) = 0. Dokazte, ze m, 7 = mypr.

Reseni. Protoze je podle tvrzeni 22.1(2) m,r ireducibilni polynom, ktery je délitelny rovnéz ireducibilnim
polynomem my, 7, jsou oba polynomy asociované a monické, tudiz se sobé budou rovnat.

Uloha 13.9. Necht a, b jsou algebraické prvky nad T takové, 7e jejich minimalni polynomy mg r, my, 7
maji nesoudélné stupné. Dokazte, Ze pak m,r = Mar@p) & My = My 7). (Ndpovéda: Uvaite vicenasobna
rozsiteni T' < T'(a) < T(a,b) a T < T(b) <T(a,b).)

Reseni. Podobné jako v tloze 13.5 si vSimneme, Ze m ) | mar a M, T(a \ My, T, a proto
[T(a,b) : T(H)] = deg(maz) < deg(mar) = [T(a) : T,

[T(a,b) : T(a)] = deg(my 1)) < deg(mpr) = [T'(b) : T).

Dale
T(a,b) : 7] = [T(a,b) : T(a)] - [T(a) : T) = [Ta,b) : TB)] - [1(5) : 71,

z Cehoz plyne, ze deg(mqr) = [I'(a) : T stejné jako deg(mpr) = [T'(b) : T| déli [T'(a,b) : T]. Protoze se
jedna o nesoudélné hodnoty, dostavame

[T(a) : T]- [T(b) : T] | [T(a,b) : T) < [T(a) : T] - [T'(b) : T1,
proto [T(a,b) : T] = [T(a) : T] - [T(b) : T] a
deg(ma,rp) = [T'(a,b) : T(b)] = [T'(a) : T] = deg(ma,r),
deg(mu,r(a)) = [T(a,b) : T(a)] = [T'(b) : T] = deg(mu,r).
7 rovnosti stupné a délitelnosti uz dostévame, e mqr = Mq @) & Moz = My 17(0)-

Uloha 13.10. Spoététe stupeti rozsifeni rozkladového nadtélesa polynomu z* + 23 + 222 + = + 1 nad
télesem Q.

eSeni. Nejprve si v§imneme, Ze se polynom rozklada na (22 4+ 1)(z? + z + 1) a ma tudiz JlS é koreny
Reseni. Nej i Vi 7 1 klada 241 1 A tudiz jisté k

i, i). To znamen4, Ze jeho rozkladovym nadtélesem je vazime, Ze kofeny 5 3i
+i, 1(1+V/3i). T 5, 7e jeh kladovy dtél e Q(+v/3,i). U k L(1+/3i
polynomu z? + z + 1 nelezi v Q(7), proto je tento polynom nerozloZitelny nad Q(7), jednd se o mlmmalm
polynom obou kofenti. Proto plati, ze

[Q(V3,4) : Q(i)] = [Q(A(1 +v/30),i) : Q(i)] = deg(a® +x + 1) = 2.
Nyni stac¢i vyuzit tvrzeni 22.5, abychom dostali
[Q(V3,4) : Q] = [Q(V3,4) : Q)] - [Q(i) : Q] =2-2=4.
Uloha 13.11. Dokaite, ze Q(v/2, v/2) = Q(v/2) = Q(v2 + v/2).

Reseni. Nejprve dokdZeme prvni z rovnosti. Prvni inkluze Q(v/2,v/2) < Q(+/2) plyne z pozorovani
V2 = 2 a /2 = ¥2°. Pro obrécenou inkluzi si podobné jako v 13.5 viimneme, e

[Q(V2) : Q] = deg(a® —2) =2, Q(V2):Q] =deg(z’ —2)=3 a [Q(V2): Q] =deg(z"—2)=6
a dale, ze podle tvrzeni 22.5 mame
2=[Q(v2): Q| [@(V2,V2):Q] a 3=[Q(V2):Q]|[Q(V2,V2): Q]

Protoze Q(\/ﬁ, \3/5) < (@(\6/_ ), tedy Q (\/§ \3/5) je podprostor Sestidimenzionalniho racionalniho vekto-
rového prostoru Q(v/2) a dimenze Q(v/2,v/2) je délitelna ¢isly 2 a 3, je dimenze, tedy stupeii rozsifeni

[Q(v/2,V/2) : Q] roven Sesti a proto Q(v/2, v/2) = Q(v/2).
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V dtikazu druhé rovnosti okamzité vidime, Ze plati inkluze Q(v/2) > Q(v/2++v/2), nebot v2++v/2 € Q(v/2).
Na ovéfeni druhé inkluze si stacf uvédomit, Ze pro a = v/2 je posloupnost (' | j = 0,...,5) baze prostoru
Q(\(’/ﬁ) nad télesem QQ a nahlédnout, Ze ¢tvefice vektort v tomto prostoru

L o*(a+1)=v2+ V2, 20° +a' +2=a'(a+1)? = (V2+ V2)%, 2(0° + 30’ +3a+1) = (V2 + V2)°
je v tomto vektorovém prostoru linearné nezavisla. To totiz znamena, ze
1<[Q(V2+V2): Q| [@(V2): Q] =6,

a proto nutné [Q(v/2 + v/2) : Q] = 6. Tedy Q(v/2 + v/2) je Sestidimenzionalni podprostor prostoru Q(v/2)
a museji se tudiz rovnat.

Uloha 13.12. Necht 7' < S jsou télesa takova, ze [S : T) je prvocislo. Dokazte, Ze pak S = T'(a) pro
libovolny prvek a € S\ T'. (Napovéda: Uvazte vicenasobné rozsiteni T < T'(a) < S.)

ReSeni. Z tvrzeni 22.5 plyne, 7e [S : T] = [S : T(a)] - [T(a) : T]. Protoze [T'(a) : T] > 1 a je to vlastni
délitel prvodisla [S : T, plati, ze [S : T| = [T'(a) : T, a proto S = T'(a).

x Uloha 13.13. Necht T je téleso a a algebraicky prvek nad T takovy, ze [T'(a) : T] je lichy. Dokazte, Ze
T(a) = T(a?). (Népovéda: Uvaite vicenasobné rozsiteni T' < T(a?) < T(a).)

Reseni. Téleso T(a?) je jisté podtélesem télesa T'(a). Protoze 2? — a? € T(a?)[x] ma za kofen a, plati, Ze
[T(a) : T(a®)] = degmg 12y < dega® —a* = 2.

Navic dle tvrzeni 22.5 je [T'(a) : T] = [T(a) : T(a®)] - [T(a®) : T}, a to je liché, coz znamena, ze [T'(a) :
T(a*)] =1, tedy T'(a) = T(a?).



