1. Taylortv polynom

Definice. Necht f je realna funkce, n € N, a € R a existuje vlastni (™ (a). Pak polynom

TS (w) = (@) + £ (@) =)+ fO @)~ a)"
nazyvame Taylorovym polynomem iadu n funkce f v bodé a.
Poznamka. Necht vie je jako vyse. Oznac¢me T = T/:%. Pak plati
T(a) = f(a), T'(a)=f'(a), ... ,T™(a) = f™(a).

3

Pitklad. 73"%(z) =2 — &

Véta 1.1 (Peantv tvar zbytku). Necht f je redlnd funkce, n € N, a € R a existuje vlastni ) (a).

Pak
@) T

=0.
z—a (aj — a)”

Lemma 1.2. Nechtn e N, a € R, Q je polynom, stQ < n a lim,_,, (ffg))n = 0. Pak Q je nulovy
polynom.
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Véta 1.3 (O jednoznacnosti). Necht f je redlnd funkce, n € N, a € R a existuje vlastni f(a).
Necht P je polynom stupné nejvijse n spliiugici

Pak P = Tie.

Definice. Necht f, ¢ jsou funkce, a € R*. Rekneme, Ze funkce f je v bodé @ malé o od funkce g
(piseme f(z) = o(g(x)), * — a), pokud plati

lim M = 0.
g(x)
Piiklady. (i) 23 = o(2?), 2 — 0
(i) 22 = o(2?), x — ©
Poznamka. Tvrzeni Véty 1.1 lze tedy zapsat ve tvaru f(z) = T1%(z) + o((z — a)?), * — a.

Piiklad. lim, o S02=2 —

=

Véta 1.4 (Arltmetlka malého 0). Necht a € R*.
(i) Jestlize f1(z) = o(g(x)),  — a a fo(x) = o(g(x)), x — a, potom fi(z)+ fa(x) = o(g(z)
2

(2)), z — a.
(ii) Jestlize fi(x) = o(g1(2)),  — a a f2(x) = o(g2(2)), x — a, potom fi(z) f2(x) = o(g1(z)g2(x)),

(iii) Jestlize fi(x) = o(g1(x)), + — a a fo je nenulovd na jistém prstencovém okoli bodu a, potom
fi(@) f2(z) = o(g1(z) f2(2)), © — a.

(iv) Jestlize f(x) = o(g1(x)), * — a a limy_,q oa(z) Je vlastni, potom f(x) = o(g2(2)), z — a.

(v) Jestlize f(x) = o(g(z)),  — a a h je omezend na jistém prstencovém okoli bodu a, potom
h(z)f(x) = o(g(z)), z — a.

(vi) Jestlizea e R, m, ne NU{0}, m < n, a f(z) = o((x —a)"), x — a, potom f(z) = o((x —a)™),

xr — a.
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Priklady. (i) sinz +cosz =1+z+o(z), x —0
(ii) sinzcosz = x + o(z), x — 0

Vé&ta 1.5 (Malé o slozené funkce). Necht a, b € R*, f(y) = o(g(y)), vy — b, limy_,ap(z) = b a
ezxistuje § > 0 takové, Ze
Vx € P(a,d): ¢(x) #D.

Potom f(p(x)) = o(g(p(z)), z — a.
Priklad. sin(sinz) = x — L; +o(z3), 2 — 0

Véta 1.6 (Taylorav polynom zékladnich funkci). Necht n € N u {0}, pak

2 n
TﬁXp,O(x):1+x+%+...+%
T (@) = Toa(e) = 1= Z—? + Z—T T (1)"&327;!
TTILOg(1+x),0(9€) =T — %2 + %3 4+ (_l)n—l%n
VaeR: T{HH"0(z) :1+%$+%x2+...+ a(a—l).-;l!(a_“rl)x”.
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Véta 1.7 (Lagrangetv tvar zbytku). Necht n € N a necht a,xz € R, a < x. Predpoklidejme, Ze
funkce f md v kaZdém bod¢ intervalu [a,z] vlastni derivaci ¥ddu (n + 1). Pak existuje £ € (a,x)
takové, Ze

1

(n+1)!
Disledek 1.8. Nechtn € N, a € R, I je interval obsahugici bod a, a necht md funkce f v kazZdém bodé

intervalu I vlastni derivaci #dadu (n + 1). Necht M € R a pro vsechna x € I plati |f"+V(z)| < M.
Pak pro kazdé x € I plati

flx) =T (@) = @ @ —a)

M

|f(z) = T)"(2)] < mVC

_ CL|n+1'

Priklad. Spocitejte cos(0,1) s piesnosti 1074

Definice. Necht f je funkce, a € R a f(")(a) € R pro kazdé n € N. Potom fadu

© r(n)(,
Z f '( )(QZ _ a)n
n=0

n!

nazyvame Taylorovou fadou funkce f o stfedu a. Ve specidlnim piipadé a = 0 mluvime o
Maclaurinové radé.

Umluva. Symbol (z—a)° chapeme jako 1, a to i tehdy, jestlize 2 = a. Symbolem f(©) (tedy ,nultou
derivaci“ funkce f) budeme rozumét samotnou funkei f.



Véta 1.9 (Taylorovy fady elementarnich funkei). Plati ndsledugici vztahy mezi elementdrnimi funk-
cemi a jejich Taylorovgmi Fadami (stiedem Taylorovy Fady je ve viech piipadech bod a = 0):

S

0
(a)Vz e R: expx:ngo%,
(b)VxeR: sinx = i (=1) g2t
' A (2n+ 1) ’

i
o

I
s
T
Naw!
3
8
[\~
\.3

3
|

o
—~

(¢c)VxeR: cosx

—
N
3
|
_

(d)Vz e (-1,1]:  log(l+2x) = i (_733",

n=1

(e)Vx e (=1,1),VaeR: (14 2)*= i

Piiklad. (i) e=>1" 21

n=0 n!

(i) log2 = S, G

n=1 n

Priklad. Rovnost

n!

a0
F(a) n
fa) = S LY@ g
n=0
obecné nemusi platit, a to ani v pfipadé, ze fada vpravo konverguje pro vSechna x € R. Piikladem
je funkce
1
e =2, x#0,
T) =
@) {0, z = 0.

Souctem Maclaurinovy fady této funkce je konstantni nulova funkce, a tedy f neni v Zadném bodé
x # 0 souctem své Maclaurinovy fady.

m371

Piiklad. lim, o <

sinx—x

-6
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2. Primitivni funkce

2.1. Zakladni vlastnosti
Definice. Necht funkce f je definovana na neprazdném otevieném intervalu 1. Rekneme, ze funkce
F je primitivnd funkci k f na I, jestlize pro kazdé x € I existuje F'(z) a plati F'(z) = f(x).

Vé&ta 2.1 (vlastnosti primitivni funkee). Necht funkce F je primitivni funkce k funkci f na ne-
prdazdném otevireném intervalu I. Pak:

(a) F je spojitd na I.
(b) Pro kazdé c € R je F + ¢ primitivni funkce k f na I.

(¢) Pokud G je primitivni funkce k f na I, pak existuje c € R takové, Ze F(x) = G(x) + ¢ pro kazdé
rxel.

Znaceni. Fakt, ze F je primitivni funkce k f na neprazdném otevieném intervalu I, znacime

symbolem
ff(x)dx £ F(z), zel.

Symbol § f(x) dz ozna¢uje mnozinu vSech primitivnich funkef na k f na I.
Priklady.

1
c xn+

of:ﬂndxzﬁ, xeRproneZ, n=0; € (—0,0) nebo z € (0,00) proneZ, n < —1
n

a+1

IIO

x% dx x € (0,00) pro a € R\Z

a+1’
1
—dz £log|z|, ze€(—0,0) nebo x e (0,00)
x

eCdr=e®, zeR

cosxdr = sinx, xz€R

cos2 tgx, =€ (—E—Hm —I—lmr) kelZ

dl
dl
dl
fsmxdw = —cosz, xeR
dl
k=
|5

dr = cotgzr, ze (krn,m+kn), keZ
sin?

J1+x2d r = arctgz, zeR

dr < arcsinz, xe(—1,1)

S

Véta 2.2 (vztah spojitosti a existence primitivni funkce). Necht I je neprdzdny otevieny interval
a f je spojitd na I. Pak f md na I primitivni funkci.

Véta 2.3 (linearita primitivni funkce). Necht funkce f, g maji na neprdzdném otevieném intervalu
I primitivnt funkci. Potom pro a, 8 € R, («, B) # (0,0) je

| @rte)+ sgta)) do=a [ s do+ 5 [ gta) do



Priklad. {(3sinz + 52% + 2)da = —3cosz + 22" + 2log |z|, z € (—0,0) nebo z € (0, )

Véta 2.4 (integrace per partes). Necht I je neprdzdny otevieny interval a f, g jsou spojité na I.
Necht F je primitivni funkce k f na I a G je primitivni funkce ke g na I. Pak plati

Jg(x)F(m) dz = G(x)F(x) — fG(x)f(x) dz, zel.

Piiklad. {ze®*dr < e®(x — 1),z € R
Priklad. {e®sinazdr < Le®(sinz —cosz), z € R

Piiklad. Necht I, = Sm dx, n € N. Pak I, < arctgz, x € R, a plati rekurentni vzorec

T 2n —1
L1 = I,.
T on(1 + 22)n o
Specialné
c x 1
I, = + —arctgz, xzelR.

2(1 + 22) ' 2
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Véta 2.5 (prvni véta o substituci). Necht F je primitivni funkce k f na (a,b). Necht ¢ je funkce

definovand na («,8) s hodnotami v intervalu (a,b), kterd md v kaZdém bodé t € («, ) vlastni
derivaci. Pak

f Fe®) () dt £ F(p(t), te ().

Priklad. {sin®tcostdt < Lsint, te R
Poznamka. Necht F' je primitivni funkce k f na R, necht a, b € R, a # 0. Pak

e 1
Jf(at—i—b) dt £ Flat +1), teR

Priklady. {e¥dt < 1% teR

§cos(t + 10) dt < sin(t + 10), te R

§5pzdt = Jlog |2t — 3|, t € (—0,3) nebo t € (3, 00)
Véta 2.6 (druha véta o substituci). Necht funkce ¢ md v kaZdém bode intervalu («, ) vlastni
derivaci, kterd je bud vSude kladnd, nebo vsude zdpornd, a ¢ ((c, 8)) = (a,b). Necht f je funkce
definovand na intervalu (a,b) a plati

j Fe®) () dt £ G(t), te (a,B).

Jf(x) de = G(¢~'(x)), =€ (a,b).

Priklad. {1 —22dz < 1sin(2arcsinz) + 1 arcsinz, z € (—1,1)

Véta 2.7 (lepeni). Necht funkce f je spojitd na intervalu (a,b), c € (a,b) a F je funkce spojitd v
bodé ¢ spliiugici F'(x) = f(x) pro x € (a,b)\{c}. Pak F je primitioni k f na (a,b).

Priklad.



2.2. Integrace racionalnich funkci

Definice. Raciondlni funkci rozumime podil dvou polynomt, kde polynom ve jmenovateli neni

identicky roven nule. Racionélni funkce R(x) = ggg je definovana na libovolné podmnoziné R,

ktera neobsahuje zddny kofen polynomu Q.
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Véta 2.8 (rozklad polynomu s redlnymi koeficienty). Necht Q(z) = ana™ + -+ + a1z + ag je
polynom stupné n s redlngmi koeficienty. Pak existuji redlnd ¢isla x1, ..., Tk, Q1,...,0, B1y..., 0
a prirozend é&isla p1,...,pk, q1,--.,q takovd, Ze

e Q) =an(z — 1) ... (x — 2p)P (2% + aqz + B1) ... (2% + oz + B)?,
e Zdidny z polynomii x® + anx + B, ..., 2% + ayx + B nemd redlngj koven,

o Zddné dva z polynomi x — x1, T — X9, ..., — Ti, x> + anx + B, ..., x> + oqx + B nemajl
spoleény koren.

Priklad. 23 + 222 + 22+ 1= (z + 1)(2? + 2 + 1)

Vé&ta 2.9 (rozklad na parcialni zlomky). Necht P, Q jsou polynomy s redlngmi koeficienty takové,
Ze st P < st Q) a mecht

Q) = an(z — )P ... (x — 2)P* (2% + cwz + 1) ... (22 + agz + )%
je rozklad polynomu Q z Véty 2.8. Pak existuji jednoznacné urcend redlnd ¢isla A, .. ., A;m o AR 7A’;k_ ,
Bi,Ct,...,B., CL ... B CL .. .,B(l}l, C’,lll takovd, Ze plati

q1’ q1’ "

Pa) AL L4,

Qlz) z—m (x —ap)P
k
+ -+ A]f i
T — T (x — xp)P*
Blz + Ct} . Bl x+Cy
22+ a1z + B1 (22 + oz + B)
! 1
Bavcl | Btc,
22 + qr + By (22 + ayx + By)
pro vSechna x € R\{x1,...,z}.
Priklad.
z? +2 3 2z +1
3 +202+20+1 z+1 22+x+1
Tedy
2
J v t2 dx = 3log|z + 1| —log(z® + 2 + 1), z € (—00,—1) nebo x € (—1,0)
22 12p 41007 0% & ’ ’ T

Poznamka (postup pfi integraci racionélni funkce). Necht je zadana racionalni funkce R(x) =
5837 kde P a @ jsou polynomy, Q # 0. P¥i vypo¢tu primitivni funkce { R(z)dz na libovolném
intervalu I, ktery neobsahuje zddny z kofenti polynomu ), pak postupujeme podle nasledujici

OSNOVY:

1. krok: vyjadifme funkci R(z) ve tvaru R(z) = Py(z) + ]222((;)), kde st P» < st @ pro vSechna z € R,

Q(x) # 0;
Pz(lL’)

2. krok: provedeme rozklad funkce Oy Da parcialni zlomky podle Véty 2.9;

3. krok: integrujeme jednotlivé parcialni zlomky podle nasledujictho navodu.



(a) Je-li

A
I:J dz,
(z —a)
kde Ae R aneN, pak
° ﬁ#, x € (—o0,a) nebo x € (a,0), je-lin > 1;
Alog |z —al, x€(—o0,a) nebo x € (a,), je-lin=1.

(b) Je-li

7[ Bz +C d
) (@24 ax+p)e “

kde ge N, a,feR a - a > (, pak nejprve vyjadiime I ve tvaru

B 2r + « Ba 1
J (22 + ax + B)4 dx+(c_7)f($2+a$+ﬁ)qu.

Oznacime-li

2r + « 1
L=| - 2re g L=|——" 4
! J(x2+ax+ﬂ)q oAk J(z2+ax+[3)q “

potom
1 . .
1, & ) Towramer TR jelig>1,
log(x? + ax + ), zeR, jeliq=1.
Dale plati
1 1 1
Ig=f o ——dz = — J 5 7 dz.
(+3)*+8—)1 (B =) 934a 1
A/4B—a?
Pro vypocet posledniho integralu vyuZzijeme prvni vétu o substituci. Polozime ¢(z) = \/2%,
—Q

a obdrzime

takze ¢'(z) = \/ﬁ7

a
T+ 3
_a2

4

f < 1>2 1qu_¢z;ﬁj(y2il)q
+

Pro integral Sﬁ dy je k dispozici rekurentni vzorec ziskany integraci per partes:

1 e
J W dy = arctg(y),

1 Y 2q—1 J‘ 1
—  _dy= d > 1.
J 2+ 1ot YT g2+ 1) T P+

22+ 342 c 1 T+ 2 1
J(x2+2x+2)2 x=—§w2+2x+2+§arctg(a:+l), veR

Priklad.
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2.3. Substituce pievadéjici na racionalni funkce

A. Vypocet integrali s exponencialou a s logaritmem
Necht R je racionalni funkce.

(i) Pro prevod integrali tvaru §R(e®)dz (kde a € R\{0}) na integraci racionalni funkce lze
vyuzit substituci t = e*®

(ii) Pro prevod integrali tvaru S@ dx na integraci racionalni funkce lze vyuZzit substituci
t =logx.

Priiklad.
1
dz < log |log x—3|—log |logz—2|, z € (0,€?) nebo x € (2, e?) nebo z € (e, 0
| o i e < loslloga—3i-log logz—2l, w0, (¢, (
Priklad. )
Jli—e” dr £ e” —log(l+¢%), zeR
B. Integrace trigonometrickych funkci
Znaceni. Ve zbytku teto kapitoly budeme symbolem R(z,y) znacit raciondlni funkci dvou pro-
R : (z,y)
ménnyjch, tj. R(x,y) = Q(w Ly kde
Ny o
zy) = > agz'y, Qx,y) Z bija'y’,
i,j=0 i,j=0
kde Nl, N2 S N, A5, bij eER a alespoﬁ jedno bz’j # 0.
Pro prevod integralii tvaru SR(sin x,cosx) dr na integraci racionalni funkce lze vyuzit jedné z
nésledujicich substituci:
(i) pokud R(—a,b) = —R(a,b), pak lze uzit substituci ¢ = cosz
(ii) pokud R(a,—b) = —R(a,b), lze uzit substituci t = sin x
(iii) pokud R(—a,—b) = R(a,b), pak lze uzit substituci ¢ = tgz
(iv) vzdy lze uzit substituci t = tg(5)
Priklad.
1 c 1 1 1 T km
——dr = —=1 inx — 1| + = log |1 + si - €e0,=-)+——, keZ
jcosxsian x 5 oglsinz — 1| + 5 og |1 + sin z| iz © ( 2)+ 5
Priklad.
1 km T T
J - {ﬁamtf(ﬁtgx) + (=5 5) thm
1+sin“x m+ﬁ7 I:§+kﬂ'
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C. Integrace funkci obsahujicich odmocniny
1
Necht ¢ € N, a,b,¢,d € R, ad # be. Potom pro pievod integrala tvaru § R(z, (%)5) dz, na
integraci racionalni funkce lze vyuZit substituci ¢t = (Ziis)
Priklad.
z+1
ve+1l—+x— C1 z+1 1 z+1 z—1
—log +1|—=log 1), z€(l,0)
ver+1l++z—1 2 r—1 2 r—1 ( /w+1>
r—1

)



Vypocet integrald tvaru | R(z,vVax? + bz + ¢) dz

Necht a,b, c € R, a # 0. Potom pro prevod integrali tvaru { R(z, vaxz? + bz + ¢) dz na integraci
racionalni funkce rozlisujeme nésledujici pripady:

(a) Necht m4 polynom az?+bx +c dvojnasobny realny kofen «, pak plati ax?®+bz+c = a(z—a)?.
Ma-li mit uloha smysl, musi platit a > 0. Pak ale

Vax? +bxr + ¢ = Valz — al.

(b) Necht ma polynom ax? + bx + ¢ dva riizné realné kofeny a; < am, pak plati ax? + bz + ¢ =
a(x —ay)(z — ag). Je-li a > 0, pak pro z € (—o0,a1) a x € (ag, ) plati

\/ax2+ba:+c—\/a (x —ay)(z — as)

= Valz — a|

Je-li a < 0, pak pro x € (a1, ag) plati

Vaz? + bz + ¢ = /(—a)(z — a1)(ag — )

Qo — T

=+—a(z —ay) pa—

xe . PR . . . ey . . by L
V obou pripadech jsme tedy zadani prevedli na tlohu nalézt primitivni funkei § R(z, (‘Cli”i 7)) dz,
jejiz TeSeni jiz zname.
(c) Necht polynom ax? + bx + ¢ nema redlny koten. MAa-li mit tloha smysl, musi platit a > 0. V
tomto pifpadé lze uzit takzvanou Fulerovu substituci v/ax? + bx + ¢ = y/ax + t.

Priklad.
1 c 2

dr = ,
22V/22 + 1 (V2 +1-2)2 -1
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x € (—0,0) nebo z € (0, ).



3. Urcity integral

3.1. Newtoniv integral

Definice. Necht a,b e R* a < b, f je funkce definovana na intervalu (a, b). Rekneme, Ze f md na
(a,b) Newtoniv integrdl, jestlize

e f ma na (a,b) primitivni funkei (oznacme ji F'),

e existuji limity lim,_,,, F(z) a lim,_;,_ F(x) (nikoli nutné vlastni);

e rozdil téchto dvou limit je definovan jako prvek mnoziny R*.

Hodnotou Newtonova integralu z funkce f na intervalu (a,b) pak rozumime prvek

b
(N)J f(x)dx:xligliF(x)— lim F(x).

T—aq

Pokud a > b, pak klademe (N) SZ f(z)dz = —(N)§; f(z)dz. Pro a € R* definujeme (N) §* f(z) dx =
0. Jestlize (N) SZ f(z) dz existuje vlastni, pak fikdme, Ze integral je konvergentni. Neni-li integral
konvergentni, fikdme, Ze je divergentni.
Priklad. (N)§}zdz =3
Poznamka. Necht a,b € R*, a < b, a necht f je funkce definovana na intervalu (a,b). Pak nastava
pravé jedna z nasledujicich moznosti:

neexistuje,

= 0,

b
(N)L f(w)dz existuje { = —0

e R.

)

Znaceni. Necht a,b € R* a < b. Mnozinu vSech funkei f : (a,b) — R, které maji na intervalu
(a, b) konvergentni Newtoniv integral, zna¢ime symbolem AN (a,b).

Znaceni. Necht funkce F' je definované na (a,b) a existuji (vlastni nebo nevlastni) jednostranné

limity lim, .4 F(z) a lim,_,_ F(z). Potom budeme znadit F(a+) = lim,_.4 F(z), F(b—) =
lim, ,,_ F(x) a [F]} = F(b—) — F(a+), pokud m4 rozdil smysl.

a

Znaceni. NemiZe-li dojit ke zmateni, pfSeme SZ f(z) da misto (N) Ss f(z)da.

Priklad.
1 [%Ha:““](l) = %H, a € (—1,0) (konverguje),
J a®dr = { [Zgzt]y =0,  ae(—ow,—1) (diverguje),
0 [log z]§ = oo, a=—1 (diverguje).
. [Agzet!]P =0,  ae(-1,0) (diverguje),
f ¥ dx = [u}rlx‘”l]‘f = a;_:l, a € (—o,—1) (konverguje),
! [log z]{ = oo, a=—1 (diverguje).

Véta 3.1 (vlastnosti Newtonova integralu). Nechl a,be R*, a < b.
(i) Pro a € R plati ndsledugjici rovnosti, pokud pravé strany rovnosti magi smysl

b

g(z)dz, Jb af(z)dz = oszf(x) da.

a

fb(f(x) +g(z)) dz = Lb flz)dz + f

a a
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(ii) Jestlize f,g € N(a,b) a f < g, pak SZ flz)de < SZ g(z)dz
(iii) Jestlize f € N(a,b) je spojitd na (a,b), pak SZ |f(z)| dz ezistuje a ‘Ss f(z) da:‘ < SZ |f(z)] dz.
(iv) Necht a,b,c € R*, a < b < c. Jestlize f € N(a,c), pak f € N(a,b) n N(b,c) a plati

ch(ac)dx = Jabf(ac) dz + ch(a:)dac

(v) Necht a,b,c € R*, a < b < c. Necht f je spojitd vb. Pak f € N'(a,b) nN(b,c) < f € N(a,c).
(vi) Necht f € N(a,b). Necht {ay}, {bn} jsou posloupnosti z (a,b) splitujici lim, o a, = a,

lim,, o by, = b. Pak
f f(zx)dz = hmJ f(zx

(vii) Necht f € N(a,b) am < f(z) < M pro z € (a,b). Pak

b—a) ff M(b— a).

(viii) Necht f € N'(a,b), c € (a,b). Pak (z+— §. f(t)dt) = f(z) pro € (c,b).
_ konec prednagky 16.3.2022
Véta 3.2 (per partes pro Newtontv integral). Necht a,b € R*, a < b, a nechl f a g jsou funkce

definované na (a,b). Necht F je primitivni funkce k funkci f na (a,b) a G je primitivni funkce
k funkci g na (a,b). Potom plati

b b
f F(2)g(z) dz = [FG], - f f(@)G(x) dz,

a

jestlize md pravd strana smysl.
Piiklad. Sé logzdr = —1

Vé&ta 3.3 (substituce pro Newtoniv integral). Necht a,b, o, 8 € R*, a < b a o < 3. Necht f je
funkce definovand na (a,b) a necht ¢ je funkce definovand na (o, 3). Necht ¢ md vlastni nenulovou
deriwaci na (o, B) a necht plati p((o, 8)) = (a,b). Potom

b B
| = [ rewnloo) a.

md-li alespon jedna strana smysl.

Piiklad. So% cos®tsintdt = +

Piiklad. S2_2 Va4 —z2dr =27

3.2. Riemanniv integral

Definice. Koneénou posloupnost {z;}7_, nazyvame délenim intervalu [a, b], jestlize plati
a=x9g<x1 <--<xp=>0

Body o, ..., 7, nazyvame délicimi body. Normou dé&leni D = {x;}"_; rozumime ¢islo

v(D) =max{z; —x;_1;j=1,...,n}.

11



Definice. Necht f je omezena funkce definovana na intervalu [a,b] a D = {x;}"_, je déleni [a,b].
Oznadme
n
Z M;(x; —xj_1), kde M; = sup{f(x);x € [z;—1,2;]},
1
i@

<.

S(va) =
S(f,D)=3 m

Jj=1

j—xj-1), kde mj = inf{f(z);x € [z;_1,24]},

n

b
J f(z)dz = inf{S(f, D); D je délenim intervalu [a, b]},

a

b
J f(z)dz = sup{S(f, D); D je délenim intervalu [a, b]}.

a

Definice. f{ekneme, Ze omezend funkce f na intervalu [a,b], a < b, ma Riemanniv integral od

a do b, pokud Ef(x) dz = SZf(x) dz. Hodnota integralu f od a do b je rovna této spolené hod-

noté. Znac¢ime ji (R) SZ f(x) dz. Nemtze-li dojit ke zmateni, piseme SZ f(z)dz misto (R) SZ f(z)da.

Jestlize a > b, definujeme SZ f(z)de = — SZ f(z)dx. V pripadg, Ze a = b, definujeme SZ f(z)dz = 0.
konec prednésky 18.3.2022

Priklad. Necht a, b, ce R, a < b. Pak (R) SZ cdr = c(b—a).

Poznamka. (a) Funkce

(1, we[-1,1\{o},
f(x)_{o, T =0,

mé na [—1,1] Riemanniv integral, ale nema tam Newtonilv integral.
(b) Funkce f(z) = ﬁ, xz € (0,1), ma na (0,1) Newtoniv integral, ale nem4 (pfi libovolném
dodefinovani v krajnich bodech) Riemanniv integral na [0, 1].

Poznamka. Necht f je omezen4 funkce definovana na intervalu [a, b], kterd ma Riemanniiv integral
od a do b. Pak hodnotu integralu muzeme urcit néasledujicim zpisobem.

e pro kazdé n € N zvolime déleni D,, = {xn,k}zg tak, ze nlgréo v(D,,) = 0;
e prokazdé ne Naie {l,...k,} zvolime ¢, ; € [Tni—1, Tn,l;

Pak 1imy, o0 X571 f(Cni) (Tni — nio1) = 5o f(2) da.

Priklad. (R)§,z*dz = 1/3

Definice. Necht a,b € R, a < b. MnozZinu vSech funkci, které maji Riemanniiv integral od a do b,
znacime R([a, b]).

Véta 3.4 (spojitost a Riemanntiv integral). Necht f je spojitd na [a,b]. Potom f € R([a,b]).

Véta 3.5 (spojitost a Newtonuv integral). Necht a, b e R, a < b, a nechl f je spojitd a omezend
na (a,b). Potom f e N([a,b]).

Véta 3.6 (vztah Riemannova a Newtonova integralu). Necht'a,be R, a < b, a necht f € R([a,b])n
N(a,b). Potom

(R) f flayde = () | (e do.

Disledek 3.7. Necht f je spojitd na [a,b]. Potom f € R([a,b]) n N(a,b) a

(R) f flayde = () | ' fa)d.

konec prednésky 23.3.2022
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3.3. Konvergence Newtonova integralu

Piipomeneme: e Necht a,b € R a f je spojitd a omezena na (a,b). Pak f € N(a,b). Specialng
toto plati v pfipads, kdy f je spojita na [a, b].

e Necht a, b, c € R¥, a < ¢ < b a f je spojitd na (a,b). Pak f € N(a,b) pravé tehdy, kdyz
feN(a,c) nN(c,b).

Priklady. e Sio x® dx konverguje pravé tehdy, kdyz a < —1
. Sé % dx konverguje pravé tehdy, kdyz o > —1

° S;O log: L dx konverguje pravé tehdy, kdyz o < —1

1 [e%
K % dx konverguje pravé tehdy, kdyz a < —1

Vé&ta 3.8 (srovnavaci kritérium pro konvergenci Newtonova integralu). Nechta € R, b € R* a necht
a < b. Necht funkce f,g: [a,b) = R spliiugi 0 < f(z) < g(z) pro kazdé x € [a,b). Necht f je spojitd
na [a,b) a g € N(a,b). Potom f € N(a,b).

Piiklad. " L: dz konverguje
Piiklad. SSO e~ dz konverguje

Véta 3.9 (limitni srovnavaci kritérium pro konvergenci Newtonova integralu). Nechf' a € R, b €
R*, a < b. Necht f,g jsou spojité nezdporné funkce na [a,b). Jestlize limg,_,p_ £2) ¢ (0,00), pak

g(x)
f € N(a,b) prdve tehdy, kdyz g € N'(a,b).
Poznamka. Tvrzeni V&t 3.8 a 3.9 plat{ s pFislugnymi Gpravami i pro intervaly typu (a,b].
konec prednésky 25.3.2022

Priklad. {7 YErvess

L Yogas — dx konverguje

Priklad. Sio sin(%) arctg x dx diverguje

Definice. Nechf a, b € R*, a < b. Rekneme, ze Newtoniv integral funkce f konverguje absolutné
na intervalu (a,b), pokud |f| € N(a,b).

Vé&ta 3.10 (vztah absolutni konvergence a konvergence Newtonova integralu). Necht a,b € R*,
a <b, a necht f je spojitd funkce na (a,b) spliiujici |f| € N'(a,b). Potom f € N(a,b).

Véta 3.11 (Abelovo-Dirichletovo kritérium konvergence Newtonova integralu). Necht a € R, b €
R*, a <b. Necht f, g jsou spojité funkce na [a,b) a g je monotdnni na [a,b). Necht F je primitivni
funkce k funkci f na (a,b).

(A) Jestlize f € N'(a,b) a g je omezend na [a,b), potom fge N (a,b).

(D) Jestlize F' je omezend na (a,b) alimg_,,_ g(x) = 0, potom fge N(a,b).

Poznamka. Tvrzeni Véty 3.11 plati s pfislusnymi tpravami i pro intervaly typu (a, b].
Priklad. Sio % dx konverguje, ale Sio %ﬁ dzx diverguje

Priklad. Sio % arctg x dx konverguje

3.4. Aplikace urcitého integralu

(a) Integralni kritérium konvergence fad
Necht f je nezdpornd nerostouci spojitd funkce na [ng, +0), kde ng € N. Necht {a,}>_, je po-
sloupnost splitugici a,, = f(n) pron = ng. Pak Y., a, konverguje pravé tehdy, kdyz S;i f(z)dz
konverguje.
Piiklad. Y, —L1— diverguje

n=2 nlogn
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(b)

Obsah podgrafu spojité funkce
Necht | je spojitd a nezdpornd na [a,b]. Pak obsah plochy pod grafem funkce f je roven

SZ f(z)dz.

Priklad. Vypoctéte obsah plochy pod grafem funkce sinz, z € [0, 7].
Vysledek: 2

konec prednésky 30.3.2022

Obsah mnoziny vytvorené grafy funkci
Necht f,g jsou spojité funkce na [a,b]. Pak obsah mnoZiny bodi lezicich mezi grafy funkei f a

g je roven SZ lg(x) — f(z)| dx. Poznamenejme, Ze mnoZinou “mezi grafy funkct f, g” rozumime

{(z,y); x € a,b], f(z) <y < g(x) nebo g(z) <y < f(x)}.
Priklad. Vypoététe obsah plochy ohrani¢ené grafy funkei f(z) = 22 a g(x) = x pro = € [0, 2]
Vysledek: 1

Délka grafu funkce
Necht funkce f md na intervalu [a,b] spojitou proni derivaci. Pak

b
délka grafu funkce f = J 1+ f(x)?da.

Priklad. Spoctéte obvod kruhu o poloméru 1.
Vysledek: 2w

Zména polohy a ujeta vzdalenost

Jestlize se bod pohybuje po pfimce (napf. po ose x) a znac¢i-li s(t) soufadnici bodu v Case t,
je §'(t) okamzita rychlost v(t) v Case t a v'(t) = s”(t) okamzité zrychleni v ¢ase ¢. Je-li dana
zévislost rychlosti na ¢ase funkei v(t), neni

b
f o(t) dt = s(b) — s(a)

ujetd vzdalenost, ale zména polohy pohybujictho se bodu. Ujeta délka cesty od okamziku ¢t = a
do okamziku ¢t = b se spocte jako
b
J lv(t)|dt.
a

Priklad. Vypocitejte drahu destové kapky za prvnich 6 sekund, kde okamZita rychlost (v
metrech za sekundu) kapky je dana vzorcem v(t) = gt, kde g = 9.81.
Vysledek: 176.58 metrd (176.58 = 9.81-18)

3.5. Riemanntiv-Stieltjestv integral

Definice. Necht [a,b] je omezeny uzavieny interval, f je omezena funkce na [a, b] a ¢ je neklesajici
(a specialné tedy téz omezend) na [a,b]. Necht D = {x;}7_; je déleni [a,b]. Oznacme

b
J f(z)dp(x) = inf{S(f, D,¢); D je délenim intervalu [a, b]},

b
f f(@)dp(z) = sup{S(f, D, v); D je délenim intervalu [a, b]}.

14



Eekneme, ze f ma Riemanndv-Stieltjestv integral od a do b vzhledem k funkeci ¢, pokud
SZf(x) do(z) = SZf(x) dyo(x). Hodnota integralu f od a do b vzhledem k funkci ¢ je rovna této
spoletné hodnoté. Znaéime ji (RS) SZ f(z) dp(x). NemtiZe-li dojit ke zmateni, piSeme SZ f(z)dp(x)
misto (RS) Sz f(x)dp(x).

Mnozinu vSech funkci, které maji Riemanniiv-Stieltjesiv integral od a do b vzhledem k funkci
¢, zna¢ime RS, ([a, b]).

Poznamka. Je-li p(z) = x, pak odpovidajici Riemanntiv-Stieltjestv integral splyva s Riemanno-
vym integralem.

Priklad. Necht

a necht f je spojita na [—1,1]. Pak

| 1@ et - 100

konec prednéasky 1.4.2022
Véta 3.12 (vlastnosti RS integralu). Necht o, v jsou neklesajici funkce na [a,b].
(1) Jsou-li f,g € RS,([a,b]) ac,deR, pak cf + dg € RS,([a,b]) a plati

b

b b
f(qumx@d¢@>=cjlﬂwdw@>+djg@»mxw.

a a

(ii) Necht f € RS,([a,b]), c€ (a,b). Pak f € RS,([a,c]) n RS, ([c,b]) a plati

ff ) dg( ff ) dg(a ff ) dg(s

(i1i) Necht f € RS, ([a,b]) a plati m < f(z) < M pro x € [a,b]. Pak
b
m(e(b) — p(a)) < J f(x)de(z) < M(p(b) — ¢(a)).
() Je-li f € RS,([a,b]) " RSy([a,b]) ac,deR, pak f € RScptay([a,b]) a plati
b b b
| 1@ e+ av@) = ¢ [ 1@ dpto) + | 1) duto)
Priklad. Necht

)=, x € [-1,0],
s"(”C)_{wl, e (0,1],

a necht f je spojita na [—1,1]. Pak

J‘ f(@) do(a J‘ f(z) dz + £(0).

Vé&ta 3.13 (kritérium existence RS integralu). Necht f je omezend funkce na [a,b] a ¢ je neklesagict
a [a,b]. Pak ndsledujici turzeni jsou ekvivalentni:
() f € RS, ([0 b]); B
(b) pro kazdé e > 0 existuje déleni D intervalu [a,b], pro které S(f,D,¢) — S(f,D,¢) <e

Poznamka. Zvolime-li v pfedchozi vété ¢(z) = x, dostaneme kritérium existence Riemannova
integralu.

15



Véta 3.14 (monotonie a RS integral). Necht f je monotonni (tj. nerostouct nebo neklesajici) na
[a,b] a necht ¢ je spojitd a neklesajict na [a,b]. Pak f € RS,([a,b]).

Poznamka. Specialnég je-li f monoténni na [a,b], pak f ma na [a,b] Riemanniv integral.

Vé&ta 3.15 (spojitost a RS integral). Necht ¢ je neklesajici funkce na [a,b] a necht f je omezend na
[a,b]. Jestlize mnoZina bodi nespojitosti funkce f je koneénd a je-li v kazdém z téchto bodi funkce
@ spojitd, pak f € RS,([a,b]).

Poznamka. Specialné je-li f spojita az na kone¢né mnoho bodi, pak existuje Riemanniv integral
funkce f. Jedna se tedy o zesileni a zobecnéni véty 3.4.

Disledek 3.16. Necht f je spojid funkce na [a,b] a ¢ je neklesajici na [a,b]. Pak f € RS, ([a,b]).

Véta 3.17 (vztah Riemannova a Riemannova-Stieltjesova integralu). Nech? f € R([a,b]), necht ¢
je neklesajict na [a,b] a md na [a,b] spojitou derivaci. Pak fo' € R([a,b]), f € RS,([a,b]) a plati

b b
mafﬂ@w@hwmfﬂ@wmm.

Piiklad. Sé x3dz? = %

Definice. Heavisideovou funkci (“jednotkovym skokem”) rozumime funkci

<0,
[(x):{o, <0

1, x=>0.

Vé&ta 3.18 (integrace vzhledem k Heavisideové funkci). Necht f je spojid na [a,b], s € (a,b) a
o(x) =I(x —s), x € [a,b]. Pak

b
jfumwm:fwy

Priklad. Necht

Pak Sl_l(2x + 1)dp(z) = 2.
konec prednésky 6.4.2022

Véta 3.19 (soucet Fady jako RS integral). Necht {c,}_, je posloupnost nezdpornych cisel takovd,
Ze 37| ¢, konveguje. Necht {s,}_; je posloupnost po dvou riznyich bodd v intervalu (a,b). PoloZme

o(x) = 2 end(x — sp).

Je-li | spojitd funkce na [a,b], pak
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4. Diferencialni rovnice

Priklad. y/(z) = 23 + 4 = y(z) = % +4x+C,zeR
Priklad. y/(z) = 2y(x) = y(x) = Ce**, 2 € R
Priklad. Volny pad s odporem vzduchu (pfedpokladame, Ze odporova sila je pfimo tmérna druhé

mocning rychlosti a koeficient pfimé timérnosti oznacime k). Znadi-li v(¢t) okamzitou rychlost v ¢ase
t, pak v(t) spliwje diferencialni rovnici
k
! 2
v (t) = —v7(¢) —
)= Sz -

s po¢atecni podminkou v(0) = 0. V rovnici vySe zna¢i m hmotnost padajiciho objektu a g je tihové
zrychleni.

Definice. Diferencidlni rovnici rozumime rovnici tvaru

F(z,y,9 9", y™) =0, (4.1)

kde F je redlna funkce n 4+ 2 proménnych. Rad diferencidlni rovnice (4.1) je nejvyssi fad derivace
funkce y vyskytujici se v (4.1).

Piiklad. y® (z) + (/(2))? = (y(z))® + 2* je diferencialni rovnice druhého Fadu.

Definice. Resenim diferencidlni rovnice (4.1) rozumime funkei y definovanou na néjakém neprazd-
ném otevieném intervalu I, kterd ma v kazdém bodé intervalu I vlastni n-tou derivaci a jejiz hodnoty
spolu s hodnotami derivaci spliiuji rovnici (4.1) v kazdém bodé intervalu I, tj. pro kazdé x € I plati

F(2,y(@),y @),y (), sy (@) = 0.

Definice. Je-li funkce y feSenim rovnice (4.1) na intervalu I a funkce § feSenim rovnice (4.1) na
intervalu I, kde I < I, I # I a y(z) = g(x) pro v8echna = € I , pak fikame, Ze FeSeni ¢ je
prodlouZenim TeSeni y na interval I.

Regent rovnice (4.1), které nemé prodlouZeni, nazyvame mazimdlnim iefenim rovnice (4.1).
Obecnygm Tesenim rozumime mnozinu vSech maximélnich FeSeni.

Priklad. Uvazujme diferenciélni rovnici y/(z) = 1, > 0. Pak y;(z) = logz, x € (0,1), je YeSenf
této rovnice, ale neni to maximalni FeSeni. Funkce y2(z) = logz, = € (0, 0), je prodlouZenim FeSeni
y1 na interval (0, 00), a je to maximalni feSeni. Obecné feseni této rovnice ma tvar y(z) = logz + C,
x € (0,00), kde C e R.

4.1. Obycejné diferencialni rovnice prvniho radu

Rovnice se separovanymi proménnymi

Definice (Rovnice se separovanymi proménnymi). Diferencidlni rovnice se separovanymi promén-
nyms je rovnice tvaru

Y = g(y)h(z). (4.2)

Véta 4.1 (o existenci FeSeni separované rovnice). Nechl a,b,c,d € R*, a < b, ¢ < d, nechl h :
(a,b) > R ag: (¢c,d) = R jsou spojité funkce a g je nenulovd. Necht (xq,yo) € (a,b) X (¢,d). Potom
existuje pravé jedno mazximdlni reseni y rovnice (4.2) spliiugici podminku y(zo) = yo.

konec prednéasky 8.4.2022

Metoda feSeni pro g, h spojité na svych defini¢nich oborech.

17



(a)

(f)

Uréime maximalni oteviené intervaly obsazené v defini¢nim oboru funkce h. (Tim mame vy-
mezeny maximalni intervaly, na kterych miizeme hledat feSent.)

Najdeme v8echny nulové body funkce g. Je-li g(c¢) = 0, pak na kazdém intervalu z 1. kroku je
funkce y(x) = ¢ tzv. singuldrnim (téZ staciondrnim) YeSenim rovnice (4.2).

Uréime maximalni oteviené intervaly, na kterych je funkce g nenulova.

Vezmeme interval I z 1. kroku a interval J ze 3. kroku. Tedy h je na I spojita a g je na J spojita
a nenulova. Budeme hledat feSeni rovnice (4.2), jejichz defini¢éni obor je obsaZen v intervalu I
a maji hodnoty v intervalu J. Je-li y takové TeSeni, pak pro kazdé x € D(y) plati
!
y'(x)
= h(x).
9(y(x))

Necht H je primitivni funkce k funkci h na intervalu I a G je primitivni funkce k funkeci 1/g na
J . Potom existuje konstanta C' € R takova, ze plati

G(y(z)) = H(z) + C

na definiénim oboru feSeni y, ktery nalezneme v nasledujicim kroku.

Nyni zafixujeme C a nalezneme maximalni neprazdné oteviené intervaly obsaZené v mnoziné
{zel, Hz)+ CeG(J)}.
Na kazdém z téchto intervalt feSeni musi mit tvar
y() = G~ (H(x) + C),

kde G~! znadi funkci inverzni k funkei G. Ta existuje, nebot G je na intervalu J bud rostouci
nebo klesajici.

7 teSeni nalezenych v 5. kroku a singularnich feSeni z 2. kroku ,,slepime* vSechna maximalni
feSeni rovnice (4.2).

Priklad. y/(z) = y* = y(z) = — 45, z € (—0, —C) nebo z € (—C, ®), nebo y(z) = 0, z € R

Lemma 4.2 (Lemma o lepeni feSeni). Necht g, h jsou spojité na svyjch definiénich oborech. Necht
Y1 je TeSenim diferencidlni rovnice (4.2) na intervalu (xo — d,2z0) pro néjaké § > 0, necht y, je
feSenim diferencidlni rovnice (4.2) na intervalu (xo,xo +n) pro néjaké n > 0 a necht xg € Dy,.
Necht ddle plati

lim y(z) = lim y.(z) = AeD,.

T—x0 r—xot

Pak funkce

yi(x) e (xg—0,x0)
ylx):=< A T = I
yr(x) € (T0,20 + 1)

je feSenim rovnice (4.2) na intervalu (zg — 0,9 + n).

Priklad. 3/ = 32%\/1 —y2 = y(z) = 1, z € R; y(z) = —1, = € R jsou singuldrni feseni. Déle pro
kazdé C' € R mame TeSeni tvaru

-1, re(—w,—g/5 +C],
y(x) = $sin(@® + 0), ze(—=3/5+C, ¢35 -C),
1, re[yF —C, 0).

Priklad. Volny pad s odporem vzduchu je popsan rovnici v'(t) = aw?(t) — g, v(0) = 0, kde g je
tthové zrychleni a o > 0 je vhodna konstanta. ReSeni této rovnice ma tvar

g 1 e
o) =~ T
a 1+ eV

Specialng lim;_, o, v(t) = 7\/%

konec prednésky 13.4.2022
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Homogenni rovnice

Homogenni diferencidlni rovnici 1. ¥ddu nazyvame rovnici tvaru y’ = h(%)

Metoda pfevodu homogenni rovnice na rovnici se separovanymi proménnymi.

e Definujme pro = # 0 funkci z(z) = @ Pak pro x # 0 mame
y(x) = z2(x),
y'(z) = 22/ (x) + 2(z).

Rovnice tak prechazi na xz’ + z = f(x,22) = f(1, 2), tj.

S =2 (f,2) - 2),

coZ je rovnice se separovanymi proménnymi.

e VyfeSime rovnici se separovanymi proménnymi na otevienych podintervalech (—o0,0) a (0, o0).
Pak polozime y(z) = = - z(x).

Priklad. ¢’ = 3”2%/2 = y(z) = z4/log(K?1?), z € (—0,—%) nebo = € (4,); nebo y(z) =
—a4/log(K?2?), z € (—0, — %) nebo z € (&,0); K € R

Linearni rovnice 1. fadu

Linedrni diferencidlni rovnici proniho ¥ddu rozumime rovnici tvaru

Y +p(x)y = q(2). (4.3)

Budeme pfedpokladat, Ze p, ¢ jsou spojité funkce na néjakém intervalu (a,b). Je-li ¢ = 0, nazyva
se rovnice homogenni.

Priklad. Necht p je spojita funkce na (a,b). Pak obecné feSeni rovnice 3y’ + p(x)y = 0 ma tvar
y(z) = Ke P®) K eR, z € (a,b), kde P je primitivni funkce k p.

Metoda FeSeni rovnice (4.3) pro p, g spojité na (a,b).
(a) Vyfesime homogenni rovnici, vyjde
y(z) = KeP®@  ze(a,b), K eR,
kde P je primitivni funkce k p na intervalu (a, b).

(b) Hledame jedno “partikularni” feSeni rovnice (4.3) ve tvaru

yp(x) = c(x)e_P(m).

Dosazenim do rovnice dostaneme podminku ¢ (z) = g(z)e?®)
funkei k ¢(z)e”®) na (a,b).

, a tedy za c(x) zvolime primitivni

(c¢) Obecné Feseni rovnice (4.3) je tvofeno funkcemi

y(z) = yp(x) + Ke @ ze(a,b), KeR.

(d) Maximalni feSeni rovnice (4.3) spliwujici pocdteéni podminku y(xo) = yo nalezneme vhodnou
volbou konstanty K € R.

Presné&ji, pokud je obecné feSeni rovnice (4.3) tvaru y(z) = y,(z) + Ke P pak pro volbu
K = (yo — yp(xo))ep(“’”) dostavame, Ze toto FeSeni vyhovuje podmince y(zg) = yo.

_ konec prednésky 20.4.2022
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Véta 4.3. Nechta, be R*, a < b. Necht'p, q jsou spojité funkce na (a,b). Necht zo € (a,b), yo € R.
Pak existuje prdveé jedno mazimding Fesent rovnice (4.3), které spliiuje podminku y(xo) = yo. Toto
redend je navic definovdno na celém (a,b).

Priklad.
Yy —zy=2

(a) Obecné FeSeni: y(x) = —1 + Ke%, KeR, zeR
.~ 22
(b) Reseni spliiujici po¢ateéni podminku y(0) = 37: y(z) = —1 + 38¢z , x € R.

Aplikace diferencialnich rovnic prvniho fadu

(a) Volng pdd s odporem vzduchu (bylo dfive)
(b) Spojité trocent

Vlozime ¢astku sg do banky s ro¢ni arokovou sazbou r. Predpokladejme, Ze troceni probiha
neustale (jde o tzv. spojité aroeni). Oznacme s(t) stav naSeho t¢tu v case t (Cas pocitame v
letech). Pak funkce s(t) spliiuje diferencialni rovnici

s'(t) = rs(t), s(0) = so.

Jde o diferencialni rovnici se separovanymi proménnymi a jeji fesenf je s(t) = sge’™.
(¢) Mravenec lezouct po prodluZujicim se gumovém lané

Mravenec leze po 1 metr dlouhém gumovém lané rychlosti 1 centimetr za sekundu. V okamziku
zapodleti mravencovy cesty se zaroven lano zacne prodluzovat rychlosti 1 metr za sekundu. Doleze
mravenec na konec lana?

Resent: Ozna¢me y(t) polohu mravence v ase ¢ (¢as poditame v sekundach, polohu mravence
v metrech). Pocateéni podminka je y(0) = 1, chceme najit ¢, aby y(¢) = 0. Funkce y(t) spliiuje
diferencialni rovnici

1y

!
= —— 4 L
e TR e

Jde o linearni diferencialni rovnici prvniho fadu a jejim feSenim je

y(0) = 1.

1
y(t) = =755 (1 + 1) log(1 +1) + 1+t

Tedy y(e'® — 1) = 0, tj. mravenec doleze na konec lana za €% — 1 sekund (cca 8,52 - 103 let :)).

konec prednasky 22.4.2022

4.2. Obycejné diferencialni rovnice druhého radu

Linearni rovnice 2. fadu

Linedrni diferencidlni rovnict druhého 7ddu rozumime rovnici tvaru
y" +p@)y +q(@)y =r(z), (4.4)

kde p, g, r jsou funkce spojité na intervalu (a, b).
Homogennd rovnici pfislusnou k rovnici (4.4) rozumime rovnici

y" + p@)y’ +q(z)y = 0. (4.5)

Véta 4.4 (Existence FeSeni linearni diferencialni rovnice 2. fadu). Necht a, b € R*, a < b. Necht
D, q, T jsou spojité funkce na intervalu (a,b), a necht xoy € (a,b) a zo,21 € R. Pak existuje prdavé
jedno maximdlni TeSeni y rovnice (4.4), které spliiuje podminky y(zo) = 2o, y'(xo) = z1. Navic, toto
Tedend je definovdno na celém intervalu (a,b).

Znaceni. Oznaéme

C*((a,b)) = {f : (a,b) — R; f ma spojitou druhou derivaci na (a,b)}.
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Véta 4.5 (Struktura feSeni linearni diferencialni rovnice 2. fadu).
(a) Obecné Fesent rovnice (4.5) tvoii vektorovy podprostor prostoru C%((a,b)) dimenze 2.

(b) Nechty, je partikuldrng Tesent rovnice (4.4). Pak obecné FeSent rovnice (4.4) je

{yn + Yp; yn je TeSeni rovnice (4.5) na intervalu (a,b)}.

Definice. Béze prostoru maximélnich FeSeni rovnice (4.5) se nazyva fundamentdlni systém teseni
rovnice (4.5).

Postup pfi FeSeni rovnice (4.4):

(a) Najdeme fundamentalni systém ¥, yo pro rovnici (4.5). To obecné nenf jednoduché a nauc¢ime
se to jen ve specialnich piipadech.

(b) Najdeme jedno (,,partikularni*) ¥eSeni y, rovnice (4.4). Zname-li fundamentalni systém, pak
pro nalezeni partikularniho feSeni existuje metoda, kterou se zanedlouho naucéime.

(¢) Obecné feseni rovnice (4.4) je

y(x) = yp(x) + cry1(x) + coya(x), c1,c2 € R, z € (a,b).

Piiklad.
y' ty=uz

(a) Funkce y;(x) = cosz, y2(z) = sinz tvoii fundamentalni systém feSeni homogenni rovnice na R.
(b) Partikularni feSeni je y,(z) = z, z € R.
(c) Obecné feseni ma tvar

y(x) =z +crcosx + cosinz, ¢1,c0 €R, xeR.

Véta 4.6 (Kritérium pro linearni nezavislost FeSeni homogenni rovnice). Necht yi, y2 jsou dvé
Tesent rovnice (4.5) na (a,b). Pak ndsledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:

(a) Funkce y1, y2 jsou linedrné nezdvislé.

(b) Tzv. Wronského determinant

’ () y2(2) ‘
yi(z) yo(w)
je nenulovy alespori v jednom bodé intervalu (a,b) (pak je nenulovy v kaZdém bodé (a,b)).
Priklad.
y// + iy/ _ 3 y —
2x 212

(a) Dokazte, Ze funkce y;(z) = 1, ya(z) = 2% tvor fundamentalni systém FeSenf homogennf rovnice
na intervalu (0, o0).
konec prednasky 27.4.2022

(b) Najdéte fesent splitujici pocatecni podminku y(1) = 3, /(1) = 2: y(z) = L + 223, z € (0,0).

8|~

Véta 4.7 (variace konstant). Necht funkce yi,ys tvoii fundamentdini systém Teseni rovnice (4.5).
Necht c1, co jsou funkce spliiufici soustavu rovnic

iy +chy2 =0
Ayi +chyy =

na intervalu (a,b). Pak funkce y,(x) = c1(x)y1(x) +ca(x)y2(z) je FeSenim rovnice (4.4) na intervalu
(a,b).
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Linearni diferencialni rovnice 2. fadu s konstantnimi koeficienty

Linedrni diferencidlni rovnict druhého tddu s konstantnimi koeficienty rozumime rovnici tvaru

Y +py +qy =r(x), (4.6)

kde p,q € R a r je funkce spojita na intervalu (a,b).
Homogennd rovnici pfislusnou k rovnici (4.6) rozumime rovnici

y' +py +qy=0. (4.7)
Poznamka. Maximalni feSeni rovnice (4.7) jsou definovana na celém R.

Definice. Charakteristickym polynomem rovnice (4.7) rozumime polynom
A2+ pA+q.

Véta 4.8 (tvar fundamentalniho systému). Necht A1, A2 € C jsou kofeny charakteristického poly-
nomu rovnice (4.7).

e Pokud jsou \1, Ag 1izné redlné koteny, pak fundamentdlni systém feSend rovnice (4.7) tvori
funkce y1(x) = eM?® a yo (1) = eP2”.

o Pokud \; = )\, pak fundamentdlni systém Teseni rovnice (4.7) tvoii funkce yi(x) = eM® a
Yo (1) = xeM®.

o Pokud jsou \y = a + Bi, Aa = a — Pi ruzné komplexni koieny, pak fundamentdlni systém
resend rovnice (4.7) tvoFi funkce yi(x) = e*® sin(fz) a y2(x) = e** cos(Bzx).

Priklad. y” — 6y’ + 13y = 0 = y(z) = c1€3% cos 2z + cpe3¥sin 2, ¢1,c2 € R, € R
konec prednésky 29.4.2022

Vé&ta 4.9 (specialni prava strana). Necht
r(z) = e**(P(x)cosbr + Q(x)sinbz), zeR,
kde a,be R a P,Q jsou polynomy. Pak existuje Feseni rovnice (4.6) ve tvaru
yp(x) = 2™ e (R(x) cosbxr + S(x)sinbz), zeR,

kde R, S jsou polynomy stupné nejvyse max{st P,st Q} a m € N u {0} uddvd, jakou ndsobnost md
¢islo a + bt jakoZto kofen charakteristického polynomu piislusné homogenni rovnice.

Priklad.
y”—y=€x+€2$
(a) Obecné feseni je y(x) = %a:ez + %62“3 +cre* + e, 1,0 € R, xR
(b) ReSeni splimjici po¢ateéni podminku y(0) = 1, 3/(0) = 1 je y(z) = 1ze” + 1€ + 1e® + Ze7 7,
zeR.
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5. Funkce vice proménnych

Definice. Eukleidovskou metrikou (vzddlenosti) na R™ rozumime funkei p : R x R™ — [0,00)
definovanou pro z,y € R™ predpisem

p(x, y) =

> (@i - )

Cislo p(z,y) nazgvame vzddlenosti bodu x od bodu y.
Mazimovou metrikou na R™ rozumime funkei ppax : R" xR™ — [0, 00) definovanou pro x,y € R™
predpisem
Pmax (T, y) = max{|x; —y;|; i =1,...,n}.

Lemma 5.1 (porovnani eukleidovské a maximové metriky). Pro x,y € R™ plati
Pmax(,y) < p(2,y) < V- pmax(7, y)-

Lemma 5.2 (zékladni vlastnosti eukleidovské metriky). Necht x,y,z € R™ a A € R. Pak plati:
(a) p(z,
(b) p(Az, Ay) = [Ap(z,y);
(c) p(z,y) < plx, 2) + p(2,9);
(d) p(z + 2,y + 2) = pla,y).

konec prednéasky 4.5.2022

)—O@l‘—y,

Definice. Necht x € R™ a R > 0. Pak mnoZinu
B(z,R) == {y e R"; p(z,y) < R}
nazyvame otevicenou kouli o stiedu x a poloméru R.

Definice. Necht A = R". Rekneme, Ze z € R" je vnitinim bodem mnoZiny A, jestlize existuje takové
R > 0, ze B(x,R) ¢ A. Mnozina A c R" je oteviend, pokud kazdy bod x € A je jejim vnitinim
bodem. Vnitfkem mnoZiny A rozumime mnozinu vSech vnit¥nich bodid mnoZiny A a znaime jej

Int A.
Piiklad. Mnozina A = (0,1) x [0, 1] neni otevfena, jeji vnit¥ek je (0,1) x (0,1).

Definice. O mnozing I < R™ fekneme, %e to je (otevieny) interval, pokud existuji (oteviené)
intervaly I1,...,I, c R takové, ze [ = 11 x I3 x ... x I,.

Priklady. A = (0,1) x [0,1] je interval, ktery neni otevieny. MnoZzina A = (3,4) x (15,17) je
otevieny interval.

Poznamky. (a) Oteviena koule je oteviena mnozina, otevieny interval je oteviena mnozina.
(b) “Otevtena koule vzhledem k maximové metrice” je otevieny interval.

Vé&ta 5.3 (vlastnosti otevienych mnozin).

(a) Prdzdnd mnoZina a cely prostor R™ jsou oteviené v R™.

(b) Sjednocent libovolného systému otevienigch mnoZin je oteviend mnoZina.

23



(c) Prinik konecné mnoha oteviengch mnoZin je oteviend mnoZina.

Priklad. Neplati, ze prunik nekoneéné mnoha otevienych mnozin je oteviend mnozina. Zvolme
napiiklad G; = (—1,1), i e N. Pak (2, G; = {0} neni oteviena.

i1

Definice. Necht {z*} je posloupnost v R” a 2 € R™. Rekneme, 7e {z*} konverguje k z, jestlize
limg o p(z¥,2) = 0. Znaéime 2¥ — z, nebo také limy_,o ¥ = x. Prvek z nazyvame limitou
posloupnosti {x*} v R"™. Konvergentni posloupnosti rozumime posloupnost, kterd ma limitu v R™.

Lemma 5.4 (vlastnosti konvergence v R™). Necht {z*} je posloupnost prvkii z R™ a x € R". Pak
plati:

(a) {z*} md nejvyse jednu limitu;

(b) {x*} konverguje k x prdave tehdy, kdyz konverguje po slozkdch, tj. pro kazdé i = 1,...,n plati
k

Priklad. (1,1— %) — (0,1)
Definice. Mnozina A c R" je uzaviend, pokud plati nasledujici implikace:
(2"} c A, 2" > 2, zeR" = zeA

Piiklady. Mnozina A = [0,1] x [0,1] je uzaviena. Mnozina A = (0,1) x (0, 1) neni uzaviena, ale
je oteviena. Mnozina A = (0,1) x [0, 1] neni uzaviena ani oteviena.

Véta 5.5 (vztah otevienych a uzavienych mnozin). Necht A < R™. Potom A je uzaviend prdvé
tehdy, kdyz R™\A je oteviend.

konec prednasky 6.5.2022
Véta 5.6 (vlastnosti uzavienych mnozin).
(a) Prdzdnd mnoZina a cely prostor R™ jsou uzaviené v R™.
(b) Sjednoceni konecné mnoha uzavienjch mnozin je uzaviend mnoZina.

(¢) Prinik libovolného systému uzaviengch mnoZin je uzaviend mnoZina.

Funkce vice proménnych: limita, spojitost a parcialni derivace

Priklad. f(z1,22) = 22 + 23 je funkce dvou proménnych. Jejim grafem je podmnozina R3, kterou
nazyvame paraboloid.

Definice. Necht f je funkce n proménnych a =z € R". Rekneme, 7e f je spojitd v bodé x, jestlize
plati
Ve >030>0Vye B(z,9): |fly) — fx)] <e.

Necht A « R™ a z € A. Rekneme, e f je spojitd v bodé x vzhledem k A, pokud plati

Ve >030>0Vye B(z,0) nA: |fly) — f(z)| <e.
Rekneme, Ze f je spojitd na mnoZiné A, jestlize je spojita v kazdém bodé z € A vzhledem k A a Ze
f je spojitd, jestlize je spojita na R™.

Priklad.
1, z3+23<1,
0, z7+a3>1

f(z1,22) ={

Pak f neni spojita v bodech splitujicich 22 + 3 = 1 (tj. v bodech jednotkové kruznice), je ale spojité
v t&chto bodech vzhledem k mnozing A = {(z1,72) : #? + 23 < 1}. Dale plati, Ze f je spojita na
mnoziné A.

Lemma 5.7. Pro kaZdéi=1,...,n je funkce (x1,...,2,) — x; Spojitd.
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Véta 5.8 (operace zachovavajici spojitost). (i) Necht A c R™, z € A, a € R. Jsou-li funkce f a g
jsou spojité v bod€ x vzhledem k A, potom také funkce af, f+ g a fg jsou spojité v bodé x vzhledem
k A. Pokud navic funkce g je nenulovd v bodé x, pak je spojitd i funkce f/g v bod€ x vzhledem k A.

(ii) Necht Ac R™, Bc R™ aye A. Necht ¢1,...,0m jsou funkce spojité v bodé y vzhledem k
Aa(p1(x),...,om(x)) € B pro kaZdé x € A. Necht [ je spojitd v bodé (¢1(y), - .., om(y)) vzhledem
k B. Potom sloZend funkce

F(x) := f((p1(2), ... om(x)), z€A

je spojitda v bod€ y vzhledem k A.
Priklady. (i) fi(z1,22) = 22 + 22 je spojitd na R?;
(ii) fo(z1,22) = ¢ je spojitd na mnoziné {(z1,22) : 2 # 0};
2 2
(iii) f3(z1,22) = €172 je spojita na R?;
(iv) fa(x1,z2) = log(zy + 23) je spojitd na mnoziné {(x1,z2) : 71 + 23 > 0}.
Definice. Rekneme7 7e funkce n proménnych f méa v bodé x € R™ limitu rovnou A € R*, jestlize

plati
Ve > 030 >0Vye B(z,0)\{z}: |fly) — 4| <e.

Tuto skuteénost zapisujeme jako lim,_,, f(y) = A.
Poznamka. f je spojita v x pravé tehdy, kdyz lim,_,, f(y) = f(z).

Priklad.
Oa (x17x2) 7> (0?0)7

flz,x2) = {1’ (z1,22) = (0,0)

neni spojita v (0,0), ale ma tam limitu rovnou 0.

Definice. Necht f je funkce n proménnych, x € R™ ai = 1,...,n. Pak parcidlni derivaci funkce f
v bod€ x podle i-té proménné definujeme jako limitu

of () = lim fly, i, + w1, 20) = f(T1,.00,T0)

61:1- t—0 t ’

pokud tato limita existuje vlastni.

Priklad. f(z1,72) = 22 + 23 =

ffl (z1,m2) = 2771, %@17332) = 215,

konec prednasky 13.5.2022

Vé&ta 5.9 (spojitost a oteviené / uzaviené mnoziny). Necht f je spojitd funkce na R™ a ¢ € R.
Potom plati

(a) Mnoziny {x e R": f(x)>c}, {zr eR™: f(z) < c} jsou oteviené v R™.
(b) MnoZiny {x e R™: f(z) <c}, {xeR": f(z)=c} a{xeR": f(z)=c} jsou uzaviené v R™.

Priklady. (i) Jednotkova kruznice {(z1,z2) : 2% + 23 = 1} je uzaviena v R%.
(ii) Oteviena jednotkové koule {(x1,z2) : 23 + 23 < 1} je oteviena v R2.
(iii) {(z1,22,73) : x1 =0, 71 + 22 + 23 = 1} je uzaviend v R?.

Dalsi priklady k limitdm a parcialnim derivacim funkci vice proménnych

Priklad.

RS

2 2\ o 1
f(x,y) _ {(x +y )Sln($2+y2)7 (x7y)
0, (z,y) = (0,0),
pak 1iIn(av,y)—»(O,O) f(mv y) =0.

Priklad. lim, ,)—(0,0) xfifyz) neexistuje.
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Piiklad. f(z,y) = +/2? —y?

(i) Defini¢ni obor f je mnozina {(z,y) : |y| < |=|}.

Rr) P) 1.

(ii) %(m,y) = \/z;ﬁj, %(m,y) = —\/ﬁ, pokud |y| < |z|. Pokud |y| > |z|, pak Zadna z
parcidlnich derivaci neexistuje.

Priklad.
(x2+y2)sin( 1), x#0, y+#0,

zy

flay) = {07 jinak,

pak lim, ) 0,0y f(7,y) = 0, ale dvojnésobné limity lim, .o (limy o f(,y)) alim, o (lim; o f(z,y))
neexistuji.
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