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Minule jsme vid¥li n¥kolik úloh vedoucích na soustavy lineárních
rovnic:

I hledání pr·se£nice rovin (pr·niku nadrovin)
I hledání lineární kombinace vektor· a1, . . . ,an, která dává
vektor b

I hledání vzoru vektoru b v zobrazení FA.
I hledání sloupc· inverzní matice

Dal²í p°íklady jsou °e²ení elektrických obvod· (Kirchho�ovy
zákony), chemických rovnic, numerické aproximace °e²ení
diferenciálních rovnic, proloºení bod· polynomem nebo jinou
funkcí £i k°ivkou a mnoho dal²ích.

�e²ení SLR je nejd·leºit¥j²í úloha lineární algebry. Pokusíme se
jí proto co nejlépe porozum¥t.



Definice

Elementární °ádkovou úpravou (E�Ú) matice rozumíme bu¤

1. prohození dvou °ádk·

2. p°i£tení libovolného násobku n¥jakého °ádku do jiného
°ádku

3. vynásobení n¥jakého °ádku nenulovým £íslem

Elementární maticí rozumíme matici, která vznikne z
jednotkové matice elementární °ádkovou úpravou.

Tvrzení

Elementární °ádková úprava roz²í°ené matice soustavy (A|b)
nem¥ní mnoºinu °e²ení. Pokud B je matice této E�Ú, pak
upravená matice je (BA|Bb).

D·kaz.

Kaºdou E�Ú lze vrátit zp¥t op¥t pomocí E�Ú. Sta£í tedy pro
jednotlivé typy E�Ú ukázat, ºe kaºdé °e²ení (A|b) je také
°e²ením upravené soustavy. To, stejn¥ jako zapsání matic t¥chto
úprav a ov¥°ení druhé £ásti tvrzení, necháváme za cvi£ení ♣.



Definice

První nenulový prvek kaºdého °ádku matice se nazývá pivot.
Matice A je v odstup¬ovaném tvaru, pokud má kaºdý pivot
vy²²í sloupcový index neº pivot p°edchozího °ádku. Sloupce, v
nichº jsou v odstup¬ovaném tvaru pivoty, se nazývají pivotní
sloupce. Matice je v redukovaném odstup¬ovaném tvaru, pokud
jsou navíc v²echny pivoty rovny 1 a v²echny ostatní elementy
pivotních sloupc· jsou rovny 0.



Tvrzení

Je-li roz²í°ená matice soustavy (A|b) v odstup¬ovaném tvaru,
pak má soustava rovnic °e²ení, práv¥ kdyº sloupec pravých stran
není pivotní.

D·kaz.

P°edpokládejme, ºe roz²í°ená matice má r nenulových °ádk· a
pivoty mají sloupcové indexy j1 < j2 < . . . < jr. Pokud sloupec
pravých stran je pivotní, pak je sou£ástí soustavy také rovnice,
která má na levé stran¥ 0 a na pravé nenulový pivot br. Taková
rovnice nemá °e²ení a tedy ani celá soustava. Pokud sloupec
pravých stran pivotní není, pak je jedním z °e²ení vektor x, v
n¥mº ∀k ∈ {1, . . . , r} je xjk = bk a ostatní sloºky jsou
nulové.



Obecné °e²ení SLR v odstup¬ovaném tvaru získáme, pokud
poloºíme kaºdou nepivotní sloºku rovnu n¥jakému reálnému
parametru a zp¥tným dosazením dopo£ítáme sloºky pivotní.
Nejlépe je to vid¥t na maticích v redukovaném odstup¬ovaném
tvaru:  1 0 −2 −2 0 −3 9

0 1 3 −1 0 −3 2
0 0 0 0 1 −2 4


Zvolíme x6 = t, x4 = s a x3 = r a dopo£teme

x5 = 4 + 2t

x2 = 2− 3r + s+ 3t

x1 = 9 + 2r + 2s+ 3t



P°epsáno do vektorového tvaru
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V²imn¥me si, ºe vektor b pravých stran nemá ºádný vliv na
koe�cienty u parametr· r, s, t. �e²ení SLR s maticí (A|o)
(p°íslu²né homogenní soustavy) je tedy
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To se netýká jen soustav v odstup¬ovaném tvaru:

Tvrzení

Nech´ xP je n¥jaké °e²ení SLR (A|b). Pak vektor xP + xH je
°e²ením soustavy (A|b) práv¥ tehdy, kdyº je xH °e²ením
p°íslu²né homogenní soustavy.

D·kaz.

Pokud xP + xH je °e²ením soustavy, pak A(xP + xH) = b. Z
distributivity maticového násobení plyne

A(xP + xH) = AxP +AxH = b+AxH

Tedy AxH = o. Pokud naopak AxH = o, pak dosazením do
rovnosti vý²e dostáváme A(xP + xH) = b.

Vektoru xP °íkáme partikulární °e²ení nehomogenní soustavy.
Mnoºin¥ v²ech °e²ení homogenní soustavy (A|o) pak jádro
matice A, zna£íme KerA. Mnoºina °e²ení nehomogenní soustavy
se v duchu tvrzení zapisuje ve tvaru xP +KerA.



Definice

Mnoºina W ⊂ Rn, která s kaºdými vektory x,y ∈W obsahuje i
v²echny jejich lineární kombinace rx+ sy, se nazývá podprostor.
Mnoºina tvaru x+W , kde x ∈ Rn a W je podprostor v Rn, se
nazývá a�nní podprostor.

Tvrzení

Jádro kaºdé matice A typu m× n je podprostor v Rn.

D·kaz.

Pokud x,y ∈ KerA, pak Ax = Ay = o. Pak ale

A(rx+ sy) = rAx+ sAy = ro+ so = o,

tedy i rx+ sy ∈ KerA.



Kaºdý podprostor musí obsahovat nulový vektor, sta£í zvolit
r = s = 0. Opa£ná implikace, tedy ºe podmnoºina Rn obsahující
nulový vektor je nutn¥ podprostorem, neplatí (najd¥te
protip°íklad!). A�nní podprostor x+W obsahující o ov²em uº
podprostorem být musí. To nastává práv¥ tehdy, kdyº x ∈W .
Homogenní a nehomogenní soustavy se tedy li²í práv¥ tím, ºe
°e²ením prvních je vºdy podprostor, °e²ením druhých nikdy není
podprostor, pouze a�nní podprostor:



Kaºdou matici A typu m× n lze p°evést do (redukovaného)
odstup¬ovaného tvaru postupem zvaným Gaussova eliminace:

1. Najdeme první nenulový sloupec, jeho index ozna£íme j.
Pokud neexistuje, je matice nulová, tedy v redukovaném
odstup¬ovaném tvaru.

2. Pokud je a1j = 0, pak prohodíme 1. °ádek s libovolným
°ádkem i, v n¥mº aij 6= 0.

3. Pro kaºdé i = 2, 3, . . . ,m p°i£teme (−aij/a1j)-násobek
prního °ádku do i-tého °ádku.

4. Opakujeme postup pro matici bez prvního °ádku. Proces se
zastaví bu¤ v bod¥ 1, nebo tím, ºe dojdou nenulové °ádky.
Pokud v kaºdém pr·chodu bodu 1 zaznamenáme index j do
prom¥nné jk, dostaneme posloupnost j1 < j2 < . . . jr index·
pivotních sloupc·, p°i£emº °ádky r + 1 aº m jsou nulové.

5. Pro kaºdé i = 1, . . . , r vynásobíme i-tý °ádek £íslem 1/aiji a
poté pro kaºdé k < i p°i£teme jeho (−akji)-násobek do
k-tého °ádku.



Ukaºme si Gaussovu eliminaci na p°íklad¥ roz²í°ené matice SLR: 0 3 −6 6 4 −5
3 −7 8 −5 8 1
3 −9 12 −9 6 3

 ∼
 3 −9 12 −9 6 3

3 −7 8 −5 8 1
0 3 −6 6 4 −5

 ∼
 3 −9 12 −9 6 3

0 2 −4 4 2 −2
0 3 −6 6 4 −5

 ∼
 3 −9 12 −9 6 3

0 2 −4 4 2 −2
0 0 0 0 1 −2


První úprav¥, tedy hledání vhodného pivota, se °íká pivotace. Po
dvou pr·chodech body 1,2,3,4 jsme dosp¥li zp¥t do 1 a nemáme
uº ºádné nenulové °ádky. Bod 5, tedy p°echod do redukovaného
tvaru, je efektivn¥j²í provád¥t odspodu: 3 −9 12 −9 0 15

0 2 −4 4 0 2
0 0 0 0 1 −2

 ∼
 1 0 −2 3 0 8

0 1 −2 2 0 1
0 0 0 0 1 −2





Mnoºina °e²ení soustavy má tvar

xP +KerA =
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s, t ∈ R


Mnoºina v²ech lineárních kombinací n¥jaké mnoºiny vektor·
M ⊂ Rn se zna£í 〈M〉 a °íká se jí lineární obal. S tímto zna£ením
m·ºeme °e²ení zapsat pon¥kud úsporn¥ji jako

(8, 1, 0, 0,−2)T + 〈(2, 2, 1, 0, 0)T , (−3,−2, 0, 1, 0)T 〉

�asto se v zápise vynechává i symbol transponování.



Zobrazení f : X → Y se nazývá
I prosté (injektivní), pokud má kaºdý prvek z Y nejvý²e
jeden vzor, tedy pokud f(a) = f(b), pak a = b.

I na (surjektivní), pokud má kaºdý prvek z Y alespo¬ jeden
vzor

I vzájemn¥ jednozna£né (bijektivní), pokud má kaºdý prvek z
Y práv¥ jeden vzor, tedy pokud existuje inverzní zobrazení
f−1 : Y → X.



Ze zobrazení, kterými jsme se zabývali, jsou posunutí Tb,
zrcadlení Zx⊥ , dilatace Dλ pro λ 6= 0 i rotace bijektivní
zobrazení (napi²te inverze! ♣). Projekce Px : Rn → Rn není
prostá, protoºe libovolný vektor z nadroviny x⊥ se zobrazí na o,
a není ani na, protoºe Px(y) leºí vºdy v 〈x〉. Podobn¥ pro Px⊥ .

Mnoºinu
Im f := {p ∈ Y | ∃a ∈ X : f(a) = p}

nazýváme obraz zobrazení f . Obsahuje v²echny prvky Y , které
mají v zobrazení f vzor, tedy pro zobrazení na platí Im f = Y .



Zobrazení FA : Rn → Rm je prosté práv¥ tehdy, kdyº rovnice
Ax = b má pro v²echna b nejvý²e jedno °e²ení, tedy kdyº
KerA = {o}. To nastává práv¥ tehdy, kdyº jsou po p°evodu A
na odstup¬ovaný tvar v²echny sloupce pivotní, neboli p°ejde-li
A v redukovaném odstup¬ovaném tvaru na jednotkovou matici.
Soustava Ax = b má °e²ení, pakliºe b lze zapsat jako

(a1| . . . |an)x = x1a1 + . . . xnan,

neboli ImA = 〈a1, . . . ,an〉. Zobrazení FA je tedy na, práv¥ kdyº
〈a1, . . . ,an〉 = Rm. Lineárnímu obalu sloupc· se °íká sloupcový
prostor matice A (analogicky de�nujeme °ádkový prostor, ten je
roven ImAT ). Rovnost 〈a1, . . . ,an〉 = Rm formulujeme také tak,
ºe sloupce matice A prostor Rm generují.



Tvrzení

Zobrazení fA : Rn → Rm je bijektivní, práv¥ kdyº A je £tvercová
a existuje matice X, pro kterou AX = E.

D·kaz.

Je-li fA bijektivní, pak pro kaºdou pravou stranu b má SLR
Ax = b práv¥ jedno °e²ení. Nem·ºe tedy být m < n, protoºe
pak by po p°evodu na odstup¬ovaný tvar nemohly být v²echny
sloupce pivotní a tedy KerA 6= {o}. Nem·ºe být ani m > n,
protoºe pak by bylo moºné najít pravou stranu b takovou, ºe po
eliminaci matice (A|b) bude sloupec pravých stran pivotní.
Tedy A je £tvercová. Pro pravou stranu ei ozna£me xi °e²ení
soustavy Ax = ei. Pak X = (x1| . . . |xn) spl¬uje AX = E. Tím
je dokázána první implikace.



D·kaz.

Dokaºme nyní druhou implikaci. Pokud existuje matice X
spl¬ující AX = E, pak x := Xb je °e²ením soustavy rovnic
Ax = b. Tedy fA je na. Uvaºujme eliminaci roz²í°ené matice
(A|E) elementárními úpravami s maticemi B1, . . . , Bk. Pak

(A|E) ∼ (Bk . . . B1A|Bk . . . B1E) = (C|Bk . . . B1),

kde matice C je v redukovaném odstup¬ovaném tvaru. Pokud by
m¥la nulový °ádek, neplatilo by, ºe (A|b) má °e²ení pro kaºdé b.
Protoºe je £tvercová, musí tedy mít n pivotních sloupc·, neboli
být jednotkovou maticí. Pak ale j-tý sloupec sou£inu Bk . . . B1

je jediným °e²ením soustavy rovnic Ax = ej , jejímº °e²ením je i
j-tý sloupec X. Tedy Bk . . . B1 = X a XA = E. Tedy X je
inverzní matice k A a tudíº i fX inverzní zobrazení k fA.

P°ipome¬me, ºe £tvercovou matici A, která má inverzní matici,
nazýváme regulární. Z tvrzení a jeho d·kazu plyne, ºe regulární
jsou práv¥ ty matice, pro které je fA bijektivní, a ºe sta£í
ov¥°ovat jen podmínku AX = E, tedy inverznost zprava.


