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Minule jsme vidéli nékolik tiloh vedoucich na soustavy linearnich
rovnic:

» hledéni prisecnice rovin (praniku nadrovin)
» hledani linedrni kombinace vektord ay, ..., a,, kterd dava
vektor b
» hledani vzoru vektoru b v zobrazeni Fy.
» hledani sloupcti inverzni matice
Dalsi ptiklady jsou FeSeni elektrickych obvodu (Kirchhoffovy
zédkony), chemickych rovnic, numerické aproximace feSen{

diferencialnich rovnic, proloZeni bodd polynomem nebo jinou
funkei ¢i k¥ivkou a mnoho dalgich.

Reseni SLR je nejdulezité&jsi tloha linedrni algebry. Pokusime se
ji proto co nejlépe porozumét.



DEFINICE
Elementdrni Fddkovou dpravou (ERU) matice rozumime bud

1. prohozeni dvou radku

2. pficteni libovolného nasobku néjakého Fadku do jiného
radku

3. vynasobeni néjakého fadku nenulovym &islem

Elementdrni matici rozumime matici, kterd vznikne z
jednotkové matice elementérni fadkovou tpravou.

TVRZENT

Elementdrni radkovd tdprava rozsirené matice soustavy (Alb)
nemeénd mnoZinu TeSent. Pokud B je matice této ERU pak
upravend matice je (BA|BDb).

DUKAZ.

Kazdou ERU lze vratit Zpét opét pomoci ERU. Stadi tedy pro
jednotlivé typy ERU ukazat, Ze kazdé FeSeni (A[b) je také
FeSenim upravené soustavy. To, stejné jako zapsani matic téchto
dprav a ovéfeni druhé ¢asti tvrzeni, nechavame za cviceni d. [



DEFINICE

Prvni nenulovy prvek kazdého fadku matice se nazyva pivot.
Matice A je v odstupriovaném tvaru, pokud ma kazdy pivot
vysSi sloupcovy index nez pivot predchoziho fadku. Sloupce, v
nichZ jsou v odstupnovaném tvaru pivoty, se nazyvaji pivotni
sloupce. Matice je v redukovaném odstupriovaném tvaru, pokud
jsou navic vSechny pivoty rovny 1 a v8echny ostatni elementy
pivotnich sloupci jsou rovny 0.




TVRZENI

Je-li rozSifend matice soustavy (A|b) v odstupriovaném tvaru,
pak md soustava rovnic FeSent, prave kdyz sloupec pravych stran
nent pivotni.

DUKAZ.

Predpokladejme, Ze rozsifend matice méa r nenulovych radki a
pivoty maji sloupcové indexy j1 < j2 < ... < jr. Pokud sloupec
pravych stran je pivotni, pak je sou¢ésti soustavy také rovnice,
kterd mé na levé strané 0 a na pravé nenulovy pivot b,. Takovi
rovnice nemad feSenf{ a tedy ani celd soustava. Pokud sloupec
pravych stran pivotni neni, pak je jednim z feSeni vektor x, v
némz Vk € {1,...,r} je z;, = by a ostatni slozky jsou

nulové. O



Obecné feseni SLR v odstupiiovaném tvaru ziskame, pokud
polozime kazdou nepivotni{ slozku rovnu néjakému realnému
parametru a zpétnym dosazenim dopoditame slozky pivotni.
Nejlépe je to vidét na maticich v redukovaném odstupiiovaném
tvaru:

10 -2 -2 0 -3|9
01 3 -1 0 =32
00 0 01 —-2|4

Zvolime xg =t, x4 = s a x3 = r a dopodteme
r5 = 4 4+ 2t

To=2—3r+s+ 3t
1 =94 2r +2s+ 3t



Prepséno do vektorového tvaru

- 9 2 2 3
- 2 3 1 3
e | | o 1 0 0
e [T Lo T o |51 [T o
I5 4 0 0 2
6 0 0 0 1

Vsimnéme si, ze vektor b pravych stran nemé zidny vliv na
koeficienty u parametra r, s, t. ReSeni SLR s matici (A|o)
(pFislusné homogenni soustavy) je tedy

Tl 2 2 3
€To -3 1 3
3 1 0 0
N Il Sl B I I
xIs 0 0 2
Tg 0 0 1



To se netyka jen soustav v odstuphovaném tvaru:

TVRZENI

Necht xp je néjaké reseni SLR (A|b). Pak vektor xp + xp je
Fesenim soustavy (A|b) prdve tehdy, kdyz je xp FeSenim
prislusné homogennt soustavy.

DUKAZ.
Pokud xp + xp je feSenim soustavy, pak A(xp +xp) =b. Z
distributivity maticového nasobeni plyne

A(Xp + XH) = Axp + Axyg = b + Axy

Tedy Axp = o. Pokud naopak Axy = o, pak dosazenim do
rovnosti vyse dostavame A(xp + xy) = b. O

Vektoru xp fikdme partikuldrni Feseni nehomogenni soustavy.
Mnoziné v8ech FeSeni homogenni soustavy (A|o) pak jddro
matice A, znac¢ime Ker A. Mnozina feSeni nehomogenni soustavy
se v duchu tvrzeni zapisuje ve tvaru xp + Ker A.



DEFINICE

Mnozina W C R", ktera s kazdymi vektory x,y € W obsahuje i
vSechny jejich linedrni kombinace rx + sy, se nazyva podprostor.
Mnozina tvaru x + W, kde x € R™ a W je podprostor v R, se
nazyva afinni podprostor.

TVRZENI
Jddro kazdé matice A typu m x n je podprostor v R™.

DUKAZ.
Pokud x,y € Ker A, pak Ax = Ay = o. Pak ale

A(rx+sy) =rAx + sAy =ro+so = o,

tedy i rx + sy € Ker A. O



Kazdy podprostor musi obsahovat nulovy vektor, sta¢i zvolit

r = s = 0. Opac¢na implikace, tedy Ze podmnozina R™ obsahujici
nulovy vektor je nutné podprostorem, neplati (najdéte
protiptiklad!). Afinni podprostor x + W obsahujici o oviem uz
podprostorem byt musi. To nastava pravé tehdy, kdyz x € W.
Homogenni a nehomogenni soustavy se tedy li§i pravé tim, ze
feSenim prvnich je vZdy podprostor, feSenim druhych nikdy nenf
podprostor, pouze afinni podprostor:

wj:

W

ry+ e =10




Kazdou matici A typu m x n lze pievést do (redukovaného)
odstupiiovaného tvaru postupem zvanym Gaussova eliminace:

1. Najdeme prvni nenulovy sloupec, jeho index oznadime j.
Pokud neexistuje, je matice nulova, tedy v redukovaném
odstupiiovaném tvaru.

2. Pokud je a1; = 0, pak prohodime 1. fadek s libovolnym
fadkem i, v némz a;; # 0.

3. Pro kazdé i = 2,3,...,m pfi¢teme (—a;;/a1;)-ndsobek
prnfho Ffadku do i-tého radku.

4. Opakujeme postup pro matici bez prvniho Fadku. Proces se
zastavi bud v bodé 1, nebo tim, Ze dojdou nenulové fadky.
Pokud v kazdém prichodu bodu 1 zaznamename index 5 do
proménné j;, dostaneme posloupnost j; < jo < ... J, indexi
pivotnich sloupct, pficemz fadky r + 1 az m jsou nulové.

5. Pro kazdé i = 1,...,r vynasobime i-ty Fadek cislem 1/a;j, a
poté pro kazdé k < i piicteme jeho (—ay;,)-nasobek do
k-tého fadku.



Ukazme si Gaussovu eliminaci na piikladé rozsifené matice SLR:

0 3 -6 6 4|5 3 -9 12 -9 6| 3
3 =7 8 =5 8| 1 |~ 3 =7 8 =5 8| 1
3 -9 12 -9 6| 3 0 3 -6 6 4|5
3 -9 12 -9 6| 3 3 -9 12 -9 6| 3
0o 2 -4 4 2|2 |~10 2 —4 4 2|2
0 3 -6 6 4|5 0O o0 0 0 1]-2

Prvni apravé, tedy hledani vhodného pivota, se rikd pivotace. Po
dvou prichodech body 1,2,3,4 jsme dospéli zpét do 1 a nemame
uz zadné nenulové fadky. Bod 5, tedy pfechod do redukovaného
tvaru, je efektivnéjsi provadét odspodu:

3 -9 12 -9 0| 15 10 -2 3 0] 8
o 2 -4 40, 2 |~101-220| 1
0 0 0 0 1|-2 00 00 1|-2



MnozZina FeSeni soustavy ma tvar

8 2 -3
1 2 -2
xp+ Ker A = 0 +qs| 1 |+t 0 s,t € R
0 0 1
-2 0 0

Mnozina v8ech linedrnich kombinaci néjaké mnoziny vektort
M C R™ se znagi (M) a Fika se ji linedrni obal. S timto znacenim
muzeme FeSeni zapsat ponékud tspornéji jako

(8,1,0,0,—-2) +((2,2,1,0,0)7, (-3,-2,0,1,0)T)

Casto se v zapise vynechava i symbol transponovani.



Zobrazeni f : X — Y se nazyva
» prosté (injektivni), pokud ma kazdy prvek z Y nejvyse
jeden vzor, tedy pokud f(a) = f(b), pak a = b.
» na (surjektivni), pokud ma kazdy prvek z Y alespon jeden
vzor

> wvzdjemné jednoznacné (bijektivni), pokud mé kazdy prvek z

Y préavé jeden vzor, tedy pokud existuje inverzni zobrazen{
Ly - X,



Ze zobrazeni, kterymi jsme se zabyvali, jsou posunuti Ty,
zrcadleni Z,.1, dilatace Dy pro A # 0 i rotace bijektivni
zobrazeni (napiSte inverze! &). Projekce Px : R™ — R™ neni
prostd, protoze libovolny vektor z nadroviny x se zobrazi na o,
a neni ani na, protoze Px(y) lezi vzdy v (x). Podobné pro P,..

MnozZinu

Imf:={peY |Jac X: f(a) =p}

nazyvame obraz zobrazeni f. Obsahuje v8echny prvky Y, které
maji v zobrazeni f vzor, tedy pro zobrazeni na plati Im f =Y.



Zobrazeni Fy : R — R™ je prosté pravé tehdy, kdyz rovnice
Ax = b ma pro vSechna b nejvyse jedno feSeni, tedy kdyz
Ker A = {o}. To nastava pravé tehdy, kdyz jsou po pirevodu A
na odstupniovany tvar v8echny sloupce pivotni, neboli prejde-li
A v redukovaném odstupiiovaném tvaru na jednotkovou matici.
Soustava Ax = b m4 feSeni, paklize b Ize zapsat jako

(ai]...|ap)x = z1a; + ... zpay,,

neboli Im A = (ay,...,a,). Zobrazeni F4 je tedy na, pravé kdyz
(aj,...,a,) = R™. Linearnimu obalu sloupct se fika sloupcovy
prostor matice A (analogicky definujeme fddkovy prostor, ten je
roven Im A”). Rovnost (ay,...,a,) = R™ formulujeme takeé tak,
ze sloupce matice A prostor R generuji.



TVRZENI
Zobrazeni fa : R™ — R™ je bijektivni, prdave kdyz A je ctvercovd
a existuje matice X, pro kterou AX = F.

DUKAZ.

Je-li fa bijektivni, pak pro kazdou pravou stranu b mé SLR

Ax = b pravé jedno fefeni. Nemuze tedy byt m < n, protoze
pak by po pfevodu na odstupfiovany tvar nemohly byt vSechny
sloupce pivotni a tedy Ker A # {o}. Nemtize byt ani m > n,
protoZe pak by bylo mozné najit pravou stranu b takovou, Ze po
eliminaci matice (A|b) bude sloupec pravych stran pivotni.
Tedy A je ¢tvercova. Pro pravou stranu e; oznatme x; feSeni
soustavy Ax = e;. Pak X = (x1]...|xy,) spliuje AX = E. Tim
je dokézana prvn{ implikace. O



DUKAZ.

Dokazme nynf druhou implikaci. Pokud existuje matice X
spliujici AX = FE, pak x := Xb je feSenim soustavy rovnic
Ax = b. Tedy fa je na. Uvazujme eliminaci rozsifené matice
(A|E) elementarnimi upravami s maticemi By, ..., B. Pak

(A|E) ~ (By...BiA|By... BiE) = (C|By,... By),

kde matice C je v redukovaném odstupiiovaném tvaru. Pokud by
méla nulovy Fadek, neplatilo by, Ze (A|b) méa Feseni pro kazdé b.
Protoze je ¢tvercové, musi tedy mit n pivotnich sloupci, neboli
byt jednotkovou matici. Pak ale j-ty sloupec soucinu By ... By
je jedinym feSenim soustavy rovnic Ax = e;, jejimZ feSenim je i
j-ty sloupec X. Tedy By ...B1 =X a XA =F. Tedy X je
inverzni matice k A a tudiz i fx inverzni zobrazeni k f4. O

Pfipomenme, Ze ¢tvercovou matici A, kterda ma inverzni matici,
nazyvame requldrni. Z tvrzeni a jeho dilkazu plyne, Ze regulérni
jsou pravé ty matice, pro které je fa bijektivni, a Ze stadi
ovéfovat jen podminku AX = F, tedy inverznost zprava.



