Cviceni z Kalkulu 2
Zimni semestr

1. cviceni
1. Ukazte, ze dand rovnice urcuje v jistém okoli bodu M = (my,mg) implicitné zadanou funkci
y = p(z). Spoctete 4 (ml) a ¢'(ma).
(i) 22 + 2zy? +y —y —O M = (0,1)
(i) (2% +9%)* = 32*y —y® =0, M = (0,1)
(iii) 22 + 92 + 2y —3 =0, M = (1,1)
(iv) 2¥ +y* =2y, M = (L 1)
(v) cos(z +y ) +sin(z? +y)=1, M = (-1,-1)
(vi) log(z + %) + et =1, M = (2, -1)
2. Ukazte, Ze rovnice y — + siny = x uréuje v jistém okolf bodu (7, 7) implicitné zadanou funkci

2
y = p(x). Najdéte rovnici teény v bodé (m, ).

Vigsledky: 1. (i) ¢'(0) = 2, ¢"(0) = —14, (ii) ¢'(0) = 0, ¢"(0) = 2, (iii) ¢'(1) = —1, ¥"(1) = -3,
(iv) ¢'(1) =1, ¢"(1) =4, (v) ¢'(-1) =2, ¢"(=1) =7, (vi )
2.y = %33 + g

2. cviceni
1. Naleznéte lokalni extrémy nésledujicich funkei:
(i) flz,y) = x3 +y° - 3uy
(i) f(x,y) = =? - 2)?
(iit) f(x,y) =2 = (y — 1)?
(iv) flx,y) = (. —y+1)°
(v) fz,y) = e 7¥(5 — 2z + y)
(vi) f(z,y) = 223 + 9zy? + 1522 4 27y
2. Urcete, zda jsou nasledujlci mnoziny kompaktni:
(i) M = {(z,y) € R? : 22 + 3% < 1}
(i) M = {(z,y) € R?: m—l—y<1}
(iii) M = {(z,y) € R? : 422 + 5y < 3}
(iv) M = {(z,y) € R?: x6 < y6}
(v) M = {(z,y) € R? : 22 +y <5, y>0}
(v1)M {(z, y)€R2 x? + 92 <4 r <0}

(vil) M = {(z,y) € R?: ngv—gy2 < 2

Vysledky: 1. (i) (1,1) — ostré lokdlni minimum, (ii) (0,2) — ostré lokdlni minimum, (iii) nenf
extrém, (iv) neostré lokdln{ minimum na mnoziné {(z,y) : y = = + 1}, (v) neni extrém, (vi)
(0,0) — ostré lokalni minimum, (—5,0) — ostré lokdlni maximum

2. (i) ano, (ii) ne, (iii) ano, (iv) ne, (v) ne, (vi) ano, (vii) ne

3. cviceni

1. Naleznéte supremum a infimum funkce f na mnoziné M:
() f(x,y) =22+ 9% M = {(z,y) € R%: 53:2—6xy+5y2—4:0}
(ii) f(z,y) = 2y, M = {(z,y) € R*: 32® +y* = 6}
(ii}) f(z,y) = dz +3y — 4, M = {(z, y)ER2 (r—1)*+(y—2)*=1}
(iv) f(fc,y)—:v — 2%y + 33, M = [~1,1]?
(V) f(z,y) =2 =3y* —x + 18y +4, M = {(z,y) e R*: 0 <z <y <4}
(Vi) f(z,y) = 2ty, M = {(z,y) e R?: 2% +y* <16, > —1}
(vii) f(z,y) =2z + 4y, M = {(my)ERQ f+\[<1 x>0, y>0}
(viii) f(z,y) = (a2 + Ty2)e 2"V M = {(z,y) e R?: 22+ 42 <1}
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Vysledky: 1. (i) maximum 2 v bodech (1, 1), (—1,—1), minimum % v bodech (3,—-1), (-3, 3);
(ii) maximum /3 v bodech (1,v/3), (=1, —/3), minimum —/3 v bodech (—1,v/3), (1, —v/3);
(iii) maximum 11 v bodé (2, %), minimum 1 v bodé (%, %); (iv) maximum 3 v bodé (0,1),
minimum —3 v bodé (0,—1); (v) maximum 40 v bodé (4,4), minimum 4 v bodé (0,0); (vi)

128 23 2 _ 128 2v2 2. (v - :
maximum 575V bode (%2 75 f) minimum 515V bodé (% 75 <1/5), (vil) maximum 4v bodé
(0,1), minimum 0 v bodé (0,0); (viii) maximum fe~ 1 v bodech (0,4), (0,—1), minimum 0 v
bodé (0,0)

4. cviceni

1. Vysetiete bodovou a stejnomérnou konvergenci nasledujicich posloupnosti funkei:
2,.3

(i) fula) = 7225
(ii) fo(@) = 2" — 2!
(i) Ja(2) = S5ty
2. VysSetfete bodovou a stejnomérnou konvergenci nasledujicich fad funkei:
() ot 7Y
(if) 30,0 2%
1
(ill) >0 Trzae
3. Dokazte, ze funkce

je spojita na R a spoctéte f/'(z) pro z € R.
4. Dokazte, ze funkce

f) =3 S

n=1
je spojita na [—1, 1] a spoctéte f/(1/2).
Visledky: 1. (i) konverguje stejnomérné k funkei f(z) = z na R; (ii) f,, konverguje bodové k 0
a (—1, 1], konvergence neni stejnomeérnd; (iii) f,, konverguje bodové k 1 na R, konvergence nenf
stejnomeérnd; 2. (i) konverguje stejnomérné na [0,00); (ii) konverguje stejnomérné na [0, oo)
(iii) konverguje bodové na R \ {0}, konvergence nenf stejnomérnd; 3. f'(z) = > > BoSnT.

n=1 2n
2_
F12) = Yo, e,

5. cviceni

1. Urcete oblasti absolutni konvergence, neabsolutni konvergence a divergence nasledujicich tad:
(1) Xl 22

i) >ty anown

111) Z;.Lol np’peR

) o BG+=1)™)" n

n=1

V) Y E;z?;a:
vi) Zoo ) b >0
. e

(1) X0t &
(i) 202 ot
(
(

5 e I e S
<

iii) 3°°° o (n + 1)z"
iV) Zoo— (_1)n#x2n+1

n=1 2n2+n
22

3. Vyjadrete funkci f(z) = xi% jako mocninnou fadu o stfedu 0.
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Vysledky: 1. (i) konverguje absolutné pro x € [—1,1], diverguje pro |z| > 1; (ii) konverguje
absolutné pro z € (—1,1), jinak diverguje; (iii) p > 1: konverguje absolutné pro z € [—1,1],
jinak diverguje; p € (0, 1]: konverguje absolutné pro x € (—1,1), konverguje neabsolutné pro
x = —1, jinak diverguje; p < 0: konverguje absolutné pro z € (—1,1), jinak diverguje; (iv)
konverguje absolutné pro x € (—%, %), jinak diverguje; (v) konverguje absolutné pro = € (—4,4),
jinak diverguje; (vi) konverguje absolutné pro z € (— max{a b}, max{a,b}), jinak diverguje;
2. (i) —log(l — =), = € [-1,1); (ii) $log1tL, = € (—1,1); (iii) ﬁ r € (—=1,1); (iv)
1-—

1—x>
—22 — xlog(1 + 22) + 2arctanz, = € [-1,1]; 3. f(x) 2En 022" x € (—1,1)

6. cviceni

1. Urcete, zda nésledujici Lebesgueovy integraly existuji a zda jsou konvergentni.
fol L_dr,peR

11) ff mgz 7 da

iii fooo arctan go. p € R

xp

iv f2 sinPxcos?zdr, pe R, g e R
v fo (sm )dl,

Vysledky: 1. ( ) existuje vzdy, konverguje pro p < 1; (ii) existuje, ale nekonverguje; (iii) existuje
vzdy, konverguje pro p € (1,2); (iv) existuje vzdy, konverguje prop > —1, g > —1; (v) konverguje

(
(iif)
(iv)
(v)

7. cviéeni
1. Spoctéte A2(M) pro nésledujici mnoziny M:
(i) M ={(z,y) e R?: 22 <y <2z +3}
(ii) M je omezend kiivkami 2z —y=0,2x —y—7=0, 2 —4y+7=0, 2z — 4y + 14 = 0.
2. Spoctéte nasledujici integrély:
i) [y e d0(,y), M= {(0,0) €R: 22 +42 <1, 24y~ 10}
(ii) [y, yd\*(z,y), M je omezend kiivkami 2? —y+2=0,z+y—4=0
(iti) [y, e”@WdX (z,y), M = {(z,y) e R?: 0 <2 <y}
3. Spoctéte A3(M), kde M = {(z,y,2) €ER3: 2>0, y>0,0<2<1—z—y}
4. Spoctéte integral fM xd\3(z,y,2), kde M je mnozina omezen4 plochami x =0, y = 0, z = 0,
y=3, x+z=2.
5. Spoctéte integral f02 f2 e dady.

Visledky: 1. (i) 32; (i) 7; 2. (i) 55; (i) &5 (iii) 3; 3. §; 4. 4;5. 3(e* = 1)

8. cviceni
1. Spoctéte nasledujici integraly:

) fur e‘xg‘deAQ(x,y), M={(r,y) €R?: 2 <0, y<0, a2 +y? <1}
(i) [y (@ + y?)aN (@), M = {(2,y) €R?: % + 4 <1)
(i) [y EF AN (), M = {(w,9) €R?: 1<a®+y? <e, y> 0}

2. Spoctéte A3(M) pro nasledujici mnoziny M:
(i) M ={(z,y,2) €ER3: >0, z€ (~1,1), 22 +¢y> < 1}
(i) M = {(5,5,2) € RS : 2 + 45 + 22 < 4}
(iii) M = {(z,y,2) e R3: /22 +9y2 < 2<6— 2% —y?}
3. Spoctéte nasledujici integrély:
(i) fM Va2 +y? 4+ 22d\3(2,y,2), M = {(2,y,2) €ER3: 2 >0,y >0, 2 >0, 22+y>+22 < 1}
ii 22 +y2d)\3(z,y, 2), M = {(z,y,2) e R3: 22 +¢y?><2<1
M
(iil) [y J%dﬁ(m,y,z), M ={(z,y,2) eR*: >0, y>0, 2>0, 1 <a?+y*+2*> <9}
a2 +y
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Vigsledky: 1. (1) Z(1—1); (i) Lm; (i) ;2. (1) m (i) e (i) 2m; 3. (1) &5 (1) £ (1) Lr

9. cviceni

1. Spocitejte hodnotu Lebesgueova-Stieltjesova integralu [ v | dy pro danou mnozinu M a dané
funkee f,

241, p(z) = |]

0,3], f(x) ==

(it) M = [2,3], f(z) = 2°, o(2) = X[2,00)(¥)

(iii) M = [ ’00)7 f(x =e", 90(33) = (3 - 6_295))([0’00)(1‘)

) B _Jr x#£2 K x <0
0 r<l1
2 — 2x T

() M=[0,3), fr) =2 g(r) = 47 20FE €l
T +2 x> 2

(vi) M =[0,5], f(z) = e", p(x) =z + [z]

6r —12 x<?2

1 =2

x x € (2,3]
322 —-12 z>3
T+ 2 r < —1

(vii) M = [1,5], f(z) = |z]z, p(x) =

(viiil) M = [-2,2], f(z) = 100 ’ ig_l’o), o(z) = |22 — 22
— 2247 >0

Vijsledky: 1. (i) 18; (ii) 4; (iii) 4; (iv) 4; (v) 122; (vi) e + €2 + €3 + et + 2¢7; (vii) 840; (viii) 22
10. cviéeni
1. Spoctéte nasledujici limity:

(1) limy, 00 foo log(@+n) o~ (o8 pda

n
1000 ¢z°

i) imp oo fy g ercd:lc
iii) limy, 00 fo @da&

(
(
(iV) hmn—>oo foo —nx sinSxdx
(
(

v) limy, 00 fo nx 5Sln( )dx:
3
Vl) hmn_mo fO mdl‘
Visledky: 1. (i) 0; (ii) 0; (iii) 0; (iv) 0; (v) 1x; (vi) 0

11. cviéeni
1. Vyjédfete nasledujici integraly jako soucet fady.

(i) Jy log (1+ *z) dx

1
i) Jo M da

(
(iii) fo . ldx
(iv) fo log 1 dx
(
(vi)

V) fol 1log L da

2
vi fo EEwea da:, p>0




oyl gp—1
(vii) [, —fixq dz, p, g >0

Viysledky: 1. (i) .07, #; (i) > o=

( 1n+1

> o ﬁ§ (vi) 22020 m; (Vi) 3020 srem

12. cviceni

o 12 (iv) Eﬁ’oln(nﬂ) =1 (v)

1. Urcete definiéni obor nésledujicich funkei a dokazte, ze jsou tyto funkce na svém definiénim

oboru spojité.
. a—1
(i) F(a) = [° S d:U2 i
(ii) F(a) = [;° losltame]) gy
(ili) F(a) = [5° 5%z dx
iv) F(a) = [1° <82 dy
(iv) >
2
2. Spoctéte néysledujicf integrély:
i) [[Te "R gy g e R

az

(ii) Ooole dx, a € (—1,00)
(i) fooafc%m—arctamdx a € (0,00)

(1152 $
(iv) [o° &——=—dz, a € (0,00)

Viysledky: 1. (i) (0,1); (ii) R; (iii) (2,00); (iv) (1,00); 2.

2 loga; (iv) /m — v/ar

(i) arctana; (i) 5log(a + 1); (ii)



