2 Euler a Cinané

Reseni
Verze ze dne 24. tnora 2025

Cile cviceni: Ke zdarnému pocitani kongruenci si osvojime vyuziti Eulerovy véty a naucime se Fesit
soustavy linearnich kongruenci, coz odpovida nalezeni vzoru v ¢inské vété o zbytcich.
Ulohy, které bychom ur¢ité méli umét Fesit:
Uloha 2.1. Uréete hodnotu Eulerovy funkce
(a) ©(600),
(b) ¢(7425) (mohlo by se hodit védét, ze 7425 = 27 - 25 - 11).

ResSeni. Stadi si vzpomenout na vzoreéek pro vipocet hodnoty Eulerovy funkce na zakladé znalosti
prvoéiselného rozkladu (I, pi) = [L;(pi — Dpii~!

(a) ©(600) = (28 -3-52) =22 (3—1)- (5 — 1)5 = 160.
(b) (7425) = (3% -52-11) =2-32-4-5 - 10 = 3600.

Uloha 2.2. Spoditejte (a) posledni cifru &sla 1357246, (b) 102 mod 19, (c) 3% mod 28.
Reseni. (a) Jelikoz NSD(10,7) = 1, miizeme vyuzit Eulerovu vétu k vipoétu kongruence

1357246 = p26modd — 72 = 9 (;od 10),
odkud plyne, Ze posledni cifra 1357246 je 9.
(b) Opét NSD(10, 19) = 1, pficemz ¢(19) = 18, takze

10200 = 10200 med 18 — 102 = 5 (mod 19).
(c) Protoze ¢(28) = 12, p(12) = 4 a déle NSD(3,28) = 1 = NSD(5, 12), vyuzijeme dvakrat Eulerovu
vétu, diky niz

357 = 30D med 12 ()54 28)
57=5"mdd =535 =5 (mod 12).

Dostavame tak, ze ]
33 =3"=27-9=(-1)-9=19 (mod 28).

Tedy 3 mod 28 = 19.

Uloha 2.3. Najdéte viechna z € Z spliujici
(a) =2 (mod 3), z=4 (mod7), z=3 (mod 8);
(b) 2 4+1=2 (mod 3), 3z+2=3 (mod4), 4r+3=2 (mod 5);
(c) 10x =6 (mod 32), 3z =1 (mod 5).



Reseni. Postupné budeme dosazovat obecné feseni prvnich ¢ — 1 kongruenci do i-té kongruence.

(a) Okamzité vidime, Ze x = 2 (mod 3) pravé kdyz x = 2 + 3a pro a € Z, proto dosazenim za x do
druhé kongruence dostaneme pomoci ekvivalentnich tiprav kongruenci

2+3a=2z=4 (mod7) & 3a=2 (mod7) & a=3 (modT7).

Nyni a = 3 4+ 7b, a proto = 2+ 3(3 + 7b)) = 11 + 21b pro libovolné b € Z. Dosazenim vyjadieni x
pomoci b do tieti kongruence dostaneme

3+450=114+2lb=2x=3 (mod8) <« 5b=0 (mod8) < b=0 (mod38),
proto b =8c a x =11 4+ 21 - 8¢ = 11 4 168c¢ pro libovolné ¢ € Z.
(b) Kongruence nejprve pfevedeme na tvar
r=2 (mod3), =3 (mod4), z=1 (mod5)

a pak stejnym postupem jako v (a) spoc¢teme obecné feseni tvaru 11 4+ 60m pro m € Z.

(c) Nejprve ekvivalentné upravime prvni kongruenci pomoci kraceni modulu a obou stran na tvar
br=3 (mod16) & x=(-3)-5bx=-9=7 (mod 16).

Druhou kongruenci poté ekvivalentné prevedeme na tvar x = 2 (mod 5) a pak obvyklym postupem
spocitame feseni 7 + 80m pro libovolné m € Z.

Uloha 2.4. Pii pfipravé na Velikonoce nakoupil Ota spoustu vajicek. Kdyz je rozdéloval do krabic po
osmi, tak mél v posledni krabici jen dvé, zatimco kdyz je rozdéloval do krabic po pétadvaceti, tak byly
v posledni krabici t¥i. Kolik vajec Ota nakoupil, jestlize jich bylo méné nez 5007 Naleznéte vSechny
moznosti.

Reseni. Zadani popisuje soustavu kongruenci
r=2 (mod38), z=3 (mod 25),

kde z je pocet vajec. Nejjednodussi je asi z druhé kongruence polozit x = 25k + 3 a dosazenim do prvni
mame

25k +3 =2 (mod 8),
=—-1 (mod 8),

je tedy x = 25(8¢ — 1) + 3 = 200¢ — 22, coz nabyva hodnot mezi 0 a 500 pro ¢ = 1,2, konkrétné 178 a
378.

Uloha 2.5. Najdéte piiklady, na kterych bude vidét nezbytnost piedpokladu nesoudélnosti &isel m;
v ¢inské vété o zbytcich — jednak pripad, kdy soustava bude mit (modulo soucin m;) vice feSeni, jednak
kdy nebude mit zadné.

Reseni. Napiiklad soustava kongruenci

=0 (mod 2)
1 (mod 4)

8 R
Il

nemaé reSeni.

Uloha 2.6. Urcete zbytek 559 po déleni 70. (Napovéda: Nelze pifmo aplikovat Eulerovu vétu; namisto toho
miizeme napt. zvlast uréit zbytky mod 7 a 10 a vysledky ,,spojit* pomoci CZV.)
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Reseni. Jelikoz NSD(70,5) = 5 # 1, nelze piimo aplikovat Eulerovu vétu, kterd by v tomto piipadé dala
nespravny vysledek 1 (jelikoz ¢(70) = 24 | 6000). Namisto toho zjistime, jaké zbytky dava m = 5%9% po
déleni 7 a 10, pficemz zkombinovanim téchto informaci skrze ¢inskou zbytkovou vétu urcime hledanou
hodnotu.

Ptedné ¢(7) = 6 | 6000, takze
m=5"=1 (mod 7).

Zbytek m po déleni 10 uré¢ime snadno tim zptisobem, Ze si uvédomime, ze posledni cifra mocnin pétky
je vzdy 5. Dostavame tedy soustavu kongruenci

m=1 (mod7), m=5 (mod 10),
kterou standardni cestou vyfesime s vysledkem

m =15 (mod 70).

Dal$im moznym postupem by bylo ur¢it hodnoty m mod 14 = 1 a m mod 5 = 0 a opét aplikovat CZV.
Jesté jiny postup by spocival ve vydéleni kongruence péti, pokud si uvédomime, ze vysledné ¢islo musi
byt délitelné péti — oznac¢me ho 5z. Potom

59000 = 5. 5599 = 5 (mod 70)
599 = (mod 14)

na coz uz lze pouzit Eulerovu vétu (p(14) = 6) a zlstane nam vypocet 5° mod 14, ktery lze provést
naprt. takto:
r=5"=5-25"=5-(-3)>=5-32=15-3=1-3=3 (mod 14).

Odtud tedy m = 5z = 15 (mod 70). Alternativni metoda vypoctu = by spocivala v tom, ze jelikoz
5z =5°=1 (mod 14), je z inverznim prvkem k 5 v okruhu Zi4, pficem# snadno nahlédneme, %e timto
prvkem je 3.

A na zavér zaplava uloh pro zabavu i pouceni:

998 998

Uloha 2.7. Spoéitejte (a) 100" mod 39, (b) 100%" mod 40.

Reseni. (a) Postupujeme podobné jako v (c). Protoze ¢(39) = 24 a NSD(22,39) = 1, dostaneme

s vyuzitim Eulerovy véty kongruenci:
100%9” = 299" mod 24 (1144 39).
Déle pocitame
99% =3% =3.3" (mod 24).
Zaklad mocniny a modul jsou soudélné, proto nemiizeme vyuzit Eulerovu vétu primo, ale protoze

397 = g97mod4d — 31 — 3 (mod 8),

dostavame s vyuzitim vlastnosti kongruenci (konkrétné té, kterd nam umoziuje vydélit konstantou
modul a obé strany kongruence)

99%=3.3""=3.-3=9 (mod 3-8).
Nyni zbyva napiiklad (ne zas tak moc) hrubou silou spocitat, Ze 223 mod 3 = 1 a tudiz

100" =22°=(22°)*=1°=1 (mod 39).

(b) Tentokrat Eulerovu vétu kvili soudélnosti zdkladu modulu vyuzit nemiizeme, ale ani ji nastésti
nepotiebujeme, misto toho si viimneme, Ze 40 | 100? | 1009 a proto 100%" mod 40 = 0.
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Uloha 2.8. Urcete posledni dvé cifry é&isla 999888™" 4 posledni t¥i cifry ¢isla 24919,
ReSeni. Stadi si jen véimnout, Zze 9992 = (—1)2 =1 (mod 100), proto

999%™ = ((—1)?)®87/2 = 1372 = 1 (mod 100),
tudiz posledni dvé cifry druhé mocniny jsou 01.

V druhém piipadu néas zajima hodnota 249! mod 1000. Nejprve spocitdme

2497 = (250 — 1)2 =250 - (250 —2) +1=62-4-250+1=1 (mod 1000),
proto 249 mod 1000 = 249 a posledni 3 cifry mocniny jsou 249.
Uloha 2.9. Dokazte, ze pro kazdé prvoéislo p # 2 plati p | 17 + 2P + 3P + ... + pP.

Reseni. Podle Eulerovy (respektive Malé Fermatovy) véty pro kazdé i = 1,...,p — 1 plati, Ze i? = i
(mod p), proto

p(p—1)

P+ 2+ 3+ P = 142434 - 1 0= 2

0 (mod p),

p(p—1)
OB

nebot p je liché prvodislo, p%l je prirozené a tudiz p déli ¢islo
Uloha 2.10. Dokazte, 7e

(a) 13 d&li 2332 + 2933 + 3634,

(b) 9| 4™+ 6n — 1 pro kazdé n piirozené.

ReSeni. (a) Pomoci modulérni aritmetiky, resp. Eulerovy véty zjistime, Ze plati 2332 = 9 (mod 13),
293 =1 (mod 13), 363" = 3 (mod 13) a soucet je tedy modulo 13 roven 0.

(b) Dokazeme indukei dle n. Pro n = 1 tvrzeni zfejmé plati.
Plati-li tvrzeni pro n > 1, pak 4" = 1 — 6n (mod 9), proto
4" 4 6n+1)—1=4-4")4+6n+5=4-(1—6n)+6n+5=—-18n+9=0 (mod 9)
Uloha 2.11. Najdéte viechna z € Z spliujici 26°z = 16 (mod 11).
Reseni. Nejprve pomoci Eulerovy véty spoc¢itame
26° =4°=2=209 =1 (mod 11),

Nyni snadno vyfesime ekvivalentni kongruenci x = 5 (mod 11) a snadno ur¢ime v8echna feSeni 5+ 11k
pro libovolné k£ € Z.

13z = 15 (mod 27)

Uloha 2.12. Najdéte vsechna = € Z, pro které plati
2z =1 (mod 3).

Reseni. Z prvni kongruence plyne, Ze = 0 (mod 3), zatimco druha ¥ika, Ze = 2 (mod 3), proto je
mnozina feSeni prazdna.

Uloha 2.13. Najdéte vSechna z € Z spliujici

(a) x? (mod 3), z?=1 (mod 7);

(b) 22 = —1 (mod 66);

(c) 2?2 = —1 (mod 65).



ResSeni. (a) Z prvniho cvideni vime, Ze rovnice 22 = 1 (mod p) m4 pro prvocislo p feSeni pravé +1+k-p
pro k € Z. Dostaneme 4 mozné soustavy (kombinace) linedrnich kongruenci, které vyfesime stejnym

postupem jako v 1loze [2.3| a dostaneme tak mnozinu vsech feSeni
{1+2Im |meZu{8+2lm|meZ}U{13+2lm|m e Z}U{20+21m |m € Z}.

(b) Protoze feSeni kongruence 2> = —1 (mod 66) by Tesilo i kongruenci 22 = —1 (mod 3), kterd zjevné

zédné TesSeni nema. Je mnozina vSech feseni nasi kongruence prazdné.
2 = —1 (mod 5)
22> = —1 (mod 13)
nim v télesech Zs a Zi3, tedy x = £2 (mod 5) a = +5 (mod 13) a poté opétovnym pouzitim ¢inské
véty o zbytcich dostaneme mnozinu vSech feSeni

(c) Nejprve vyfesime soustavu kongruenci , coz lze provést hrubou silou pocita-

{8+65m |meZ}U{—8+65m|meZ}U{18+65m|meZ}U{—18+65m|m e Z}.

3* =1 (mod 13)

Uloha 2.14. Najdéte vSechna z € Z, pro ktera plati
3z =1 (mod 13).

Reseni. Z druhé kongruence dostavame vyjadieni x = 94 13a, které kdy# dosadime do druhé kongru-
ence a vyuzijeme Eulerovu vétu, dostaneme

3T = 3(9+13a) mod 12 3(9+a) mod 12 1 (HlOd 13)

Vsimneme-li si, ze 3' = 1 (mod 13) = 1, pravé kdyz 3 | 7, pak fesime kongruenci 9+ a = 0 (mod 3).
Tudiz a = 3k a obecné Teseni je tvaru 9 + 39k pro k € Z.

Uloha 2.15. Najdéte vSechna z,y € Z spliujici 2° + z + 2y =1 (mod 7).

Reseni. Pro z = 0 (mod 7) zfejmé rovnice zadné FeSeni nemd a pokud z #Z 0 (mod 7) plati podle
Eulerovy véty, ze 2° = 1 (mod 7). TudiZ se kongruence redukuje na (1 + y) = 0 (mod 7), coz je diky
tomu, Ze 7 je prvocislo ekvivalentni podmince x = 0 (mod 7) nebo y = 6 (mod 7), a proto méme FeSeni
pravé pro x Z 0,y =6 (mod 7).

Uloha 2.16. Najdéte vSechna = € {0,1,...,76} spliujici 22 4+ 8z = 62 (mod 77).

Reseni. Pievedme na 22 + 8z + 15 = (z + 3)(z + 5) = 0 (mod 77), pomoci Cinské véty o zbytcich
vyresime modulo 7, resp. 11 ¢tyfi mozné pripady a zvedneme zpét modulo 77 a dostaneme feSeni
30,39, 72, 74.

Uloha 2.17. Najdéte vSechna ¢isla n takova, ze ¢(n) = 18.

Reseni. Protoze &islo 18 = 2 - 32 musi byt tvaru [[,(p; — 1)p)" " pro prvoéiselny rozklad n = [], p}’,
obsahuje prvociselny rozklad n nejvyse dvé rizna prvocisla a snadnou diskusi zjistime, Ze jsou mozné
pouze hodnoty 19, 27 = 33, 38 =219, 54 = 2 - 33.

Uloha 2.18. Najdéte vSechna &isla n > 1 takova, ze ¢(n) | n.

Reseni. Nechf n = [[, p}" je prvociselny rozklad a predpoklédejme, Ze p; je v ném nejmensf; pak p(n) je
nasobkem p; — 1, z podminky ¢(n) | n je tedy také n ndsobkem p; — 1. OvSem p; je nejmensi prvociselny
délitel n, tedy nutné p; = 2. Je-li tedy n tvaru 2* - m, kde m je liché a k > 1, pak ¢(n) = 281 p(m) a
nase podminka je p(m) | 2m. Za kazdého prvociselného délitele m se ovem v rozkladu ¢(m) vyskytne
dalsi dvojka, z ¢ehoz (diky lichosti m) plyne, Ze m mé nejvyse jednoho prvociselného délitele.

Necht tedy n = 2*p*, kde p # 2; potom p(n) = 2*"1p’~1(p — 1) a nase podminka je (p — 1) | 2p. Jelikoz
p— 1 je s p nesoudélné, dostavame (p — 1) | 2, ¢imz dostavame jedinou moznost p = 3. Tedy n = 2% - 3!
pro k € N, [ € NU {0}; tato ¢isla vskutku vyhovuji, jak se snadno ovéri.
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x Uloha 2.19. Ozna¢me o(n) soudet viech délitelt piirozeného ¢isla n. Najdéte vzorec pro vypocet o(n),
pokud znate prvociselny rozklad ¢isla n. Inspirujte se ditkazem vzorce pro Eulerovu funkci

ResSeni. Reseni tieba tady.

x Uloha 2.20. Necht a a m jsou pfirozena ¢isla a oznaéme jako S posloupnost {a* mod m}ren. V pifpadé
nesoudélnosti a a m je dle Eulerovy véty S periodickd s periodou délici p(m). Ale i v ptipadé, Ze a a
m jsou soudélna, je od jistého indexu dal S také periodicka s periodou délici p(m). Jak je to mozné?

Reseni. Necht m’ je nejvétsi délitel m takovy, ze NSD(m',a) = 1, a ozna¢me d = m/m’. Dle &inské
zbytkové véty staci ukdzat onu periodi¢nost modulo m’ a d. Jelikoz m' | m, tak p(m') | ¢(m), a diky
NSD(m/,a) =1 a Eulerové vété je S mod m' vskutku periodicka s periodou délici ¢(m).

Dle své definice ma d pouze ty prvociselné délitele, které ma a; odtud plyne, ze dostatecné vysoké
mocniny a budou délitelné d. Od jistého indexu je tedy S mod d identicky nulova, tedy periodicka
posloupnost.

Sladka tecka pro soutézivce:
Uloha 2.21. (USAMO 1991) Dokazte, Ze pro kazdé n € N je posloupnost

2 mod n, 2° mod n, 2%’ mod n, ...

od jistého c¢lenu dal konstantni. (Napovéda: Mozny ptistup — uvazte nejmensi n, pro které to neplati, a dojdéte ke
sporu. Plati ¢(n) < n.)

ReSeni. [Zde.

Uloha 2.22. (Doméci kolo 64. MO A) Necht a,b € N jsou nesoudélna a posloupnost {x, },ecn spliiuje
Tny1 = axy, + b pro véechna n € N. Dokazte, Ze kazdy Clen této posloupnosti (vyjma prvniho) déli
nekonecné mnoho jejich dalsich clenti.

ReSeni. [Zde.


https://math.stackexchange.com/a/22723
https://artofproblemsolving.com/wiki/index.php/1991_USAMO_Problems/Problem_3
https://www.matematickaolympiada.cz/media/3471905/a64i.pdf
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