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Nech´ V,W jsou vektorové prostory nad F a f, g : V →W dv¥
lineární zobrazení. Pak zobrazení f + g : V →W de�nované
p°edpisem

(f + g)(v) := f(v) + g(v)

je také lineární zobrazení. Pro r ∈ F je rf : V →W de�nované

(rf)(v) := rf(v)

také lineární. Pokud B = (v1, . . . , vn) je báze V ,
C = (w1, . . . , wm) je báze W , pak

[f+g]CB = ([f(v1)+g(v1)]
C | . . . | [f(vn)+g(vn)]

C) = [f ]CB+[g]CB,

tedy reprezentace sou£tu lineárních zobrazení je sou£et
reprezentací. Podobn¥

[rf ]CB = ([rf(v1)]
C | . . . | [rf(vn)]C) = r[f ]CB



Je-li U dal²í vektorový prostor nad F, D = (u1, . . . , up) jeho
báze a h : U → V lineární zobrazení, pak je f ◦ h : U →W také
lineární zobrazení. Nech´ u ∈ U . Pak

[(f ◦ h)(u)]C = [f(h(u))]C = [f ]CB [h(u)]B = [f ]CB [h]BD [u]D

Musí být tedy
[f ◦ h]CD = [f ]CB [h]BD,

neboli reprezentace sloºeného zobrazení f ◦ h je rovna sou£inu
matic reprezentujících f a h. Speciáln¥ odtud plyne

[f ]C
′

B′ = [Id ◦f ◦ Id]C′
B′ = [Id]C

′
C [f ]CB [Id]BB′ ,

kde C ′ je n¥jaká dal²í báze W a B′ je n¥jaká dal²í báze V .



P°íklad
V minulé p°edná²ce jsme m¥li zobrazení F : R2 → R3 s
reprezentacemi

[F ]K3
K2

=

 1 1
1 0
−2 1

 , [F ]CB =

1 1
2 2
0 1

 ,

kde B = ((1, 2)T , (1, 3)T ), C = ((1, 1, 0)T , (1, 0, 0)T , (1, 0, 1)T ).
Protoºe

[Id]K3
C =

1 1 1
1 0 0
0 0 1

 , [Id]BK2
=
(
[Id]K2

B

)−1
=

(
3 −1
−2 1

)
,

m·ºeme ov¥°it [Id]K3
C [F ]CB [Id]BK2

= [F ]K3
K2

dosazením:1 1 1
1 0 0
0 0 1

1 1
2 2
0 1

( 3 −1
−2 1

)
=

 1 1
1 0
−2 1





Lineárnímu zobrazení f : V →W se °íká také homomor�smus

vektorových prostor· V a W . Zobrazení, pro které V = W , tedy
se stejným zdrojovým a cílovým prostorem, se nazývá
endomor�smus vektorového prostoru V . Pokud B,B′ jsou dv¥
báze V , ozna£me

I R := [Id]BB′ matici p°echodu od B k B′

I A := [f ]BB matici endomor�smu vzhledem k bázi B.
I A′ := [f ]B

′
B′ matice endomor�smu vzhledem k bázi B′.

Pak dostáváme transforma£ní formuli pro matici endomor�smu:

A′ = [f ]B
′

B′ = [Id]B
′

B [f ]BB[Id]
B
B′ = R−1AR

Dv¥ matice A′, A, pro n¥º existuje regulární matice R taková, ºe
A′ = R−1AR, se nazývají podobné. Podobnost je relace
ekvivalence ♣. Charakterizovat t°ídy této ekvivalence je
pom¥rn¥ komplikované a dostaneme se k tomu v letním
semestru.



P°ipome¬me z minula, ºe
I bijektivní homomor�smus z V do W se nazývá izomor�smus
I f je izomor�smus, práv¥ kdyº je jeho reprezentace

vzhledem k n¥jakým dv¥ma bázím regulární matice
I izomor�smus p°evádí bázi ve V na bázi ve W

Sloºení dvou izomor�sm· je izomor�smus, stejn¥ tak inverzní
zobrazení k izomor�smu existuje a je izomor�smem ♣. Dva
vektorové prostory, mezi nimiº existuje izomor�smus, se
nazývají izomorfní. Izomorfnost je také relace ekvivalence ♣.
Charakterizovat t°ídy této ekvivalence je jednoduché a
dostaneme se k tomu hned:

V¥ta
Dva vektorové prostory V,W nad F kone£né dimenze jsou

izomorfní, práv¥ kdyº mají stejnou dimenzi.



D·kaz.
Existuje-li izomor�smus f : V →W a (v1, . . . , vn) je báze V ,
pak (f(v1), . . . , f(vn)) je báze W . Tedy dimV = dimW . Pokud

naopak dimV = dimW =: n, pak zvolme bázi B ve V , bázi C
ve W a ozna£me

g := [ ]B : V → Fn

h := [ ]C : W → Fn

Protoºe g i h jsou izomor�smy, jsou izomor�smem i zobrazení

h−1 : Fn →W

h−1 ◦ g : V →W

Tedy V a W jsou izomorfní.



Nech´ V,W jsou dva vektorové prostory nad F. Mnoºina v²ech
homomor�sm· z V do W je vektorový prostor s operacemi
sou£tu homomor�sm· a násobení homomor�smu skalárem
z F ♣, zna£í se Hom(V,W ).

V¥ta
Pokud dimV = n a dimW = m, pak dimHom(V,W ) = mn.

D·kaz.
Zvolme ve V bázi B a v W bázi C. Zobrazení

[ ]CB : Hom(V,W )→ Fm×n,

které p°i°azuje homomor�smu f jeho reprezentaci [f ]CB, je
lineární a bijektivní, tedy izomor�smus. Protoºe prostor Fm×n

má bázi z matic Eij o mn prvcích, je dimFm×n = mn a tedy
také dimHom(V,W ) = mn.

Vektorový prostor v²ech endomor�sm· prostoru V se místo
Hom(V, V ) £ast¥ji zna£í symbolem End(V ), dimEnd(V ) = n2.



Prostý homomor�smus se ozna£uje slovem monomor�smus,
pokud je na, pak mu °íkáme epimor�smus.

V¥ta
Nech´ V,W jsou vektorové prostory nad F, B = (v1, . . . , vn) je

báze V a M = (w1, . . . , wn) posloupnost vektor· ve W . Pak

existuje práv¥ jeden f ∈ Hom(V,W ) takový, ºe

f(v1) = w1, f(v2) = w2, . . . , f(vn) = wn

Navíc f je monomor�smus, práv¥ kdyº M je LN a f je

epimor�smus, práv¥ kdyº M generuje W .

D·kaz.
Je-li v ∈ V , x := [v]B, pak de�nujme f(v) :=

∑n
i=1 xiwi. D·kaz,

ºe f je homomor�smus ♣, stejn¥ tak d·kaz jednozna£nosti a
ekvivalentní podmínky mono-/epimor�smu.



V následující v¥t¥ nemusíme p°edpokládat, ºe vektorové
prostory mají kone£nou dimenzi.

V¥ta
Nech´ U, V,W jsou vektorové prostory nad F, f ∈ Hom(V,W ),
g ∈ Hom(U, V ). Platí

1. f je monomor�smus, práv¥ kdyº Ker f = 0

2. f je epimor�smus, práv¥ kdyº Im f = W

3. Jsou-li f, g monomor�smy, pak je f ◦ g monomor�smus.

4. Jsou-li f, g epimor�smy, pak je f ◦ g epimor�smus.

5. Je-li f ◦ g monomor�smus, je g monomor�smus.

6. Je-li f ◦ g epimor�smus, je f epimor�smus.

D·kaz.
Pokud pro v1, v2 ∈ V platí f(v1) = f(v2), je f(v1 − v2) = 0 a
tedy v1 − v2 ∈ Ker f . Tedy Ker f = 0 znamená, ºe v1 = v2, £ili f
je monomor�smus. Naopak pokud f je monomor�smus, nem·ºe
být vzorem oW jiný vektor neº oV , tedy Ker f = 0. Dále ♣.



V¥ta (O dimenzi jádra a obrazu)

Nech´ V,W jsou vektorové prostory nad F, dimV = n,
f ∈ Hom(V,W ). Pak

dimKer f + dim Im f = n

D·kaz.
Argumentace je jednodu²²í, pokud p°edpokládáme, ºe
dimW <∞. Zvolíme-li bázi B ve V a bázi C ve W , pak

dimKer f = dim[Ker f ]B = dimKer[f ]CB

dim Im f = dim[Im f ]C = dim Im[f ]CB

Protoºe n je rovno po£tu sloupc· matice [f ]CB, plyne tvrzení z
v¥ty o hodnosti a nulit¥ pro tuto matici.



Dimenzi Ker f nazýváme nulitou homomor�smu f , zna£íme
n(f). Dimenzi Im f nazýváme hodností homomor�smu f ,
zna£íme rank(f). P°edchozí v¥ta se tedy dá nazývat i v¥tou o
hodnosti a nulit¥ homomor�smu. Plyne z ní

Tvrzení
Nech´ V je vektorový prostor nad F kone£né dimenze,

f ∈ End(V ). Je-li f mono- nebo epimor�smus, pak uº musí být i

izomor�smem.

D·kaz.
Pokud f je monomor�smus, je Ker f = 0, tedy n(f) = 0. Pak ale
rank(f) = n, tedy dim Im f = dimV . Musí být proto Im f = V ,
neboli f je epimor�smus a tudíº i izomor�smus. Pokud f je
epimor�smus, má d·kaz tytéº kroky, jen v opa£ném po°adí.

Izomor�smus f ∈ End(V ) se nazývá automor�smem prostoru V .


