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Necht V, W jsou vektorové prostory nad F a f,g: V — W dvé
linearn{ zobrazeni. Pak zobrazeni f + g : V — W definované
predpisem

(f +9)() := f(v) + g(v)
je také linedrnf zobrazeni. Pro r € F je rf : V — W definované

(rf)(w) = rf(v)

také linearni. Pokud B = (vy,...,v,) je baze V,
C = (wy,...,wn) je baze W, pak

[f+9)5 = ([f(01)+g)]” | ... | [f(vn)+g(va)]) = [/15+[9)5,

tedy reprezentace souctu linedrnich zobrazeni je soucet
reprezentaci. Podobné

P15 = (rf @)l |- | Irf(n)]) = rlf]5



Je-li U dalsi vektorovy prostor nad F, D = (uy,...,up) jeho
béze a h : U — V linedrni zobrazeni, pak je foh: U — W také
linearni zobrazeni. Necht u € U. Pak

[(f o h)()]“ = [f()] = [f15 [h(w)]® =[£G [h]D [u]”

Musf byt tedy
[f o Bl = (15 [MD,

neboli reprezentace slozeného zobrazeni f o h je rovna soucinu
matic reprezentujicich f a h. Specidlné odtud plyne

/1% = [ldof o1d)§ = 1] [£]G [Id]5,

kde C’ je néjaka dalsi baze W a B’ je néjaka dalsi baze V.



PRIKLAD
V minulé pFednasce jsme méli zobrazeni F : R? — R3 s
reprezentacemi
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Linearnimu zobrazeni f : V — W se tika také homomorfismus
vektorovych prostori V-a W. Zobrazeni, pro které V =W, tedy
se stejnym zdrojovym a cilovym prostorem, se nazyva
endomorfismus vektorového prostoru V. Pokud B, B’ jsou dvé
béaze V, oznafme

» R:=[Id]5, matici prechodu od B k B’
» A:=[f]B matici endomorfismu vzhledem k bdzi B.
» A" :=[f]5, matice endomorfismu vzhledem k bazi B’.

Pak dostavame transformacni formuli pro matict endomorfismu:
A = [f5 = 13 [fIId]5 = R AR

Dvé matice A’, A, pro néz existuje regularni matice R takova, Ze
A" = R7'AR, se nazyvaji podobné. Podobnost je relace
ekvivalence &. Charakterizovat t¥idy této ekvivalence je
pomérné komplikované a dostaneme se k tomu v letnim
semestru.



Ptipomeiime z minula, Ze
» bijektivni homomorfismus z V' do W se nazyva izomorfismus

» f je izomorfismus, pravé kdyz je jeho reprezentace
vzhledem k néjakym dvéma bazim regularni matice

» izomorfismus pfevadi bazi ve V na bazi ve W

SloZzeni dvou izomorfismi je izomorfismus, stejné tak inverzni
zobrazeni k izomorfismu existuje a je izomorfismem é&. Dva
vektorové prostory, mezi nimiz existuje izomorfismus, se
nazyvaji izomorfni. Izomorfnost je také relace ekvivalence é.
Charakterizovat t¥idy této ekvivalence je jednoduché a
dostaneme se k tomu hned:

VETA
Dva vektorové prostory V,\W nad F koneéné dimenze jsou
izomorfni, pravé kdyz maji stejnou dimenzi.



DUKAZ.
Existuje-1i izomorfismus f: V — W a (v1,...,v,) je baze V|
pak (f(v1),..., f(vyn)) je baze W. Tedy dim V = dim W. Pokud

naopak dimV = dim W =: n, pak zvolme bazi B ve V, bazi C
ve W a oznacéme

g=[1P: V"
h=[]"W—=>F"

Protoze g i h jsou izomorfismy, jsou izomorfismem i zobrazeni

RLiF s W
hlog: VoW

Tedy V a W jsou izomorfni. O



Necht V, W jsou dva vektorové prostory nad F. MnoZina vSech
homomorfismi z V do W je vektorovy prostor s operacemi
souctu homomorfismi a nasobeni homomorfismu skalarem

z I &, znaci se Hom(V, W).

VETA
Pokud dimV =n a dim W = m, pak dim Hom(V, W) = mn.

DUKAZ.
Zvolme ve V béazi B a v W bazi C. Zobrazeni

[ 1% : Hom(V, W) — F™*",

které piifazuje homomorfismu f jeho reprezentaci [f]%, je
linearni a bijektivni, tedy izomorfismus. Protoze prostor F"*"
mé bézi z matic F;; o mn prvcich, je dimF™*" = mn a tedy
také dim Hom(V, W) = mn. O
Vektorovy prostor v8ech endomorfismii prostoru V' se misto
Hom(V, V) Cast&ji znaci symbolem End(V), dim End(V) = n?.



Prosty homomorfismus se oznacuje slovem monomorfismus,
pokud je na, pak mu fikdme epimorfismus.

VETA
Necht V,W jsou vektorové prostory nad F, B = (vy,...,v,) je

bize V. a M = (wi,...,wy,) posloupnost vektordi ve W. Pak
existuje pravé jeden f € Hom(V, W) takovy, Ze

for)) =wi,  f(va) =wz, ..., flvn)=1wyp

Navic f je monomorfismus, prdave kdyZ M je LN a f je
eptmorfismus, praveé kdyz M generuje W,

DUKAZ.

Je-li v € V, x := [v]B, pak definujme f(v) := > I | z;w;. Dikaz,
ze [ je homomorfismus &, stejné tak dikaz jednoznatnosti a
ekvivalentni podminky mono-/epimorfismu. O



V nésledujici vét€ nemusime predpokladat, Ze vektorové
prostory maji kone¢nou dimenzi.

VETA

Necht U, V,W jsou vektorové prostory nad F, f € Hom(V, W),
g € Hom(U, V). Plati

1. f je monomorfismus, privé kdyZ Ker f =0

f je epimorfismus, prdvé kdyzZ Im f =W

Jsou-li f, g monomorfismy, pak je f o g monomorfismus.
Jsou-li f,g epimorfismy, pak je f o g epimorfismus.

Je-li f o g monomorfismus, je g monomorfismus.

Oy Ut s W

Je-li fog epimorfismus, je [ epimorfismus.

DUKAZ.

Pokud pro vy,vy € V plati f(v1) = f(v2), je f(vg —v2) =0a
tedy v — vy € Ker f. Tedy Ker f = 0 znamena, ze v; = v9, ¢ili f
je monomorfismus. Naopak pokud f je monomorfismus, nemiize
byt vzorem oy jiny vektor nez oy, tedy Ker f = 0. Dale &. [



VETA (O DIMENZI JADRA A OBRAZU)

Necht V. W jsou vektorové prostory nad F, dimV = n,
f € Hom(V,W). Pak

dimKer f + dimIm f =n
DUKAZ.
Argumentace je jednodussi, pokud predpokladame, ze
dim W < oco. Zvolime-li bazi B ve V a bazi C' ve W, pak

dim Ker f = dim[Ker f]? = dim Ker[f]$
dimIm f = dim[Im f]¢ = dim Im[f]%

ProtoZe n je rovno poctu sloupcit matice [f]%, plyne tvrzeni z
véty o hodnosti a nulité pro tuto matici.



Dimenzi Ker f nazyviame nulitou homomorfismu f, znatime
n(f). Dimenzi Im f nazyvame hodnosti homomorfismu f,
znatime rank(f). Predchozi véta se tedy da nazyvat i vétou o
hodnosti a nulité homomorfismu. Plyne z ni

TVRZENI

Necht' V' je vektorovy prostor nad F konecné dimenze,

f € End(V). Je-li f mono- nebo epimorfismus, pak wzZ musi byt i
izomorfismem.

DUKAZ.

Pokud f je monomorfismus, je Ker f = 0, tedy n(f) = 0. Pak ale
rank(f) = n, tedy dimIm f = dim V. Musi byt proto Im f =V,
neboli f je epimorfismus a tudiz i izomorfismus. Pokud f je
epimorfismus, mé dtkaz tytéz kroky, jen v opa¢ném poradi. [

Izomorfismus f € End(V') se nazyva automorfismem prostoru V.



