14 Galois a jeho grupy

Reseni
verze ze dne 20. kvétna 2025.

Cile cviceni: Jako velky zlaty hiebik naseho algebraického snazeni si zkusime pro nékterd rozkladova
nadtélesa spocitat jejich Galoisovy grupy. Ackoli to zpravidla neni nijak snadna tloha, mame sily na to,
abychom Galoisovu grupu spocitali aspon pro rozkladova nadtélesa polynomt malého stupné. Zasadnim
se ukaze zjisténi, ze Galoisovu grupu miizeme hledat jako podgrupu grupy permutaci kofenti rozkladaného
polynomu.

Ulohy, které bychom ur¢ité méli umét Fesit:

Uloha 14.1. Je-li U rozkladové nadtéleso polynomu p = 2° — 2 nad télesem Q, ukazte, Ze

(a) U=Q(V2,e*/?),

(b) [U:Q] =6,

(c) Gal(U/Q) = S;.
Reseni. (a) Nejprve uvazime rozklad polynomu x® — 2 na kofenové ¢initele v C

p=a’—2= (a;—\3/§)(a:— f’/iw)(x— \‘75@),
kde w = €?™/3, z definice rozkladového nadtélesa tedy je U = Q(V/2, V2w, V2). Plati ddlew = —1—w =
w !l =w? = e ?™/3 odkud dostavame U < Q(\S/i, w). Jelikoz v/2w € U a (¥/2)~! € U, méme
w=V2w-(V2)' e,

tedy Q(\?’/ﬁ, w) < U. V souhrnu dostéavdme rovnost U = Q(v/2, e%).

(b) Spocitame stupeni rozsifeni pomoci tvrzeni 22.5, které fiké, ze [U : Q] = [U : Q(a)] - [Q(«) : Q] pro
kazdé o € U. Polozime a = /2 a nejprve standardnim argumentem nahlédneme, 7e

[Q(V2) : Q] = degm g5 5 = deg(z® —2) =3,

nebot vime, Ze je polynom 2® — 2 nad Q ireducibilni. Déle si v§imneme, Ze miniméalni polynom prvku w
nad t&lesem Q(+/2) déli polynom 2° — 1 = (v —1)(z®+ 2 +1) a tudiz i 2%+ 2 + 1. ProtoZe kofeny polynomu
22 + x + 1 nejsou redlné, dostavame, Ze My, o(¥3) = 2% +x + 1, a proto

U : Q(V2)] = [(Q(V2))(w) : Q(V2)] = degm,, o35 = deg(a” +z+1) =2
Ukézali jsme, ze [U : Q] = [U : Q(+/2)] - [Q(V/2) : Q] =2-3 = 6.

(c) Protoze je polynom z® — 2 nad télesem racionélnich ¢&isel ireducibilni, plyne z tvrzeni 25.2(1), Ze je
grupa Gal(U/Q) izomorfni podgrupé grupy permutaci vech kofent polynomu z3 — 2, tedy grupy izomorfni
Ss. Nyni pouzijeme tvrzeni 25.2 a Lagrangeovy véty, abychom ukézali, ze je Gal(U/Q) fadu 6, tedy uz
musi byt symetrické grupé S3 izomorfni.

Na piednasce jsme si uvédomili snadné pozorovani, Ze zobrazeni komplexniho sdruzeni id je prvek Gal(U/Q)
a tvrzeni 25.2(2) ndm zarucuje existenci prvki g, ¢o € Gal(U/Q) spliiujicich podminku

p1(V2) = V2w, p2(V2) = V2w

To tedy znamena, ze Galoisova grupa Gal(_U /Q), ktera je izomorfni néjaké podgrupé Sestiprvkové grupy
S3, obsahuje alespon ¢tyti riizné prvky id,id, 1, @9, tedy ndm Lagrangeova véta tika, ze

4 < [Gal(U/Q)] | [Ss] = 6,

tudiz dostavame izomorfismus Gal(U/Q) = Ss.



Uloha 14.2. Spoditejte Galoisovu grupu Gal(U/Q), je-li U rozkladové nadtéleso polynomu
(a) 2t + 4a? + 2,
(b) zt—2.
Reseni. (a) Nejprve provedeme substituci y = 22 a standardnim postupem najdeme komplexni kofeny

—2 4 /2 polynomu y? + 4y + 2. Nyni vidime, Ze +i\/2 + /2 pfedstavuje vSechny kofeny polynomu
x* + 422 + 2. Déle si véimnéme, Ze

ﬁ:—(im)2—2e@(im>,
z‘\/m: V2 V2oV Ve e@(im),

IV2EV2V2-V2  iV2+V2

&mz jsme dokazali, ze U = Q(iv/2 + v/2) a kazdy Q-automorfismus télesa U je uréen obrazem prvku
iv/2 4+ v/2 na kterykoli z kofentl kofenti +i1/2 + /2, tedy |Gal(U/Q)| < 4. S pomoci Eisensteinova kritéria

standardné nahlédneme, Ze je polynom x* + 422 + 2 ireducibilni nad télesem Q, coz podle tvrzeni 25.2(2)
jiz znamena, ze Galoisova grupa Gal(U/Q) je izomorfni ¢tyiprvkové podgrupé grupy S;. Nyni uvazime
automorfismus ¢ € Gal(U/Q) uréeny podminkou

o (2 ve)=ive-va

pak z vlastnosti homomorfismu a vyjadfeni v/2 a iv/2 — /2 spoétenych vise, ze

P(V2) = (‘ (imy—?) = (im>2—2: - (iﬁ)2—2: V2,

i _ _ _i _ _‘;0(\/5) _ —\/§ _
9"< ? “5)‘ (@'2+\/§) i iAo vz

To znamena, ze

¢’ (zm) zw(iM) = —i 2+\/§7Aid<im)’

tedy ¢ je prvek grupy Gal(U/Q) tfadu vétsiho nez 2, tudiz je podle Lagrangeovy véty nutné fadu 4, grupa
Gal(U/Q) je cyklicka a plati
Gal(U/Q) = () = Z,

(b) Obdobné jako v tloze 14.1 nejprve zjistime, ze U = Q(v/2,4). Protoze Q(3) je rozkladové nadtéleso
polynomu 22 + 1 na télesem Q, ¥ikd nam lemma 25.5, ze Gal(U/Q(7)) je normalni podgrupa Gal(U/Q) a
navic plati, ze

Gal(U/Q) / Gal(U/Q(i)) = Gal(Q(i)/Q).

Z rozkladu

zt—2= (:v— %)(x—z@)(x%—%)(a:jLZ%)
vidime, 7e kofenové ¢initele ani jejich souciny stupné dva nemaji koeficienty v té&lese Q(7), tedy x* — 2 je
ireducibilni polynom nad télesem Q(i), tedy také minimalnim polynomem +v/2 nad Q(i). Proto z tvrzeni
22.3 mame

(U Q(i)] = degm g5 g = deg(z* — 2) = 4.



Vsimnéme si, Ze je rozkladové nadtéleso U polynomu 24 —2 chdpaného nad télesem Q(i) zaroven kofenovym
nadtélesem pro kterjkoli z jeho kofenti, tedy napiiklad U = (Q(i))(v/2) (obecné rozkladové nadtéleso
izomorfni kopie kofenovych nadtéles jen obsahuje). Proto je kazdy Q(7)-automorfismus Gal(U/Q(7)) urceny
obrazem kofenu v/2, ktery se podle véty 25.1 musi nutné zobrazit na jeden ze &tyf kofentt polynomu
x' — 2, coz znamena, ze |Gal(U/Q(i))| < 4. Necht ¢ € Gal(U/Q(i)) je automorfismus uréeny podminkou
@(\75) = v/2i, ktery existuje podle tvrzeni 25.2. Pak snadno z vlastnosti Q(i)-automorfismu spocitame, ze

P(V2) = p(V2i) = p(V2)i = —V2, ©*(V2) = p(—V2) = —p(V2) = =V2,

jedna se o prvek Galoisovy grupy Gal(U/Q(7)), ktery tvori ¢tyfcyklus na kofenech, tedy je to prvek fadu
4. Tudiz Gal(U/Q(%)) je nutné cyklicka grupa fadu 4.

Dale si uvédomime, ze -
Gal(Q()/Q) = {id, [0} = 7,
tudiz

Gal(U/Q) = Gal(U/Q(i)) Uid Gal(U/Q(1)) = {id, p, ¥*,¢%,id, B, 0%, 9%}

Nyni si ozna¢ime kofeny polynomu z* — 2
1=v2, 2=iv2, 3=-v2 4=-iV2
a prepiSeme si jednotlivé automorfismy Gal(U/Q) jako permutace kofent
{id, ¢, ©?, ©%,1d, B, 02, 03} = {id, (1234), (13)(24), (1432), (24), (14)(23), (13), (12)(34)} < S,.
Nyni uz snadno nahlédneme, Ze permutacni podgrupa izomorfni Gal(U/Q) je izomorfni grupé Dg symetrii

¢tverce, kde hodnoty 1,2, 3,4 oznacuji jeho vrcholy proti sméru hodinovych rucicek.

A ted néco pro pro potéSeni, protoze mame Galoise radi:

Uloha 14.3. Pro p > 2 prvoéislo, polynom &, = fjll = 2?;(1] 27 a rozkladové nadtéleso U polynomu @,
nad télesem Q dokazte, ze
(a) U =QIG),

(b) [U:Q=p-1,
(¢) Gal(U/Q) = Z; = 2, ,,

ReSeni. (a) Protoze (; jsou pro a € Z, pravé vsechny kofeny polynomu ¥ — 1, dostavame, ze

ol -

z—1
aEZ;

Protoze vSechny mocniny (f uz lezi v télese Q((,), jednd se nejen o kofenové nadtéleso, nybrz i rozkladové
nadtéleso polynomu @, nad télesem Q.

(b) Vzpomeneme-li si, Ze jsme v 5. sérii v tloze 5.14(c) ukazali, Ze je polynom @, ireducibilni nad Q (nebo
ireducibilitu znovu dokdzeme substituci z — = + 1 a vyuzitim Eisensteinova kritéria), vidime, zZe se jedna
o minimalni polynom prvku (, nad Q, a proto diky (a) a tvrzeni 22.3 dostavame

U:Q) = [Q(G) : Q) = deg(®,) = deg (Z xﬂ) ~p-1

(c) Podle tvrzeni 25.2(1) a ¢asti (a) vime, ze kazdé zobrazeni kofenu (, na kterykoli kofen (7 pro a € Zj
lze rozsitit na Q-automorfismus p, € Gal(U/Q). Navic obraz (, uz jednozna¢né automorfismus urcuje,
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tedy jsme zkonstruovali bijekci Z; — Gal(U /Q). Zbyva dokazat, ze se jedné o grupovy homomorfismus.
Zvolime-li a,b € Zy, pak

(Pa © 26)(G) = Palp6(G)) = Pa(G)") = €2 = pab(G).

To znamena, Ze p, © p, = pap, @ proto je zkonstruovana bijekce izomorfismus.

Uloha 14.4. Explicitné popiste vSechny prvky Galoisovy grupy Gal(Q[¢,]/Q) z ptedchozi tlohy. Jak
vypadaji jeji prvky radu 27

Reseni. Protoze umime pro jednotlivé prvky p, Galoisovy grupy spoéitat jejich hodnotu na béazi M =
I | j € Zy), tedy f;(C*) = (/% a vime, Ze jde rovnéz o linedrni zobrazeni vektorového prostoru U nad
p | J P Y Ji\Gp P J

télesem Q do sebe, snadno ur¢ime chovani f, na libovolném prvku se souradnicemi (tj)g-’;é vzhledem k bézi

p—1 p—1
Jfa (Z tij;) = Z%‘C{;“‘
§=0 §=0

Prvek fadu dva bude potom diky izomorfismu z predchozi tlohy obrazem jediného prvku fadu dva v grupé
Ly, coz je —1 = p — 1, tedy

p—1 p—1 p—1
o (2 wcz) I )
=0 j=0 §=0

Uloha 14.5. Necht p je prvodislo, n piirozené ¢islo a F,» koneéné téleso velikosti p", ozna¢me F, jeho
p-prvkové podtéleso (tj. prvotéleso) a definujte zobrazeni f,: Fyn — F,n pfedpisem f,(a) = aP. Dokazte,
ze

(a) fp € Gal(Fpn/]Fp)’
(b) Gal(F,»/F,) = (f,) je cyklickd grupa radu n,
* (¢) {a €Fpn | fi(a) = a} je podtéleso télesa Fpn Fadu p? pro kazdé d | n.

Reseni. (a) Nejprve si uvédomime, Ze z malé Fermatovy véty plyne, Ze fp(a) = a® = a pro vSechny prvky
z podtélesa I, = Z,. Déle zvolime a,b € F,,» a pocitame:

fp(a -b) = (ab)’ =a’ - VP = fp(a) - [p(b), f(1)=1"=1,

p—1
fola+b)=(a+b)P =a”+ b+ Z (ZZ) '~ =a? + 0" = f,(a) + f,(b),
-1

kde jsme vyuzili pozorovani, ze p déli (’Z’ ) pro vSechna 7 =1,...,p—1, a proto jsou vSechny cleny (f) a‘bP—
v télese charakteristiky p nulové.

(b) Z prednésky vime, Ze je multiplikativni grupa Fy. cyklickd, tedy v ni najdeme prvek a fadu p" — 1,
pro ktery ziejmé plati, ze F,(«) = Fpn. Zaroven si snadno uvédomime, ze

n=[Fp : Fp] = [Fy(a) : Fp] = deg(ma, )

pro minimalni polynom mgr, prvku a. Tudiz kazdy automorfismus télesa F,(a) je jednoznacné urcen
obrazem generatoru o, coz musi byt rovnéz kotfen polynomu mgr,. Mame tedy nejvyse n prvka Galoisovy

grupy Gal(F,./F,).

Na druhou stranu z pfedchozi tlohy vime, ze f, € Gal(F,»/F,) a také fzf jsou F-automorfismy pro vsechna
k € N. Zbyva si uvédomit, ze f = id a Ze f;f(oz) = o jsou rtzné prvky pro vechna k = 0,...,n — 1,
nebot fad prvku « je p" — 1. To znamen4, Ze

Gal(Fyn /Fp) = {f,f | k=0,....n=1} = (fp)
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je cyklicka grupa praveé radu n.
(c) Nejprve uvazime, ze pokud n = kd, pak

d—

ph-1=(" -1 p

1=0

—_

tedy pro s = Zf:_ol p* méme (p" — 1) = s(p? — 1). Obdobnym argumentem dostdvame, Ze

s—1

(27" — 2) = x(z?" " = 1) in(pdfl).

=0

Tim jsme dokazali, Ze polynom 27" — z d&li polynom 27" — z.

Nyni si vSimneme, Ze za Lagrangeovy véty plyne, Ze pro kazdé u € F. plati, ze uP"~! = 1, tudiz jsou
v v v i v v /v
vSechny prvky télesa F,» kofeny polynomu z?" — x, coz nutné znamena, ze

" —mzH(m—a).

a€F

Déle si vSimneme, zZe mnozina
Us={a€Fp | fla)=a} ={a €Fp | a” —a =0}

. VR y d . 10 n ,
obsahuje pravé vSechny koreny polynomu z — z. Protoze tento polynom déli polynom x? — x, ktery se
v télese Fyn rozklddd na rtizné kofenové Cinitele, obsahuje mnozina prave p? prvki.

Zbyva ukazat, ze je mnozina opravdu podtélesem. K tomu vyuzijeme fakt, dokazany v (a), ze je f,, a tudiz
i f;f automorfismus. Necht a,b € Uy, potom

flla+b) = fl(a) + fi() =a+b, flla-b)=fi(a) fjb)=a-b, f)(0)=0, fi(1)=1,
tedy a 4+ b,a - b,0,1 € U,. Je-li navic a # 0, pak

L= fi(1) = fila-a") = f(a) - (@) = a- f(a™"), proto fi(a™')=a""

|
S

aale U,.



