
Lineární algebra I (pro fyziky)
Determinant

Dalibor �míd

MFF UK



Na první p°edná²ce jsme zmínili, ºe absolutní hodnota veli£iny

V (x,y, z) := (x× y).z ≡
3∑
i=1

3∑
j=1

3∑
k=1

εijkxiyjzk

udává objem rovnob¥ºnost¥nu ur£eného vektory x,y, z ∈ R3.
P°ipome¬me, ºe ε123 = ε231 = ε312 = 1, ε213 = ε321 = ε132 = −1
a εijk = 0, jsou-li dva indexy stejné. Takto de�nované zobrazení
V : R3 × R3 × R3 → R má následující vlastnosti:

1. V (rx1 + sx2,y, z) = rV (x1,y, z) + sV (x2,y, z) (linearita)

2. V (x,y, z) = −V (y,x, z) = V (y, z,x) (úplná antisymetrie)

3. V (e1, e2, e3) = 1

Z vlastnosti 2 plyne linearita i ve 2. a 3. argumentu a také, ºe
V (x,y, z) = 0, kdykoli se n¥které dva vektory z x,y, z rovnají.

Vlastnosti 1,2,3 zobrazení V zcela ur£ují ♣, zárove¬ je snadné je
zobecnit do vy²²í dimenze. Za£neme zobecn¥ním symbolu εijk.



Mnoºina v²ech bijektivních zobrazení mnoºiny {1, 2, . . . , n} do
sebe tvo°í grupu s operací skládání zobrazení ♣. Grupa se
ozna£uje Sn a nazývá symetrická grupa, její prvky permutace.
Permutaci m·ºeme znázornit obrázkem
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nebo p°ehledn¥ji formou rozkladu na nezávislé cykly
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V textu se takový rozklad zapisuje (1374)(25), cykly délky 1 se
vynechávají. Cyklus délky 2 se nazývá transpozice. Cyklus délky
k lze zapsat jako sloºení k − 1 transpozic, nap°.:
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Kaºdou permutaci lze tedy zapsat jako sloºení transpozic.
Pokud je po£et t¥chto transpozic sudý, resp. lichý, mluvíme o
sudé, resp. liché permutaci, jimº p°i°azujeme znaménko
permutace sgnπ = +1, resp. −1. Kdyº ov¥°íme, ºe sloºení
libovolné permutace π s libovolnou transpozicí vºdy m¥ní sgnπ
♣, plyne z toho korektnost následující de�nice znaménka

Definice
Nech´ π ∈ Sn je permutace a π1, . . . , πk ∈ Sn jsou transpozice
takové, ºe π = π1 ◦ π2 ◦ . . . ◦ πk. Pak sgnπ := (−1)k.

P°íklad
Grupa S3 obsahuje 3! = 6 prvk·: identitu, 3 transpozice a 2
cykly délky 3. Jejich znaménka jsou

sgn id = +1 sgn(12) = −1 sgn(123) = 1

sgn(13) = −1 sgn(23) = −1 sgn(132) = 1

Pokud de�nujeme επ(1)π(2)π(3) := sgnπ a εijk = 0 jindy,
dostáváme p°esn¥ veli£inu ε z de�nice zobrazení V .



Definice
Nech´ A ∈ Fn×n. Determinantem matice A rozumíme £íslo

detA :=
∑
π∈Sn

sgnπ a1π(1)a2π(2) . . . anπ(n)

Pro 2× 2 a 3× 3 matice lze detA spo£íst p°ímo z de�nice

det

(
a11 a12
a21 a22

)
= sgn id a11a22 + sgn(12)a12a21

= a11a22 − a12a21

det

a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

 = a11a22a33 + a12a23a31 + a13a21a32

− a11a23a32 − a13a22a31 − a12a21a33

Pro n > 3 je to uº nepraktické. Horní £i dolní trojúhelníková
matice má detA = a11a22 . . . ann, protoºe sgn id = 1 a v
ostatních sou£inech je vºdy alespo¬ jeden £len aiπ(i) roven nule.



V¥ta
Nech´ A ∈ Fn×n. Pak detA = detAT .

D·kaz.
Kaºdá permutace π je inverzní permutací k ρ := π−1, tedy

detA =
∑
π∈Sn

sgn(π)a1π(1)a2π(2) . . . anπ(n)

=
∑
ρ∈Sn

sgn(ρ−1)a1ρ−1(1)a2ρ−1(2) . . . anρ−1(n)

Protoºe sgn ρ = sgn ρ−1 ♣ a mnoºina uspo°ádaných dvojic
{(1, ρ−1(1)), (2, ρ−1(2)), . . . , (nρ−1(n))} obsahuje tytéº prvky
jako mnoºina {(ρ(1), 1), (ρ(2), 2), . . . , (ρ(n), n)}, je suma rovna∑
ρ∈Sn

sgn(ρ)aρ(1)1aρ(2)2 . . . aρ(n)n =
∑
ρ∈Sn

sgn(ρ)aT1ρ(1)a
T
2ρ(2) . . . a

T
nρ(n),

coº je z de�nice rovno detAT .



Pro x,y, z ∈ R3 de�nujme A := (x|y|z). Pak z v¥ty plyne, ºe

detA = detAT =
∑
ρ∈S3

sgn(ρ)aρ(1)1aρ(2)2aρ(3)3

=
∑
ρ∈S3

sgn(ρ)xρ(1)yρ(2)zρ(3)

=

3∑
i=1

3∑
j=1

3∑
k=1

εijkxiyjzk = V (x,y, z)

Determinant je tedy skute£n¥ zobecn¥ním zobrazení V a vyplatí
se na n¥j nahlíºet jako na funkci, která p°i°azuje n-prvkové
posloupnosti vektor· a1, . . . ,an z Fn £íslo det(a1| . . . |an).
Zjevn¥ det(e1| . . . |en) = 1. Úplnou antisymetrii a linearitu v
kaºdém argumentu ukáºeme v následujícím tvrzení.



Tvrzení
Nech´ i ∈ {1, . . . , n}, a1, . . . ,an,a′i ∈ Fn, r, r′ ∈ F, ρ ∈ Sn. Pak
1. det(a1| . . . |rai + r′a′i| . . . |an) =

r det(a1| . . . |ai| . . . |an) + r′ det(a1| . . . |a′i| . . . |an)
2. det(aρ(1)| . . . |aρ(n)) = sgn(ρ) det(a1| . . . |an)

D·kaz.
Pro první tvrzení sta£í jen roznásobit kaºdý £len sumy∑

ρ∈Sn

sgn(ρ)aρ(1)1 . . . (raρ(i)i + r′a′ρ(i)i) . . . aρ(n)n

Druhé plyne z vlastnosti sgn(π1 ◦ π2) = sgn(π1) sgn(π2) a úprav

det(aρ(1)| . . . |aρ(n)) =
∑
π∈Sn

sgnπ a1,ρ(π(1)))a2,ρ(π(2))) . . . an,ρ(π(n)))

= sgn ρ
∑
π∈Sn

sgn(ρ ◦ π) a1,(ρ◦π)(1)a2,(ρ◦π)(2)) . . . an,(ρ◦π)(n)



D·sledek
Nech´ A ∈ Fn×n, r ∈ F. Pak
1. Má-li A dva sloupce stejné nebo jeden ze sloupc· nulový,

pak detA = 0.

2. ESÚ typu p°i£tení r-násobku sloupce do jiného sloupce
nem¥ní determinant.

3. ESÚ typu násobení sloupce £íslem r násobí celý determinant
£íslem r.

4. ESÚ typu prohození dvou sloupc· obrací znaménko
determinantu.

5. Platí i analogická tvrzení pro °ádky a E�Ú.

D·kaz ♣. Determinant matice m·ºeme tedy efektivn¥ vypo£ítat
pomocí posloupnosti E�Ú a ESÚ, které matici p°evedou na
jednodu²²í, nejlépe horní trojúhelníkovou matici.



Determinant matice se £asto zna£í také nahrazením závorky
svislou £árou. Zkusme si výpo£et determinantu na p°íklad¥:∣∣∣∣∣∣∣∣

7 2 1 4
3 6 −9 3
2 4 0 3
5 −2 3 0

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 3

∣∣∣∣∣∣∣∣
7 2 1 4
1 2 −3 1
2 4 0 3
5 −2 3 0

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 6

∣∣∣∣∣∣∣∣
7 1 1 4
1 1 −3 1
2 2 0 3
5 −1 3 0

∣∣∣∣∣∣∣∣ =

−6

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 7 1 4
1 1 −3 1
2 2 0 3
−1 5 3 0

∣∣∣∣∣∣∣∣ = −6
∣∣∣∣∣∣∣∣
1 7 1 4
0 −6 −4 −3
0 −12 −2 −5
0 12 4 4

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 24

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 7 4
0 4 6 3
0 2 12 5
0 1 3 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
= −24

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 7 4
0 1 3 1
0 0 6 3
0 0 −6 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣ = −72
∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 7 4
0 1 3 1
0 0 2 1
0 0 0 2

∣∣∣∣∣∣∣∣ = −288



V¥ta
Matice A ∈ Fn×n je regulární, práv¥ kdyº det(A) 6= 0.

D·kaz.
Regularita i nenulovost determinantu se zachovávají pomocí
E�Ú a ESÚ, sta£í se tedy dívat jen na matici v odstup¬ovaném
tvaru. Ta je regulární, práv¥ kdyº má v²echny prvky na hlavní
diagonále nenulové, coº nastává práv¥ kdyº je nenulový
determinant.

Minorem nebo téº subdeterminantem rozumíme determinant
n¥jaké £tvercové podmatice, tj. matice vzniklé vynecháním
n¥kterých °ádk· a sloupc·. V¥tu vý²e lze zobecnit tvrzením, ºe
rank(A) = k, práv¥ kdyº nejv¥t²í °ád nenulového minoru A je k.
K d·kazu je t°eba vybrat ze sloupc· A n¥jakou bázi
(ai1 , . . . ,aik) prostoru ImA a ukázat, ºe n¥jakým výb¥rem k
°ádk· z matice (ai1 | . . . |aik) vznikne matice regulární ♣.

Ozna£me Aij podmatici matice A vzniklou vy²krtnutím i-tého
°ádku a j-tého sloupce.



V¥ta (Laplace·v rozvoj podle sloupce)

Nech´ A ∈ Fn×n. Pak

detA =

n∑
i=1

(−1)i+jaij det(Aij)

D·kaz.
Protoºe aj =

∑
i=1 aijei, dostáváme z linearity v j-tém sloupci

detA =

n∑
i=1

aij det(a1| . . . |aj−1|ei|aj+1| . . . |an)

Je t°eba n− j transpozic na p°esunutí j-tého sloupce na
poslední pozici a n− i transpozic na p°esunutí i-tého °ádku na
poslední pozici, determinant se tím vynásobí faktorem
(−1)n−j+n−i = (−1)i+j . Matice A′, která takto vznikne, má
podmatici A′nn rovnu Aij , a poslední sloupec en. Pak ale z
de�nice determinantu detA′ = det(A′nn) = det(Aij) ♣.



Laplace·v rozvoj je vlastn¥ rekurentní p°edpis pro determinant.
Je moºné jej provád¥t i podle kteréhokoli °ádku ♣. Kombinace
úprav a rozvoje podle °ádku £i sloupce s velkým po£tem nul je
obvykle nejrychlej²í cesta k výpo£tu determinantu:∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 0 2 0 3
2 0 0 3 0
3 2 0 1 0
7 1 5 3 0
4 2 0 2 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 2

∣∣∣∣∣∣∣∣
2 0 3 0
3 2 1 0
7 1 3 0
4 2 2 1

∣∣∣∣∣∣∣∣− 5

∣∣∣∣∣∣∣∣
0 0 0 3
2 0 3 0
3 2 1 0
4 2 2 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ =

2

∣∣∣∣∣∣
2 0 3
3 2 1
7 1 3

∣∣∣∣∣∣+15

∣∣∣∣∣∣
2 0 3
3 2 1
4 2 2

∣∣∣∣∣∣ = 2

∣∣∣∣∣∣
2 0 3
−11 0 −5
7 1 3

∣∣∣∣∣∣+15

∣∣∣∣∣∣
2 0 3
−1 0 −1
4 2 2

∣∣∣∣∣∣
= −2

∣∣∣∣ 2 3
−11 −5

∣∣∣∣−30 ∣∣∣∣ 2 3
−1 −1

∣∣∣∣ = −2(−10+33)−30(−2+3) = −76


