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Na prvni prednésce jsme zminili, Ze absolutni hodnota veli¢iny
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V(x,y,z) = (x Xy)z=
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udava objem rovnobéznosténu uréeného vektory x,y,z € R3.
Pripomeiime, Ze €123 = €231 = €312 = 1, €213 = €321 = €132 = —1
a g% = 0, jsou-li dva indexy stejné. Takto definované zobrazeni
V :R? x R? x R? = R ma nasledujici vlastnosti:

1. V(rxy + sx2,y,2z) =1V (x1,y,2) + sV(x2,y,2) (linearita)

2. V(x,y,z) = -V(y,x,z) = V(y, z,x) (aplna antisymetrie)

3. V(el,eg,eg) =1
7 vlastnosti 2 plyne linearita i ve 2. a 3. argumentu a také, ze
V(x,y,z) = 0, kdykoli se nékteré dva vektory z x,y,z rovnaji.

Vlastnosti 1,2,3 zobrazeni V' zcela urcuji &, zéroven je snadné je
zobecnit do vyS8i dimenze. Zacneme zobecnénim symbolu &;jy.



Mnozina v8ech bijektivnich zobrazeni mnoziny {1,2,...,n} do
sebe tvoii grupu s operaci skladani zobrazeni &. Grupa se
oznacuje S, a nazyva symetrickd grupa, jeji prvky permutace.
Permutaci miZzeme znézornit obrazkem
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nebo piehlednéji formou rozkladu na nezdvislé cykly
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V textu se takovy rozklad zapisuje (1374)(25), cykly délky 1 se

vynechévaji. Cyklus délky 2 se nazyvé transpozice. Cyklus délky
k 1ze zapsat jako slozeni k — 1 transpozic, napf.:
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KaZzdou permutaci lze tedy zapsat jako sloZeni transpozic.
Pokud je pocet téchto transpozic sudy, resp. lichy, mluvime o
sudé, resp. liché permutaci, jimz pfifazujeme znaménko
permutace sgnm = +1, resp. —1. Kdyz ovérime, Ze sloZeni
libovolné permutace 7 s libovolnou transpozici vidy méni sgn 7
&, plyne z toho korektnost nasledujici definice znaménka

DEFINICE
Necht 7 € S, je permutace a 7wy, ..., T, € S, jsou transpozice
takove, Ze T = T 0 Tp 0 ... 0 M. Pak sgnw := (—1),

PRIKLAD
Grupa S5 obsahuje 3! = 6 prvki: identitu, 3 transpozice a 2

cykly délky 3. Jejich znaménka jsou
sgnid = +1 sgn(12) = —1 sgn(123) =1
sgn(13) = -1 sgn(23) = —1 sgn(132) =1

Pokud definujeme e (1)r(2)x(3) := sgn 7 a g5 = 0 jindy,
dostavame presné veli¢inu ¢ z definice zobrazeni V.



DEFINICE
Necht A € F*"*". Determinantem matice A rozumime ¢islo

det A := Z SENT A1r(1)2r(2) - - - Qnr(n)
TI'ESn

Pro 2 x 2 a 3 x 3 matice lze det A spodist pfimo z definice

det <a11 a12) = sgnidajjage + sgn(12)aizaz;
az1 a2

= Q11622 — @12021
ailp a2 ai13
det | a21 a2 a3 | = ar1az2a33 + ai2as3asr + aizaz1asz
a3l asz2 as3
— Q11023032 — 013022031 — 012021033
Pro n > 3 je to uZ nepraktické. Horni ¢i dolni trojahelnikova

matice ma det A = a11a99 . .. Gnyn, protoze sgnid=1a v
ostatnich soucinech je vzdy alespon jeden Clen a;.(;) roven nule.



VETA
Necht A € F**" . Pak det A = det AT

DUKAZ.
Kazda permutace 7 je inverzni permutaci k p := 7!, tedy

det A = Z SEN(T)@17(1) 27 (2) - - - A (n)
TeSh

= Z sgn(p_l)alpfl(l)a%q@) e O (p)
pESH

Protoze sgnp = sgn p~! & a mnoZina usporadanych dvojic

{171 (1)),(2,p71(2)), .-, (np™"(n))} obsahuje tytéz prvky
jako mnozina {( (1),1), (p(2) 2) ...,(p(n),n)}, je suma rovna

Y s8n(P)ay1)18p(2) - - Gy = Y S8(P)AT (1) A5(2) - - - Uiy
pESn ﬂESn

coz je z definice rovno det AT O



Pro x,y,z € R? definujme A := (x|y|z). Pak z véty plyne, Ze

det A = det AT = Z sgn(p Gp(1)1%p(2)20p(3)3

pES3
= Z sgn(p)xp(l)yp@)'zp(?))
pES3
3

3 3
= Z Z&jkl’i:l/jzk =V(x,y,2)

Determinant je tedy skutec¢né zobecnénim zobrazeni V' a vyplati
se na né&j nahlizet jako na funkci, kterd pritazuje n-prvkové
posloupnosti vektort ay, ..., a, z F” ¢islo det(ay]. .. |a,).
Zjevné det(eq]...|e,) = 1. Uplnou antisymetrii a linearitu v
kazdém argumentu ukazeme v nasledujicim tvrzeni.



TVRZENT
Nechtie {1,...,n}, aj,...,ap,a, € ", r,7’' €F, pe S,. Pak
1. det(ay]...|ra; +r'aj|...|a,) =
rdet(ai|...|a;|...|a,) + ' det(a;]...|a|...|ay)

2. det(a,)l---|aym)) = sgn(p) det(ay|. .. |a,)

DUKAZ.
Pro prvni tvrzen{ sta¢{ jen roznasobit kazdy ¢len sumy

Z sgn(p)ay(ny - - - (rayey + r'a;(i)i) c p(n)n
PESH
Druhé plyne z vlastnosti sgn(m o mo) = sgn(m ) sgn(me) a Gprav

det(aym)| - [apm) = D SENT a1(r(1)))02,0(x(2)) - - - rop(m(n))

TES

=sgup ) sgn(p o) a1 (por)(1)42,(pom)(2) - - - n (por)(n)
ﬂ'ESn



DUSLEDEK
Necht A e F»*" r € F. Pak

1. Md-li A dva sloupce stejné nebo jeden ze sloupcii nuloviy,
pak det A = 0.

2. ESU typu prictent r-ndsobku sloupce do jiného sloupce
nemeénd determinant.

3. ESU typu ndsobeni sloupce ¢islem r ndsobi cely determinant
cislem r.

4. ESU typu prohozeni dvou sloupcii obraci znaménko
determinantu.

5. Plati i analogickd tvrzeni pro vddky a ERU.
Dikaz &. Determinant matice mizeme tedy efektivné vypodcitat

pomoci posloupnosti ERU a ESU, které matici pfevedou na
jednodussi, nejlépe horni trojuhelnikovou matici.



Determinant matice se ¢asto znaci také nahrazenim zavorky
svislou ¢arou. Zkusme si vypocet determinantu na piikladé:

7 2 1 4 7 2 1 4 7 1 1 4
3.6 -9 3 _ 1 2 =31 1 1 =31 _
2 4 0 3 72 4 o0 3 |2 2 o0 3
5 -2 3 0 5 —2 3 0 5 —1 3 0
1 7 1 4 1 7 1 4 11 7
1 1 -3 1 0 -6 -4 -3 0 4 6
615 0 3*_60—12 -2 —5*240212
-15 3 0 0 12 4 4 01 3
11 7 117 4
01 3 1 01 3 1
=-24|0 4 & =72\, g 5 1| =288
00 —6 —1 000 2

— Ot W



VETA
Matice A € F™ " je reguldrni, prdvé kdyz det(A) # 0.

DUKAZ.

Regularita i nenulovost determinantu se zachovéavaji pomoci
ERU a ESU, stadi se tedy divat jen na matici v odstupiiovaném
tvaru. Ta je regularn{, pravé kdyz ma v8echny prvky na hlavn{
diagonéle nenulové, coz nastava pravé kdyz je nenulovy
determinant. ]

Minorem nebo téz subdeterminantem rozumime determinant
néjaké ctvercové podmatice, tj. matice vzniklé vynechanim
nékterych fadki a sloupct. Vétu vyse lze zobecnit tvrzenim, ze
rank(A) = k, pravé kdyz nejvétsi fad nenulového minoru A je k.
K dikazu je tieba vybrat ze sloupcii A né&jakou bazi
(ai,,...,a; ) prostoru Im A a ukézat, Ze néjakym vybérem k
fadkd z matice (a;,|...|a;,) vznikne matice regularni &.

Oznacme A;; podmatici matice A vzniklou vySkrtnutim i-tého
rfadku a j-tého sloupce.



VETA (LAPLACEUV ROZVOJ PODLE SLOUPCE)
Necht A € F™*™. Pak

det A = Z(—l)”jaij det(Aij)
=1

DUKAZ.
Protoze a; = ) ,_; aj;je;, dostavame z linearity v j-tém sloupci

n
det A = Zaij det(al\ e |aj_1\ei|aj+1] e \an)

=1

Je tfeba n — j transpozic na pfesunuti j-tého sloupce na
posledni pozici a n — ¢ transpozic na presunuti -tého fadku na
posledni pozici, determinant se tim vynasobi faktorem
(—1)"7tn=t = (=1)""J, Matice A’, kterd takto vznikne, ma
podmatici A}, rovnu A;;, a posledni sloupec e,. Pak ale z
definice determinantu det A" = det(A],,,) = det(A4;;) &. O



Laplacetiv rozvo]j je vlastné rekurentni predpis pro determinant.
Je mozné jej provadét i podle kteréhokoli fadku &. Kombinace
Uprav a rozvoje podle fadku ¢i sloupce s velkym pocétem nul je
obvykle nejrychlejsi cesta k vypoétu determinantu:

0020 2 0 30 00 0 3
2 00 30
3 210 20 30
3201 0/=2 _5 _
715 3 0 7130 3210
490 2 1 4 2 2 1 4 2 2 1
2 0 3 2 0 3 9 0 3 5 0 3
2 3 2 3
=2 ‘—11 —5‘_30 ‘_1 _1‘ = —2(—10433)—30(—2+3) = —76



