5 Gauss — idealni matematik

Reseni
Verze ze dne 18. brezna 2025

Cile cvicCeni: Tentokrat ocenime Gaussovu vétu a zhluboka si zapfemyslime nad ireducibilnimi rozklady
polynomt nad Gaussovymi obory. Vyzkousime si rovnéz Eisensteinovo kritérium ireducibility a elementarni
postup pro hledani racionalnich kofent, coz se ndm pro nalezeni rozkladi muze hodit. Cviceni zakon¢ime
vyhledem do svéta idedli.

Ulohy, které bychom uréité méli umét resit:

Uloha 5.1. Najdéte ireducibilni rozklady v oborech C[z], R[z], Z[z] a (Z][i])[z] polynomii
(a) 6z — 6,
(b) 222 + 2,
(c) 7Tx® — 14.

ResSeni. (a) Protoze je 6 v télesech C i R invertibilni, tedy asociované s jednotkou 1, je linearni polynom
6x — 6 ireducibilni v C[z], R[z|, vSimnéme si, Ze je tento polynom asociovany s polynomem z — 1. Nad
obory Z i Z[i] snadno zjistime, ze obsah polynomu 6z — 6 je 6, tedy 6x —6 = 6 - (x — 1), kde z — 1
je jeho primitivni ¢ast. Linedrni polynom je samoziejmé ireducibilni v Q[z], tedy je jeho primitivni ¢ast
ireducibilni i v Z[x], zbyva provést ireducibilni rozklad obsahu. Ten je 6 =2-3vZ a6 = (1+14)-(1—1)-3
v Z[i] (viz tloha 4.3(a)), tedy diky vété 8.5(2) z pfednasky dostavame ireducibilni rozklady:

6r—6=2-3-(x—1)€Zlzx], 6z—6=(1+1i)-(1—1)-3-(x—1)€ (Z[i])|x]

(b) Zatimco v R[x] vSichni vidi, Ze je polynom 2z% + 2 asociovany se slavnym polynomem z? + 1 jisté
ireducibilni, nad komplexnimi ¢isly snadno spoc¢teme jeho ireducibilni rozklad

20 + 2 = (22 + 2i)(z — i) € C[z]

sestavajici ze soufinu dvou linedrnich polynomti. Obsah polynomu v oborech Z i Z[i] je tentokrat 2. Protoze
je primitivni ¢4st 2% + 1 ireducibilni v Q[z] a rozklad4 se na ireducibilni faktory (z +1) - (z —14) v (Z[i])[z],
ziskdme stejnou tvahou jako v (a) ireducibilni rozklady

202 +2=2- (2 + 1) € Z[z], 22 +2=(1+4)-(1—4)-(z+1)- (z—1) € Z[i][z]

(c) Vidime, 7e 723 —14 = 7(x3 —2), proto mizeme vyuZit vysledky rozkladu asociovaného polynomu z* — 2
v tloze 3.4. Tak dostavame ireducibilni rozklady

7(2% —2) = (T — 7V/2) - (x—i—%—l—%z) : (x—i—%—%z) € Clx]
7(2% = 2) = (7o — 7TV2) - (22 + V2z + V/4) € R[z]

Déle si vSimneme, Ze obsah 7 je ireducibilni v obou oborech Z[i] i Z podle 4.8 a zbylé ireducibilni rozklady
jsou tudiz 7z® — 14 = 7- (z* — 2) v obou oborech (Z[i])[z] i Z[z].

Uloha 5.2. Spoé¢téte NSD(f, g)
(a) f=6x3—6,g=8z*—8 v oboru Z[z],



(b) f =6z%+ 3z — 3, g = 62 + 6x v oboru Z|[z]
(c) f=62%, g =15zy* + 2123y v oboru Zx, y]

Reseni. (a) Snadno zjistime obsahy c(f) = 6 a c(g) = 8, proto jejich NSDz(c(f), c(g)) = 2. Nyni zbyva
spoc¢itat v eukleidovském oboru Q[x] nejvétsi spolecny délitel primitivnich ¢asti 23 — 1 a 22 — 1 a vzit
jeho reprezentanta primitivniho nad Z, kterého snadno najdeme i bez Eukleidova algoritmu NSDgj,) (z3 —
Lz?—1)=x—1.

Podle véty 8.5 z pfednasky je NSDy(f, g9) = 2(x — 1).

(b) Postupujeme jako v (a). Spocitame
NSDz(c(f),c(9)) =3 a NSDgp (22> +2—1,2° +z) =z +1

v oboru Q[z], pfi¢emz tento polynom je primitivni v Z[z]. Tudiz NSDy,(f, g) = 3(xz + 1).

(c) Tentokrat se nejprve na oba prvky podivdme jako na polynomy v neur¢ité y s koeficienty v oboru
Z[z] a spocitame obsahy, c(f) = 622, ¢(g) = NSDy,(15z,212%) = 3z a jejich nejvétsi spolecny délitel
NSDgzj, (622, 3x) = 3z. Déle uréime nejvétsi spoleény délitel primitivnich ¢asti pp(f) =y a pp(g) = 5y* +
7x*y, ktery je primitivni jako polynom s koeficienty v oboru Z[z], dostavdme polynom NSDg.y (v, 5y* +
7z%y) = y. Nakonec opét pomoci véty 8.5(1) z prednasky snadno uréime

NSDz(s41(f, 9) = NSDyi(c(f), ¢(9)) - PPz ) (NSDa@) (pp(f), pp(9)) = 32y

Uloha 5.3. Najdéte viechny koteny danych polynomi ze Z[x] v zadaném télese:
(a) 323 — 2% —Hx —2vQ,

(b) 2° + 222 — 42 — 4 v Q a Q(v/2) (kterézto téleso se shoduje s podilovym télesem Gaussova oboru

ZIV2)).

Reseni. Pomoci tvrzeni 8.1 z pfednasky urcime mozné kandidaty na raciondlni kofeny = polynomu, pro
néz musi platit, Ze citatel r déli absolutni ¢len a jmenovatel s déli vedouci koeficient.

(a) Protoze vedouci koeficient polynomu 3z — z? — 5z — 2 je 3 a absolutnim ¢lenem je —2, kandidati na

racionalni kofeny jsou
1 2 1 2
+—-, £+, £=, +£-.
1 1 3 3
I bez pocitani diky parité koeficient® vidime, Ze 41 kofenem neni, pro +2 zase ¢len 32° v abs. hodnoté
,prevazi“ ostatni ¢leny. Hodnoty i% se snadno vylouc¢i dosazenim a ze zbylych j:% vyhovuje pouze ta se

zédpornym znaménkem, tedy je —% jediny koten uvedeného polynomu v Q.

(b) V tomto pfipadé jde o monicky polynom s absolutnim ¢lenem —4, takze kandidati na kotfeny v Q jsou
+1, +2, £4. Hodnoty +1 zfejmé kotfeny nejsou diky parité, dale £2 a +4 nejsou koreny diky snadnému
nahledu, ze vSechny ¢leny stupné alespon 1 by v tomto pripadé byly délitelné 8, coz ale neplati pro abs.
Clen.

V télese @(\/5) méame navic kandidaty na kofeny +1/2 a £2v/2, oviem +2v/2 mtizeme vylouéit podobnou
tivahou jako pro 42 (nebo je prosté vyzkousime). Oproti tomu ++/2 jsou oba kofeny. (Uvahou podobnou
jako pro komplexné sdruzené polynomy realnych polynomi mutzeme nahlédnout, Ze analogickou vlastnost
musi mit i ,sdruzené* kofeny z Q(+/2) pro polynomy s koeficienty v Q).

Uloha 5.4. Zdtvodnéte, pro¢ jsou nasledujici polynomy v p¥islusnych oborech ireducibilni:

(a) 23+ 2% +x+ 3 v Zlx],
(b) 4% — 1522 + 60z + 180 v Z[x],

(c) 2° — 362 + 62° + 3022 + 24 v Q|[z],



(d) 7%+ 52% + J2° — 1208 + 52 — 6 v Q[a],

(e) z3y + 22%y* + 22y — v + y* v Clz,y]. (Npovéda: Nahlizejte jako na polynom v proménné y.)
Reseni. (a) Jedna se o polynom stupné tii, proto kdyby byl reducibilni, musel by mit racionalni kofen.
Uvahou z 5.3 zjistime, Ze pouze &isla +1 a 43 jsou kandidaty na kofeny, a snadno spocteme, Ze zadny z nich

kofenem neni. Timto jsme zdivodnili ireducibilitu v Q[z]; diky primitivnosti a vété 8.5(2) dostavame také
ireducibilitu v Z[z].

(b) VyuZzijeme Eisensteinovo kritérium pro prvoéislo 5: polynom 43 — 1522 + 60x + 180 je primitivni, 5
deli vSechny koeficienty kromé vedouciho a 25 nedéli absolutni ¢len, proto je polynom ireducibilni.

(c) Nejprve pouzijeme Eisensteinovo kritérium pro prvocislo 3 a primitivni polynom 2% — 362 + 623 +
30z%+24 v oboru Z[z], diky némuz je ireducibilni v oboru Z|[x]. To ov§em podle véty 8.5(2) nutné znamena,
ze je ireducibilni i v oboru Q[z].

(d) Polynom nejprve pievedeme na asociovany primitivni celo¢iselny polynom piendsobenim nejmensim
spole¢nym nasobkem jmenovatelt 2 -3 - 17

602° + 17 - 302% + 17 - 272° — 17 722" + 17 - 8z — 17 - 36,
u néjz vidime, ze je diky Eisensteinové kritériu pouzitém pro prvocislo 17 ireducibilni v Z[z]. Nyni nam
stejné jako v (c) da ireducibilitu tohoto i kazdého s nim asociovaného polynomu v Q[x] véta 8.5(2).

(e) Nahlédneme-li na zadany polynom p jako na prvek (C[z])[y], mame
yt +22%° + (2P + 2)y — 7,

kde vidime, ze abs. ¢len je délitelny = (coz je prvocinitel v oboru C[z]), oviem ne x?, a zbyvajici ¢leny
vyjma toho s nejvyssi mocninou jsou také délitelné x. Vysledek plyne z Eisensteinova kritéria.

Uloha 5.5. Najdéte a € N tak, aby byl hlavni ideal aZ oboru celych ¢isel roven idealu
(a) 2ZN3%Z, (b)2Z+3Z, (c) 28Z+ 63Z, (d) 156Z + 18Z +40Z, (e) (—28)Z N (—63)Z.

ReSeni. (a) Stac¢i si v8imnout, 7e 27 N 3Z obsahuje pravé spoleéné nasobky 2 a 3, tedy je generovan
nejmensim spolecnym nasobkem 6.

(b) Protoze 1 = 3 — 2 € 27 + 3Z, je tento ideél roven vSem nasobktm jednicky, tedy 27Z + 3Z = 1Z.

(c) Diky Bezoutovym koeficientim u, v € Z vime, ze
7 = NSD(28,63) = 28u + 63v € 28Z + 63Z,

proto 7Z C 287 + 63Z. Naopak, protoze 28 =7-4 € 7Z a 63 = 7-9 € TZ, dostavame z definice idealu, ze
287 + 637 C T7Z. Ovétili jsme, ze 77 = 287 + 637Z.

(d) Dvojim aplikovanim Bezoutovy rovnosti dostaneme rovnost
1 = NSD(15, 18, 40) = NSD(NSD(15, 18), 40) = NSD(3,40) = 40 — 13 -3 = 40 — 13- 18 + 13 - 15,

kde 3 = NSD(15,18) = 18 — 15. Z rovnosti potom plyne, ze 1 € 15Z + 187 + 407 a odtud stejné jako v
(b) vidime 17 = 15Z + 18Z + 40Z.

(e) Stejné jako v (a) si uvédomime, Ze hledany generator je nejmensi spoleény nasobek ¢isel —28 a —63,
tedy (—28)Z N (—63)Z = 252Z.

Uloha 5.6. Af R je obor hlavnich idealt. Dokazte, Ze pro zadana nenulova a,b € R je aRNbR = cR a
aR + bR = dR, kde ¢ = nsn(a,b) a d = NSD(a, b).



Reseni. Platnosti obou tvrzeni jsme si v§imli v p¥ipadé oboru celych ¢isel. Provedme tedy forméalni dikaz.

Nejprve pfipometime. Ze u | v, pravé kdyz vR C uR pro kazdou dvojici prvkd u,v € R. Protoze a,b | ¢
a d | a,b, dostavame inkluze cR C aR N bR a aR,bR C dR. ProtoZe je dR uzavieny na scitani, plati i
aR + bR C dR.

Protoze jsou podle definice idedly a RNDR i aR+bR hlavni, existuji prvky e, f € R takové, ze aRNbR = eR,
aR+bR = fR, tedy fR C dR a cR C eR. Protoze f | a,b, tedy jde o spole¢ny délitel a,b a d je nejvétsi
spole¢ny délitel, dostavame z definice, ze f | d, tedy dR C fR, a proto aR + bR = fR = dR. Podobné
a,b | e, tedy jde o spoleény nasobek a,b a ¢ je nejmensi spoleény nésobek, dostavame opét z definice, Ze
¢ | e, tudiz eR C cR. To znamen4, ze aR N bR = eR = cR.

Uloha 5.7. Necht R = Z[i]. Najdéte a,b € R takova, Ze
aR=B3+i)R+(4+2i)R a bR=3+i)RN(4+2i)R.

Reseni. Vyuzijeme-li visledek tilohy 4.2(a), mame NSD(3 +4,4 +2i) = 14 i, a proto nsn(3 + 4,4 + 2i) =

BHOUE2) — (2 +14)(2 — ) = 10. Aplikaci tvrzeni z tilohy 5.6 dostévame, Ze

(1+9)R=B+ iR+ (4+2)R, 10R=(3+i)RN(4+ 2i)R.

A ted néco navic, abychom se p¥i téSeni na dal3i cviéeni nenudili:

Uloha 5.8. Rozlozte polynom 2x? + 22 — 1 nad eukleidovsk§m oborem Z[v/3] na soucin ireducibilnich
prvki.

ResSeni. Standardnim postupem najdeme realné kofeny polynomu, které nam daji ireducibilni rozklad
nad R, zéroveii ireducibilné rozlozime v Z[v/3] prvek 2 = (v/3 — 1)(v/3 + 1) a nakonec souéin pfeskupime

22° + 22— 1= (V3-1)(V3+1) <x+%+\/7§> <x+%—\/7§> =

=(V3-1) <x+%+\/7§> S(V3+1) <x+%—§> = (V3-1Dz+1)((V3+ 1)z —1)

Vidime, Ze polynomy (v3—1)z+1), ((v/3+1)x—1) € Z[v/3][x] jsou v oboru Z[v/3][x] primitivni a linearni,
tedy jsme ziskali ireducibilni rozklad.

Uloha 5.9. Najdéte ireducibilni rozklady v oborech Q[z,y], R[x,y] a C[z,y] polynomt
(a) z? — Y+ 27

x (e) 2y +v*r +yx® + 2> + Ty + Ty — v + 2.

eSeni. (a) Polynom z%—y+2 je ireducibilni ve vSech oborech, protoZe je primitivni a linedrni v proménné

[z,y]. Protoze je jeden z koeficient® faktor@i racionéalni a druhy iracionalni, je 22 — 2y? ireducibilni v

R
Y.
(b) Snadno najdeme rozklad nad R, proto x> — 2y* = (z — v2y)(z + v/2y) je ireducibilni rozklad v R[z, 3]
aC
Q[z, y].



(c) Vidime, ze 2> + y* = (z + iy)(x — iy) je ireducibilni rozklad v Clz,y]. Protoze tentokrat je jeden z
koeficienti faktorti imaginarni a druhy realny, je 2> + y? ireducibilni v oborech R[z,y] i Q[z, y].

(d) Pokud si vSimneme, Ze dosazenim hodnoty —1 za = dostaneme (—1)*—y+y—1 = 0, miiZeme (naptiklad
pomoci algoritmu déleni se zbytkem) vydélit

P 4+ary+y—1
(x+1)
Oba polynomy = + 1 i z 4+ y — 1 jsou primitivni lineadrni polynomy v okruhu polynomu jedné neuréité (z i

y), odkud pouZitim véty z prednasky dostavame, Ze jsou oba ireducibilni. Proto je rozklad 2? +zy+y—1 =
(x +1)(z +y — 1) ireducibilni ve vSech tiech oborech.

=(x+y—1).

(e) T tentokrat si mizeme vSimnout, Ze dosazeni y = —1 ndm vynuluje cely polynom, coz znamend, Ze
miizeme vytknout ireducibilni ¢initel (y + 1). Dostaneme

2° + P +yrt + 2 + TP Ty 2= (y+ 1)@ +a(y - 1) + (29 + 5y + 2)),

coz uz je ireducibilni rozklad ve vSech tfech oborech, nebot je primitivni v obou proménnych a nelze najit
kofen v proménné z vyjadieny jako polynom v nezndmé y (k ditkazu posledniho mtizeme vyuzit napiiklad
stary znamy vzore¢ek pro hledani kofent kvadratické funkce).
Uloha 5.10. Spoéitejte v Z[z, y] nejvétsi spoleény délitel nasledujicich dvou (dechberoucim zptisobem
prenadhernych) polynom:

f = 2xy + 22%y + Sxy? + 152%y* + 723y? + 8%y + 1323y + 5y,

g = 6y + 6y + 24y* + 392> + 152%y>.

Reseni. Oba polynomy budeme chapat jako polynomy v neznamé y s koeficienty v oboru Z[x]|

f=y[(2x + 22%) + (8z + 152% + 7T2®)y + (82° + 132° + 52*)y?],
g = y[(6 + 6x) + (24 + 39z + 152%)y].

Vidime, Ze z obou polynomt lze vytknout spolecny délitel y a snadno uré¢ime nejvetsi spolecny délitel x + 1
jejich obsahii, nebot koeficient u termu y polynomu g je tvaru 6 + 6z a vidime, Ze koeficienty obsahti nad
x jednotlivych koeficient1 jsou nesoudé€lné a vsechny koeficienty maji kofen x = —1. Zaroven muzeme oba
polynomy vydélenim obsahem upravit na primitivni a zbyva najit nejvétsi spole¢ny délitel polynomii nad
podilovym télesem raciondlnich funkci Q(x) spoleény délitel

f

f o £ 1) + (84 Tx)y + (8= + bx)y
~ g

=—" =24+ (84+5x)y.
g 3y(x + 1) + (8 +5z)y

Stac¢i nam jedno déleni se zbytkem, abychom zjistili, Ze NSDgq)1(f, §) = § = 2+ (52 + 8)y je primitivni
nad (Z[x])[y], a proto NSDyzp,(f, 9) = y(x 4+ 1)(2 + (52 + 8)y).

Uloha 5.11. Rozlozte v Z[z] polynom z'¢ — 1 na souéin ireducibilnich polynomfi.
Reseni. Nejprve uvazime, 7e

1=+ D) - 1) =@+ D+ D) (@ + 1) (z+ 1) (2 —1).
Déle si rozmyslime, ze

(z+1)* =@+ =@+ 1)

P == 41 (mod 2),

coz znamena, ze vSechny koeficienty kromé vedouciho koeficientu primitivniho polynomu (x + 1)2k +1 jsou
délitelné dvéma. Protoze je navic absolutni ¢len roven 2, neni délitelny ¢&slem 22, proto se jedna podle
Eisensteinova kritéria o ireducibilni polynom. To znamené (podle cviceni 3.9), Ze i vSechny polynomy
22 41 jsou v Z|x] ireducibilni, tedy vySe nalezeny rozklad je ireducibilni.

5



Uloha 5.12. Najdéte vSechny racionalni kofeny polynomu

427 —162° + 2° + 552* — 352° — 382 + 122 + 8 € Z[z].
ResSeni. Postupujeme stejné jako v 5.3. Vedouci koeficient naseho polynomu maé piirozené délitele 2° pro
=0, 1,2 a jeho absolutni ¢len mé délitele 2° pro = 0, 1,2, 3, proto ptredstavuje posloupnost

il, il, +1, £2, +4, £8.
4 72

Po litém dosazovacim boji zjistime, ze ma nas polynom praveé dva racionalni kotfeny —%, 2.
Uloha 5.13. Rozmyslete si, pro¢ je polynom 3z% + 222 + (4 — 2i)x + (1 + ) v (Z[i])[z] ireducibilni.

Reseni. Pouzijeme Eisensteinovo kritérium pro prvoéinitel 1 + i v oboru Z][i], ktery zjevné déli viechny
koeficienty kromé vedouciho, zatimco (1 + )% nedéli absolutni ¢len.

Uloha 5.14. S vyuzitim substituce + — = —a a tvrzeni tilohy 3.9 rozhodnéte o (i)reducibilité nasledujicich
polynomu v Z|x]

(a) z*+ 23+ +x+1, (b) 2*+322 + 5z +5, (c) =L = P &t pro prvodislo p.

Reseni. (a) Provedeme-li substituci z + z + 1, dostaneme polynom

(z+1)'+ @+ +@+1)°+(z+1)+1=
=t 4+ 6l A+ 1+ 22+ 322 +3r+1+22+ 20+ 1+ +1=
=2t 4522+ 1022+ 1024+ 145

Tento polynom je ireducibilni podle Eisensteinova kritéria pro prvocislo 5 a tudiz je podle cviceni 3.9
ptivodni polynom z* + 2% + 22 + z + 1 rovnéZ ireducibilni.

(b) Tentokrat provedeme substituci x — x — 1 a dostaneme
(x—12+3x—-1)>2+5@x—1)+5=2"+21+2,

coz je podle Eisensteinova kritéria pro prvoéislo 2 ireducibilni, tudiZ je ireducibilni i 23 + 322 + 5z + 5.

(c) Provedeme-li substituci z — x + 1, dostavame
-1
($+1)p_1_ p—1 \ P\ i1
@+ -1 " +; i)t

Vidime, Ze se jedna o primitivni polynom, jehoz vSechny koeficienty kromé vedouciho jsou délitelné p a
absolutni ¢len ma hodnotu p, tedy neni délitelny &tvercem p?. Podle Eisensteinova kritéria pouzitého pro
p a cviceni 3.9 je upraveny i ptivodni polynom ireducibilni.

Uloha 5.15. Ukazte, 7e je-li primitivni polynom f € Z[x] reducibilni a prvoéislo p nedéli vedouci koeficient
f, pak je reducibilni i polynom f € Z,[x] ziskany vzetim koeficientd f modulo p.

ReSeni. Nejprve si uvédomime, 7e zobrazeni f — f zachovava néasobeni (dokonce se jedna o okruhovy
homomorfismus), tj. spliiuje pro kazdou dvojici a,b € Z[r] podminku a-b = @ - b. Protoze prvocislo p
nedéli vedouci koeficient f, nedéli ani vedouci koeficient zadného jeho délitele, coz znamena, ze f = ab,
pak deg(a) = deg(a) a deg(b) = deg(b), tedy je-li f = ab netrivialni rozklad, pak f = @b je netrivialni
rozklad. Dokéazali jsme obménu naseho tvrzeni.

Uloha 5.16. S vyuzitim predchoziho tvrzeni rozhodnéte v oboru Z[z] o (i)reducibilité polynomu

(a) 3zt + 72 + 32% — x + 5,



(b) 2° + 4x* + 223 + 32% — x + 5.

Reseni. (a) Vidime, 7e (37 +72° + 322 —2+5) mod 2 = 2* + 2% + 2% + 2+ 1 € Zy[7], coz je ireducibilni
polynom podle zjisténi tlohy 3.7

(b) Uvazime-li polynom (z°+4x%+ 223+ 322 —2+5) mod 3 = 2° —z* — 23+ —2—1 € Z3[z], pak (ponckud
umornou) diskusi s vyuzitim vysledki tlohy 3.19 (popisujici vSechny ireducibilni polynomy stupné dva a
t¥i v Zs[z]) zjistime, ze 2° — 2* — 2® + —x — 1 nem4 %adny kofen v Zsz a ani neni soucinem ireducibilnich
polynomt stupné 2 a 3. To podle 5.15 znamend, Ze je polynom z° + 4a* + 223 + 322 — 2 + 5 ireducibilni
v oboru Z[z].

Uloha 5.17. Necht S = Z[z] a uvazujme idedly [ = 25 + xS a J = 3S + xS. Ukate, Ze:
(a) I, J nejsou hlavni idealy,
(b) mnozina {ab | a € I,b € J} netvoii ideal v okruhu 5.

Reseni. (a) Kdyby ideély I a J byly hlavni, musely by byt generovany délitelem 2, resp. 3, ktery, protoze
jde o vlastni ideély, neni invertibilni, tedy jde o £2 (resp. £3), ¢imZ ale nenagenerujeme polynom z.

(b) Polynom x nelze napsat jako soucin ab ze zadani; na druhou stranu, pokud by $lo o ideél, tak by v ném
prvek x lezel, protoze 2x, 3x jsou daného tvaru soucinu a idedl musi byt uzavieny na sé¢itani (od¢itani).

Uloha 5.18. Najdéte v okruhu polynomt R = Zs[z, y] ideél, ktery neni hlavni.

Reseni. Obdobnou tivahou jako v pfedchozi tiloze nahlédneme, 7e x R+yR, coZ je mnozina viech polynomii
s nulovym absolutnim ¢lenem, je netrivialni idedl, ktery neni hlavni, protoze jeho generator by musel délit
polynom z i y, coz spliuji pouze invertibilni prvky.



