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V prvnich 3 pfednaskéich jsme se setkali s pojmy

» linearn{ kombinace

» (afinni) podprostor

» linedrni zobrazeni

» (kanonicka) baze
Byly definovany pomoci vektori z R™, ale Ize je zobecnit na
dalsi objekty, které lze mezi sebou sc¢itat a nésobit je skaldrem.
Takovymi objekty mohou byt napiiklad

» komplexni ¢isla

» matice typu m X n.

» nekonecéné posloupnosti redlnych ¢isel

» polynomy v proménné x

v

(spojité) funkce
Vyplati se tedy nasi piedstavu vektoru (a skalaru) abstrahovat
pomoci axiom.



DEFINICE (GRUPA)
Necht o : G x G — G je binarni operace na mnoziné G. Pak
grupou nazyvame dvojici (G, o), ktera spliiuje

1. Ya,b,c € G: (aob)oc=ao (boc) (asociativita)

2. de€ G:Yae G:aoe=eoa=a (neutralni prvek)

3.Va€G:3a ' €G:aoca"! =a'oa=e (inverzni prvky)
Pokud navic Ya,b € G:aob="boa, pak je (G, o) komutativni
grupa.
Ptiklady:

» (Z,4), (R,+), (C,+), R™, +), (R™*", +)

> @\ {0},), R\ {0}, ), ({z €C| 2] = 1},)

» ({Ry:R? - R?|¢ € (0,27)},0), mnoZina viech matic rotaci

v R? s operaci maticového sou¢inu

> ({Ida R27r/3a R—27r/37 Z(I,O)ia Z(L\/g)m Z(_L\/g)i-}v O) neboli

mnoZina v8ech symetrii rovnostranného trojihelnika



DEFINICE (KOMUTATIVNI TELESO)
Mnozina T' se nazyva komutativni téleso, pokud jsou na ni
definovany dvé binarni operace + a - , spliujici
1. (T,+) je komutativni grupa.
2. Oznad¢ime-li neutralni prvek (7', 4) symbolem 0, pak
(T'\ {0}, -) je komutativni grupa.
3. Va,b,ceT:a-(b+c)=a-b+ a-c (distributivita)

Priklady:
1. Q, R nebo C s operacemi s¢itdn{ a nésobeni
2. Pokud p je prvoéislo, Z, = {0,1,...,p — 1} s operacemi
s¢itan{ a nasobeni modulo p

Pokud nepozadujeme (7" \ {0}, -) komutativni a doplnime
distributivitu z druhé strany, pak definici spliiuji napf. tzv.
kvaterniony, pouZivané pro elegantni popis rotaci v R3.

Prvky T hraji v line4drni algebfe roli skalarti. My se omezime na
T = R nebo C a budeme pouZivat pojem mnozina skaldri.



DEFINICE (VEKTOROVY PROSTOR)

Necht F je mnozina skaldrt. Mnozinu V' nazveme vektorovim
prostorem nad F, pokud je na ni definovana operace sc¢itand

vektori
+: VXV =SV

takova, ze (V,+) je komutativni grupa, a operace ndsobend
skaldrem

2 FxV =V,
jejiz vysledek pro r € F a v € V oznadime rv, a tyto operace
spliuji Vu,v € V aVr,s € F
1. lv=v
2. r(sv) = (rs)v (asociativita)
3. (r+ s)v =rv+ sv (distributivita s¢itani skalart)
4. r(u+v) = ru+ rv (distributivita s¢itani vektori)

Neutralni prvek ve (V,+) znagime o (nulovy vektor) a inverzni
prvek k v € V zna¢ime —v (opacny vektor).



POzZNAMKY

» 7 axiomi plyne v =0, (-1)v =—-v,70=0
» " nad F se nazyva aritmeticky vektorovy prostor
» FX" je vektorovy prostor nad F

» Mnozina F(M,F) vSech funkci z mnoziny M do F s
operacemi

je vektorovy prostor. Pro M = R to dava prostor v8ech
funkci jedné realné proménné, pro M = N prostor vSech
nekoneénych posloupnosti, pro M = {1,...,n} je to F™.

» C" nad R je vektorovy prostor.



DEFINICE

Necht V je vektorovy prostor nad F a W je neprazdna
podmnozina V takova, 7ze Yv,w € W, Vr, s € FF plati

rv + sw € W. Pak nazyvame W podprostorem vektorového
prostoru V, zna¢ime W < V.

POzZNAMKY

» W je podprostor, pravé kdyZ je uzavieny na soucty a
nasobeni libovolnym skalarem. &

» 0:={o} <V, V <V jsou tzv. triidlni podprostory.

» Podprostor vektorového prostoru je vektorovy prostor. &

» Pokud r1,...,r, € F, v1,...,0, € V, pakse Y 1" | r0;
nazyva linedrni kombinace vektora v; s koeficienty r;. Pro
neprazdnou M C V znadi (M) mnozinu vech linearnich
kombinaci prvkit M, neboli jeji linedrni obal ({(§) := 0).
Linearni obal libovolné mnoziny je podprostor. ¢

» MnoZinu v+ W, kde v € V a W < V| nazyvame afinni
podprostor ve V. Je to podprostor, pravé kdyz v € W. &



Necht W je vektorovy prostor (ktery mize a nemusi byt
podprostorem jiného vektorového prostoru). O mnoziné M C W
, pro kterou (M) = W, fikdme, Ze prostor W generuje,
piipadné, ze M je mnoZinou generdtorid prostoru W.

Typicky existuje mnoho riznych mnozin generujicich stejny
vektorovy prostor:

) W66 == 1) ()

jsou viechno mnoziny generatort prostoru R2. Pfirozenou
otazkou je, jak najit pro dany podprostor mnozinu generatort
co nejmensi.



DEFINICE

Linearni kombinace se nazyva netrividlni, pokud ma alespon
jeden koeficient nenulovy. Podmozina M vektorového prostoru V/
nad F je linedrné zdvisld, pokud existuji vektory vy,...,v, € M
a jejich netrivialni linearni kombinace )" ; r;v; rovna nulovému
vektoru o. V opacném piipadé je M linedrné nezdvisld.

PRIKLADY

» Mnozina {(é) , <(1)> , <§)} je line4rné zavisla, protoze lze

z vektord vytvorit linedrni kombinaci s koeficienty
—2, -3, 1, ktera je netrivialni a dava nulovy vektor v R2.

» Mnozina {(3) , <§)) } je linearné nezavisla, protoze

: . 1 0
linearni kombinace r <0> + s (1) mize byt rovna
nulovému vektoru pouze pro r = s = 0.

» () je linearné nezavisla.

» {1,i} C C je L nezavisla v C nad R, l. zavisla v C nad C.



TVRZENI
Necht' V' je vektorovy prostor nad F. Pak plati:

1. M C 'V mayjici alesponi dva prvky je linedrné zdvisld, prdvé
kdyZ existuje v € M, ktery lze vyjddrit jako linedrnd
kombinaci ostatnich prvki M.

2. Necht M generuje V. Pak M je linedrné zdvisld, prdaveé kdyzZ
existuje vlastni podmnozina N C M, kterd generuje V.

DUKAZ.

Necht existuje netrivialni linearni kombinace )" | rv; = o, kde
v; jsou z M. Bez Gjmy na obecnosti pFedpokladejme, ze ry # 0.
Pak vy = > I_, S-v;. Naopak, pokud lze néjaky v1 € M zapsat
jako D" siv;, stadi polozit s1 = —1a ) ;| s;v; = o. Tim je
dokézén prvni bod. Pro druhy bod vyberme v M vektor v,
ktery je dle bodu 1 linearn{ kombinaci ostatnich. Pak lze vzit

N = M \ {v}. Naopak, pokud N C M obé generuji V a

v € M\ N, pak lze v zapsat jako linearni kombinaci prvki N a
tedy podle bodu 1 je M linearné zavisla. O




DEFINICE

Necht V je vektorovy prostor nad F. Mnozina M, kterd generuje
V a zaroven je linedrné nezévisla, se nazyva bdze vektorového
prostoru V.

Zakladnim piikladem baze je kanonicka baze {ei1,...,e,} v F™.
Je hned vidét, Ze je linedrné nezavisla a generuje F”.

Podle predchoziho tvrzeni je baze minimalni mnoZzina
generator, tedy takova, jejiz zadnd vlastni podmnozina uz
stejny prostor negeneruje.

TVRZENT

Necht' V' je vektorovy prostor nad F. Mnozina M je baziV,
prave kdyz lze kaZdyj vektor z V. vyjddrit joko linedrni kombinact
proki M praveé jednim zpidsobem.

Jadro dikazu: pokud by v € V mél dvoji vyjadrent Y ;" | riv;,
Yo siv;, pak by rozdil téchto vyjadieni byl netrivialni linearni
kombinaci rovnou nulovému vektoru.



Predpokladejme, ze M = {v1,...,v,} je béze vektorového
prostoru V nad F. Kazdému vektoru v € V' 1ze podle
predchoziho tvrzeni pfifadit jednoznainé n-tici (r1,...,m,)
prvka F. Kdyz tedy uréime néjaké poradi prvkd M, prifazujeme
vlastné vektoru v z V' vektor r z F™. Tomuto vektoru se k4
vektor soufadnic vektoru v vzhledem k bdzi M nebo téz
reprezentace vektoru v vzhledem k bdzi M. Pokud naptiklad

w={(3 8- o) 8)-G %)}

1 2
je baze R?*2_ pak je matice <3 4> reprezentovana vzhledem k

M vektorem (1,2,3,4)T. Pocitani v rozliénych vektorovych
prostorech muzZeme takto prevést na vypocty s vektory
aritmetickymi. Ale jak tyto vypocty ovliviiuje to, jakou béazi ve
V' si zvolime? Budou mit vzdy pfislusné aritmetické vektory
stejny pocet slozek? A da se vzdy najit baze s konetné mnoha
prvky? Odpovédi se pokusime nalézt v p¥isti prednasce.



