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V prvních 3 p°edná²kách jsme se setkali s pojmy
I lineární kombinace
I (a�nní) podprostor
I lineární zobrazení
I (kanonická) báze

Byly de�novány pomocí vektor· z Rn, ale lze je zobecnit na
dal²í objekty, které lze mezi sebou s£ítat a násobit je skalárem.
Takovými objekty mohou být nap°íklad

I komplexní £ísla
I matice typu m× n.
I nekone£né posloupnosti reálných £ísel
I polynomy v prom¥nné x
I (spojité) funkce

Vyplatí se tedy na²i p°edstavu vektoru (a skaláru) abstrahovat
pomocí axiom·.



Definice (Grupa)

Nech´ ◦ : G×G→ G je binární operace na mnoºin¥ G. Pak
grupou nazýváme dvojici (G, ◦), která spl¬uje

1. ∀a, b, c ∈ G : (a ◦ b) ◦ c = a ◦ (b ◦ c) (asociativita)
2. ∃e ∈ G : ∀a ∈ G : a ◦ e = e ◦ a = a (neutrální prvek)

3. ∀a ∈ G : ∃a−1 ∈ G : a ◦ a−1 = a−1 ◦ a = e (inverzní prvky)

Pokud navíc ∀a, b ∈ G : a ◦ b = b ◦ a, pak je (G, ◦) komutativní

grupa.

P°íklady:
I (Z,+), (R,+), (C,+), (Rn,+), (Rm×n,+)

I (Q \ {0}, ·), (R \ {0}, ·), ({z ∈ C| |z| = 1}, ·)
I ({Rφ : R2 → R2|φ ∈ 〈0, 2π)}, ◦), mnoºina v²ech matic rotací

v R2 s operací maticového sou£inu
I ({Id, R2π/3, R−2π/3, Z(1,0)⊥ , Z(1,

√
3)⊥ , Z(−1,

√
3)⊥}, ◦) neboli

mnoºina v²ech symetrií rovnostranného trojúhelníka



Definice (Komutativní t¥leso)

Mnoºina T se nazývá komutativní t¥leso, pokud jsou na ní
de�novány dv¥ binární operace + a · , spl¬ující
1. (T,+) je komutativní grupa.

2. Ozna£íme-li neutrální prvek (T,+) symbolem 0, pak
(T \ {0}, ·) je komutativní grupa.

3. ∀a, b, c ∈ T : a · (b+ c) = a · b+ a · c (distributivita)

P°íklady:

1. Q, R nebo C s operacemi s£ítání a násobení

2. Pokud p je prvo£íslo, Zp = {0, 1, . . . , p− 1} s operacemi
s£ítání a násobení modulo p

Pokud nepoºadujeme (T \ {0}, ·) komutativní a doplníme
distributivitu z druhé strany, pak de�nici spl¬ují nap°. tzv.
kvaterniony, pouºívané pro elegantní popis rotací v R3.

Prvky T hrají v lineární algeb°e roli skalár·. My se omezíme na
T = R nebo C a budeme pouºívat pojem mnoºina skalár·.



Definice (Vektorový prostor)

Nech´ F je mnoºina skalár·. Mnoºinu V nazveme vektorovým

prostorem nad F, pokud je na ní de�nována operace s£ítání

vektor·

+ : V × V → V

taková, ºe (V,+) je komutativní grupa, a operace násobení

skalárem

· : F× V → V,

jejíº výsledek pro r ∈ F a v ∈ V ozna£íme rv, a tyto operace
spl¬ují ∀u, v ∈ V a ∀r, s ∈ F
1. 1v = v

2. r(sv) = (rs)v (asociativita)

3. (r + s)v = rv + sv (distributivita s£ítání skalár·)

4. r(u+ v) = ru+ rv (distributivita s£ítání vektor·)

Neutrální prvek ve (V,+) zna£íme o (nulový vektor) a inverzní
prvek k v ∈ V zna£íme −v (opa£ný vektor).



Poznámky

I Z axiom· plyne 0v = 0, (−1)v = −v, ro = o ♣
I Fn nad F se nazývá aritmetický vektorový prostor

I Fm×n je vektorový prostor nad F
I Mnoºina F (M,F) v²ech funkcí z mnoºiny M do F s

operacemi

(f + g)(x) := f(x) + g(x)

(rf)(x) := rf(x),

je vektorový prostor. Pro M = R to dává prostor v²ech
funkcí jedné reálné prom¥nné, pro M = N prostor v²ech
nekone£ných posloupností, pro M = {1, . . . , n} je to Fn.

I Cn nad R je vektorový prostor.



Definice
Nech´ V je vektorový prostor nad F a W je neprázdná
podmnoºina V taková, ºe ∀v, w ∈W , ∀r, s ∈ F platí
rv + sw ∈W . Pak nazýváme W podprostorem vektorového
prostoru V , zna£íme W ≤ V .

Poznámky

I W je podprostor, práv¥ kdyº je uzav°ený na sou£ty a
násobení libovolným skalárem. ♣

I 0 := {o} ≤ V , V ≤ V jsou tzv. triviální podprostory.
I Podprostor vektorového prostoru je vektorový prostor. ♣
I Pokud r1, . . . , rn ∈ F, v1, . . . , vn ∈ V , pak se

∑n
i=1 rivi

nazývá lineární kombinace vektor· vi s koe�cienty ri. Pro
neprázdnou M ⊂ V zna£í 〈M〉 mnoºinu v²ech lineárních
kombinací prvk· M , neboli její lineární obal (〈∅〉 := 0).
Lineární obal libovolné mnoºiny je podprostor. ♣

I Mnoºinu v +W , kde v ∈ V a W ≤ V , nazýváme a�nní

podprostor ve V . Je to podprostor, práv¥ kdyº v ∈W . ♣



Nech´ W je vektorový prostor (který m·ºe a nemusí být
podprostorem jiného vektorového prostoru). O mnoºin¥ M ⊂W
, pro kterou 〈M〉 =W , °íkáme, ºe prostor W generuje,
p°ípadn¥, ºe M je mnoºinou generátor· prostoru W .

Typicky existuje mnoho r·zných mnoºin generujících stejný
vektorový prostor:{(

1
0

)
,

(
0
1

)}
,

{(
1
0

)
,

(
0
1

)
,

(
2
3

)}
,R2,R2 \

{(
1
2

)
,

(
3
4

)}
jsou v²echno mnoºiny generátor· prostoru R2. P°irozenou
otázkou je, jak najít pro daný podprostor mnoºinu generátor·
co nejmen²í.



Definice
Lineární kombinace se nazývá netriviální, pokud má alespo¬
jeden koe�cient nenulový. Podmoºina M vektorového prostoru V
nad F je lineárn¥ závislá, pokud existují vektory v1, . . . , vn ∈M
a jejich netriviální lineární kombinace

∑n
i=1 rivi rovná nulovému

vektoru o. V opa£ném p°ípad¥ je M lineárn¥ nezávislá.

P°íklady

I Mnoºina
{(

1
0

)
,

(
0
1

)
,

(
2
3

)}
je lineárn¥ závislá, protoºe lze

z vektor· vytvo°it lineární kombinaci s koe�cienty
−2,−3, 1, která je netriviální a dává nulový vektor v R2.

I Mnoºina
{(

1
0

)
,

(
0
1

)}
je lineárn¥ nezávislá, protoºe

lineární kombinace r
(
1
0

)
+ s

(
0
1

)
m·ºe být rovna

nulovému vektoru pouze pro r = s = 0.
I ∅ je lineárn¥ nezávislá.
I {1, i} ⊂ C je l. nezávislá v C nad R, l. závislá v C nad C.



Tvrzení
Nech´ V je vektorový prostor nad F. Pak platí:

1. M ⊂ V mající alespo¬ dva prvky je lineárn¥ závislá, práv¥

kdyº existuje v ∈M , který lze vyjád°it jako lineární

kombinaci ostatních prvk· M .

2. Nech´ M generuje V . Pak M je lineárn¥ závislá, práv¥ kdyº

existuje vlastní podmnoºina N ⊂M , která generuje V .

D·kaz.
Nech´ existuje netriviální lineární kombinace

∑n
i=1 rivi = o, kde

vi jsou z M . Bez újmy na obecnosti p°edpokládejme, ºe r1 6= 0.
Pak v1 =

∑n
i=2

−ri
r1
vi. Naopak, pokud lze n¥jaký v1 ∈M zapsat

jako
∑n

i=2 sivi, sta£í poloºit s1 = −1 a
∑n

i=1 sivi = o. Tím je
dokázán první bod. Pro druhý bod vyberme v M vektor v,
který je dle bodu 1 lineární kombinací ostatních. Pak lze vzít
N =M \ {v}. Naopak, pokud N ⊂M ob¥ generují V a
v ∈M \N , pak lze v zapsat jako lineární kombinaci prvk· N a
tedy podle bodu 1 je M lineárn¥ závislá.



Definice
Nech´ V je vektorový prostor nad F. Mnoºina M , která generuje
V a zárove¬ je lineárn¥ nezávislá, se nazývá báze vektorového

prostoru V .

Základním p°íkladem báze je kanonická báze {e1, . . . , en} v Fn.
Je hned vid¥t, ºe je lineárn¥ nezávislá a generuje Fn.

Podle p°edchozího tvrzení je báze minimální mnoºina
generátor·, tedy taková, jejíº ºádná vlastní podmnoºina uº
stejný prostor negeneruje.

Tvrzení
Nech´ V je vektorový prostor nad F. Mnoºina M je bází V ,

práv¥ kdyº lze kaºdý vektor z V vyjád°it jako lineární kombinací

prvk· M práv¥ jedním zp·sobem.

Jádro d·kazu: pokud by v ∈ V m¥l dvojí vyjád°ení
∑n

i=1 rivi,∑n
i=1 sivi, pak by rozdíl t¥chto vyjád°ení byl netriviální lineární

kombinací rovnou nulovému vektoru.



P°edpokládejme, ºe M = {v1, . . . , vn} je báze vektorového
prostoru V nad F. Kaºdému vektoru v ∈ V lze podle
p°edchozího tvrzení p°i°adit jednozna£n¥ n-tici (r1, . . . , rn)
prvk· F. Kdyº tedy ur£íme n¥jaké po°adí prvk· M , p°i°azujeme
vlastn¥ vektoru v z V vektor r z Fn. Tomuto vektoru se °íká
vektor sou°adnic vektoru v vzhledem k bázi M nebo téº
reprezentace vektoru v vzhledem k bázi M . Pokud nap°íklad

M =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
0 0

)
,

(
0 0
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}

je báze R2×2, pak je matice
(
1 2
3 4

)
reprezentována vzhledem k

M vektorem (1, 2, 3, 4)T . Po£ítání v rozli£ných vektorových
prostorech m·ºeme takto p°evést na výpo£ty s vektory
aritmetickými. Ale jak tyto výpo£ty ovliv¬uje to, jakou bázi ve
V si zvolíme? Budou mít vºdy p°íslu²né aritmetické vektory
stejný po£et sloºek? A dá se vºdy najít báze s kone£n¥ mnoha
prvky? Odpov¥di se pokusíme nalézt v p°í²tí p°edná²ce.


