9 RAd a neiad v teorii grup

Reseni
verze ze dne 14. dubna 2025.

Cile cviceni: Tentokrat si dikladné rozmyslime, jak ndm pomaha Lagrangeova véta pii zjistovani fadu
prvki ¢i indextt podgrup dané grupy. Tam, kam uz jeji dlouhd a la¢néa chapadla nedosahnou, nam nezbude
nez zapojit své poctarské svaly. Nakonec si za odménu trochu pohrajeme s grupovymi homomorfismy.

Ulohy, které bychom ur¢ité méli umét Fesit:

Uloha 9.1. Jaky tad maji nasledujici prvky v grupach? (a) 4 a 15 v Zys, (b) 7a 9 v Zi, (c)4alb
vZ, (d) (1234)(567)(89), (12)(5689) v Sg a Asgs.

Reseni. (a) Hleddme nejmensi ptirozené n, pro néz 4n = 0 (mod 75). Protoze jsou &isla 4 a 75 nesoudélna,
dostavame ord(4) = n = 75.

V druhém piipadé hleddme nejmensi pfirozené m, pro které 15m = 0 (mod 75), coz je ekvivalentni
kongruenci m = 0 (mod 5), proto ord(15) = m = 5.

(b) Protoze |Z3,] = ©(20) = 8, jsou mozné iady prvka této grupy podle Lagrangeovy véty pouze 2 pro
i=0,...,4. Protoze 7" =49 =9 # 1 (mod 20) a 7* = 9> = 1 (mod 20), vidime tentokrat, ze ord(7) = 4
a ze ord(9) = 2.

(c) V grupé celych ¢isel opakovanym pfi¢itanim nenulového prvku nikdy nedostaneme 0, proto maji oba
prvky nekonecny tad.

(d) Z tvah o zapisu permutace v nezavislych cyklech o = ¢; ... ¢, vime, ze 0™ = ¢ ... ¢ a ¢[* = id, pravé
kdyz je m nasobkem délky cyklu ¢;, proto je fad permutace roven pravé nejmensimu spolecnému nasobku
délek vsech nezavislych cykli, tedy

ord((1234)(567)(89)) =nsn(4,3,2) =12, ord((12)(5689)) = nsn(2,4) = 4,
coz plati v obou grupach Sg a Agpas.

Uloha 9.2. Najdéte nejmensi podgrupu grupy Ss, ktera obsahuje prvek m = (12345), tj. (m)s,. Jakého
je Tadu a jakého indexu?

Reseni. Hledana podgrupa H je pravé cyklicka grupa fadu 5 sestévajici z mocnin prvku 7, tedy podgrupa
(mr) = {x" | i € Zs} = {id,(12345),(13524),(14253),(15432)}. Z Lagrangeovy véty dostavame, Ze

index [S;5 : (7)] = ||<SW*">‘| = %' = 24.

Uloha 9.3. Rozhodnéte, zda je H podgrupa G a pokud je, urcéete index [G : H] a viechny levé rozkladové
tiidy G podle H, jestlize

(a) G =Zpa H=1{0,3,6,091,
(b) G =7y a H=1{0,3,6,9},

(c) G =SyaH={id, (12),(23)},
(d) G=S;aH ={id, (12)}.

ReSeni. (a) Vidime, 7e H = (3), tedy se jedna o cyklickou podgrupu Zi,. Jeji index mtizeme spocitat

pomoci Lagrangeovy véty [G : H] = % = 12 = 3. Rozkladové tiidy jsou pravé podmnoziny tvaru g + H

pro g € G a existuji tii rizné t¥idy:

H=0+H=1{0,3,6,9}, 1+H={1,4,7,10}, 2+ H ={2,5,8,11}.
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(b) Tentokrat napiiklad 6 + 6 = 2 ¢ H, coz znamend, ze H neni podgrupa G. Ze se nejedna o podgrupu
jsme mohli rovnéz usoudit na zakladé Lagrangeovy véty, protoze fad podgrupy musi délit fad grupy.

(c) Protoze (12),(23) € H, ale (12)0(23) = (123) ¢ H, nejde o podgrupu grupy Ss.

(d) Protoze jsou oba prvky H samy k sobé inverzni, uzavienost na soucin s neutralnim prvkem trivialné
plati pro kazdou podmnoZinu grupy a (12)o(12) = id (coz plyne z pozorovani o inverznich prvcich), vidime,
7e H je uzaviena na obé operace a obsahuje neutralni prvek, tedy jde o podgrupu. Levé rozkladové tiidy
jsou prave

H=idH ={id, (12)}, (123)H ={(123),(13)}, (132)H ={(132),(23)},
a proto |G : H] = 3.

Uloha 9.4. Rozhodnéte, ktera z nasledujicich zobrazeni jsou homomorfismy grup. U homomorfismi po-
piste jejich jadra a obrazy.

(a) f:Zs — Zy5 je déno predpisem f(k

5k pro kazdé k € Za,

(b) f:Zs — Z¢ je dano predpisem f(k 5k pro kazdé k € Zs,

(c 4k pro kazdé k € Zs,
(d

(k)
(k)
f: Z3 — 715 je ddno predpisem f(k)
f:Zy5 — Z3 je dano predpisem f(k) = k mod 3 pro kazdé k € Zs,
(k)

)
)
)
(e) f:Zis — Zs3 je ddno predpisem f(k) = k mod 3 pro kazdé k € Zy.

Reseni. (a) Protoze f(k+1) =5 ((k+1) mod 3) = (5(k +1) mod 15 = f(k) + f(I), vidime, 7e je f

grupovy homomorfismus. Pfitom

Im f={bk | keZs}=1{0,510} a Kerf={keZ;e|bk=0}={0}.
(b) Tentokrat se o homomorfismus nejedné, protoze
fA+2)=f(0)=0#15=5+10= f(1) + f(2).
(c) Ani nyni nemame co do ¢inéni s homomorfismem, nebot
fA+2)=f0)=0#12=4+8= f(1) + f(2).

(d) Protoze f(k+1) = (k+1) mod 3 = f(k)+ f(l), je zobrazeni f homomorfismus a z definice spo¢itame,
ve Im f = Zy a Ker f = 3Z15 = {0,3,6,9,12}.

(e) Protoze f(15+1) = f(0) =0# 1 =0+ 1= f(15) + f(1), neni zobrazeni f homomorfismus.

A ted néco pro poté&seni ducha i obveseleni téla (asi bude spokojenéjsi duch):
Uloha 9.5. Rozhodnéte,

(a) zda existuji v grupé Zs, podgrupy tadu 4, 5, 6,

(b) zda existuji v grupé S;7 prvky fadu 71, 72, 80.

Reseni. (a) Protoze ma grupa Zs, pravé 30 prvki a 4 { 30, plyne okamzité z Lagrangeovy véty, Ze
podgrupu fadu 4 v Zsy nenajdeme. Pro ¢isla 5 a 6 naopak snadno ovérime, ze

30 30
(6) = <€> = {0,6,12,18,24}, (5) = <€> = {0,5,10,15,20, 25}
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jsou podgrupy radt 5 a 6.

(b) Protoze mé grupa Si; pravé 17! prvka a 71 4 17!, nemtize podle Lagrangeovy véty grupa zadnou
podgrupu ani prvek fadu 71 obsahovat.

Ptipomenme, ze Tad permutace mutzeme spocitat jako nejmensi spole¢ny nasobek délek vsech jejich ne-
zavislych cykli. Protoze 72 = nsn(8,9), sta¢i ndm najit permutaci sestavajici z jednoho cyklu délky 8 a
jednoho cyklu délky 9, jiz je napfiklad permutace o = (1...8)(9...17), pro niz o(c) = 72.

Prvek fadu 80 v S;7 nenajdeme, nebot pro disjunktni cykly délek n; s nsn(n; | i < k) = 80 by musely
v permutaci existovat nezavislé cykly délky n; = 16 a n; = 5, coz by znamenalo, ze )  n; > 16 +5 > 17,
coz v permutacni grupé S;7 neni mozné a prvek fadu 80 v Sy7 neni, ackoli 80 | 17!.

Uloha 9.6. Bud G grupa fadu 60, H < G fadu 5 a K < G bud v G indexu 5. Je H N K komutativni?

Reseni. Kupodivu se nAm opét bude hodit Lagrangeova véta. Protoze je H N K podgrupou jak grupy H,

tak grupy K, musi fad H N K délit oba fady. Vime, ze grupa H je fadu 5 a K je v G indexu 5, coz podle
Lagrangeovy véty znamena, ze je radu % = % = 6. Cisla 5 a 6 jsou ovéem nesoudélnd, proto je grupa

H N K jednoprvkova a z trividlnich divodi komutativni.

Uloha 9.7. Jaky fad maji nasledujici prvky v danjch grupéach?
(a) rotace o 144° v Dy,

010y /-1 0 0 110 0 0 i
(b) matice {0 0 1|, [0 =L —2|, 101 1]al0 -1 0] vGLs(C),
100 0 £ -1 00 2 1 0 0

(c) dvojice ((123)(45),(1234)) v direktnim soucinu grup S5 x Sy.
Reseni. (a) Ptame se, kolik nejméné slozeni rotaci o 144° ndm d4 rotaci, ktera je nasobkem thlu 360°, a
snadno spocitame, ze jich potiebujeme pét, tedy méa tato rotace v Dyy 1ad 5.

(b) Opét nas zajima pro kazdou z matic A nejmensi kladné n, pro néz je A" = I3. Uvédomime-li si, Ze
je prvni matice permutacni matici odpovidajici trojcyklu a ze druha matice je matice rotace o 60° kolem
osy x slozend se stfedovou symetrii, pak vidime, ze

0 1 -1
ord 0 0
1 0

o~ O
I
w
[}
=
o
o

Déale mé matice

na pozici (3,3) ¢slo 2% pro viechna k € N, tedy nejde o jednotkovou matici a pro zadanou matici to
znamena, ze se jedna o prvek nekonecného radu. Konecné z vypoctu

8 . 4 2

0 0 = ¢ 0 0 -1 0 O
0 -1 0] =101 0 ={0 1 0 =13
1 0 0 0 0 ¢ 0 0 -1

vidime, zZe Tad posledni matice je 8.

(c) Protoze ((123)(45),(1 234))k = ((123)k(45)%, (1234)"), vidime, Ze Fad prvku ((123)(45),(1234))
je roven pravé nejmensimu spolecnému nasobku rada prvki obou slozek, tedy

ord((123)(45),(1234)) =nsn(ord(123)(45)),ord(1234)) = nsn(6,4) = 12.
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Uloha 9.8. Najdéte viechny homomorfismy
( ) Z + 0) do (Z7+7_70)7
(b ze Z7+7_70) do (Zn7+7_7o)a

(c) ze +,—,0) do (Z,+, —,0),
(d) ze (Za,+,—,0) do (S,,0,7",id),
(e) ze (Z3,+,—,0) do (Zs,+,—,0),
(f ) do (Zys,+,—,0),

ze Zl57 +7 _70) do (Zﬁa +7 _70)7
ze (Zy X Lo, +,—,(0,0)) do (Z4,+,—,0),
ze Z4a +7 _70) dO (ZZ X ZZ) +7 ) (070))7

e (
) ze (
) ze (Zn
) ze (
) ze (
) ze (Zg,+,—,0
) ze (
) ze (
) ze (
) ze (Z}y,-,~',1) do (Zg, +,—,0),
) ze (

ze (Zg, +,—,0) do (Z3,,-, 1, 1).

ResSeni. Ve viech piipadech existuje pfislusny trividlni homomorfismus f zobrazujici véechny prvky na
neutralni prvek (tedy s jddrem rovnym vychozi grupé). Déle popiSeme netrividlni homomorfismy.

(a) Kazdy homomorfismus je jednozna¢né urCen obrazem prvku 1 a vSechny obrazy prvku jedna ndm
homomorfismus uréi. To znamen4, Ze netrividlni homomorfismy jsou pravé tavru fi(z) = = pro nenulova

keZ.
(b) Opét je kazdy urcen obrazem prvku 1, pro nenulova k € Z, plati fy(z) = k -z (mod n),

(¢) Zadny netrivialni homomorfismus Z, — Z neexistuje, nebot homomorfni obraz prvky kone¢ného fadu
musi byt opét kone¢ného fadu (ktery navic diky Lagrangeové vété déli fad vzoru), ovSem v grupé Z je
konec¢ného fadu pouze prvek 0, zatimco v Z,, jsou konec¢ného fadu vsechny prvky.

(d) Homomorfni obraz prvku 1, ktery je fadu 2, musi byt diky Lagrangeové vété fadu 2 nebo 1. Snadnou
diskusi nahlédneme, ze f,(0) =id a f,(1) = o pro libovolnou permutaci sloZenou z nezavislych transpozic
o €8S, Ker f, ={0},Im f, = (o) = {id, o} jsou préavé vSechny netrividlni homomorfismy.

(e) Protoze f4d homomorfniho obrazu prvku déli diky Lagrangeové vété fad prvku, nenulové prvky grupy
Zs3 jsou tadu 3 a nenulové prvky grupy Zs jsou fadu 5, maji homomorfni obrazy vSech prvki grupy Zs v
grupé Zs 1ad 1, tedy jsou nulové. Tudiz zadny netrivialni homomorfismus Zs — Zs neexistuje.

(f) Kazdy homomorfismus je opét uréen obrazem generatoru 1. To znamen4, ze mozné fady homomorfniho
obrazu prvku 1 jsou bud 1, coz mé pouze prvek 0, nebo 3, kterého jsou prvky 5 a 10. Nyni podobné jako
v predchozich tlohéch vidime, Ze netrividlni homomorfismy jsou préavé zobrazeni fi(z) = k-2 (mod 15)
pro k € {5,10}.

(g) Obdobnou diskusi jako v (f) dostaneme netrivialni homomorfismy fi(z) = k-2 (mod 6) pro k € {2,4}.

(h) Diskusi zjistime, ze jediné netrividlni homomorfismy jsou:

fi:(1,0),(0,1) — 2,  fo:(1,0),(1,1) = 2, f3:(1,1),(0,1) — 2,

kde obrazy zbylych dvou prvki jsou vzdy 0.

(i) Opét uvazime, ze je kazdy homomorfismus uréen obrazem prvku 1, a dale si rozmyslime, ze vSechny
moznosti ndm homomorfismus urcuji, tedy fi1(1) = (1,0), f2(1) = (1,1), f3(1) = (0,1) a dale fi(2) =0 a
fi(3) = fi(1) pro i = 1,2,3 jsou pravé vSechny netrividlni homomorfismy.



(j) Protoze Z3, je generovana napt. prvkem 2, ktery je fadu 10, jsou vSechny mozné homomorfismy dany
predpisem 2% — ka (mod 6) pro k € {0,3}.

(k) Z podobného ditivodu jako v (j) jsou vSechny mo#né homomorfismy dany predpisem a + 2% (mod 11)
pro k € {0,5}, tedy mame zde jediny netrividlni homomorfismus a +— 2°¢ (mod 11).

Uloha 9.9. Uvazujme grupu (Q, +, —,0). Ukaite, Ze
(a) v ni maji kazdé dvé netrividlni podgrupy netrivialni prinik,
(b) ji nelze generovat jednim prvkem (dokonce ani zddnou kone¢nou podmnozinou).

Reseni. (a) Pokud 0 # 7€ Aa0# S € B, kde A,B<Q,pakac=cb-§ € Aaac=ad-§ € B, tedy
ac € AN B.

(b) Kdyby ¢ € Q a p bylo prvocislo, které nedéli b, pak by % ¢ (%), tedy § nemiize byt generator celého

Q. Podobné, uvazime-li pro libovolnou kone¢nou mnozinu {Z—ll, ..., >} a prvocislo p, které nedéli zadny
n

ze jmenovatell b;, pak opét % ¢ <%, o Z—:), tedy Q # <Z—11, . Z—Z>

Uloha 9.10. Urcete, v kterych z nasledujicich grup tvoii suda ¢isla podgrupu: Z, Zis, Zig, Zts, Zi.

ResSeni. Mnozina viech sudjch &sel predstavuje celoéiselné nasobky dvojky a je tudiz uzaviend na séitani,
odcitani a obsahuje 0, tedy v Z se jedna o podgrupu.

Suda c¢isla v Zi5 nejsou uzaviend na s¢itani, protoze naptiklad 8 + 8 = 1, tedy tentokrat se o podgrupu
nejedna.

V pripadé Z,s nahlédneme, ze stejné jako u Z tvoii sudé hodnoty podgrupu.

Suda cisla v Zj; ani Zj4; nezahrnuji neutralni prvek 1, tedy se o podgrupu nemtze jednat.

Uloha 9.11. Rozhodnéte, zda (a) {m € Ay | 7? =id}, (b) {7 € A, | #® = id} tvoii podgrupu grupy
A,. Vyfteste analogickou tlohu pro grupu Sj.

ReSeni. (a) Snadno ovéfime, Ze je mnoZina
{r e Ay|7® =id} = {id, (12)(34), (13)(24), (14)(24)}

uzaviena na skladani, kazdy prvek je zde sam k sobé€ inverzni a lezi zde neutralni prvek, proto se jedna o
podgrupu A,. Naopak mnozina

{r eS| n*=id} = {id, (12), (13), (14), (23), (24), (34), (12)(34), (13)(24), (14)(24)}
zjevné neni uzaviena na sklddani, proto se nejedna o podgrupu.
(b) Tentokrat okamzité vidime, Ze mnozina
(reA,|m=id} = {r eS| =id} = {id, (123), (132), (124), (142), (134), (143), (234), (243)}
neni uzaviena na skldadani (napiiklad (123)0(124) = (13)(24)), tedy se nejedné o podgrupu v zadné z grup.
Uloha 9.12. Ukaite, Ze plati:
(a) (Dz =2 = (1)g
(b) ((1,0),(0,1))zxz = Z X Z
(c) (a,b)z = (NSD(a,b)) = NSD(a,b)Z
)

(d) A, =((123),(124),...,(12n)). (Napovéda: Nejprve dokazte, Ze A,, je generovana viemi trojcykly.)



Reseni. (a), (b) dostaneme piimo z definice podgrupy generované mnozinou prvki.

(c) Staci si uvédomit, Ze podgrupy grupy Z jsou pravé idedly oboru Z, o nichz uz jsme odpovidajici tvrzeni
dokéazali.

(d) Kazdy prvek alternujici grupy A, je sudou permutaci, tedy jej lze zapsat jako soucin sudého poctu
transpozic. Proto staci dokézat, ze kazdy soucin dvou transpozic lze vyjadrit jako soucin trojcyklt. Uva-
zujme libovolny soucin dvou transpozic (ab)(cd). Mame nasledujici moznosti:

e Pokud jsou mnoziny {a,b} a {c,d} totozné, pak (ab)(ab) = id, coz nevyzaduje dalsi rozklad.
e Pokud mnoziny maji pravé jeden spoleény prvek, napf. b = ¢, pak mame (ab)(bd) = (abd). Tato
permutace je jiz trojcyklem.
e Pokud jsou mnoziny disjunktni, plati (ab)(cd) = (ab)(bc) o (be)(ed) = (abe) o (bed).
Tim je dokazano, Ze kazda suda permutace se rozklada na trojcykly, a proto jsou trojcykly generatory A,,.

Nyni ukazeme, ze alternujici grupa A,, je generovana konkrétné trojcykly tvaru
(123),(124),...,(12n).

Z ptedchoziho jiz vime, ze A,, generuji vSechny trojcykly. Proto postaci ukazat, ze libovolny trojcyklus lze
vyjadiit pomoci trojeykli tvaru (12 k). Konjugovanim obdrzime

(120) 0 (12k)o (120)71 = (2k1)

a obdobné ziskdme i trojcyklus obsahujici jednicku a kterékoliv dva dalsi prvky. Uvazme konec¢né trojcyklus
(abc), kde ani jeden z prvki neni 1 ani 2; ten obdrzime nasledovné:

(abc) = (12a)o (2bc)o(12a)™ .
Tim je dokézano, ze alternujici grupa A,, je generovana pravé trojcykly tvaru (123),...,(12n).
Uloha 9.13. Dokaizte, Zze Dy, = {p, ), kde p je rotace o tthel 27/n a o je libovolna reflexe.

ResSeni. Jisté plati, ze podgrupa (p, o) obsahuje podgrupu viech rotaci R = {p’ | j € Z,}. Ta uz je indexu
(Do, : Rl = 22 = 2, a protoze 0 € Dy, \ R, plyne z Lagrangeovy véty, ze 2 > [Da, : (p,0)] = 1, tedy
Doy, = <p7 U>‘

Uloha 9.14. Jaky nejvétsi fad prvku nalezneme v grupé vSech symetrii krychle, pokud uvazujeme (a) jen
pfimé symetrie (rotace), (b) vSechny symetrie?

ReSeni. (a) Neni t&zké nahlédnout, Ze nejvyssi fa4d ma rotace o 90° podle osy prochazejici proté&jsimi
sténami, kteryzto prvek ma rad 4.

(b) Uloha je snadné ve chvili, kdy vime, Ze grupa vSech symetrii krychle je isomorfni soucinu Sy x Zo;
jelikoz v S, jsou prvky radua 1, 2, 3 a 4, nejvétsiho fadu v soucinu dostaneme volbou prvku fadu 3 v S, a
(jediného) prvku fadu 2 v Z, jde tedy napi. o dvojici ((1 23), 1). Geometricky jde o rotaci o 60° podle
télesové thlopricky néasledovanou stifedovou symetrii.



