LINEARNI ALGEBRA [ (PRO FYZIKY)
VEKTORY A ZOBRAZENI v R"

Dalibor Smid

MFF UK



Vektor v rovin€ miizeme zapsat jako usporadanou dvojici
1oeor oy x1 . o .
realnych ¢isel x := ( . Soucet dvou vektora a nasobek
T2
vektoru skalarem (Gislem r € R) mizeme definovat dvéma
ekvivalentnimi zptusoby:

algebraicky geometricky
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Algebraickou definici operaci snadno zobecnime na vektory v
prostoru (uspofadané trojice) nebo rovnou na uspofadané
n-tice, tedy vektory z R* =R x ... x R:
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n

x1 Y1 1+
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T, Un, Tp + Yn
1 raq
rX =71 : = :
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Cisla z; jsou slozky vektoru x. Vektor, jehoz vSechny slozky jsou
nulové, ozna¢ujeme o (nulovy vektor), vektor —x := (—1)x je
opacny vektor. Mnoziné R™ budeme fikat n-rozmérny prostor.



Skaldrni soucin dvojice vektori v roviné je definovan pfedpisem

X.y 1= Z1Y1 + T2y2

Pomoci tohoto predpisu lze zapsat velikost (normu) vektoru

IIx|| :== vVxx = \/x% + :c%
TVRZENI

Je-li ¢ € (0, 7) tihel mezi vektory X,y € R?, pak
x.y = [|x[[[ly[l cos ¢

Navod k dtkazu tohoto tvrzeni naleznete ve cvi¢enich, coZ zde i
v dalgich podobnych piipadech ozna¢ime symbolem .



Zavedeme skalarni soucin a normu vektoru analogicky i na R™ :

n
Xy = Zajiyi, IIx|| :== vx.x

=1

V tffrozmérném prostoru plati stejné tvrzeni o souvislosti
skalarntho soucinu a thlu mezi vektory. V obecném R"™ nevime,
co to uhel mezi vektory je, ale mizeme jej (pro nenulové vektory
x, y) zadefinovat jako ¢ := arccos m Aby tato definice byla
korektni, potfebujeme védét, ze

1< XY o
[ H Iyl

neboli |x.y| < ||x||||y]| (Schwarzova nerovnost é).



Dva vektory prohlasime za kolmé (zna¢ime x L y), pravé kdyz
x.y = 0, tedy kdyZ je jeden z nich nulovy nebo kdyz sviraji
thel ¢ = 5. Mnozina

xt = {y e R"x.y = 0}

vSech vektori y kolmych na vektor x se nazyva ortogonding
doplnek vektoru x. V R? je to piimka, v R? rovina, obé
prochézeji pocatkem:

Mnozinam tvaru {y € R"|x.y = ¢} fikime obecné nadroviny.
Nadrovina obsahuje vektor o, pravé kdyz ¢ = 0.



Vektorovy souéin x,y € R? je vektor definovany po slozkach jako

3 3
(X XYk =D eijrzit,
i—1 j—=1
kde €193 = €931 = €312 = 1, €213 = €321 = €132 = —1 a g;j5 = 0,

jsou-li dva indexy stejné.

TVRZENI

Necht x,y,z € R?, r,s € R, x a 'y sviraji vhel ¢. Pak
1. x Xy =—-y XX, specidlne x x x =0
2. x X (ry+sz)=r(xxy)+s(xxz)
3. lx x yll = lIxllyllf sin |

4. |(x x y).z| je objem rovnobéZnosténu definovaného vektory
X,y,%, specidlné 0 pro z = rx + sy.

Dikaz &. Z druhé ¢asti posledniho bodu plyne, Ze x X y je
kolmy na rovinu definovanou x a y.



Oproti skalarnimu soucinu se nenabizi zddné pfimocaré
zobecnéni vektorového soucinu do libovolné dimenze n. V R? lze
vektoru x prifadit vektor

. [X 3
X = (O)ER

a definovat x X y := (X X y)3 € R. Pak je ||x x y|| obsah
rovnobé&znika definovaného x a 'y (é):




P1i zobecnéni do dimenze n > 3 chceme, aby vektorovy soucin
dal pocital objemy rovnobéZznostént, coz lze splnit definici

(x1 X X9 X ... X Xn—l)k =

g g g Ekiko..kn X1k X2ky -+ - Xn—1,kp_1>

k1=1ko=1 kn—1=1

kde symbol € je opét definovan tak, aby ménil znaménko pfi
vyméné libovolné dvojice indext a aby €12, ., = 1.

Zobecnény vektorovy soucin tedy jiz neni funkce dvou, ale n — 1
vektorovych argumentii, vysledkem je opét vektor. Jsou ale
splnény analogie vlastnosti 1,2 a 4 z tvrzeni (&). Napiiklad
objem rovnobé&znosténu uréeného vektory a, b, c,d € R?* je roven

4 4 4 4
(axbxc)d|= Zzzzgijklaibﬁkdl
i=1 j=1 k=1 I=1

=1 j=1k=



Pomoci skalarniho sou¢inu muzeme vyjadrit kolmy primét
(ortogondlni projekci) vektoru y do sméru jiného (nenulového)
vektoru x, kolmy primét do sméru jeho ortogonalniho dopliku
a vektor zrcadleny podle nadroviny x=.
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Zy(y) =y —2P(y) =y — 202X



Stejné vzorce funguji i v obecné dimenzi n. Plati totiz, Ze
P(y) = o, pravé kdyz x L y, a

xy

tedy rozdil y a Px(y) je vZdy kolmy na vektor x.

Py lze chapat jako zobrazeni, tedy ,,masinku®, do které se vlozi
libovolny prvek y € R™ a ona mu pfifadi jednozna¢né urceny
prvek Px(y) € R™. Navic Vx,y € R", Vr, s € R plati

Px(ry + sz) = rPx(y) + sPx(z),

neboli zobrazeni Py je linedrni. Podobné tivahy vedou k tomu,

zei Py, Z 1 : R" — R™ jsou linearni zobrazeni, realizujici

projekei, resp. zrcadleni podle nadroviny x=.



Otoceni (rotaci) vektoru y € R? okolo poc¢atku o tihel ¢ proti
sméru hodinovych rucicek lze zapsat jako zobrazeni

 (Ilyl cos(a) (Il cos(a + 6)
Y= <Hy|!sin<a)> = Roly) = (HyHSin(a+¢)>

Po aplikaci souc¢tovych vzorcti mame vyjadieni ve slozkach:

_ (y1cosg —yasing) _ Y1 . —Y2
Ro(y) = (y1 sin ¢ + o COS¢> = cos¢ <y2> sing ( Y1 )

Nékolik pozorovani:
» Ry je linearni zobrazeni.
» Ro(y) =y, tedy Ro =1d (identita).
» SloZeni dvou rotaci Rg o Ry je rotace Rgiy. Na poradi
sloZeni zde nezalezi, fikdme, Ze Ry a Ry komutugi.
» R_yoRy=RyoR_s= Ry =1d, tedy zobrazeni R_4 je
inverzni k Ry, R_s = (Ry)~L.



Rotaci vektoru y € R3 okolo osy dané vektorem v (||v|| = 1)
muzeme zapsat naptiklad pomoci Rodriguesovy formule é:

Ry 4(y) =cos¢py+ (1 —coso)(v.y)v+sing vxy

Rotace v R? komutuji, pokud maji spole¢nou osu, jindy
komutovat nemusi. Vektory

1 0 0
ee=|0],e0=1[1],e3=10
0 0 1

a jejich pfimocara zobecnéni do R" se nazyvaji prvky kanonické
bdze. Nekomutativita rotaci se projevi tfeba na piikladu



Dalsim pfikladem linearniho zobrazen{ z R™ do R je
roztazeni(dilatace) faktorem A € R:

Naopak posunuti (translace) o nenulovy vektor b € R™

Ty(y) =y +b

linedrnim zobrazenim neni. Linearni zobrazeni F' totiz musi
spliiovat F'(o) = F(0.x+0.y) = 0F(x) + 0F(y) = o, pro
translaci ale T (0) = b.



Jak tedy pozname, Ze je néjaké zobrazeni F' : R™ — R" linearni?
Kazdy vektor x € R" 1ze zapsat jako

X =1x1€1 + T2€2 + ...+ Tp€Y,

neboli jako linedrni kombinact prvka kanonické béaze. Z linearity
zobrazeni F' plyne, Ze

F(x) = F(zie1 + ...+ azpen) = 1l (e1) +... + znF(en)

=141 + ...+ Tpay,

kde jsme jako a; € R™ oznacili obraz F'(e;) vektoru e;.
Oznacime-li i-tou slozku vektoru a; jako a;j;, je to dohromady
n? realnych &isel, ktera spoleéné zobrazeni F jednoznacné
urcuji. Tato ¢isla souhrnné oznacujeme jako matici linedrniho
zobrazeni a zna¢ime A = (a;5).



Zobrazeni uréené matici A oznac¢ujeme symbolem F4. Pak tedy
miuZzeme zavést zapis linearniho zobrazeni pomoci jeho matice:

ail a12 A1n
az1 a22 a2n
Fy(x) == . ‘x| | +... .tz
anl an?2 Gnn
ail a2 ... Qip I
a1 agy ... QA2n i)
= ] = Ax
an1 QQp2 ... QQupn In

Druhou rovnosti jsme jednak zavedli standardni zapis matice
jako tabulky ¢isel, v niz prvni index ¢isluje fadky a druhy
sloupce. Zaroven jsme také zadefinovali soucin matice a vektoru.



Sou¢in matice A a vektoru x je vlastné linearni kombinaci
sloupci matice A s koeficienty rovnymi slozkam vektoru x.
Uziva se proto také sloupcovy zdpis matice A = (ai|az|...|a,).
Zobrazeni s matici

10 ... 0

0 1 0
E :=(e1]...len) = :

0 0 1

prifazuje kazdému vektoru x vektor
Frp(x)=Ex=x1€1+ ...+ xpe, =X,

je to tedy identita Fg = Id. Matici F se Tik& jednotkovd matice.



Oznacime-li symbolem

i-ty fadek matice A, zapsany ovSem jako sloupcovy vektor, pak
i-té slozka obrazu vektoru x v zobrazeni F4 je

n
FA(X)I' = (AX)Z = a;1X1 + a;x2 + ... AinTy = Z Qi Tj,
7j=1

coz lze interpretovat jako skalarni soucin vektoru a; a x. Pokud
tedy Fa(x); = 0, je vektor x kolmy na a;. Podobné pokud
F4(x); = ¢, lezi x v nadroviné s rovnici a;.x = c.



