VL

a) Prunik neprazdného systému uzavrenych mnoZin je uzavrena

Vyrokovy jazyk nad P tvori: a) neprazdna mnoZina P prvovyroku mnoZina. b) Sjednoceni konecne mnoha uzavrenych mnoZin je

(téZ vyrokovych promennych ¢i atomu), b) logické spojky =, —
Vyroky cili (virokové) formule nad P jsou prave designatory
(pouziti F,) z D(Fp), kde Fp = P U {—,—}; pritom prvky z P jsou
nularni, = je undrni, — je binarni. VFp je mnoZzina vSech vyrokl
nad P. var(@) jsou prvovyroky z ¢.

Vyrokova teorie nad P, téZ P-teorie, je mnozZina TCVF; jeji prvky
jsou jeji axiomy. Symbol P(T) znaci mnoZinu prvovyroku jazyka
teorie T. Vyrok teorie T je vyrok jejiho jazyka.

Pravdivy vyrok | specifikujeme jako p — p, IZivy vyrok L jako
—(p — p); na konkrétni volbe p nezilezi.

Vyrok je literal, je-li to prvovyrok nebo negace prvovyroku.
Disjunkce literdlu se nazyvd klauzule, konjunkce literdlu téZ
elementarni konjunkce. Vyrok je v DNF resp. CNF, je-li to
disjunkce konjunkecf literalu resp. konjunkce disjunkcf literdlu.

Pravdivostni ohodnoceni P cili model vyrokového jazyka nad P
je funkce ve 2.

T¥ida vSech modelu teorie T: M"(T ) = {ve"2; vI=T}

Formule @, v z VF; jsou T-sémanticky ekvivalentni, pokud
M"(T,9) = M*(T, y); piseme @~y .

Formule ¢ je sémanticky ekvivalentni formuli jak v DNF, tak
formuli v CNF.

(O sémantické ekvivalenci.) Vznikne-li formule ¢° z ¢
nahrazenim nékterého vyskytu podformule y formuli y*, tak y ~¢
V=0 ~10

P(p—>q&q~(pv &q~(p&Vv(Q&q~(p&qvVv
q-q.

eFle @ je pravdiva (tautologie) v teorii T, plati-li V modelu T,
piSeme T |= @.

e Fle ¢ je 1ziva v teorii T, neplati-li v Zidném modelu T, piSeme T
I=—e.

Mnoz. v§ech P-formuli pravdivych resp. 1Zivych v T znacime @(T)
resp. ®(T) Plati: 1) M(O(T))=M(T) 2) TcO(T)
TcS—>0(T)cO(S) B(T)=0(0(T))

® Neni-li ¢ ani pravdiva ani 1Zivi v T , je nezavisla v T

e Neni-li ¢ 1Zivi v T je splnitelna(konzistentni) v T

e Kdyz T I= 9>V , je ¢ silnéjSi nez y a y slabsinez ¢ v T

Teorie S je extenze(rozsireni) T, kdyZ P(T)cP(S) a O(T)cO(S)
nebo < M(S)cM(T). Je-li P(T )=P(S), je to jednoducha extenze.
Teorie T je ekvivalentni s S, je-li kazda z nich extenzi druhé nebo
< M(S) = M(T).

Teorie je konecne axiomatizovatelna, je-li ekvivalentni teorii s
konecne axiomy.

Teorie T je kompletni, jestliZe ma model a Vformuli ¢ jejiho
jazykaje T |= @ nebo T I= =, tj. T nemd nezdvisly vyrok, a nebo
< ma pravé 1 model.

(O sémantické kompaktnosti.) Teorie ma model < kazda jeji
konecnd cdst ma model.

MnoZina K2 je axiomatizovatelna resp. konecne
axiomatizovatelna, existuje-li teorie resp. konecna teorie T tak, Ze
K= M(T). Je-li K konecne axiomatizovateln, je zrejme K = M(@)
pro nejakou formuli @.

uzavrend mnoZina.

(O axiomatizovatelnosti) 1) MnoZina Kc'2 je konecne
axiomatizovatelna < ona i jeji komplement jsou
axiomatizovatelné. 2) a) Mnozina K2 je axiomatizovatelnd < je
uzavrend(K obsahuje kazdé v, které neni oddelené od

K) b) MnoZina K2 je konecne axiomatizovatelnd < je
obojetnd(K i jeji komplement jsou uzavrené)

(Logické axiomy LAX) (...)

(Pravidlo Modus ponens) A,A->B|-B

Dukaz v T je {MP}-odvozeni z T ULAX ; je to dukaz formule,
kterd je jeho poslednim clenem . Formule ¢ je dokazatelna
(teorém) v T, existuje-li nejaky jeji dukaz v T ; piSeme Tl-¢ <
M(T) < M(¢)

Formule @ je vyvratitelna (spor) v T, kdyz T I-—¢. Kdyz T=0,
vypoustime v uvedenych pojmech vyraz ,,v T* ci jej nahradime
vyrazem ,,Jogicky*. MnoZinu vSech teorému teorie T znacime
Thm(T) nebo Thmy .

Tedy Thm(T) je {MP}-uzdver TULAX. Specidlne jsou teorémy
teorie T definovany induktivne pravidly: ® Kazdy axiom teorie T a
kazdy logicky axiom je teorém teorie T ® Jsou-li @, Q—y
teorémy teorie T , je y teorém teorie T

Teorie T je sporna, je-li v ni dokazatelnd kazda formule; jinak je
bezesporna. Ma-li teorie model, je bezesporna.

(O korektnosti.) Kazda v T dokazatelna formule je v T pravdiva.
(O dedukci.) T,Al-B < TI-A—B

(Diikaz sporem) T, =@ je sporrnd< TI-@

(O existenci modelu ve VL) Teorie m4 model, prave kdyzZ je
bezespornd (neni spornd).

(O kompaktnosti v VL) Teorie ma model, prave kdyz kazda jeji
konecna podteorie ma model.

(O tplnosti ve VL/PL) Formule teorie T je v T dokazatelna (TI-@)
< je v T pravdiva (Tl=@)

(O ekvivalenci.) Vznikne-li formule ¢ z @' nahrazenim nekterého
vyskytu podformule y formuli y*, tak

a) - yeoy -0-0° b) Tl- yoy =eo0°

PL

Teorie je dvojice <L,T>, kde L je jazyk a T ¢ F,,. je mnoZina
mimologickych axiomu, strucneji axiomu. Rikdme pak také, Ze T
je teorie, a to v jazyce L cili L-teorie. Jazyk teorie T znacime L(T)
ten je ov§em urcen jednoznacne. Misto L(T )-formule se rikd té7
formule teorie T . Teorie s rovnosti je takova teorie, jejiZ jazyk je
s rovnosti.

Teorie rovnosti v L je teorie TE; = v jazyce L s rovnosti, tj.
teorie bez mimologickych axiomu v jazyce L s rovnosti; je-li L
prazdny jazyk s rovnosti, znacime TEg jako PE a rikdme, Ze to je
teorie cisté rovnosti.

X je vazana v A pokud je v n¢jaké podformuli jako (Vx) nebo (Ix)
jinak je volna. Fle je uzavrena (sentence) neobs. volné promenné
Fle je otevrena (bezkvantifikatorova) neobs. vazané promenné
(neni-li v ni Zadny kvantifikator). Teorie je oteviena, je-li jeji
kaZzdy mimologicky axiom oteviend formule.

véta 3.1.52. 3) Je-li B model oteviené teorie T, pak kazda
podstruktura AcB je také model T.

(Generalni) uzaver A je formule (Vx1, ..., xn)A, kde mezi x1, . .
., xn jsou v§echny volné promenné A. MnoZinu vSech otevrenych
L-formuli znacime OFm;.



(Logické axiomy LAXx)

(PL1) A—»(B—A)

(PL2) (A—>(B—-C0)) =>((A->B) »(A-0))

(PL3) (-B—>-A)—>(A—>B)

(Axiom substituce) (Vx)A—A(x/t) pokud pro kazdou y z t Zddna
podfle A tvaru (Vy)B nebo (dy)B neobsahuje x volné v A
(Axiom zavedeni V) (Vx)(A—B) = (A — (Vx)B), x neni volna
vA

(Axiomy rovnosti) x=x,

X1=y1—..—=2Xn=Yn _>F(Xl7--axn) = F(y1a-'7Yn)’

X1=y1—..—2X=Yn 2R(Xy,...Xn) = R(y1,..,¥0)

(Pravidlo Modus ponens) A,A—BI|-B

(Pravidlo Generalizace) A |-(VXx)A

fle @ vyvratitelna(spor) v T , kdyZ TI-—@, nezavisla v T , kdyz
TI/-¢ a TI/-—@, konzistentni s T , kdyz TI/-—@.

Varianta fle — vznikne pomoci substituce

Th(A) - Teorie L-struktury A je mnoZina L-sentenci platnych v A
MnoZina vSech teorému T je Thm(T) a pokud jsou i sentence tak
Th(T)

Teorie je k-kategoricka, cili kategorickd v kardinalite k, ma-li aZ
na izomorfizmus jediny model kardinality k.

Teorie je ®-kategorickd, ma-li aZ na izomorfizmus jediny model
spocetné kardinality(=m). Je to spec.ptipad k-kategoricnosti.

Model jazyka L=<R F> je L-struktura A=<A,R* F*>. Pokud L
je jazyk s rovnosti, pak =" je = identita na A.

(O existenci modelu) Kazd4 bezesporna teorie T ma model
kardinality nejvyse lIL(T)ll=max(®,ILl)(kard.jazyka teorie T)

(O tplnosti ve VL/PL) Formule teorie T je v T dokazatelna (TI-@)
< je v T pravdiva (Tl=@)

(O kompaktnosti) Teorie ma model, prave kdyz kazda jeji
konecnd cast ma model.

T je sporna, je-li v ni dokazatelnd kazda L(T)-formule; jinak je
bezesporna. TI-L < T je spornd

T je kompletni, je-1i bezespornd a kazda L(T )-sentence je v ni
dokazatelna nebo vyvratitelna (pro kazdou sentenci S obsahuje S
nebo —S)

¢ k-kategoricnost(pro k nespocetna?) nebo w-kat. = kompletnost
¢ T m4 jen nekonecné modely a v nejaké kardinalite x=IIL. mé aZ
na izomorfizmus jediny model,=T je kompletni.

T* je extenze teorie T , kdyZ L(T )cL(T*) a Thm(T ) cThm(T*);
T je jednoducha, kdyz navic L(T ) = L(T*).

(4.2.13 (2)) Kompletni X;-axiomatizovand (rekurzivne
axiomatizovand) teorie T je rozhodnutelna.

relace REN? je 2i-kompletace L-teorie T , kdyz:

a) R je X,

b) pro kazdé ac dom(R) je R[a] L-axiomatika kompletni extenze
teorie T ,

c¢) kazda kompletni L-extenze T je ekvivalentni L-teorii s
axiomatikou tvaru R[a].

(Kompletacni kriterium rozhodnutelnosti.) KdyZ teorie T je 2;-
axiomatizovana a ma Zl-kompletaci, je rozhodnutelna.
Struktura A je silne nerozhodnutelna, je-1i nerozhodnutelna
kazda teorie, kterd ji ma za model. (napf. standardni model N
prirozenych cisel)

(O nerozhodnutelnosti.) Bezesporna teorie rozsirujici
Robinsonovu ar. Q je nerozhodnutelna a je-1i navic 2 ;-
axiomatizovand, neni kompletni.

(Prvni Godelova veta.) Bud T bezesporné A,-axiomatizované
rozsireni Q. Pak existuje IT;-sentence pravdiva v N a
nedokazatelnd v T .

ELIMINACE

A < B (elementarni podstruktura) pokud Ac B a V(p(;c ) jazyka

Aa aeAN(x)plati: Al=gp[a] < Bl=¢[a ]

T je modelove kompletni, kdyZ pro V jeji modely A, B s ACB je
A <B.

Budte A, B dve L-struktury. Funkce f : A—B je vnoreni A do B,
je-li prostd a dale plati:

¢ Vm>0 a V m-arn{ relacni symbol R jazyka L a a,,.., a,€ A je
Ry, ..., an) @R (f(@)), ..., f(an)).

® Vm a Vm-arni funkeni symbol F jazyka L a ay,.., a,€ A je
f(Fay, ..., ap) = F°(f(a)), ..., f(an).

Je-li f[A] < B, rikdme, Ze f je elementarni vnoreni A do B, nebo

(Al=z@(a)) = (Bl=of(a)))

Model T je jeji algebraicky prvomodel 1ze-li jej vnorit do
kazdého modelu T. Prvomodel 1ze elementarne vnorit do kazdého
modelu T.

Parcialni vnoreni A do B je funkce fc AxB takov, 7e Al=@[ a1,

B I=@[f a ] plati pro kazdou atomickou (otevrenou) L-formuli

¢(x)aac dom(f)'™. Takové parcidlni vnoreni f Ize

bezprostredne prodlouzit, kdyz pro kazdé ac A existuje be B tak,
ze f U{(a, b)} je parcidlni vnoreni A do B.
¢ T ma4 algebraicky prvomodel a T modelove kompletni=

teorie jsou ekvivalentni, je-li kazd4 z nich extenzi druhé. Pro teorii kompletni a algebraicky prvomodel=prvomodel.

T tedy plati diky Thm(T ) = Thm(Thm(T )): T je ekvivalentni s
Thm(T).

Extenze T teorie T je konzervativni, je-li kazda L(T )-formule
dokazatelnd v T* dokazatelndiv T .

® Tl- L@ jakmile ¢ je vyvratitelnd v T .

® Tl-1<>¢ jakmile @ je dokazatelnd v T .

Rozhodnutelnost - vyjadiuje, zda existuje kone¢ny algoritmus,
ktery pro kazdou formuli urci, zda je v dané teorii dokazatelna
nebo neni.

Omezené fle jaz.L. — nejm.obor L-fli obs.vSechny oteviené a je
uzavieny na log.spojky a ma omezenou kvantifikaci (Qx<y)

2 fle je tvaru (3 x )@ kde ¢ je n&jakd omezena fle

T je 2; axiomizovana jeli jeji axiomatika 2,

eliminace kvantifikatoru definice

1. Nejmens$i mnoZina formuli obsahujici danou mnoZinu I" formul{
a uzavrend na -, &, Vv se znaci b(I'); jeji prvky se nazyvaji
booleovské kombinace formuli z I".

2. Bud I' mnoZina L-formulf a T teorie v L. MnoZina I je

eliminacni pro teorii T , jestlize ke kazdé L-formuli (p(;c )s 1(; )>0
existuje booleovskd kombinace y( x ) formuli z I tak, ze T |-

¢(x )>yY(x). Je-li I' mnozina vSech atomickych formuli, rikdme,
7e T ma eliminaci kvantifikatoru.

(Eliminacni kriterium.) Kdyz pro kazdé A I=T , B I=T lze kazdé
konecné neprdzdné parcidlni vnoreni A do B bezprostredne
prodlouzit, ma T eliminaci kvantifikatoru.



Robinsonova aritmetika Q
Je peanova bez indukce ©

teorie naslednika SC

Jazyk: L =<S>, kde S je je undrni funkcni symbol

Axiomy:

(Q0) (Fx)(Vy)(Sy=x) & (Vz#x)(Ay)(Sy=z)) »eX. pravé jeden pocatek a pak dalsi prvky pokr.souvisle*
(Q2) Sx =Sy > x=y

SC-schema x#S"x ; n>0 je pfirozené

teorie grafu Gh

Teorie Gh grafu (obycejnych neorientovanych bez smycek)
Jazyk: L® =<E>, kde E je binarni relacni symbol

Axiomy: xEy -> yEx, = (XEX).



»LehKy*

Neekvivalentni (kompletni) P-teorie.

Existuje 2°(2') neekvivalentnich P-teorii a pravé 2' kompletnich neekvivalentnich P-teorii.

V3ech modeli na [Pl = 1 prvovyrocich je 2' (kazdy prvovyrok miZe nabyvat jedné ze dvou hodnot). Teorie je kompletn,
praveé kdyz ma prave jeden model. Teorie jsou neekvivalentni, kdyZ maji rizné tfidy modeli. Proto pocet kompletnich
neekvivalentnich P-teorii je 2' (sta&{ vybrat jeden z moZnych model?).

KdyZ nemusi byt teorie kompletni, miize mit modelii vice — a to libovolnou podmnoZinu moznych modeld. Takovych
podmnozin je 222" , proto je tolik i neekvivalentnich P-teorii.

P mnozina prvovyroki velikosti 1, p je prvovyrok z P:

a) urcete pocet neekvivalentnich teorii T takovych, Ze T |- p (v T je dokazatelné p)

b) urcdete pocet neekvivalentnich teorii T takovych, Ze T sjednoceno s {p} je sporna teorie

a) p musi byt ve viech T — jako bysme méli o 1 prvovyrok min (po&et ohodnoceni "2 je 2', poget pomnozin 2 je 242" |
takze 272"

b) —p musi 1blyt ve viech T — jako bysme méli o 1 prvovyrok min (po&et ohodnoceni 2 je 2', poget pomnozin "2 je 242"
, takze 2°27)

Neekvivalentni pravdivé, 1Zivé a nezavislé vyroky.

Teorie T ma 2"(21-IM(T)I) neekvivalentnich pravdivych a také 1zivych vyroki a dale ma 2*IM(T)I - 2) * 272 -
IM(T)I) nezavislych.

e Vyrok a je pravdivy v T, neboli T |= a, jestliZe plati v kazdém modelu teorie T , neboli M(T)cM(a). VSechny
neekvivalentni pravdivé vyroky v T maji stejné ty modely, které ma T a lisi se v téch ostatnich. Tedy nds zajima, kolik
je t&ch ostatnich — tolik, co podmnoZin 2' - IM(T)I. Proto mé4 T 22" - IM(T)I) neekvivalentnich pravdivych vyroki.

e Vyrok a je 1zivy v T, jestliZe T |= —a, neboli —a plati v kazdém modelu jako T . Tedy stejnou ivahou jako v
pfedchozim (je misto a uvazujeme —a) dojdeme ke stejnému vysledku 272" - IM(T))).

e Podet viech neekvivalentnich nezavislych vyroki v T je podet viech — po&et pravdivych — pocet IZivych, tedy 272!
272 IM(T)l) = 27A2-IM(T)) =242" — 23 2221 IM(T)I) = ™M DL 2) * 222" - IM(T)))

Teorie T = {p0, p0 = p1} nad mnozinou prvovyroku P={p0, p1, p2}

a) Kolik existuje neekvivalentnich pravdivych vyroku teorie T?

b) Kolik existuje neekvivalentnich lzivych vyroku teorie T?

¢) Kolik existuje neekvivalentnich nezavislych (ani pravd. ani lzivych) vyroku teorie T?

M(T)={<1,1,0>,<1,1,1>} , IM(T)I=2

a) pocet riznych M(9) ( S je ekv. T & M(S)=M(T) ) takovych, ze M(T)cM(o) je tolik, kolik je podmnoZin mnoZiny
2-M(T), takze 27(2-IM(T)I)

b) pravdivé negované, takze 2721 IM(T)I)

¢) viechny neekvivaletni (po&et ohodnoceni 2 je 2, pocet pomnozin 2 je 242") — pravdivé a 17ivé neekvivaletni, takZe
272 2% 282 IM(T)I) = @M - 2) * 282 - IM(T)))

a) pocet nezavislych neekv. vyroku v teorii T

b) pocet vyvratitelnych vyroku v teorii T

¢) vyrok a, spoctéte pocet neekv. vyroki b: v T neni dokazatelné a -> b a v T neni dokazatelné b -> —a

a) viechny neekvivaletni (po&et ohodnoceni 2 je 2', pocet pomnozin *2 je 22") — pravdivé a 17ivé neekvivaletni, takze
272 2% 282 IM(T)I) = @M - 2) * 282 - IM(T)))

b) pocet negovanych dokazatelnych, takZe: pocet riznych M(@) takovych, Ze M(T)cM(9) je tolik, kolik je podmnoZin
mnoziny P2—M(T), takze 2’\(21—IM(T)I)

¢) b -> —a se prevede na a -> b a pak se poéitd pocet neekv.nezavislych vyroki v T,a: Q™M™ - 2) * 242" - IM(T,a)l)

Rekl mi, Ze [Pl=1eN a teorie T ma k dokazatelnych vyrokii -- otazka tedy byla, kolik ma modeli.
Pouzil sem vzoreCek k=2’\(2l—IM(T)I) a pak je to: IM(T)l = 2! log(k)/log(2)

Dodate¢na otazka byla, ,,Co kdyz ta teorie bude kompletni?

Bude mit prave jeden model



Neekvivalentni (kompletni) jednoduché extenze teorie

Existuje pravé IM(T )l neekvivalentnich kompletnich jednoduchych extenzi T a 2IM(T)l neekvivalentnich
jednoduchych extenzi T (z nichz jedna je sporna).

Teorie S je extenze T , jestlize O(T)cO(S), coz je praveé tehdy, kdyz M(S)cM(T). S je jednoduchd extenze T , jestlize
P(T) = P(S).

Extenze S teorie T tedy ma nékteré z modelt teorie T , kterych je IM(T)I. Pokud ma byt S kompletni, tak musi mit
model jediny, tedy neekvivalentnich jednoduchych kompletnich extenzi teorie T je IM(T)!

Pokud nemusi byt S kompletni, tak si vybere libovolnou podmnoZinu modeli T , tedy neekvivalentnich
jednoduchych extenzi T je 2™

Mnozina prvovyroki P={p,q,r} a teorii T={q, p v r}. Otazky:

a) pocet neekvivalentnich jednoduchych extenzi teorie T

b) pocet neekvivalentnich nezavislych vyroku teorie T

M(T)={<1,1,0>,<0,1,1>,<1,1,1>} , IM(T)I=3

a) pocet podmnoZzin M(T), protoZe extenze ma model vZdy podmoZinu M(T) (2.1.12. 1)), takze oM

b) viechny neekvivaletni (po&et ohodnoceni 2 je 2', pocet pomnozin *2 je 22" — pravdivé a 17ivé neekvivaletni, takze
272 —2# 282 IM(T)I) = 2AIM(T)! - 2) * 272" - IM(T))

T -sémanticky neekvivalentni nezavislé vyroky teorie T
Kolik je T -sémanticky neekvivalentnich nezavislych vyrokii teorie T ?

Vyroky a a b jsou T-sémanticky ekvivalentni, neboli a ~r b , jestlize

M(T,a) = M(T,b), neboli M(T U a) = M(T U b). Neboli M(T) N M(a) = M(T) N M(b).

UkdaZeme, Ze dva libovolné vyroky a, b pravdivé v T jsou T-sémanticky ekvivalentni.

T I=a, M(T) € M(a) = M(T, a) = M(T) N M(a) = M(T).

T I=b, M(T) < M(b) = M(T, b) = M(T) N M(b) = M(T).

Tedy T -sémanticky neekvivalentni vyrok pravdivy v T je jediny. Stejné tak 1Zivy.

Vsech T -sémanticky neekvivalentnich vyroki je tolik, kolik je podmnoZin M(T ) (nebot’ se musi liSit pravé v modelech
teorie T ), tedy pMDI

Proto vSech T -sémanticky neekvivalentnich nezavislych vyrok je

MM _ A

Neekvivalentni vyroky T-sémanticky ekvivalentni fixnimu vyroku a

Bud’ a c V Fp. Kolik je neekvivalentnich vyrokiu b takovych, Ze a ~r b (jsou T -sémanticky ekvivalentni a)?
Musi tedy platit, ze M(T) N M(a) = M(T) N M(b). VSechny takové vyroky se tedy musi shodovat v téch modelech, co
ma a spolecné s teorii T , ale liSit se v téch ostatnich. Ty, co md a spole¢né s T , jsou jiz dané. Zajima nds tedy jen to, v
kolika modelech se mohou liSit — v tolika, co je podmnoZin 2' -IM(T )I. Proto viech neekvivalentnich vyroku T -
sémanticky ekvivalentnich ' je 2/2'-IM(T)I

Neekvivalentni vyroky b, Ze bl=a nebo al=b

Necht’ a je vyrok. Kolik je neekvivalentnich vyrokia b takovych, Ze bl=a nebo al=b?

Neekvivalentnich b takovych, zZe bl=a < M(b) < M(a) je tolik, co podmnozZin M(a), tedy M,

Neekvivalentnich b takovych, ze al=b < M(a) < M(b) je tolik, co ,,nadmnoZzin* M(a), tedy 2’\(21—IM(T)I).
Neekvivalentni takovy, Ze bl=a a al=b , tedy M(b) = M(a), je jediny (nebot’ modely a jsou dané a on ma mit pfesné ty
stejné).

Proto neekvivalentnich vyrokii takovych, Ze bl=a nebo al=b je 2™™' + 2A2'-IM(T)I) - 1 (jednoduchy princip inkluze
a exkluze).

Neekvivelntni vyroky pravdivé v teorii { av b }.

Necht’ {a, b} nema model. Kolik je neekvivalentnich pravdivych vyroku c teorie {a v b}?

Ma platit {a v b} I=c, tedy M(a v b) = (M(a)UM(b)) < M(). Zajim4 nas tedy, kolik je ,,nadmnoZin* M(a)UM(b). Tolik,
co podmnozin "2—(M(a)UM(b)), tedy 272" IM(2)UM(b)l).

Uvédomme si, Ze | M(a)uM(b)l = IM(a)l + IM(b)l — IM(a) N M(b)l = IM(a)l + IM(b)I ,

nebot’ M(a) N M(b) = &, jelikoZ {a, b} nema dle zadani Zddny model.

Tedy neekvivalentnich vyrokti pravdivych v teorii { av b } je 2’\(21—|M(a)uM(b)|).




Predikatova logika. Predpokladame jazyk s rovnosti.

Urcete, zda-li jsou uvedene teorie ekvivalentni nejake otevrene teorii:

a) DiLO

b) teorie grup <+,-,0>

¢) teorie naslednika SC

d) T={(3x,y)R(x,y)}, kde R je binarni relacni symbol.

Def.: Teorie je oteviend, je-li jeji kazdy mimologicky(mimo PL1-3) axiom oteviend formule.
Teorie jsou ekv. pokud M(T)=M(S)

véta 3.1.52. 3) Je-li B model oteviené teorie T, pak kazda podstruktura AcCB je také model T.

a) DiLO, nema ekvivalentni otevrenou teorii, protoze pro model < Z,< > podstruktura < N,< > neni modelem DiL.O (1
nema predchudce).

b) Teorie grup je sama otevrena. (nema zZadné kvantifikétory)

¢) teorie naslednika SC, nema ekvivalentni otevrenou teorii, protoze pro model < N,S > podstruktura < N-{2},S > neni
modelem SC (1 nema néslednika).

d) Posledni teorie nema ekv. otevrenou teorii, opet se vyuzije vyse zminena veta, staci vzit libovolny model teorie a pro
tento model muzeme vzit podstrukturu, ktera po zuzeni bude mit R = & , potom nebude modelem T.

T je jednoducha bezesporna extense Peanovy aritmetiky. Zduvodnete, jestli plati nasledujici tvrzeni:
a) T ma silne nerozhodnutelny model.

¢) A je modelem T. Potom Th( ) ma silne nerozhodnutelny model.

a) "Teorie"(1.7.2), ze libovolny model A teorie T (kde T je bezespornd extenze Q) je silne nerozhodnutelna struktura a
ze to plyne z vety o nerozhodnutelnosti. Takto:
Pokud T je bezespornd extenze Robinsonovy aritmetiky Q (coZ jednoduchd bezespornd extenze Peanovy aritmetiky je),

tak plati dle véty 4.3.4 (O nerozhodnutelnosti), Ze je T nerozhodnutelna. Také plati, Zze Al=Q. A ted jesté potiecbujeme
ukazat, ze kazda teorie T', kterd ma A za model, je nerozhodnutelnd. Necht tedy AI=T*. Pak T‘UQ je jednoduché
rozSiteni T' o kone¢n¢ axiomu. Tedy dle véty 4.3.6 je i T' nerozhodnutelnd. Proto A je siln¢ nerozhodnutelna.

¢) Jiz vime, ze A je siln¢ nerozhodnutelna struktura. Ddle plati, Ze AI=Th(A). Proto jednak Th(A) je nerozhodnutelna
a zfejm¢ ma i silné nerozhodnutelny model - a to A.

Rozsirte Peanovu aritmetiku o axiom sudosti
celej axiom by mel podle me vypadat teda: Sude(x) <-> (3 y)( x=S(S(0))*y )

diikaz Ze DeLO ma eliminaci kvantifikatorii:
Kazdé neprazdné konecné parcidlni vnoreni mezi modely DeLLO lze jasne bezprostredne prodlouzit, DeLLO je tedy
koexistencni a tedy ma eliminaci kvantifikatoru.

Jsou nasledujici teorie rozhodnutelne, zduvodnete:

a) PE (¢ista rovnost) rozsirene o schema ''existuje nekonecne prvku"

b) Th(N)

c) DeLO*

a) je- je kompletni a je 2.; axiomizovana (nema zadne axiomy) (T 4.2.13 (2))

b) N'=<N, S.+, -, 0, <> neni rozhodnutelna (N silné nerozhodnutelni a plati, Ze N'|= Th(N), proto jednak Th(N) je
nerozhodnutena a ziejmé mad i silné nerozhodnutelny model - a to N)

¢) je — ma pravé 4 neekvivalentni kompletni extenze DeLLO -, +,+-, prazdné (ma 2.; kompletaci ) a muzeme ji vzit jako
A1 (rekurzivni)

Urcete

a) k-kategoricnost a @-kategori¢nost

b) rozhodnutelnost a kompletnost

¢) prvomodel a algebraicky prvomodel (pokud existuji)



U téchto teorii:
1) teorie naslednika SC

2) Vektorové prostory nad R
3) DeLO

1) a) k-kategorickd(SC ma jen nekonecné modely a je kategorickd v V nespocetné kardinalité) , neni w-kategoricka
(napf tyto 2 modely v kardinalite ® : <N,S> a <Z,S> nejsou izomorfni) b) kompletni (plyne z toho Ze je kategoricka v
V nespocetné kardinalité), rozhodnutelnd (kompletnost + rekurzivni) ¢) prvomodel, algebraicky prvomodel: <N,S>

2) a) neni m-kategorickd, je k-kategorickd pro kazdy nekonecny kardinal k>Rl (dva modely T s mohutnosti ¥ maji
kazdy bazi o mohutnosti K a tak jsou izomorfni) b) kompletni (z kategoricnosti), neni rozhodnotelnd c¢) <R,+,—,0, > (je
modelové kompl. => je to 1 prvomodel)

3) a) je k-kategorickd, je w-kategorickd b) kompletni(z w-kategoricnosti), rozhodnutelnd (kompletnost + rekurzivné
axiomatizovand) c) prvomodel, algebraicky prvomodel: < Q,< >

Jen mé¢ zarazil, kdyZ jsem tvrdil, Ze z k-kategori¢nosti plyne kompletnost (coz plati) i rozhodnutelnost (to uz ne...)
Pak chtél ode mé priklad néjaky teorie, kterd je pravé kompletni a neni rozhodnutelnd, coz jsem nastésti vymyslel
(vzpomnél jsem si na N, kter4 je silné nerozhodnutelnd ©)

Mejme jazyk <c0, c1, c2, ¢3> a teorii T={c;i#c;} pro i,j=0,1,2,3 kde i#j.

a) Jake ma teorie T izomorfni spektrum?

b) Vyjmenujte vsechny jednoduche kompletni extenze teorie T.

¢) Je T rozhodnutelna?

a) I(k, T )=1 pro k>4 (pro kazdou kardinalitu>4 mas spektrum 1, pro ¥ mensi to model nem4d) (viz. priklad 3.1.21.)
b) jednoducha (P(T)=P(S)), kompletni (<méa 1 model), extenze (M(S)cM(T)) S:

e rozsireni o system axiomu: "existuje nekonecné prvka" (pro kazdné n ptidam: ElX],...,Xn(/\()<i<jgn Xi£Xj))

Poznamka: 3X1,...,Xn(/\0<i<jgn X;i#X;)) tohle tvrdi, Ze existuje takovy ohodnoceni proménnych x; azZ x,, Ze nejsou zadny
dvé ohodnoceny stejné. Tedy Ze mas alespon tolik moznosti, jak ktery prvek ohodnotit, kolik sis vymyslel proménnych,
tzn. mas *alespoit* (=)n prvki.

No a axiom je kone¢ny, ¢ili tohle miiZeS napsat pro libovolné velké n, ale nemtiZzes do toho dotlouct "existuje téch
proménnych nekone¢né mnoho". Na to v predikatovy logice nemas vyrazovy prostfedky, takze si pomiiZes$ tim, Ze do té
extenze pridas ne jeden axiom, ale nekone¢né¢ mnoho axiomd..

Pro kazdé n to bude "ex. alespon n prvki" a tim mas zaruceno, Ze jedinej model je nekonecnej - protoze pro kazdej
konecnej model o kardinalit€ m najdes$ ny > m, Ze mas v teorii axiom, ktery poZaduje alespon tolik prvk.

"Existuje prave" je prodlouZeni tohohle vyroku o to, Ze "pro libovolné ohodnoceni proménné y vim, Ze bude stejné jako
jeden z xii", tedy Ze nemam uz zZadny jiny prvek, kterym bych mohl to posledni y odlisit.

e kazdé rozsireni o axiom: ,,existuje *pravé* n prvki® ( EIXl,...,Xn(/\()<i<jgn Xi#X; & Vy (M o<isn Xi2Y)) ) pro n>=4
¢) podle b) existuje kompletace T a z jejiho tvaru je vidét Ze ji 1ze vzit jako A; =T je rozhodnutelna

Prazdna teorie v jazyce <c> kde c je konstantni symbol

a) je kompletni

b) je w-kategoricka

¢) je rozhodnutelna?

a) neni, dokazeme existenci 1prvkoveho <{0},c> i 2prvkoveho modelu <{0,1},c> a formuli Vx( x=c) ktera je nezavisla
(v jednom modelu plati v druhym ne)

b) je, model <N,c> je isomorfni se vsemi modely velikosti ® (c je funkcni symbol)

¢) je - 2.1 axiomizovana (nema zadne axiomy) a protoze ma nejakou kompletaci:

e rozsireni o system axiomu: "existuje nekonecné prvka" (pro kazdné n ptidam: ElX],...,Xn(/\()<i<jgn Xi£Xj))

e kazdé rozsireni o axiom: ,,existuje praveé n prvka‘ ( EIXl,...,Xn(/\()<i<jgn Xi#X; & Vy (M o<iza Xi2Y)) ) pro n>=1



Predikatova logika. Uloha je v logice s rovnosti, neni-li uvedeno jinak.

Bud A = <A> model teorie ciste rovnosti PE.

1) bud A nekonecne. Uvedte vsechny podmnoziny A%, definovatelne bez parametru ve strukture A

2) bud A konecne. Uvedte vsechny podmnoziny A, definovatelne bez parametru ve strukture A a vsechny
podmnoziny definovatelne z parametru ve strukture A

1) Kazda podmnoZina A? definovatelnd v A je definovana néjakou formuli @(x,y), pficemz kazda takova by méla byt v
PE ekvivalentni jedné z formuli T, x=y, x#y a _L, coZ ddva po fadé mnoZiny A’ , {<a,a>, acA}, {<a,b>, a,beA, azb},
%)

2) Pro definovatelné bez parametrii vychazi s obdobnym argumentem jako u 1) mnoZziny A, &. S parametry je
definovatelnd libovolnd podmnoZina A — miZeme si kyZené prvky prosté vyjmenovat, jelikoZ je jich vzdy konecné
mnoho.

Dostal sem uspoiadani racionalnich ¢isel, < Q, < >; otazky byly:
1) Jaké vSechny jednoprvkové podmnoziny Q lze definovat v < Q, < > bez parametri?
2) Jaké vSechny podmnozZiny Q? 1ze definovat v < Q, < > bez parametri?

Pfi¢emZ mnoZina je definovana bez parametri v A s jazykem L, kdyZ je to mnoZina {< aj,..,a,> : Al=@[ay,..,a,]}
pro néjakou @e Fm;..

Po definici definované mnoziny uz nebyly moje znalosti tak iZasné. Vypsal sem mu néjaké mnoziny, co se daly
definovat z n¢jakych formuli jako a<b, a<b, a#b, atd., ale nem¢l sem diikaz -- ani m¢ Zadny nenapadal --, Ze to jsou
mnoZziny vSechny. Pfi pokecu s MI¢kem sem se dozvedé€l, Ze na to du ,,piekvapive spravné, nebot’ < Q, < > je model
DeLO, kterd m4 eliminaci kvantifikatort -- tedy by zfejmé¢ stacilo vzit v§echny booleovské kombinace atomickych
formuli a z nich definovat mnoZiny, pak by to mély byt mnoZiny vSechny. (Pokud sem MIl¢ka pochopil spravné.)

mas P prvovyroky, k tomu n >0 prirozene , pak teda vezmes {T;, i<n} teorie a
hledas axiomaticky systém (¢_1,..,¢n)
T kde sjednoceni modelu T; pro i<n je roven modelum T

jde o to ze tam resis axiomaticky system (jako v podstate ty axiomy co definuji celou mnozinu vsech pripustnych
formuli, tj to pomoci ceho dokazujes zda v te teorii neco plati)

a ukazes ze to je tak, ze vezmes n tice kde je @_i

kde to je vlastne vsechny ntice ktery vyreberes z vyroku kazdy ty teorie - takze mas vsechny mozny ntice co si schopen
dat dokupy.

vpodstate jen zajistis aby platila vzdy alespon jedna formule ze vsech tech teorii v te ntici

pak ukazes - ze kdyz by tam neco nebylo tak by to nebylo ani v tom sjednoceni modelu

a naopak kdyz tam je neco navic tak by to byl nejaky spor co si tak pamatuji

dukay sporem



"Tezky“

Dostal jsem zkoumat teorii T=Th({ (0,1) c R, <R Y)

Po chvili premysleni jsem dospel k zaveru, ze tahle teorie bude ekvivalentni s DeLLO. (A taky pry opravdu je, ale to se
mi nepovedlo dokazat - nicmene to nevadilo).

Tedy zbytek "vyzkumu" uz bylo obycejne DeLLO (bez koncu, protoze (0,1) je otevreny interval).

Myslim, ze kdybych mel zkoumani teorie v poradku, tak by se me snad uz ani na nic dalsiho neptal a odesel bych s
jednickou.

Bohuzel jsem mu "dokazal", ze T nema elim.kv., i kdyz spravne je, ze ji ma. To Mlcka moc nepotesilo, a tak mi dal
dokazat, ze z elim.kv. plyne modelova kompletnost. Jak tady uz zaznelo, clovek si muze jit sednout a promyslet to, ale
po nekolika minutach se asi nudil, a tak mi rekl, at uz mu to jdu predvest. Dukaz jsem mel skoro cely, chybel jeden
krok - navrhnul mi dvojku.

Rikal jsem si, proc to nezkusit rovnou na 1 (krom toho, ze jsem byl mega stastnej, ze to vubec mam ©).

Tak se me zeptal na jeden silne nerozhodnutelny a jeden rozhodnutelny model teorie teles. Ten silne nerozhodnutelny
je zcela urcite standardni Q , a rozhodnutelny je nejaky model teorie uzavrenych teles (to uz jsem ale nevymyslel, takze
jsem odesel s dvojkou).

Vypada to, Ze tézka otazka je obvykla analyza néjaké teorie. Na (mozna recnickou) otiazku pana doc. Mlcka,
jakou teorii bych mél dostat, jsem odpovédél, Ze néjakou péknou jednoduchou - a dostal jsem skutecné tu

Vv,

nejjednodussi, tedy PE (teorie prazdného jazyka s rovnosti bez axiomii).

Pana Micka zajimala

- kompletnost - PE neni kompletni, kompletace jsou pravé extenze o axiomy "existuje prave n prvki" a "existuje
nekonecné¢ prvkl"

- rozhodnutelnost - je rozhodnutelnd, protoze podle pfedchoziho ma >.; kompletaci. Jesté je potieba, Ze je 2.;-
axiomatizovand, coZ je nicméng¢ trividlni, kdyZ nema Zadné axiomy.

- modelova kompletnost - neni modelové kompletni (to mi trochu napovéde¢l), snadno se najde protipiiklad - pro
struktury A={0}, B={0,1} plati, Ze ob¢ jsou modelem PE, A je podstruktura B, ale formule (3x,y)x#y v B plati, ale v A
ne, tedy A neni elementarni podstruktura B

- eliminace kvantifikatori - nema (plyne z predchoziho)

- izomorfni spektrum - I(k, PE) = 1 pro kazdé k

Potom se jesté ptal jakymi axiomy vyjadiim "existuje nekone&né prvka" (pro kazdné n priddm: 3xi,...,Xn(\o<icj<n
Xi#X;)), jaka je definice 1-koexistence, co se zméni, kdyZ se do PE piida jeden konstantni symbol (nic, je to
konzervativni extenze).

jestli je f-homogenita silnéjsi nez 1-koexistence

Timto myslel podle mné vétu 5.2.5.2) (Eliminac¢ni kriterium), resp. Posledni pozndmku z 5.2.4. KdyzZ pro kazdé Al=T,
BI=T lze kazdé neprazdné konecné parcidlni vnofeni f modelu A do B bezprostiedné prodlouzit, je T 1-koexisten¢ni.
Tedy f-homogenita implikuje 1-koexistenci. (Ktera je jiZ ekvivalentni s eliminaci kvantifikatorti, ze které zase plyne
modelova kompletnost, jak jiz zde bylo feceno.)

A pozor na to, pojem f-homogenita neni v textu k prednasce definovan. Je aZ na konci textu o analyzach teorii na str.
25 (a to az v tom nejnov¢jSim, kterého jsem si tieba ja ke zkouSce nevSimla, Ze byl updatovan).

tezka otazka byla docela jednoducha:

1) mejme konecnou mnozinu K modelu (ve vyrokove logice), najdete jeji axiomatiku.

reseni: konecnost mnoziny implikuje uzavrenost, axiomatizovatelna tedy je; staci vzit pro kazdou koncenou
podmnozinu prvovyroku disjunkci konjunkci predepisujici hodnoty odpovidajici jednotlivym modelum (tedy pro k-tici
prvovyroku neco jako"funkce se na k-tici chova jako prvni model z K" nebo "... druhy ... ".

2) Je K konecne axiomatizovatelna pro nekonecne P?

No neni, nebot kazdy vyrok axiomatiky fixuje pouze hodnoty konecneho poctu provyroku.

3) Je doplnek K axiomatizovatelny?

No neni, jinak by K musela byt konecne axiomatizovatelna.



