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Ortogonalni projekce Py na podprostor W unitarniho prostoru
V je definovana pomoci ortonormélni béze (wy, ..., wg) ve W.
Jak takovou bazi najit?

Uvazujme nejprve dim W = 2 a bazi (u1, uz) prostoru W, ktera
neni ortogonalni. PoloZzme vy := uy a vy := ug + Auy. Pak

(v1,v2) = (u1,u2 + A1) = (u1,ug) + Au, u1)

Volba A = —$42) znamena ortogonalitu baze (v1,v2) ve W.
(u1,u1)
Navic pak
V2 = U9 — Mul = U2 — Pu ('UQ) = (Id —PU )(UQ)
(u1,u1) ' '
ON béazi pak ziskdme normalizaci wy 1= UIH’ wy 1= 2

[[o1 f[o2]]*

Postup zobecnime pro libovolné k € N.



VETA (GRAMOVA-SCHMIDTOVA ORTOGONALIZACE)

Necht (V) (,)) je unitdrni prostor a B = (uy,...,uy,) jeho bdze.
Pak existuje ortonormdlni bize C = (w1, ..., wy) prostoru V.
takovd, Ze Vk € {1,...,n}: (ug,...,ux) = (wy,..., wg).

Dtkaz véty i postup vypocétu jsou zde totéz. Je-li pro néjaké k

zkonstruovana OG baze (v, ..., vx) prostoru
Wi == (u1,...,u), polozme
Vi, Uk+1
V41 2= U1 — Py (Upg1) = Upy1 — Z W%‘
i=1 !
Pak (v1,...,vg, vkt1) je OG baze Wi &. Normalizace

Vi w; = ”Z—ZH z ni udéla ON bézi.
K



V R? se std. skalarnim sou¢inem ortogonalizujme posloupnost
(ug :=(1,2,2,—1),uq := (1,1, -5,3),us := (3,2,8,-7))

Tedy v1 :=u1 a

V2 ‘= U —

Vidime, 7e skuteéné ve | vq. Spocteme ||v2|? = 26, (ug,v1) = 30
a (us,ve) = —26, takze

30 —26
v3 :=(3,2,8,-7) — ﬁ(1’2’2’ -1) — %(2,3, —-3,2)

— (25 _1) _17 _2)7

coz je opét vektor kolmy na vs i v1. ON béaze pak je

1 1 1
C=(—(1,22-1),—(2,3,-3,2), —(2,-1,—1, -2
<\/10( ) 26( ) \/10( )>



Je-li C = (wy,...,w,) ON béaze V, pak Vu € V

n

u= Py(u) = Z(wi,uﬂui,
i=1
cli [u]® = ((wy,u), ..., (wn,u))T. Takto vyjadiené soutadnice
vektoru vaci ON bazi se nazyvaji jeho Fourieroviims koeficienty.
Plati pro né& Parsevalova rovnost &

n
> [wisw)? = Jlull?,
i=1

tj. vyjadieni normy na V pomoci standardni normy na C".
Podobné pro skalarni sou¢in na V' a standardni skalarn{ sou¢in
mezi aritmetickymi vektory Fourierovych koeficientti plati &

n

Z <wi7 u> <wi7 U> = <u7 U)

i=1



Chceme-li vektor u := usg = (3,2,8, —7) vyjadiit vici C,
politdme misto nehomogenni soustavy rovnic jen t¥i Fourierovy
koeficienty:

1

1

(w1,0) = 7= ((1,2,2,21), (3,28, 7)) = =530 = 3v/10,
1 1

(w2,0) = —5=((2,3,-3,2),(3,2,8,-7) = —(~26) = —/26,
1 1

(g, 0) = = (2, =1, -1,-2),(3,2,8, -T)) = =10 = V10

Otestujme, ze plati i Parsevalova rovnost:

[ul? = 9 + 4 + 64 + 49 = 126

[(w;, w)|* = 90 + 26 + 10 = 126
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S GS-ortogonalizaci tizce souvisi maticovy rozklad, ktery patii k

vvvvvv

nejdilezitéjsim nastrojim numerické linedrni algebry:

VETA (QR ROZKLAD MATICE)

Necht A € C™*" je matice s linedrné nezdvislymi sloupci. Pak
existuje pravé jedna dvojice matic Q € C™*" R € C™*", kterd
splnuje podminky
1. A=QR
2. Sloupce @QQ tvori ortonormdlni mnoZinu vzhledem ke
standardnimu skaldrnimu soucinu na C™

3. R je horni trojihelnikovd s kladnymi ¢isly na diagondle.



DUKAZ.

Oznatme A = (a;|...|a,) a (q1,...,q,) ON posloupnost
vzniklou GS ortogonalizaci z (ay, ..., a,). Polozme

Q := (q1]...|qn). Vyjad¥eni a; pomoci Fourierovych koeficient
ap = >, 1(qi,ax)q; zapiSme maticové jako

(q1,a1) (qi,a2) ... (qi,ap)
(il [an) = (ai] . an) a2 N (0]
0 0 (dn,an)

Oznalme q), = aj, — Zi-:ll (qi, ag)q; vektor OG béaze, ktera
vznikd v GS-algoritmu pfed normalizaci. Pak

k-1
(ar, ax) = <(1k,01§g + Z<Qiaak>qiv> = (a qx) = [lax] >0
=1

Tim je dokazana existence @ a R. Jednoznacnost é. O



Ctvercova matice s vlastnosti UTU = UUt = E se nazyva
unitdrnd. P¥ikladem je matice Q v QR rozkladu ¢tvercové
matice A.

VETA

Necht V' je unitdrni prostor, B = (vi,...,vy), C = (wi,...,wy)
jeho dvé ortonormdlni bize, pak matice prechodu U := [Id]5 je
unatdrni.

DUKAZ.

7 definice matice pfechodu wy = 2?21 uv; a Parsevalova,
rovnost pro skalarni soucin pak dava

5kg wk:a w] Z Ui Ui = Z Up; Wig,

tedy UTU = E. Protoze U je ¢tvercova, tak i UUT = E. O
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Radky U tvoif ON bazi C", sloupce take.
Ut=[MdG=U"

Pokud U je realna, pak UTU = UUT = E. Takova matice
se nazyva ortogondlni.

V transformacni formuli pro matici endomorfismu

A= [f18, A’ = [f]S lze psit
A= 4G [fZ0d)E = UT AU

nebo v realném piipadé A’ = UT AU. Pokud tedy
pracujeme pouze v ON bézich, transformaéni formule pro
endomorfismy a pro bilinearni resp. seskvilinearni formy
splyvaji. Toho vyuZijeme v p¥isti pfednésce o ortogonélni
diagonalizaci.



