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Ortogonální projekce PW na podprostor W unitárního prostoru
V je de�nována pomocí ortonormální báze (w1, . . . , wk) ve W .
Jak takovou bázi najít?

Uvaºujme nejprve dimW = 2 a bázi (u1, u2) prostoru W , která
není ortogonální. Poloºme v1 := u1 a v2 := u2 + λu1. Pak

〈v1, v2〉 = 〈u1, u2 + λu1〉 = 〈u1, u2〉+ λ〈u1, u1〉

Volba λ = − 〈u1,u2〉
〈u1,u1〉 znamená ortogonalitu báze (v1, v2) ve W .

Navíc pak

v2 = u2 −
〈u1, u2〉
〈u1, u1〉

u1 = u2 − Pu1(u2) = (Id−Pv1)(u2)

ON bázi pak získáme normalizací w1 :=
v1
‖v1‖ , w2 :=

v2
‖v2‖ .

Postup zobecníme pro libovolné k ∈ N.



V¥ta (Gramova-Schmidtova ortogonalizace)

Nech´ (V, 〈, 〉) je unitární prostor a B = (u1, . . . , un) jeho báze.

Pak existuje ortonormální báze C = (w1, . . . , wn) prostoru V
taková, ºe ∀k ∈ {1, . . . , n}: 〈u1, . . . , uk〉 = 〈w1, . . . , wk〉.

D·kaz v¥ty i postup výpo£tu jsou zde totéº. Je-li pro n¥jaké k
zkonstruována OG báze (v1, . . . , vk) prostoru
Wk := 〈u1, . . . , uk〉, poloºme

vk+1 := uk+1 − PWk
(uk+1) = uk+1 −

k∑
i=1

〈vi, uk+1〉
‖vi‖2

vi

Pak (v1, . . . , vk, vk+1) je OG báze Wk+1 ♣. Normalizace
∀i : wi :=

vi
‖vi‖ z ní ud¥lá ON bázi.



V R4 se std. skalárním sou£inem ortogonalizujme posloupnost

(u1 := (1, 2, 2,−1), u2 := (1, 1,−5, 3), u3 := (3, 2, 8,−7))

Tedy v1 := u1 a

v2 := u2 −
〈u2, v1〉
‖v1‖2

v1 = (1, 1,−5, 3)− −10
10

(1, 2, 2,−1)

= (2, 3,−3, 2)

Vidíme, ºe skute£n¥ v2 ⊥ v1. Spo£teme ‖v2‖2 = 26, 〈u3, v1〉 = 30
a 〈u3, v2〉 = −26, takºe

v3 := (3, 2, 8,−7)− 30

10
(1, 2, 2,−1)− −26

26
(2, 3,−3, 2)

= (2,−1,−1,−2),

coº je op¥t vektor kolmý na v2 i v1. ON báze pak je

C =

(
1√
10

(1, 2, 2,−1), 1√
26

(2, 3,−3, 2), 1√
10

(2,−1,−1,−2)
)



Je-li C = (w1, . . . , wn) ON báze V , pak ∀u ∈ V

u = PV (u) =

n∑
i=1

〈wi, u〉wi,

£ili [u]C = (〈w1, u〉, . . . , 〈wn, u〉)T . Takto vyjád°ené sou°adnice
vektoru v·£i ON bázi se nazývají jeho Fourierovými koe�cienty.
Platí pro n¥ Parsevalova rovnost ♣

n∑
i=1

|〈wi, u〉|2 = ‖u‖2,

tj. vyjád°ení normy na V pomocí standardní normy na Cn.
Podobn¥ pro skalární sou£in na V a standardní skalární sou£in
mezi aritmetickými vektory Fourierových koe�cient· platí ♣

n∑
i=1

〈wi, u〉〈wi, v〉 = 〈u, v〉



Chceme-li vektor u := u3 = (3, 2, 8,−7) vyjád°it v·£i C,
po£ítáme místo nehomogenní soustavy rovnic jen t°i Fourierovy
koe�cienty:

〈w1, u〉 =
1√
10
〈(1, 2, 2,−1), (3, 2, 8,−7)〉 = 1√

10
30 = 3

√
10,

〈w2, u〉 =
1√
26
〈(2, 3,−3, 2), (3, 2, 8,−7)〉 = 1√

26
(−26) = −

√
26,

〈w3, u〉 =
1√
10
〈(2,−1,−1,−2), (3, 2, 8,−7)〉 = 1√

10
10 =

√
10

Otestujme, ºe platí i Parsevalova rovnost:

‖u‖2 = 9 + 4 + 64 + 49 = 126

3∑
i=1

|〈wi, u〉|2 = 90 + 26 + 10 = 126



S GS-ortogonalizací úzce souvisí maticový rozklad, který pat°í k
nejd·leºit¥j²ím nástroj·m numerické lineární algebry:

V¥ta (QR rozklad matice)

Nech´ A ∈ Cm×n je matice s lineárn¥ nezávislými sloupci. Pak

existuje práv¥ jedna dvojice matic Q ∈ Cm×n, R ∈ Cn×n, která
spl¬uje podmínky

1. A = QR

2. Sloupce Q tvo°í ortonormální mnoºinu vzhledem ke

standardnímu skalárnímu sou£inu na Cm

3. R je horní trojúhelníková s kladnými £ísly na diagonále.



D·kaz.
Ozna£me A = (a1| . . . |an) a (q1, . . . ,qn) ON posloupnost
vzniklou GS ortogonalizací z (a1, . . . ,an). Poloºme
Q := (q1| . . . |qn). Vyjád°ení ak pomocí Fourierových koe�cient·
ak =

∑k
i=1〈qi,ak〉qi zapi²me maticov¥ jako

(a1| . . . |an) = (q1| . . . |qn)


〈q1,a1〉 〈q1,a2〉 . . . 〈q1,an〉

0 〈q2,a2〉 . . . 〈q2,an〉
...

. . .
...

0 . . . 0 〈qn,an〉


Ozna£me q′k := ak −

∑k−1
i=1 〈qi,ak〉qi vektor OG báze, která

vzniká v GS-algoritmu p°ed normalizací. Pak

〈qk,ak〉 =

〈
qk,q

′
k +

k−1∑
i=1

〈qi,ak〉qi,

〉
= 〈qk,q

′
k〉 = ‖q′k‖ > 0

Tím je dokázána existence Q a R. Jednozna£nost ♣.



�tvercová matice s vlastností U+U = UU+ = E se nazývá
unitární. P°íkladem je matice Q v QR rozkladu £tvercové
matice A.

V¥ta
Nech´ V je unitární prostor, B = (v1, . . . , vn), C = (w1, . . . , wn)
jeho dv¥ ortonormální báze, pak matice p°echodu U := [Id]BC je

unitární.

D·kaz.
Z de�nice matice p°echodu wk =

∑n
l=1 ulkvl a Parsevalova

rovnost pro skalární sou£in pak dává

δkj = 〈wk, wj〉 =
n∑

i=1

uikuij =

n∑
i=1

u+kiuij ,

tedy U+U = E. Protoºe U je £tvercová, tak i UU+ = E.



I �ádky U tvo°í ON bázi Cn, sloupce také.
I U−1 ≡ [Id]CB = U+

I Pokud U je reálná, pak UTU = UUT = E. Taková matice
se nazývá ortogonální.

I V transforma£ní formuli pro matici endomor�smu
A := [f ]BB, A

′ = [f ]CC lze psát

A′ = [Id]CB[f ]
B
B[Id]

B
C = U+AU

nebo v reálném p°ípad¥ A′ = UTAU . Pokud tedy
pracujeme pouze v ON bázích, transforma£ní formule pro
endomor�smy a pro bilineární resp. seskvilineární formy
splývají. Toho vyuºijeme v p°í²tí p°edná²ce o ortogonální
diagonalizaci.


