NMFM301 — Statistika pro finacéni matematiky

1. Zépoctova pisomnd préaca | 03. 11. 2021 | Varianta A

(Celkové 20 bodii | Cas: 90 mimait)

1. (12 bodi) Uvazujte ndhodny vybér X, ..., X, s hustotou danou predpisem

(a)

T 1,2
folz) = ﬁexp 202 Igz>0y, pro 6 € (0,00).

Najdéte odhad 6,, parametru 6 metodou maximalni vérohodnosti. 2]

Vierohodnostné funkcia mé tvar

L(X,0) = ﬁ [)9(2’ exp {;(912 }] =07 <ﬁXZ> exp {2::;—912)(12}

i=1 i=1
a logaritmicka vierohodnostna funkcia je

Z?:l XZ2

I(X,0) = (—2n)log 6 + Zlog X; — 502

i=1
Maximalne vierohodny odhad ziskame rieSenim skoérovej rovnice

_ noX?
gl(Xﬁ): 2"+ 2im1 Xi -0

06 0 63

Jednoduchymi tpravami ziskame maximélne vierohodny odhad neznameho parametru

6 > 0 ve tvaru
g . Z;L:l X1,2
n — 2n b

a ked'ze je zadand hustota exponencidlneho typu (t.j., splnené si podmienky regularity),
tak sa jednd naozaj o globdlne maximum vierohodnostnej funkce. |

Spoctéte asymptotické rozdéleni odhadu (7,, a sestrojte priblizny interval spolehlivosti
pro o = 0.05 (vyuzijte fakt, ze EX? = 26?). 2]

Maximalne vierohodné odhady st za platnosti podmienky regularity asymptoticky
normalne a $pecidlne plati, ze

V6, —8) 25 N(0,171(9)),

n— oo

kde I(0) = I,(8)/n a I,(0) je Fisherova informace o parametru > 0 obsiahnutd v
nahodnom vybere o rozsahu n € N. Zaroven plati, ze

o D (~on YU X2
1,(0) = ~E [aezl(x, 9)} - [80 ( T )}
2n 3> n_ X7 2n  3n(20%) 4n
= Blp- i s m e

pricom sme v predposlednom kroku (namiesto pocitania strednej hodnoty EX? z de-
finicie pomocou integralu) vyuzili ponikany ”hint”, ze EX? = 262



Asymtotické rozdelenie maximélne vierohodného odhadu 0, je teda

(0, —6) 25 N(0,6%/4)

n—oo

a pre konkrétne o € (0, 1) dostaneme (priblizny) interval spolahlivosti v tvare
Ploe @, + ul_a/29/2\/ﬁ] ~1-a.

|
Najdéte odhad #,, parametru € pomoci momentové metody. 2]

Tu sa sice pontika moznost spoéitat strednii hodnotu (t.j. integrovat pomocou per-
partes), ale najjednoduchsie je opif vyuzit ponikany "hint”, Ze EX? = 202. Nezndmy
parameter teda dédvame do vzfahu s druhym momentom a ziskame

EX2
b=/~

Hustota je nenulova na kladnej poloose, pre nezndmy parameter plati, ze 8 > 0, teda
vSetko je spravne definované. Druhy moment konzistentne odhadneme vyberovym pri-
emerom

— 1 &
EXE:E;XE

a dosadime do predchddzajuceho vyrazu. Momentovy odhad nezndmeho parametru
0 > 0 je definovany predpisom

Odhad ziskany momentovou metédou je teda totozny s odhadom ziskanym metédou
maximalnej vierohodnosti. |

Pomoci centalni limitn{ véty a transformace g(#) = 1/6/2 néjdéte asymptotické rozdéleni

momentového odhadu 6,,. 2]

V prvom rade je dobré si uvedomit, Ze pontkand transformécia je presne tou trans-
forméaciou, ktord déva do sivislosti vyberovy priemer ndhodnych velicin X2, ..., X2
(teda empiricky odhad druhého momentu EX?) a nezndmy parameter 6 > 0. Pouzijeme
preto CLV pre nezdvislé a stejné rozdelené ndhodné veliciny X7,..., X2 a ndsledne
ponikant transforméciu. Z CLV dostaneme, ze

1 n
vn (n Soxz- Exf> L2, N(0,VarX?),

, n—oo
=1

pricom plati, ze EX? = 20% (hint”) a Var(X?) = EX} — (EX?)?. Staci teda spocitat
Stvrty moment

£

00 .5 22 subst. 0 L2
EX?:/ 92‘3""{292}“ 7=y :/ 27 P {3 v
0 0
2xdx = dy



V tomto momente je vyhodné si uvedomit, Ze posledny integrél je vlastne druhy moment
nejakej ndhodnej veli¢iny, ktord ma exponencidlne rozdelenie s parametrom \ = 1,262
(a strednou hodnotou 26 a rozptylom 46* a teda druhym momentom 46*+(26)?, ked'ze
véeobecne plati, 7e VarX = EX?—(EX)?). Preto staéf vyuzit znalost strednej hodnoty
a rozptylu v exponencidlnom rozdeleni a integrél nie je nutné manudlne poéitat. Preto
dostaneme, ze EX} = 460% + (20)% = 80* a VarX? = 80* — (20?)% = 46*.

Méme teda asymptotické rozdelenie (vdaka CLV) v tvare

1 « D
NG (n > X7 - EXE) — N(0,46%)

_ n— 00
=1

a transformaécia v zadani presne transformuje parameter strednej hodnoty na neznymy
parameter 6 > 0, resp. vyberovy priemer % Y X 2 na momentovy odhad nezndmeho

parametru, teda
1 n
Z 2
i=1

Pouzitim transformécie vSeobecne dostaneme

25 N(0,[¢(EX?)]? - Varx?))

n—oo

Vi [g(i > X2) - g(Ex?)

a Specificky, pre konkrétny tvar transformacnej funkcie

Vi |8, — 6] 2 N[ (BX)) - VarX?)).

Kedze [¢/(0)]? = [1/4 - 1/2/0]? = 1/80, tak [¢/(EX?)]? = 1/166% a celkovo teda

v [ﬁn - 9] 2y N(0,6%/4).

n— oo

Porovnejte asymptoticky rozptyl odhadov 6,, a 6,,. [

[\~

Rozptyl odhadu metédou maximaélnej vierohodnosti a rozptyl odhadu momentovou
metodou si rovnaké. |

Pouzijte transformaci ¥; = X? a pro a = 0.05 sestrojte piesny interval spolehlivosti
pro neznamy parametr 6 > 0. 2]
Cheme pouzit transforméciu ¢ : = — 22 =: y. Prislusnd inverzns transformécia je

t7hoy — VY =: T Ked'Ze hustota je nenulova pouze na kladnej ¢asti redlnej osi,
tak je transformdcia prostd. Hustota nadhodnej veliciny Y; = X? je teda definovana
predpisom

o) = 5t ) 167 001 = oo { -SG5 = s e {5}

pre y > 0 a hustota je definovand nulou inak. Jedna sa o hustotu exponencidlneho
rozdelenia s parametrom A = 1/202 (stredné hodnota je 262). Plati teda, ze ndhodné
veliciny Y7 /62,...,Y, /6% maji exponencidlne rozdelenie s parametrom A = 1/2 (t.j.,



strednd hodnota 2). Sicet n € N takychto nezdvislych ndhodnych veli¢in mé tzv. Er-
langovo rozdelenie s parametrami n a 1/2 (¢o je vlastne Gamma rozdelene s rovnakymi
parametrami) a zo vzfahu medzi Gamma rozdelenim a x? rozdelenim dostaneme, ze

1 n
i=1

Pouzitim kvantilov x? rozdelenia s 2n stupfiami volnosti (pre struénost ich oznac¢me
ako ga/2 & q1-a/2) dostaneme

1 n
P 1qa2 9*2 S Giap| =1-«

a ekvivalentnymi ipravami ziskame (presny) interval spolahlivosti pre nezndmy para-
meter 6 > 0. |

2. (8 bodi) Uvazujte ndhodny vybér X1, ..., X, z rozdéleni s hustotou

f(z;0) = 0x971]1{we(071)}7 r € R;

kde 6 > 0 je neznamy parametr. Uvazujte transformaci W; = —log Xj.

(a)

Urcete rozdéleni
Y =) W.
i=1
2]

Uvazovana transformécia je t : © — —logx =: w a prislusnd inverzna transformacia je
t=1: w — e % =: z. Ndhodn4 velicina W; m4 teda rozdelenie dané hustotou

S (w) = £ (w);0) - (71 (w)] = B(e™) " - | = 7] = fe",

pre w > 0 a hustota je definovand nulou inak. Jedné sa teda o exponencialne rozdelenie
s parametrom A = 6 > 0 (strednd hodnota je 1/6). Ndhodnd veli¢ina Y (¢o je vlastne
sucet nezdvislych ndhodnych veli¢in s exponencidlnym rozdelenim) m4 preto Erlangovo
rozdelenie s parametrami A = 6 an € N. Hustota ndhodnej veli¢iny Y je dand predpisom

ghyk—1e—0y
fr(y) = W,
pre y > 0 a nula inak. To je tiez gamma rozdelenie s parametrami 6 > 0 an € N (t.j.,
Y ~T(6,n)). |
Urcete rozdéleni
7 = min Wi;.
i=n-+1,..., 2n

2]

Uz vieme, ze ndhodné veliciny W; maji exponencidlne rozdelenie s parametrom 6 > 0
(strednd hodnota 1/6) a si vzéjomne nezédvislé. Prislusné distribu¢nd funkcia (ndhodnej



veliciny W;) je Fyy(w) =1 — e pre w > 0 a Fy(w) = 0 pre w < 0. Prv4 pofadové
statistika—t.j., minimum Z = min;—y, 1, .. 2, W;—ma4 distribuéni funkciu

Fr(z)=1—[1— Fy(2)]" =1— e %]" =1 — "%,

pre z > 0 a Fz(z) = 0 pre z < 0. Jednd sa vlastne o exponencidlne rozdelene s
parametrom A = nf (strednd hodnota je 1/n). |
Odvod'te rozdéleni
n/z
Y +nZ’

2]
Nahodné veliciny Y a Z s nezavislé, pretoze povodné veliciny Xi,..., Xo, tvorili
ndhodny vyber (t.j., nezdvislé a stejné rozdelené ndhodné veliciny) a ndhodné veli¢ina
Y je definovana pomocou prvej poloviny pozorovani, t.j., ndhodnych velicin X5, ..., X,

zatial ¢o nahodn4 veli¢ina Z je definovand pouze pomocou druhej poloviny pozorovani,
t.j., pozorovani X, 11, ..., Xon. Navyse, kedze Z ~ Exp(nf) (strednd hodnota je 1/nd),
tak potom nZ ~ Exzp(6) (t.j., strednd hodnota je ).

Zdruzené rozdelenie ndhodného vektoru (nZ,Y)T je preto definované ako sicin mar-

gindlnych rozdeleni Y a nZ, to znamena, ze
L Qkyk—1e—0y
(2T~ Sozy(p) = faz (G ) = 07 =5

pre z > 0 a y > 0 a hustota je definovand nulou inak.
Vyuzijeme transforméciu

nZz nZz U
t — P =:
n
Y Y+nZ 14
s prislusnou inverznou transforméciou
. U U Z
t — U(-v) =
1% — Y
Jakobidn inverzného zobrazenia je
1 0 U
|Jt_1| = _ - 72
a-vy _u V
1% V2

Zdruzend hustota ndhodného vektoru (U, V)7 je teda

Fwwy (s v) = fuz (87 (w,0)) fy (857 (w, 0)) - [ J=1]
Cou OF(u(1 = v) fv)FmDe0ul=v)/v)

= e (k—1)!

Pozadované rozdelenie ndhodnej velic¢iny % by sa ziskalo integrovanim zdruzenej
hustoty, teda

fV(U)Z/Rf(U,V)(u,v)du.

Pre ti¢ely spravneho riesenia bolo postacujiice vyjadrif vhodni transforméciu zdruzeného
vektoru a uviest, ze pozadované rozdelenie ziskame vhodnym preintegrovanim. |



(d) Pomoci CLV spoctéte priblizne pravdépodobnost

PIY < /7]

Nahodnd veli¢ina Y je definovana ako sicet n € N nezdvislych a rovnako rozdelenych
nahodnych veli¢in Wy, ..., W,, s exponencidlnym rozdelenim s parametrom A = 6 (t.j.,
so strednou hodnotou 1/ a rozptylom 1/6%).

S vyuzitim CLV preto postupnymi ekvivalentnymi upravami dostaneme

Pw<¢m:PEiym<fﬂ:PW@—ﬂ%<V%—Em}
=1
— P[VaT, - EW) < (1 Vo) = PVt =22 < 0 - ),

pricom nahodnd veli¢ina na lavej strene v poslednej pravdepodobnosti mé z CLV
asymptoticky normaélne rozdelenie s nulovou strednou hodnotou a jednotkovym rozpty-
lom. Ozna¢me distribuéni funkciu standardizovaného normélneho rozdelenia (klasické
znacenie) ako ®(x) = P[X < z], kde X ~ N(0,1).

Teda plati (asymptoticky, alebo priblizne), ze

PY < v/n] ~ ®(0 — v/n).
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