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Otaceni kolem pevného bodu

e téleso rotuje kolem bodu, ktery se nachazi na pevné pozici v i.s.s.
e snazime se nalézt i pro tento pripad pohybovou rovnici tvaru

v o

konstantni vlastnost objektu x charakteristika pohybu = vnéjsi silové pusobeni

e prvnim krokem nalezeni rovnice analogické k Bl = Jw

e dalSim krokem hledani analogie k :t(Jw) — MEl




Pohybova rovnice pro otaceni kolem bodu

Vip = 0, X3 — 03X,
° i = OXV — Vi = 03Xj; — 0 X5
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Tenzor momentu setrvacnosti
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Tenzory

pfechod mezi kartézskymi soustavami souradnic Xpy Xoy Xg —> X{, X5, Xg
matice rotace a;; = CoSq;;
transformace vektoru A =a,A, Bj=3a,B
transformace soucinu slozek vektoru AB; =3a,a,AB
oznaCme novy objekt Ti=AB;, T,=AB
objekt se transformuje pfi rotaci Ti =T,

takto se transformuje tenzor 2. radu — obecné obsahuje 9 slozek T,

vytvoreny objekt T,, = A B, je tenzor 2. fadu — ma ale specialni vlastnosti, protoze
k jeho ur€eni staCi pouze 6 nezavislych veli€in (slozky vektord A a B,)

indexy u veli€in T; se vztahuji k osam téZe soustavy souradnic

Rh\‘[enzor
. se vztahuji kK osam soufadnic pavodni a rotované soustavy

N

indexy u veliCin a,
neni tenzor




Tenzor n-tého radu

pro veliCiny T. |, které jsou slozkami tenzoru n-tého radu, plati
e jsou definovany v urcitém bodu trojrozmmérného prostoru

e jedna se o celkem 3" slozek

e maji nindexd i,...,I

e pfi ortogonalni transformaci souradnic plati

e pro inverzni transformaci plati

rad tenzoru

e nultého radu

e prvniho radu

e druhého radu
e tretiho rfadu

e (Ctvrtého fadu

1 sloZzka
3 slozky

9 slozek
27 slozek
81 slozek

tenzor symetricky v indexech i a k

tenzor antisymetricky v indexech i a k
symetrie a antisymetrie se pfi transformaci zachovava

!
Ti...l =q;, "‘aItT
T %K_J
n
!
TL;t =a,...a,1
" n
skalar
vektor

tenzor 2. radu
tenzor 3. radu
tenzor 4. radu
T...ikl... :T...kil...

T...ikl... = _T...kil...

>t > >



Operace tenzorového poctu

sluCovani A = 8,28, A, Bl =a,a,a,B

irjs ir=js

i Aijk - Buk - alrajsakt Arst - all’ajsakt Brst |r Jsakt (Arst - Brst)
e jen tenzory stejného radu, vznikne opet tenzor stejného radu
¢ Cijk = Ay £ By

”, e !
naSObenl Aj — a aJpAnp’ BkIm = akra'lsamt Brst

!/ !

¢ Aﬁj Bklm amajpakrals mtAnp

o vznikne tenzor, jehoZz Fad je souctem radu vychozich tenzoru
|Jklm Ai BkIm

uzeni Ti = Qi@ QT

im“jn mnrs

) poIoZime k=] a seCteme pres index |

T! = a. a.l =a a.l

ijjl — Jn jr mnrs mnns
H,_J

0,

nr

e Uzenim tenzoru n-tého radu vznikne tenzor radu n-2



Tenzor momentu setrvacnosti

—

. B d (| .- d
2. imp. véta LU a(|a))=|\/|E—> G l@)=M;

V pripadé rotace kolem bodu neni vektor momentu hybnosti rovhobézZny s vektorem
uhlové rychlosti, proto nelze najit skalarni koeficient umeérnosti mezi nimi.

Narazime na zasadni potiz:
V pripadé rotace kolem pevné osy byl moment setrvacnosti J vyjadren jen
pomoci vzdalenosti hmotnych bodl od osy rotace, které nezavisely na volbé

soustavy soufadnic, zatimco v pfipadé rotace kolem bodu jsou slozky
vyjadreny pomoci souradnic v inercialni s.s., vzhledem k niz se teleso otaci a

osa rotace méni, a tedy slozky i se prubézné meéni také.

Zaver:

Rovnice %(T@): M E neni prakticky vyuZitelnou analogii rovnice CC:t(Ja)) =MFEI,




Vyjadreni v soustave rotujici s telesem

e B=1I& plati v libovolné vztazné soustavé (jde stale o vektory uréené viéi nehybné s.s.!)

e provedeme transformaci do rotujici soustavy spjaté s télesem r:

w

S

B, — B,
X, = &,

@, > Q, \

ﬁ1 = Qlimi (5.22 + ié)_QZimiéléz _Qsimiélgn

B, = _Q1i MGGz +Q2imi(§ii +§i%)_93imi§i2 i3

ﬁs Z_Qlimigil iB_QZimigiz i3+93imi(§ii+ |22)

\ N
=Jy, = _Z M:$ui

Zméll i3
Jos=J3 :_Z m&;, i3
i=1

13 - ‘]31

/

ﬁk :‘JkIQI
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Vyjadreni v soustave rotujici s telesem

dostaneme analogicky k B, =1,,@, rovnici g, =J,Q, platnou v soustave spjate

s rotujicim telesem

e protoze soufadnice £, jsou v této soustavé stale, jsou i koeficienty J,, stalé

hodnoty

e J, predstavuji momenty setrvacnosti v situaci, kdy téleso rotuje kolem

soufadnicove osy &, (momenty setrvaénosti vi€i soufadnicovym osam)

J, se nazyvaji deviaéni momenty setrvacnosti

11




Prevedeni 2. IV do rotujici soustavy

dalSi krok — pfevedeni Casoveé derivace do rotujici soustavy

pfi odvozovani Coriolisovy sily jsme nalezli vztah mezi Casovou derivaci
vektoru v inercialni soustavé a jeho ¢asovou derivaci v rotujici soustavé
dA d'A

— = +aox A
dt dt

2. impulsova veta v soustavé rotujici s télesem
dB
dt

+@oxB=ME

12



Odvozeni Eulerovych pohybovych rovnic

B: B, — /.
e vyjadfeni vektorl v soustavé rotujici s télesem: @' @, —> €
ME: MS — u

e dosazeni do 2. impulsové véty pro rotujici soustavu

d
%4' Q,B,—Q.f, = lLllE
dB _ = - d
it +oxB=MF > C’ﬁ2+93,81—£21,83:,uf - o« B =3,Q,
dp
d—t3+Q1182 -Q,p = /USE
d
d
E(J11Q1 +J,Q, + ‘]13Q3)+ QZ(J31Q1 +J5,Q, + ‘]33Q3)_Q3(‘] 2182 +J,,Q, + J2393): ,U1E

d
a(‘] 21Q1 + ‘JZZQZ + JZSQ3)+ Q3(‘]11Q1 + JlZQZ + JlSQB)_Ql(J3191 + ‘J3ZQZ + J33Q3) = ,Ll;

d
a(‘]Slgl + ‘JSZQZ + J33Q3)+ Ql(‘] 2191 + JZZQZ + JZSQ3)_ QZ(‘JllQI + JIZQZ + JlSQS): IUSI’E
13




Eulerovy pohybové rovnice

e soustava 3 diferencialnich rovnic pro 3 neznamé funkce Q, (t)
e Kkonstantni parametry J,, télesa je mozno urcCit pfedem

e slozky momentu sily x; jsou zadany

dQ dQ dQ

Jlld—t1+ led—t2+ Jlgd—t3+Q2(‘J3191 + ‘]3292 + ‘]3393)_93(‘]2191 + JZZQZ + ‘J23Q3): 'ulE
dQ dQ dQ

JZld—tl+ JZZ d—t2+ ngd—t3+Q3(‘J1191 + JlZQZ + J13QB)_Ql(J3191 + J32§22 T ‘]33Q3): 'UZE
dQ dQ dQ

J31Cl—'[1+ J32d—’[2+ J33d—t3+Q1(‘]2191 +J,02, + '-]2393)_92(‘]1191 3,02, + ‘]13Q3): 'U3I’E

e toto je nejobecnéjsi tvar Eulerovych rovnic

¢ vhodna volba souradnicoveé soustavy v télese umozni podstatné zjednoduseni

14




Vyznam slozek tenzoru setrvacnosti

otaceni kolem bodu

predpokladejme, Ze
e zname J,

e 0sou otacCeni je prolozena treti osa souradnicové soustavy spjate s télesem, tj.
Q=Q,=0nQ, %0

pak pfi nenulovych deviacnich slozkach J,;a J,;tenzoru setrvacnosti ma celkovy

P =350,
moment hybnosti télesa nenulove vSechny slozky B =J,,02,
P = J35€2,

= vektor momentu hybnosti nema smér osy otaceni

pokud nepuUsobi sila - moment hybnosti pevny v prostoru — posouva se v rotujicim télese —

protoZe slozky J,, jsou konstantni, musi se ménit i slozky €.

= ztotoznéni osy otaceni s pevnym smérem v télese obecné pouze doCasné

15



Vyznam slozek tenzoru setrvacnosti

otaceni kolem pevné osy
predpokladejme nyni, Ze téleso pfipevnéno na pevné ose (doplnéno pusobeni sil)
— 0sy ztotoznény trvale (mUzeme porovnat vysledky rdznych zplisobU popisu)

N
plati tedy J =l ;= J;;, kde J =) mR’

i=1

N
2 2
|33 = Zmi (Xil + Xiz)
i=1

Jgs = imi (5& + |22)

podobné plati B'=B, =5, a M =M =4}

(viz pfedchozi rozbor rotace kolem pevné osy)

B =350,
aplati g, =J,,Q, > moment hybnosti B je pevny v télese a rotuje spolu s nim

183 =J 3393

16



X= €
Y 4 ] )" 4 r (o] > \§z
Vyznam deviacnich momentu i
— | %
moment hybnosti B rotuje spolu s télesem (protoZze neni rovnobézny e
S osou rotace, pofad se méni a podle 2.1V trvale pusobi moment sil) R
X 1
1
Eulerovy rovnice: ' /4,
dQ d
J.. =% _ E o ~ gll=mEl
3 4t Hs dt
dQ y o e s .
J13d—t3— J,,Q% = 1 — ve sméru osy & pusobi sloZka g, vnéjsiho momentu
3, 5% g 02 3 isobi slozka 1, vngjsih t
23W+ 13823 = L — ve sméru osy &, pusobi slozka p, vnéjsiho momentu
wiv s 72 EL v . E E y
Pozn.: rizna znaménka v E. rovnicich — (vnéjsi moment M =" se slozkami 4", 41, , 0 brani
v levotogivé soustavé by byla obracené vychyleni osy rotace)
e pro —=2=0 jsouslozky B, a f3,,jakoz i u, au; konstantni (v rotujici soustavé)

e transformace do laboratorni i.s.s. — priméty vektord B a M =" rotuji kolem osy rotace

e moment M " je reakci upevnéni osy (loZisek) na opaéné orientovany rotujici moment, jimz

téleso puUsobi na lozZiska (,hazeni” osy)
17



Vyznam deviacnich momentu

priklad — vyvazovani pneumatiky

staticka nevyvazenost

hmotny stfed mimo osu otaceni = odstrediva sila F,

dynamicka nevyvazenost

nenulovy deviaCcni moment

N
Ji,= —Z m. X, X.,, # 0= moment sil se snazi vychylit osu
i=1

\
>
’ |Ifi
: \L‘#’J Asq
X 3, |
4> |ED
7 ’/7 XS4
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Kineticka energie rotujiciho télesa

rotace kolem hmotnéeho stredu
N
e vnitfni kineticka energie rotujici soustavy h.b. = =Zlm V.. -(&xT,)

e plati (objem rovnobéznosténu) d-(bxC)=c-(Axb)=Db-(Exa)

e kinetickou energii Ize vyjadrit pomoci tenzoru momentu setrvacnosti

N

=D My xV,) =

n=1

. . _ 1. =
a - I‘C anvcn _E w-B=

e po slozkach (kvadraticka forma v o,) E, = 1

19



Stanoveni momentu setrvacnosti vuci ose

rotace kolem pevné osy (v libovolném sméru) prochazejici hmotnym stredem

zavedeme jednotkovy vektor ve sméru rotace n = | ajl
()
E, =;*-5-a3=;|a3|ﬁ.5-ﬁ|a3|=
pak Ize kinetickou energii zapsat 1
=—fi-J-f &
2
zaroven jsme dfive odvodili E, = ;J w°

kde skalarni veliCina J pFfedstavuje moment setrvacnosti télesa vuci ose rotace

porovnanim vidime, ze
moment setrvacnosti J vUci libovolné zadané ose je mozno zapsat ve tvaru

J=f-J-A
pomoci Steinerovy véty je pak mozno vyjadfit moment setrvacnosti vici libovolné ose
posunuté mimo hmotny stfed télesa

Zavéer: moment setrvacnosti télesa vUuci libovolné ose umime stanovit na zakladé znalosti
6 nezavislych slozek tenzoru momentu setrvacnosti
20



Elipsoid setrvacnosti

e slozky jednotkoveho vektoru ve sméru rotace (smérové kosiny) n,, n,, n,

e moment setrvacnosti vici ose rotace (s vyuzitim symetrii)
J=nJ,+n2d,,+nil,. +2nn,J,,+2nnJ . +2n,n,J,,

n
e zavedeme vektor p=——
Ji
e nazorna predstava: na paprsky ve sméerech osy rotace vynasime vzdalenosti
1/JJ — koncové body 5 vytvori plochu, pro kterou plati
1= pdi+ P390 + 03355 + 200,31, + 29103315+ 20,033 55
e tato rovnice je znama jako rovnice kvadriky

e pii splnéni urCitych podminek na koeficienty J; (splnuje je kazdy symetricky
tenzor 2. fradu) je feSenim elipsoid - zde je to tzv. elipsoid setrvaénosti

e elipsoid setrvacnosti sestrojeny pro hmotny stfed télesa se nazyva centralni
elipsoid setrvac¢nosti

21




Elipsoid setrvacnosti

e aplikaci Steinerovy véty Ize sestrojit e.s. pro libovolny bod télesa

e centralni elipsoid setrvacnosti je ze vSech elipsoidu daného télesa nejvétsi

e fyzikalni vyznam e.s. najdeme takto:

pro rizné sméry osy rotace je hodnota momentu setrvacnosti J obecné rizna

plati ale obecné E, = ;Ja)2
takze J= ZE—Z'"
a
a proto p= n_ o
3 J2E,
elipsoidy Jipp; =1  — Jmo; =2E,

Zavér: Plocha konstantni (kineticke) energie v prostoru vektoru uhlové rychlosti je 2E,,
nasobkem elipsoidu setrvacnosti.
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Diagonalizace tenzoru setrvacnosti

PovSimnéme si:

e existuji osy rotace, kde nedochazi k ,hazeni*

e elipsoid setrvacnosti v obecné s.s. orientovan obecné

e e.Ss. ma jisté symetrie — a to dokonce i v pfipadé naprosto nesymetrickych téles

e o0sy elipsoidu setrvacnosti urCuji vyznacné sméry

Ukazeme, Ze pfi vhodné zvolené kartézské soustavé souradnic jsou

e deviacni momenty nulové J,=J,3=3,=0
dusledky

e rovnice elipsoidu setrvaénosti v kanonickém tvaru 1=pld, +pid,, +pid,,
e vypocet momentu setrvaénosti vii¢i obecné ose otacni J=n’J,+n2J,, +nJ,,
e pro osy rotace ve sméru souradnicovych os plati B=Ad

23



Diagonalizace tenzoru setrvacnosti

e Vv soustaveé spojené s télesem hledame kombinace skalara A a vektort se slozkami Q,,
pro které plati B =0, =10

e zaroven plati obecné vyjadfeni momentu hybnosti B =3 B=Jo

I 43,0, + 3350 = A
e musi tedy platit trojice rovnic J; € = A, 3 + 30 + 3502 = 20,
I + 35,2, + 35,0, = AQ,

(‘Jll _A)Ql +J,0, +J;,0Q, =0
e rovnice miZeme rozepsat 3,0 +(3,, —A)Q, +J,,Q, =0
I3 + 335,02, + (‘]33 _/1)93 =0

e aby soustava rovnic méla netrivialni reSeni, musi determinant soustavy byt nulovy
J11 -4 'J12 313
Jo Jyp =4 Js =0
J31 Jsz 333 -4
e proreéalna J; tato kubicka rovnice (tzv. charakteristicka r.) ma 3 reainé kofeny 4, 4,a4,

(tzv. vlastni Cisla)
24




Diagonalizace tenzoru setrvacnosti

e pro kazde vlastni Cislo 4, dostaneme jednu trojici slozek Q,,Q,a€, (vlastni vektor)

e urCeny az na spolecnou konstantu = rfeSeni da smér osy, ale ne velikost Q
e proto se vlastni vektory normuji

e da se ukazat, ze pro 4, 4,a 4, rizné, jsou jim pfislusné vlastni vektory vzajemné kolme

e Vv pfipadé dvojného kofenu nejsou pfislusné vlastni vektory urCeny jednoznacné; rovnice
urcuje rovinu, v niz vlastni vektory musi lezet

e vlastni vektory v pavodni kartézské soustavé souradnic pfedstavuji soufadnicové osy
noveé kartézskeé soustavy

e vlastni vektory i matici je nutno vyjadfit pomoci nové baze

e vlastni vektory: (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)

4 0 0
e matice ma diagonalnitvar: |0 4, O
0 0 A4

e protolze zavéstznaceni J, =J,, =4, J,=03,,=4,, J;=J,=4,
25




Ukazka postupu diagonalizace

Pfiklad:

2 hmotné body o jednotkové hmotnosti na soufadnicich

tenzor momentu setrvacnosti soustavy

vypocet vlastnich €isel pomoci determinantu

charakteristicka rovnice:
po Upravé:
pro vlastni €islo 4, =0 dostaneme

e 2 rovnice pro slozky vlastniho vektoru:
e vlastni vektor musi splnit rovnice
e po normovani vyhovuje vektor

pro vlastni ¢islo 4,, =3 dostaneme
¢ 1 rovnici pro slozky vlastniho vektoru:

¢ vlastni vektory musi lezet v roviné kolmé k vektoru
e vyhovuji napfiklad vektory

vyjadreni v nové bazi:
¢ vlastni vektory (nova baze):

e matice (tenzor momentu setrva¢nosti) ma diagonalni tvar:

e hmotné body maji v nové soufadnicové soustavé polohy

EEENE
222 2 2
2 -1 1
-1 2 -1
-1 -1 2

2-2 -1 -1
-1 2-2 -1|=0
1 -1 2-4
(2-2)* +2(-1)° —3(2— A)(-1)? =0
A(A-3)>=0

20,-0,-0, =0
-0, +2Q,-Q,=0
0,=0,-0,

(iii}

BBB
Q+Q,+Q,=0

(1)
(iii)a[i;loj
V6'6 V) (V2’2
(1,0,0), (0,1,0), (0,01)

000

030
0 03

LENE
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Hlavni osy a hlavni momenty setrvacnosti

e 0sy, vucCi nimz devia¢ni momenty tenzoru setrvacnosti vymizi, se nazyvaji hlavni
osy tenzoru setrvacnosti

e momenty setrvaCnosti J, =J,, =4, J,=J,,=4,, J; =J;, =4, se nazyvaji
hlavni momenty setrvaénost
6 sloZzek tenzoru — 3 slozky tenzoru a 3 udaje pro orientaci souradnicové soustavy
zjednoduseni vypoctu:
e Eulerovy rovnice v hlavni souradnicové soustavé

dQ

Jldtl"‘(‘]s_‘]z)gzgs :/UlE
dQ

J, ,['2"'(‘]1_‘]3){2193 :/UzE
dQ

Js t3+(‘]2 _Jl)QlQZ :/U3E

e rovnice elipsoidu setrva¢nosti v kanonickém tvaru 1= p}J, + pJ, + pZJ,

e stanoveni momentu setrvacnosti vici lib. ose J =n’J, +n2J, +n’J,

Zavér: moment setrvacnosti télesa vUci libovolné ose Ize stanovit na zakladé znalosti

3 jeho hlavnich momentu setrvaénosti >



Hlavni osy a hlavni momenty setrvacnosti

hlavni osy béZnych homogennich téles KVADR

e Casto netfeba pocitat, vyplynou ze symetrie /

e rotaCni osa — hlavni osa 2

e 0sy kolmé k rotaCni ose — vSechny jsou hlavni osy ‘_‘___7;_/”,__
|

pro¢? / l

e pokud je vlastni Cislo dvojnasobny kofen ‘

charakteristické rovnice, pak mame pro tfi slozky KOULE

jeho vlastniho vektoru jen jednu rovnici

e to znamena, ze dvé slozky je mozno zvolit (jinymi
slovy: je urCena rovina prochazejici poCatkem s.s., v
kde se musi vlastni vektory nachazet)

./

e Vv pfipadé vySSi symetrie (koule) — vSechny osy
prochazejici hmotnym stfedem jsou hlavni

e Vv pripadé krychle plati totéz — moment setrvacnosti
pro libovolny smér ma stejnou hodnotu

J :(nf +n’ +n§)J1




