Skript k prednasce Teorie miry a integralu - nmma203
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1 Prednaska Posledni zmé&na: 12.02.2020 15:26:52

Prednéska a skript vznikaji hlavné s vyuzitim skriptu prof. Rataje k této prednésce, [Rataj, 2017].

Nékteré ¢éasti jsem nestihl zcela odpiednést, ale je dobré je v celém textu pro Gplnost mit. Jsou uvedeny Sedé jako

tento odstavec.

1 Uvod, motivace, nastin, opakovani

Podle [Tao, 2011}, Cast 1.1].

Archimedes: Vypodcet objemu pomoci vepisovani a opisovan{ mnozin se znamym objemem — atomi. Funguje
pro jednoduché mnoziny. Pro obecné mnoziny neni jasné, jak definovat jejich miru, jaké atomy pouzit.

Typickd mnozina se sklada z nekoneéné mnoha bodt. Kolik by méla byt mira bodu?

Dvé mnoziny se stejuym poctem bodu evidentné nemaji mit stejny objem. Napfiklad, funkce f(s) = 2s
zobrazuje interval (0, 1) prosté na interval (0,2), tedy oba intervaly maji stejny poc¢et bodu. P¥itom bychom
chtéli, aby objem intervalu (0,1) byl 1 a objem intervalu (0,2) byl 2. Miizeme namitat, %e problém je v tom,
obé mnoziny jsou nespocetné.

Opakovani 1.1. Zopakujte si definici spocetnijch a nespocetnijch mnozZin, napf. podle |Pick et al., 2019,
Sekce 1.6]. Ujasnéte si, Ze N, Q jsou spocetné a (0,1), (0,2), R nespocetné, viz [Pick et al., 2019, Po-
zndmka 1.6.23].

Ve skute¢nosti je problém nejen v poctu ¢asti, na které délime mnoziny. Plat{ totiz Banach- Tarského paradox.

Véta 1.2 (Banachtiv-Tarkého paradox). Jednotkovd koule v R® miiZe bijt rozloZena na konecny pocet cdsti,
které mohou (po posunuti a otoceni) byt sloZeny do dvou disjunktnich kopii této jednotkové koule.

Vice o tomto paradoxu je mozné nalézt v bakalaiskych pracich https://is.cuni.cz/webapps/zzp/detail/
62875/ a https://is.cuni.cz/webapps/zzp/detail/85604/,

Neni tedy mozné definovat miru, které by nezdvisela na posunuti a otoc¢eni a byla aditivni pro v§echny podmnoziny
R. MnoZiny, pro které budeme definovat miru nazveme mé#itelné mnoziny.

Musime vyftesit nasledujici problémy:

Co jsou to méfitelné mnoziny?

Jak pro né definovat miru?

Jaké pékné vlastnosti mira ma?

Jsou pékné mnoziny (koule, kvadr, oteviené mnoziny) méfitelné?

Je jejich mira pfirozend?

Popiseme dva zakladni piistupy

Jordantv-Peaniv objem a Riemanntv integral

Mira a (abstraktni) Lebesgueiv integral


https://is.cuni.cz/webapps/zzp/detail/62875/
https://is.cuni.cz/webapps/zzp/detail/62875/
https://is.cuni.cz/webapps/zzp/detail/85604/

1.1 Jordantiv Peaniiv objem

Zavadi se podobné jako Riemanniv integral pomoci vnitfnich a vnéjsich aproximaci figurami — kone¢nymi dis-
junktnimi sjednocenimi intervali. Zavadi se horni a dolni Jordantiv Peantiv objem. Pokud se rovnaj{ prohlasime
mnozinu za J.P. méfitelnou a spoletnou hodnotu horniho a dolnfho objemu za jeji Jordantv Peantiv objem. Tento
koncept m4a podstatné nevyhody

e Kazda J.P. mnoZina je omezena.

e Mnoho mnozin neni J.P. mé&fitelnych. Napiiklad (0,1)% \ Q2.

Vice o Jordanové Peanové objemu je mozné nalézt v [Tao, 2011}, Cast 1.1].

1.2 Mira a (abstraktni) Lebesguetiv integral

Zbytek prednagky se bude podrobné vénovat tomuto pristupu. Zaéneme s abstraktnim pojmem miry, méritelné
funkce a poté zavedeme abstraktni Lebesguetv integral. Pro miru a integral dokdZeme néktera obecnd tvrzeni.
Nakonec opravdu zkonstruujeme (konkrétni) Lebesgueovu miru.

2 Mira, prostor s mirou

Zkopirovano ze skriptu prof. J. Rataje s drobnymi tpravami.
Bud X libovolna neprazdn& mnozina. Symbolem P(X) = {A: A C X} zna¢ime poten¢ni mnozinu mnoziny X.

Definice 2.1. A C P(X) je o-algebra na X, jestlize

(i) 0,X € A,
(i) Ac A = X\AecA
(iii) Aje A, ieN = [J;4; € A

A C P(X) je algebra, spliuje-li (1), (2) a

(iii’) A, Be A = AUBec A

Poznamka 2.2. Algebra je uzaviend na koneéné mnoZinové operace (primik, sjednocent, rozdil), o-algebra na
spocetné mnoZinové operace.

Priklady:

e {0, X}, P(X) jsou o-algebry na X.
o A={0,{1},{2,3},{1,2,3}} je o-algebra na X = {1,2,3}.
o A={ACN: Akonetna nebo N\ A konetna} je algebra na N, ale neni to o-algebra.

Véta 2.3. Budle A, : o € I o-algebry na mnozine X, pritom I je libovolnd indexovd mnoZina. Pak (o5 Aa je
o-algebra na X.



Dikaz: Plyne jednoduse z definice. g

Disledek 2.4. Pro libovolng mnoZinovy systém S C P(X) existuje nejmensi o-algebra oS obsahujici S.

Dikaz: Polozme
oS = ﬂ{A CP(X): SCA, Ajeo-algebra}.

O

Definice 2.5. Bud (X, p) metricky prostor a G systém vSech otevienich podmnozin X. Pak B(X) := 0G nazjvime
borelovskou o-algebrou na X.

Piiklad: Nasledujici mnoZinové systémy spadaji do borelovské o-algebry:

e F - systém uzavienych mnoZin

e (s - spofetné priniky otevienych mnoZin

e F, - spoCetné sjednoceni uzavienych mnozin
e Gs, - spoletnd sjednoceni mnozin z Gs

Pozn.: Je obtizné popsat t¥idu borelovskych mnozin konstruktivné (je tfeba transfinitni indukee). Vice se dovite
v prednédSce Realné funkce 2 - NMMA404.

Pozn.: [Rana, 2002, Sekce 4.5] Ne v8echny mnoziny jsou borelovské. Plati dokonce
card B(R) = card (R) =: ¢ < 2° := card P(R),

kde ¢ zna¢i mohutnost mnoziny realnych ¢&isel. Tedy neborelovskych podmnozin R je vice nez borelovskych. Na-
piiklad alespoi jedna z mnozin z rozkladu ve Vété neni borelovska.

........................................................................................ konec prednasky 1, 2.10.

Definice 2.6. Je-li S C P(X) a A= 0S8, Fikime, Ze S generuje o-algebru A. MnoZinu S nazgvime generdtorem
o-algebry A.

Véta 2.7. Borelovskd o-algebra B™ := B(R™) je generovand

1. otevrengmi kvddry s raciondlnimi krajnimi body (tj. mnoZinami (a1,b1) X -+ X (ap, by), —00 < a; < b; < 00,
ai, b; € Q; t=1,...,n;

2. systémem S = {(—00,a1) X ... X (—00,a,) : ai,...,a, € Q}.

Specidlné, B! = 0{(—0c0,a) : a € Q}.



Dikaz: 1. Plyne pfimo z faktu, 7e kazdou otevienou mnozinu G C R" lze vyjadfit jako spocetné sjednoceni
otevienych kvadrii s racionalnimi krajnimi body. Skuteéné, oznatime-li symbolem O systém v8ech otevienych
kvadrid v R” s racionalnimi krajnimi body, pak lze psat

G=J{reg: 1cay}.

K ovéfeni vlastnosti 2. sta¢i ukazat, Ze kazdy otevieny kvadr s raciondlnimi krajnimi body lezi v ¢S§. Ovérime tuto
vlastnost v R? (piipad obecné dimenze je zcela analogicky). Pro otevieny kvadr I = (ag,b1) X (ag, by) miizeme psat

I =((—00,b1) x (—00,b2)) \ ((—00,a1] x (—o0,by) U(—00,b1) X (—00,as2]),
pritom

(—o00,a1 + k1) x (—o0,by) € 68,

_ )3

(—00,a1] X (—00,be) =

k=1

a analogicky pro (—o0,b1) X (—00, as]. O

Pozn.: Jako generator B" lze vzit rovnéz uzaviené ¢i polouzaviené kvadry.
Definice 2.8. Budeme znacit R* := RU {—o0, 00}, B* := o(B* U {{—oc}, {o0}}).

Poznamka 2.9. Na R* zavddime standardni algebraické operace + a /. Soucin md smysl vidy. V pfipadé +oo -0
definujeme vijsledek jako 0.

Dovolujeme, aby posloupnosti a Tady mély i nekonecéné cleny. Pro a,a; € R*, i € N fekneme, Ze lim; o0 a; = a,
pokud pro kaZdé e > 0 plati, Ze a; & U(a,€) pouze pro konecné mnoho i € N. Oteviend okoli nekonecen definujeme
pro € > 0 jako U(4o00,¢€) = (1/¢,400] a U(—o00,€) := [—00,—1/€). Soucet fad s nekonecnymi éleny je definovdn
jako limita cédsteénijch soucti (jsou-li definovdny).

Cvi€eni. Rozmyslete si, Ze na R* je mozné definovat metriku p piedpisem p(a,b) = |arctg*(a) — arctg*(b)| pro
a,b € R*, kde funkce arctg® : R* — [—m/2,7/2] je funkce arctg dodefinovand v £oo svymi limitami. Tato metrika
ddvd konvergenci posloupnosti popsanou nahote pomoci okoll.

Cviceni 2.10. B* je borelovskd o-algebra na (R*, p). Je generovdna napftiklad intervaly [—oco,a) s a € R.

Definice 2.11. (X, A) je méFitelny prostor, jestlize X je neprazdnd mnozina a A je o-algebra na X.
w je mira na (X, A), jestlize u : A — [0, 00] spliiuje

(a) u(0) =0,
(b) (c-aditivita) Jsou-li A; € A po dvou disjunktni, plati

“+o0o +0o0
p(lJA) =D w4,
=1 =1

Trojici (X, A, 1) nazyvame prostor s mirou. Prvky A nazyvame p-méfitelné mnoziny.

Poznamka. Misto (a) by stacilo predpoklidat, Ze u neni identicky rovna +oo. (a) potom plyne z (b).

Priklady: Bud X neprazdna mnozina. Nésledujici mnoZinové funkce p jsou miry na (X, P(X)). Trojice (X, P(X), n)i
tvori prostor s mirou.

e ((A) =0VA € P(X) - nulova mira (u = 0)



e pro x € X pevny poloZzme

0, se nazyva Diracova mira v bodé .

e Mira

card (A) A C X kone¢na,
u(A) = s
00 A C X nekone¢na.
se nazyva aritmetickd mira na X.

Lemma 2.12 (Zékladni vlastnosti miry). Bud (X, A, n) prostor s mirou. Pak plati:

1. (A, Be A, ANB=0) = p(AUB) = p(A)+ nB)
2. (A,Be A, AC B) = u(A) < u(B)

Véta 2.13 (Spojitost miry). Bud (X, A, p) prostor s mirou, A; € A, i € N.

1. AyCcAC - = M(Az) /‘IU,(UZAZ),
2. ,u(Al) < 00, A1 DA D — ,LL(AZ) \‘ M(ﬂz Al)

Poznamka. Je-li {a;} C R posloupnost, a; — a € R proi — 400 a a; > a;+1 pro i € N, piseme a; \, a. Podobné
definujeme také a; /" a.

Ditkaz: 1. Necht 4; € A, A; /' A Pak A= A; U (A2\ A1) U (A3 \ A2) U... je disjunktni rozklad na méfitelné
mnoziny, tedy 1(A) = p(A1)+>2725 p(Aj\Aj-1). Zérovenr pu(A;) = p(A1)+3 %o (Aj\Aj-1), takze p(A;) 7 p(A),

7 — 00.

2. Necht A; € A, A; \ A, n(A41) < oo. Polozme B; := Ay \ A;, i € N. Z¥ejmé plati B; / B := A; \ A, tedy
w(Ar) — u(A;) = w(Bs) / u(B) = pu(Ar) — p(A), a odetenim vyrazu pu(A;) < oo dostaneme p(A4;) N\, p(A4). O

Poznamka 2.14. Predpoklad konecénosti miry mnoziny je nutny. UvaZujyme aritmetickou miry na N a mnoZiny
A :={k,k+1,...} pro k € N. Pak limy_, o u(Ax) = +00 # u(d) = 0.

........................................................................................ konec prednagky 2, 3.10.

Definice 2.15. Bud (X, A, u) prostor s mirou. Rekneme, 7¢e N C X je nulovd mnoZina, jestlize evistuje A € A
takovd, ze u(A) =0 a N C A.

Symbolem N znacime systém vSech nulovijch mnoZin.
Rekneme, #e prostor s mirou (X, A, p) je iplny, pokud N'C A.
Piiklad. Ezistuji prostory s mirou, které nejsou upiné.
Volme X ={1,2,3}, A={0,{1},{2,3},{1,2,3}} a d1. Zjevné mnozina {2} neni méritelnd, ale je nulovd.
Definice 2.16. Bud (X, A, ) prostor s mirou. Znacime
Ao :=c(AUN)

ziiplnénou o-algebru A vzhledem k miFe p.



Lemma. Je ddn prostor s mirou (X, A, ). At pro j € N plati A; € A. Pak plati:

1. Pro j € N ewistuji mnoZiny B; € A takové, Ze B; C Aj, Bj jsou po dvou disjunkini pro j € N, U;-le Aj =

U] 1 Bj proJGNaU+°OA = ;':OTB]-.

2. (o-subaditivita miry)

+o0 +oo
p(lJ A5 <D w4y
j=1 j=1

Dikaz. 1. Stadi volit B; = A; \ | JI_} A
2. Pocitame
“+o0o “+o0o
n(|J 4j) = u(J By) Zu <Zu
j=1 J=1
Druhé rovnost v pifedchozim vypodétu plati ze J—ad1t1v1ty miry. Nerovnost plyne z monotonie miry a bodu 1.

O

Véta 2.17 (Zaplnéni miry). Je ddn prostor s mirou (X, A, u). Pak plati:

1. Ay={FCcX:3A,Be ALACECB,u(B\A) =0}
2. Miru p lze jednoznacéné rozsivit na prostor (X, Ag) (znacime pyp).

3. (X, Ao, po) je dplng prostor s mirou.

Diikaz. 1. Oznac¢me Ay :={E C X : JA,B€ A, A C E C B,u(B\ A) = 0}. Ukdzeme nejprve, 7e A je o-algebra.

Ziejmé plati 0, X € Ag. Je-li E € Ay, pak existuji A,B € A takové, 7e A CEC B, (B \ A) = 0. Pak plati
X\BCX\ECcX\Aapu(X\A4)\(X\B)) :,u(B\A) = 0. Jsou-li E; G.AO pro j € N, existuji A;, B; G.A
pro které plati A; C E; C Bj,u(B; \ A;) = 0. Pak U7 4; ¢ U/SSE; € U2 Bj a M<U+°° B\ U= 4))

p(U; S5 (Bj\ 45)) =0

Ze z¥ejmé inkluze A UN C Ap plyne Ay = oc(AUN) C 0 Ay = Ay. Opacna inkluze je snadna: je-li E € Ay a
A, B € A mnoziny z definice Ay, pak E = (E\ A)U A € Ag, protoze Ac Aa E\AcN.

2. Jeli E€ Apa A, B € Atakova, 7e AC E C B apu(B\ A) =0, polozime po(E) := p(A).

Nejprve musime ukazat, %e toto rozsifeni je korektni, tedy 7e nezavisi na volbé A. Je-li A’, B’ € A jin4 mnoZina s
vlastnosti A’ C E C B"a u(B'\ A’) =0, pak z inkluze A C E C A’U(B’'\ A) plyne pu(A) < u(A") 4+ u(B'\ A') =
u(A’). Protoze role A a A’ jsou symetrické dostavame p(A4) = p(A’).

Ukazeme, 7e uo je mira na Ag. Ziejmé plati uo(0) = 0. Bud (E;) posloupnost po dvou disjunktnich mnozin z
Ag. Existuji tedy mnoziny A;, B; € A s vlastnosti A; C E; C B, u(B; \ 4;) = 0 pro i € N. Pak po(UJ; TOE) =

(U+°°A ) = Z] 1 (4) = ;rof( j). Vyuzili jsme vypocet z 1. ¢asti, fakt, ze A; jsou po dvou dlsJunktnl ao
ad1t1v1tu I

Mira po rozsifuje p z A na Ag. Toto rozdifeni je jediné mozné, protoze z A C E C B a u(B\ A) = 0 plyne
po(A) < po(E) < po(A) + po(B\ A) = po(A).

3. Bud M C X nulova v (X, Ap, no). Pak existuje N € Ap s po(IN) = 0, a tedy také A,B € As AC N C B,
u(A) = p(B\A) = 0. Tedy ) € M C N C BauB\0) = pu(Ad) +uB\ A = 0. Plati tedy M € Ay a
/J[)(M) = 0. 0



Definice 2.18. Bud (X, A, u) prostor s mirou.

1. Mira p je borelovskd, je-li X metricky prostor a A= B(X).
Mira p je konecnd, jestlize u(X) < oco.
Mira u je pravdépodobnostni, jestlize u(X) = 1.

Mira pu je o-konecnd, jestlize existuji E, € A takové, Ze X =J,, En a p(Ey,) < oo pro kazdé n € N.

Rekneme, Ze vyrok V() plati pro p-skoro vsechna x € X, pokud existuje N € A takovd, e n(N) =0 a pro
vSechna v € X \ N wvgrok V (z) plati.

Priklad. Uvazme (R,B(R),dp). Jednd se o méFitelny prostor s borelovskou konecnou mirou. Tato mira neni na
tomto prostoru uplnd, ale je pravdépodobnostni.

Najdéte jeji ziplnéni!
Véta 2.19. Ezistuje prdve jedna borelovskd mira \g na R™ takovd, Ze pro vSechna —oo < a; < b; <oo,1=1,...,n,
plati
/\%([al,bl] X oo X [an,bn}) = (bl — al) ot (bn — an).
[Diikaz bude pozdéji]
Definice 2.20 (Lebegueova mira). Ziplnéni miry (R™, B(R™), \}}) nazveme Lebesgueova mira a oznacime (R™, Bo(R™), \") ]
Poznamka 2.21. 1. Lebesgueova mira je o-konecénd.

2. Mnozinu Bo(R™) nazyjvdme o algebra Lebesgueovsky meéritelnych mnoZin. Plati B(R™) C By(R™) C P(R™).

.............................................................................. konec prednésky 3, 9.10.

3 Meéritelné funkce

Véta 3.1. UvazZujme zobrazeni f: X — Y.

(i) Je-li B o-algebra na Y, pak f~1B:={f~1(B): B € B} je o-algebra na X.

(ii) Pro libovolny mnoZinovj systém S C P(Y) plati o(f~1S) = f~1(0S).
Cvigeni. Za situace ve vété dokaste, Ze plati X \ f~(B) = f~YY \ B) a U, f~1(B:) = YU, Bi), kdykoliv
B7BlvBQ7"' cY.
Diikaz Vety[3.1 (i) se snadno dokaZe s vyuzitim faktu, Ze vzor mnoziny komutuje s mnoZinovymi operacemi, viz
cviceni nahofe.
(ii) Z¥ejmé o-algebra f~1(0S) obsahuje f~1S, a tedy o(f~1S) C o(f~1(0S)) = f~1(09).
Pro dikaz opac¢né inkluze ozna¢me mnozinovy systém

A={BcY: f{(B)eo(f18)}



e Je snadné ovérit, ze A je o-algebra.
e Ziejmé S C A, a tedy také oS C A.

e Plati f~1(08S) C f1A C o(f~1S), kde posledni inkluze plyne p¥imo z definice systému .A.

O

Definice 3.2. Budte (X, A) a (Y,B) méFitelné prostory. Zobrazeni f : X — Y je méritelné (vzhledem k A, B),
jestlize f~'B C A. Piseme pak f: (X, A) — (Y, B).

Je-li néktery z prostori X,Y metrickym prostorem a neni explicitné uvedeno néco jiného, pak za piislusnou o-
algebru bereme borelovskou o-algebru. Meéritelné zobrazeni mezi dvéma metrickymi prostory nazgvdme borelovsky
méritelné nebo strucné borelovské.

Je-li néktery z prostori X, Y roven R pFipadné R* a neni explicitné uvedeno néco jiného, pak za prislusnou o-algebru
bereme o-algebru B pFipadné B*.

Pozn.: SloZeni dvou mé&fitelnych zobrazeni je ziejmé métitelné.
Véta 3.3. Jsou-li (X, A) a (Y, B) méFitelné prostory a S C B libovolny generdtor o-algebry B, pak f : X =Y je
méfitelné pravé tehdy, kdy? f~1S C A.
Diikaz. Implikace “ =7 je jasné. Opacna implikace plyne hned z Véty [3.1] protoze
f7HB) = fH(eS) =a(f71S) C A.
O

Dausledek 3.4. 1. Je-li (X, A) méFitelny prostor, n € N, pak f : X — R™ je méfitelné prive tehdy, kdyz je
splnéna jedna z ndsledujicich podminek:

(a) pro kazdé ay,...,a, € Q plati f~1((—o00,a1) x --+ x (—00,a,)) C A
(b) pro kazdé ay,...,an,b1,...,b, € Q plati f~((a1,b1) x - x (an,by)) C A

(Plyne z Vét[3.3 a[2.7)

2. Je-li (X, A) méritelny prostor, pak f : X — R* je méfitelnd prdvé tehdy, kdyzZ pro kaZdé a € Q plati

fY([~00,a)) C A. (Plyne z Veét[3.5 al2.7)

3. Je-li (X, A) méritelny prostor a Y metricky prostor, pak zobrazeni f : X — 'Y je méFitelné prave tehdy, kdyz
f~HG) € A pro kazdou otevienou mnoZinu G C Y. (Plyne z Véty a Definice )

Cviceni. Ukazte, Ze v Dusledku cdst 1 a 2 je mozné také brdt uzavrené rohy a intervaly, pripadné rohy a
intervaly otoéené na druhou stranu.

Véta 3.5. Kazdé spojité zobrazeni mezi dvéma metrickymi prostory je borelovsky mévitelné.

Diikaz. Plyne z Disledku [3.4]a z faktu, Ze f je spojité pravé tehdy, kdyZ vzory otevienych mnozin jsou oteviené. [

Véta 3.6. 1. Jsou-li f: (X, A) - R" ag:(X,A) = R™ mevitelnd zobrazeni, pak i (f,g): (X, A) — R"™™ je
méritelné.

2. Jsou-li f,g: (X, A) = R™ méFitelnd, jsou i f 4+ g a f — g méFitelnd.

3. Jsou-li f,g: (X, A) — R méfitelné funkce, je i f - g méritelnd.
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Diikaz: 1. Kazdy otevieny kvadr I € R"™ je tvaru [ = U x V, kde U C R", V C R™ jsou oteviené kvadry.
Pak plati
(f,9) U V)=fHU)Ng 1 (V) € A

a tedy (f, g) je méFitelné podle Véty

2. Méritelnost f + g plyne z toho, Ze soucet funkci mtizeme psat jako slozeni

f+g=+0(f9),

kde + : (z,y) — x + y je operace s¢itani v R™ a (f,g)(x) = (f(x),g(x)) je spojeni zobrazeni z prvniho tvrzeni.
Méfitelnost slozeni pak plyne z méfitelnosti obou komponent. Mé&Fitelnost zbyvajicich zobrazeni (funkei) se ukaze
analogicky. ([l

Definice 3.7. Jsou-li f,g : (X, A) = R funkce, oznacime {f < g} = {x € X; f(z) < g(x)}. Symboly {f < g},
{f=9t{f #9}, {f =9}, {f > g} definujeme obdobné.

Disledek 3.8. Jsou-li f,g: (X, A) = R mévitelné funkce, pak lezi mnoZiny {f < g}, {f < g}, {f =9}, {f # g},
{f>g}, {f > g} vo-algebre A.

Poznamka 3.9. Piedchozi turzeni pro redlné méFitelné funkce plati i pro mévitelné funkce z (X, A) do (R*, B¥).

Diikaz. Intervaly [—o0,a), [—00,al, (a,+], [a, +o0] patii do B*. Plati
{(f<gt=Ulf<atn{g>q
q€Q

a vSechny mnoZiny na pravé strané jsou méfitelné. Plati {f > g} = X \ {f < g}, a tedy je také mé&Fitelna. Dale

{f=a9t=Af<gn{fzgtal{f#g;={f <gtU{f>yg} O
Definice 3.10. Pro funkci f : X — R* definujeme funkce

e kladnd ¢dst f — f+ = max(f,0)
e zdipornd ¢dst f — f~ = max(—f,0)
Poznamka. Pro funkci f: X — R* plati |f|=fT+f, f=fT—[f".

Véta 3.11. Budte f, g, fn : (X, A) — R* mévFitelné, n € N. Pak jsou funkce max{f,g} a min{f, g}, f*, £, |f|,
sup,, fn, inf,, fr, limsup,, .. frn @ liminf, o f, rovnézZ méritelné.

............................................................................. konec piednasky 4, 10.10.

Ditkaz: Plati {max(f,g) < a} = {f < a}N{g < a} a prava strana je méfitelnd mnozina. Tedy max(f,g) je
mé&Fitelna podle Diisledku [3.4]

Oznacme g := sup,, fn. Pak pro libovolné b € R* plati

g7 ([=00,0)) = [{fn < b} € 4,

n=1

tedy g je méfitelna podle Véty nebot intervaly [—oo, b]: b € R* generuji B*. Méfitelnost infima funkei se ukaze
podobné. Dale

limsup f,, = inf{sup{f;j(z);j > n};n € N}.

n—o0

Prava strana je métitelnd podle pfedeslého. Pfipad liminf je analogicky. O
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Pozn.: 7 predchozi véty plyne, Ze bodova limita méfitelnych funkci je méfitelnd, pokud existuje.

Definice 3.12. Funkce s : X — [0, 00) je jednoduchd, jestlize s(X) je konecnd mnoZina. Platis =} e x) 0X{s=a} |
Soucet vpravo nazveme kanonickym tvarem jednoduché funkce s.

Bud {a,} C R*, a € R*. Symbolem a,, /* a pro n — 400 znacime: a, — a pro n — +oo a posloupnost {a,} je
neklesagici.

Bud f, s, : X = R*. Rekneme, Ze sp, konverguji pro n — 400 bodové nahoru k f na X |, pokud pro vSechna x € X
je sn(z) / f(x) pro n — +o00.

Podobné definujeme bodovou konvergenci doli na X. Znacime s, \ f na X pro n — +o0.

Véta 3.13. Je-li f:(X,A) — [0, 00] méFitelnd, existuji funkce s, : (X, A) — [0,00) jednoduché méritelné takové,
ze sy N f na X pro n — 4oo0.

Dikaz: Polozme

kE k
s () :—max{zn: o < f(x), k—O,l,...,n2”}, r e X.

Neni t&zké ovéfit, Ze s, jsou jednoduché méfitelné funkce a ze s, 7 f pro n — +oc. O

Poznamka. Je-li f v pFedchozi Véte navic omezend, konverguji k ni jednoduché funkce s, dokonce stejnomérné.

4 Abstraktni Lebesgueiiv integral

V celé kapitole budeme predpokladat, ze (X, A, 1) je prostor s mirou.

Definice 4.1. (a) Je-lis: (X, A) — [0,00) jednoduchd mévitelnd, zapiSeme ji v kanonickém tvaru s = Z§:1 anEjI
(tj. oj > 0 jsou viechny rizné hodnoty s a E; = {s = o;}). Pak klademe

k
I(s) =) ajul(E;).
j=1

(Je-li nékteré o; =0, klademe aju(Ej) = 0, tedy pouzivime konvenci 0 - oo = 0.)

(b) Je-li f:(X,A)— [0,00] méFitelnd, klademe
/ fdu:=sup{I(s): 0<s<f, s jedn. mér.}.
X

(¢) Je-li f:(X,A) — R* méritelnd, klademe

Af@:/y*w—éfdm

(d) Je-li f:(X,A) = R* méfitelnd a E € A, znacime
[ fdn= [ ewd
E X

Poznamka. Je ziejmé, Ze definice (b) a (c) ddvaji stejny vysledek pro funkce f: X — [0, +o0].

md-li rozdil smysl.
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Véta 4.2 (Monotonie integralu). Pro f,g : (X, A) — R* mé¥itelné s vlastnosti 0 < f < g plati 0 < [ fdp <
Jx gdp.
Diikaz. Plyne pfimo z definice a z monotonie suprema. O

Poznamka. 1. Je-li f méFitelnd takovd, Ze [ f+du= [ f~ du = oo, pak [ fdu neni definovin. Rikdime proto,
Ze (abstrakini) Lebesguetiv integrdl je absolutné konvergentni (na rozdil od Newtonova integrdlu).

2. Je-li [y |f|dp koneény, je i [y f du koneény. Skutecné, z [ | f|dpu < 400 plyne [ fTdu < +ooi [y f~du <]
+00. Tedy fX fdu je konecny.

3. Plati také obrdcend implikace: Je-li fX fdu konecny, je 1 fX |fldu koneény. Dikaz nechdme jako cvicent aZ
bude zndma linearita integrdlu.

Véta 4.3. Necht f, g jsou méFitelné funkce na X takové, Ze f = g s.v. Pak plati

/fd,u = /gdu, md-li jedna strana smysl.

Dikaz: Predpokladejme nejprve, ze f i g jsou nezédporné funkce. Je-li s < f libovolnd métitelnd jednoducha
funkce, pak s’ := sxjs—g je rovnéz jednoducha méFitelna a splimje s < g a [sdu = [ s du. Musi tedy byt
[ fdp < [ gdu. Obracend nerovnost plyne ze symetrie. Bez pfedpokladu nezépornosti ukazeme rovnost integralu
z kladnych a zapornych ¢asti (plati totiz ziejmé take f+ =g sv.a f~ =g~ s.v.). O

Véta 4.4 (Leviho véta/(Lebesgue’s) monotone convergence theorem). Jsou-li f, : (X, A) — R* nezdporné méri-
telné funkce a fn, / f, pron — 400 a s.v. v X, plati fX fn du 2 fod,u pro n — 4o0.

Poznamka. Véta[2.13, bod 1. je specidlni piipad Leviho véty. Za situace z Vety[2.13, bod 1 poloZime fp, = x4, a
F = XUtes a0 Pk fo 7 pron — +00 a p(4) = 1(£;) = 1(f) = p(U;2] 4))-

....................................................................................... konec prednasky 5, 16.10.

Diikaz. Oznatme a,, = [ f,dp € [0,00], a := limy,_ a, (posloupnost (a,) je neklesajici podle predchoztho
tvrzeni). Ziejmé plati nerovnost a < [ fdu. Ukézeme, ze také a > [ fdpu.

Je-li a = oo, nerovnost zfejmé plati. Predpokladejme tedy dale, ze a < oo. Ukdzeme, ze a > [ sdu pro kazdou
jednoduchou méfitelnou funkei s < f. Pak bude i a > [ fdp podle definice integralu.

Bud tedy 0 < s < f jednoducha méfitelna funkce. Oznaéme Z?Zl a;jx4; jeji kanonicky tvar.

Zvolme 0 < 7 < 1 a oznacme A;, = A; N{fn > 7a;} pro j e {l,...,k}, n e N. Ziejmé A, € A, Ajn C Ajni1,
n €N, alJ,A;, = Aj. Podle véty o spojitosti miry plati pro kazdé j € {1,...,k} také pu(A;,) ~ u(A;) pro
n — N.

Definujeme pomocné jednoduché funkce predpisem s, = Z?zl QjXA;.,- Pak plati 7s, < f, pron €N, s, — s a
I(syp) — I(s) pro n — +o0.

a>TI(s), protoze a > / fondu > 7I(sy) — 71(s) pron — 4oo.
X

V predchozi nerovnosti vezmeme sup pies 7 € (0,1) a dikaz je dokoncen. O

Véta 4.5. [Rudin, 1977, Tvrzeni 1.25] Necht s,t : (X, A) = R jsou jednoduché nezdporné mévitelné funkce, T > 0.
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1. Pro kazdé A € A definujeme
vs(A) = I(sxa)-

Potom je vs mira na (X, A).

2. Plati
I(s+1t)=1(s)+ I(t), I(rs)=r7I(s).

Diikaz. 1. Zfejmé je v(0) = I(0) = 0. Ovéiime o-aditivitu. At A, € A, v € N jsou po dvou disjunktni, A :=

U+°° A, Zle a;XE; je kanonicky tvar funkce s. Pak
k +4oo
vs(A) = I(sxa) = Zaz,uEﬂA ZZaz,uE NA,)
i=1 =1 y=1
+oo k 400
D9 NWELIEES WIEWED SATK!
y=1i=1 y=1

Rozmyslete si podrobné 2. a 4. rovnost!

2. Nechame s jako vyge a navic oznaéime t = 22:1 Bixr; kanonicky tvar funkce t a A;; = E;NF; proi € {1,...,k},
Jje{l,...,1}. Jasné jsou Fj; i E;, a tedy i A;; po dvou disjunktni. Navic

LZJFJ':OEJ':LZJOAZJZ

j=1 i=1 j=1i=1
Plati vs¢(Aij) = (o + Bj)p(Asj) = aup(Aij) + Bin(Aij) = vs(Aij) + v4(Ag5). Pryni rovnost plyne z aditivity mér
Vs, U a Vsyy. Druhd rovnost plyne hned z definice. ]

Disledek 4.6. 1. Pokud pro nezdporné jednoduché funkce s,t mé¥itelné na X plati s <t na X, plati I(s) <
1(t).

2. Pro jednoduchou nezdpornouw funkci s meéritelnou na X plat{ fX sdu =1(s).

Definice 4.7. Oznacime
L) = {f (X, A) = R* mer. : /fdu je deﬁnovdn} .

Véta 4.8 (Linearita integralu). Jsou-li funkce f,g € L*(1n) a o € R, pak plati

/Xafduza/xfdu, /X(f+g)du=/deu+/ngu7

Poznamka. Md-li [y fdu+ [y gdp smysl, neni funkce f + g definovdna na mnoZiné miry nula. Dodefinujeme ji
tam nulou. Integrdl fX(f + g) du pak chdapeme jako integrdl z této nové funkce.

md-li pravd strana smysl.

Dikaz: (i) Je-li f € £*(u) aa € Rpakiaf € L*(u) a [(af)du = a [ fdp (cviteni).
(ii) Budte f,g € £*(n). Ukdzeme, ze [(f +g)dp= [y fdu+ [y gdu, ma-li prava strana smysl.

(a) Jsou-li f, g nezaporné jednoduché, rovnost integralt plyne z Véty a druhé ¢asti Disledku
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(b) Jsou 1i f, g nezaporneé, pak podle Véty existuji jednoduché méfitelné funkce s,, t, takové, ze s, 7 f a
tn /g, tedy [spdp /[ fdpa [tydu 2 [ gdp podle Leviho véty. Ze stejného davodu plati i [ (s, + t,) dp
J(f+g)du. Vime jiz, ze [(sp+tn)dp = [ sy dp+ [ty dp, a limitnim pFechodem (n — 0o) dostaneme pozadovanou
rovnost.

(c) Budte nyni f,g € £*(u) libovolné. Definujme N = ({f = +oo} N {g = —oo}) U ({f = —o0} N {g = +o0}).
Jelikoz mé [ fdu+ [y gdp smysl, plati 4(N) = 0. Na N predefinujeme funkce f a g nulou. Pak plati rovnost

frg=U+9)"=(f+g) =UT—f)+(g"—g7) tedy (f+9)" +f"+g" =(f+9)~ + " +g" Viechny
zde vystupujici funkce jsou nezdporné, tudiz plati

Jurar s [ [oan= (o ans [rans [ o i

Jelikoz mé [ fdu+ [y gdp smysl, nemohou byt vsechny integraly [ f~du, [ ¢~ du, [ fTdp, [ g dp nekonecné.
Naptiklad, je-li [ fTdp = +o0, musi byt [ f~dp, [ g~ du koneéné. Diky nerovnosti (f + g)~ < f~ + ¢~ je pak
konetny i [(f + ¢g)~ dp a vhodnym ode¢tenim dostaneme pozadovanou rovnost [(f + ¢g)dp = [ fdu + [ gdu.
Ostatni pfipady se dokaZi podobné. O

....................................................................................... konec prednasky 6, 17.10.

Véta 4.9 (Zobecnéna Leviho véta). Budte funkce fp : (X, A) — R* méfitelné pro n € N.

1. Jsou-li fr, /* f pron — +o0 s.v. X a [y fidp > —oo, plati [y fudp 2 [y fdp.

2. Jsou-li fr, \( f pron — +o00 s.v. X a [y frdu < 400, plati [ frndp\ [ fdp.
Diikaz. Z predpokladu vime, Ze pro viechna n € N je [ f,, du > —oco. Je-li [ fn, dp = oo pro néjaké ng € N, tvrzeni
ziejmé plati. Zbyva situace kdy pro viechnan € N je [ f, du € R. Oznaéme N,, = {f, = +oo}U{f, = —oo}. Pak je
pron € N u(N,,) = 0, a tedy také (U, >} N,,) = 0. Piedefinujeme-li viechny funkee f,, nulou na |J1>5 N,, integraly

se nezméni a bude platit 0 < f,, — f1 / f f1 s.v. v X, podle Leviho véty plati [(fn — f1)du 7 [(f — f1)dp, a
z aditivity integralu dostaneme [ f, du 7 [ fdp. O

Priklad 4.10. V piedchozi vété nelze vynechat omezenost integrdlu z f1. Volime-li totiz X = N, A = P(N), u
pocitaci miru a fn = —X(n4oo)nx; J€ fn /0 pron — +o0, ale —oo = fX fndy — —oc0 # fX 0du = 0.

Definice 4.11. Oznacéime L'(p) := {f € L*(n): [ |f]dp < oo}.

Cvideni 4.12. 1. Je-li funkce f mé¥itelnd a |f| < g s.v. pro néjakou funkci g € LY (u), pak i f € LY (p).
2. Specidlne, je-li f € El(u), je i | [y fdul < +oo.
8. Plati také: Je-li f € L*(1) a | [y fdp| < +oo, je f € LM ().
4. f,9 € LYn) = max{f,g},min{f,g} € L' (n).

Véta 4.13 (Lebesgueova; o konvergentni majoranté). Bud (X, A, u) prostor s mirou a fy, f méfitelné funkce
takové, 56 fn — f s.v. Necht ddle existuje funkce g € L' (u) takovd, Ze |fn| < g s.v. pro vSechna n € N. Pak

€L ) af fadp— [ fdp.
Diikaz: Predefinujeme-li funkce f,, f na mnoziné
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nulové miry, budou pfedpoklady véty platit pro vSechna x € X. Oznac¢me

gn = 1nf{fn, fo+1,---}, B i=sup{fn, fat1,.--}, neEN.

Ziejmé plati
_gﬁgnﬁfnﬁhnﬁg, n €N,

tedy f € LY(u), a gn 7 f, hn \ f, n — o0, tedy podle zobecnéné Leviho véty plati [ondp — [ fdp a
[ hndp — [ fdu. Protoze [ gndp < [ hydu < [ hydp, plati také [ f, dp — [ f dp podle véty o dvou straznicich.
O

Véta 4.14 (Fatouovo lemma). Pro funkce f,, nezdporné meévitelné na X plati
/ (lim inf fn> dp < lim inf/ fndu.
X n—oo n—oo X

Dikaz: Oznafme g,(z) := inf{fx(xz) : £k > n}, z € X. Funkce g, jsou méfitelne (Véta [3.11)) a plati g,
g := liminf,_,o f, (z definice liminf). Podle Leviho véty plati [ g,dp [ gdu. Déle ziejmé g, < fp, a tedy
[ gndp < [ fndp, n €N, alimitnim pFechodem dostaneme [ ¢gdp < lminf, o [ fn dp. O

Uvedeme nékteré disledky vét o limitnich pfechodech pro abstraktni Lebesgueiiv integral.

Ditisledek 4.15. Pro nezdporné mévitelné funkce f, na X plati

(55

Dikaz: DPodle Véty §.8 plati
/ (Zm) du=Y" [ fidu, nen
k=1 k=1

Limitnim pfechodem a s vyuzitim Leviho véty dostaneme tvrzeni. |

Disledek 4.16. Jsou-li f; méFitelné, > :0, fi konverguje s.v., a g € LY(u) takovd, ze |3, fil < g s.v. pro
viechna n, pak > 20, fi € LY(u) a
o0 oo
[ () a3 [
i=1 i=1
Diikaz. Plyne z Lebesgueovy véty. O

....................................................................................... konec piednasky 7, 23.10.

Dausledek 4.17. Bud f € L*(u) nezdpornd. Pro A € A definujeme

V(A) = /A fdu.

Pak je v mira na A a pro g : (X, A) — [0, +o0] meFitelnou plati

/ngvz/xfgdu-
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Diikaz. Zjevné v(P) = 0. At A; C A jsou po dvou disjunktni a A = U;r:“f Aj. Definujeme g; = x4; a g = xa. Pak
+o0 +oo +o0
o) = [ dodu= [ 3 fodu=Y" [ fordu= Y vy
X Xj=1 j=17X j=1

Dokéazeme druhou rovnost. Pro nezdporné méritelné jednoduché funkce plyne z Véty Pro nezédporné mévitelné
funkce ji ziskdme pomoci Leviho véty. O

Poznamka 4.18. 1. Necht je prostor (X, A, u) dplny. Pak z rovnosti f = g s.v. plyne
f je méritelnd <= g je méritelnd.
2. Pokud se dvé mévitelné funkce lisi na mnozZiné miry nula, maji stejny integrdl.
3. Pri ziplnénd prostoru s mirou se integrdly definované v pivodnim prostoru neménd.

Definice 4.19 (M¢éfitelné funkce na prostoru s mirou). Bud (X, A, u) prostor s mirou. Rekneme, e funkce f
D(f) € X — R* je u-méritelnd na X, jestlize existuje D € A, D C D(f), u(X \ D) =0 a pro kazdou B € B plati
(flp)=1(B) € A. Ddle budeme oznaceni funkce méfitelna na X pouzivat pro p mévitelné funkce na X.

Pro p méfitelné funkce definujeme integrdl predpisem [ fdu:= [ fdp, kde f=fnaDaf=0naX \ D.

Poznamka 4.20. 1. Ve véldch z této kapitoly staci predpoklddat, Ze funkce jsou p mévitelné na X.

5 Integraly zavislé na parametru

V této kapitole oznatuje (X, A, u) prostor s mirou a (7, p) metricky prostor. Dale budeme pracovat s funkcemi
f:T xX — R. Symbolem f(-,x) a f(t,-) budeme rozumét vzdy funkci jedné proménné (znazornéné teckou)
pfi pevné hodnoté (parametru) druhé proménné, napiiklad f(-,z) := g, kde g : T — R je dand pFedpisem

g(t) = f(t, ).

Véta 5.1 (Lebesgueova; o spojité zavislosti integralu na parametru). Budte (X, A, u) prostor s mirou, T metricky
prostor a f: T x X — R funkce. Necht ddle

(1) f(t,-) je méritelnd pro kazdé t € T,

(ii) f(-,z) je spojitd na T pro s.v. x € X,

(iii) ezistuje g € L1(u) takovd, Ze pro viechna t € T je |f(t,-)] < g s.v.
Pak f(t,-) € LY(u) pro viechna t € T a funkce

F:tH/f(t,-)dM

je spojitd na T'.
Diikaz. Bud t € T. Z predpokladu |f(t,-)| < g s.v. plyne podle Cviceni f(t,-) € LY(n). Podle Heineovy véty
sta¢i dokazat, ze pro kazdou posloupnost {t;} C T, t; — t pro j — +oo plati, F'(t;) — F(t) pro j — +00. Zvolme
tedy takovou {t;} a ozna¢me N mnozinu nulové miry, ze f(-,x) je spojita pro « € N. Pro libovolny € X \ N,

plati opét podle Heineho véty lim; o f(t;,z) = f(t,z), a tedy f(tn,-) = f pron — +oo s.v. a |f(tn, )| < g s.v.
Podle Véty plati lim; o F(t;) = F(t). O
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Cviceni. Zformulujte obdobu Veéty[5.1 pro limitu funkce F.

............................................................................. konec prednagky 8, 24.10.

Véta 5.2 (Zaména integralu a derivace). Bud I C R otevieny interval a f : I x X — R funkce. Necht ddle

(i) f(t,-) je meritelnd pro kaZdé t € I,
(ii) ezistuje N € A, u(N) = 0, takovd, Ze pro vSechna x € X \ N at € I existuje vlastni derivace %f(t,x),
(iii) ezistuje g € L1 (u) takovd, Ze pro viechna x € X\ N at €I, \%f(t, z)| < g(x),

)

(iv) ezistuje to € I takové, Ze f(to,-) € L1 (p).
Pak f(t,-) € LY (1) pro vSechna t € I, funkce

F:t»—>/Xf(t,-)du

je diferencovatelnd na I a prot € I plati

F'(t) = th (t,-) dp.

Diikaz: Pro libovolné a,b € I, a < b, a x € X \ N existuje podle Lagrangeovy véty o stfedni hodnoté ¢, € (a,b)

takoveé, Ze
f(b,:):)—f(a,x) 0

b—a :af(cxax)

7 predpokladu (iii) plyne, ze funkce z +— %f(cm, x) lezi v prostoru £ (u). Zvolime-li za jeden z bodt a,b bod to,
dostaneme f(t,-) € £' () pro viechna ¢ € I. UvaZujme nyni libovolnou posloupnost t; — ¢ € I, I 3 t; # t. Plati

. F(tj) / f(t J" A /
— lim =
Jj—00 t ]i>oo — t th d'u’

lim

posledni rovnost plyne z Lebesgueovy véty o konvergentni majorante a z definice derivace. ProtoZe uvedend rovnost
plati pro libovolnou posloupnost t; — ¢ € I, t; # t, dostavame F'(t fX 8tf Jdp, t € I. O

6 Lebesgueiv integral na piimce
Véta 6.1. Je-li f > 0 na prostoru s mirou (X, A, ) a plati-li [ fdu =0, je f =0 s.0.

Diikaz. Oznaéme A, := {z € X : f(z) > 1}. Ziejmé A, € A, xa, <nf,atedy p(4,) = [xa,dp<n [ fdu=0,
n € N. Protoze {f > 0} = U, | An, plati p({f > 0}) <> 07, u(A4,) =0. O

Diisledek. Jsou-li f,g € LY(u), f<ga [ fdu= [gdu, pak f =g s.v.
Disledek. Necht pro funkci f € L' (u) plati [5 fdp =0 pro kazdou mnozinu E € A. Pak f =0 s.v.
Diikaz. Zvolme nejprve E := {f > 0}. Pak podle predpokladu plati [ fdu = fE+ fdu =0, a protoze fT >0,

je fT =0 s.v. podle Véty Podobné volbou E_ := {f < 0} odvodime, ze f~ = 0 s.v. Pak ale musi byt f =0
S.V. [

18



Znaeni: Budeme uvazovat restrikci (ziplnéné) Lebesgueovy miry Al na omezeny uzavieny interval [a,b], tj.
X =la,b], A= {A C[a,b]; A € By}, u = \'| 4. Budeme znacit £!(a,b) p¥isluiny prostor integrovatelnych funkei,
L*(a,b) prostor funkci, které maji Lebesguetv integral, a f;fd)\l, f;f( d\'(z), nebo f f(x)dx Lebesguetv
integral z funkce f € L£*(a,b). Dale symbolem R|[a,b] znaéime mnozinu Véech omezenych funkci na [a, b], pro néz
existuje Riemanniv integral (R) [ f.

Véta 6.2. Je-li f € Rla,b], pak f € L (a,b) a ff ffd)\l
....................................................................................... konec prednasky 9, 30.10.

Diikaz. Protoze f € Rla,b], existuje posloupnost (D,,) zjemnujicich se déleni intervalu [a, b] takova, ze

b
s(f.Da) (R)/ f P D), n— o

(n)

(s(f,Dpn) a Z(f, Dy) znati dolni a horni Riemanniv soucet f pies déleni D). Je-li D, = {a = z (v)

<z <<
:c,(cz) = b}, zavedme funkce s,, S, predpisem

sp(z)=inf f, Sy(z)= sup f, =xz¢€ (:Ugﬁ)l,xl(-n)], i=1,...,kp,
[z (n) (n)] [z (n)1 (n)]

Ti_1»%

a sp(z) = Sp(x) = 0 pro ostatni hodnoty = € R. Pak zfejmé plati

b b
s(f,Dn):/ Sp dAL, y(f,Dn)z/ S, dAL.

Funkce f je dle pfedpokladu omezena, tedy |f| < M pro néjaké M € R. Plati
~M<sp<s < < f< <5 <S5 <M.
Oznatme f1 := limy, o0 Sp, f2 := limy, o0 S, (monoténni omezenéd posloupnost vzdy konverguje). Pak plati
~M<s, M f< o/ S <M.

a podle zobecnéné Leviho véty tedy

b b b b
/ snd)\l—>/ frdxt, / Snd)\l—>/ fodA\!.
Podle pFedpokladu ale také

/abSnd)‘l25(f’Dn)/‘(R)/abf‘/‘y(f7Dn):/abSnd)\l,

takze [* frax! = [* fad\! = (R) [° . Podle diisledku Vety [6.1]je f1 = f s.v., a zfejmé tedy take f = fi s.v.
(nebot f1 < f < f2), a tedy také f:fdA1 = (R) f: f. M&fitelnost f plyne z méfitelnosti fi = lim s, a z uplnosti
prostoru s mirou. O

Diisledek 6.3. o Je-li f € Rla,b]NN(a,b), pak f € L (a,b) a (R) [*f = [Lfd\' =(N) [V F.

Véta 6.4. Bud f : [a,b] — R omezend. Pak

f € Rla,b] <= f je spojitd \'-s.v. na [a,b].
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Diikaz. Ditkaz plyne okamzité z [Rana, 2002, Corollary 1.2.7]. O

V nésledujicim bude X = (a,b) C R, A= {A C (a,b); A € By}, p = M| 4. Oznaceni integralti podobné jako vyge.
Daéle symbolem N (a,b) zna¢ime mnozinu vSech funkci na (a,b), pro néz existuje Newtontv integral (N) f: f-
Zbytek kapitoly je pfevzat ze skriptu [Maly, 2019 Sekce 5|.

Definice 6.5 (Neur¢ity Lebesguetuv integral). Necht f je spojitd funkce na intervalu (a,b). Funkci F : (a,b) — R
nazveme neurcilym Lebesqueovym integrdlem funkce f, jestliZe

B
/ f(x) dz = F(8) — F(a)

pro kazdy interval (o, B] C (a,b).

Poznamenejme, ze kazdé spojité funkce na otevieném intervalu je méfitelnd (protoze oteviené mnoziny jsou bore-
lovské a tudiz méfitelné) a ma neurcity Lebesguetiv integral. Ten se zkonstruuje napi. jako

_ fcm f(t)dt, xr 2 ¢,
Flw) = {—f;f(t) dt, x=<c

pro pevné zvoleny bod ¢ € (a,b). Konvergence integrali plyne z omezenosti integrovatelnych funkei a integra¢nich
obort.

Véta 6.6 (o neurcitém Lebesgueové integralu). Necht f, F' jsou spojité funkce na intervalu (a,b). Potom F je
primitiont funkce k f, prdvé kdyZ F je neurcity Lebesguetv integrdl funkce f.

Drikaz. Necht nejprve F' je neurcity Lebesguetv integril. Snadno ovéiime, Ze

. F(z+h)-F(2) .1 [tk
1 = 1 —_—
h—>H(I)1—|— h h—>H(]gl+ h /l, J(t)dt

=[f(z), xel(ab),

podobné pro limitu zleva. F' je tedy primitivni funkce. Necht naopak F je primitivni funkce, najdeme neurcity
Lebesguetv integral G. Podle predchozi ¢asti je G primitivni funkce, tedy G a F se lisi jen o aditivni konstantu.
Jelikoz se F' lisi o aditivni konstantu od neurcitého Lebesgueova integralu, je to také neurcity Lebesgueiv integral.

O

Definice 6.7 (Newtontv integral). Necht f je funkce na intervalu (a,b). Pripomefime, Ze Fikdme, Ze funkce f md
Newtoniiv integral I pres (a,b), jestlize f md na (a,b) primitivnt funkci F, ta md limity

Flo+) = lim F(z),  F(b-) = lm F(a),

r—b—

tyto limity jsou vlastni (ve smyslu “konecné”) a

I =F(b—) — F(a+).

Integral I znaime (N) f;f(:c) dr. KdyZ f ma Newtoniiv integrél, fikame, 7e Newtonilv integral f konverguje,
v opacném piipadé ifikame, Ze diverguje, Jestlize Newtontv integral f konverguje, rozlisujeme absolutni konvergencs
(tj. téz (N) [ |f(x)| dz konverguje) a neabsolutni konvergenci (tj. (N) [ |f(x)|dz diverguje).

Konvergence integrilu |f| sama o sobé jesté nezarucuje absolutni konvergenci integralu f. Napf. funkce

(@) = {1’ e

-1, <0

nemd primitivni funkei, ale (V) f_ll | f(x)| dz konverguje.
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Véta 6.8 (vztah mezi Newtonovym a Lebesgueovym integralem). Necht f je nezdpornd spojitd funkce na intervalu
(a,b). Potom (N) f: f(x) dx konverguje, pravé kdyz konverguje Lebesquetiv integrdl funkce f. V tom piipadé maji
oba integrdly spolecnou hodnotu.

Dikaz. (a) Zvolme c € (a,b) a najdéme intervaly [a;, b;] tak, 7ze a < a; < ¢ < bj <b, aj \ya, bj /*b. Necht F
je neurCity Lebesgueiv integral funkce f, coz je podle Véty primitivni funkce k f. Potom F' je neklesajici a
tudiz ma limity F(b—), F(a+). JelikoZ (z monotonie) F'(b—) nemiZze byt —oo a F'(a+) nemize byt +o0o, rozdil
F(b—) — F(a+) méa smysl a plati

F(b—)— F(a+) = lilIcn(F(bk) — F(ag)). (1.1)
Oznacme

Tk = I'X(awbr)-
Funkce f ma Lebesgueiiv integral pres (a,b) (je totiz nezaporna a méfitelna). Podle Leviho véty a (1.1)) je

b b by
/a f(z)dz = lillirn/a fr(z)dx = lilgn f(z)dz = li}gn(F(bk) — F(ar)) = F(b—) — F(a+),

ag

takze fab f(z) dzx konverguje, pravé kdyz F'(b—)—F(a+) < 00, ale to je pfesné podminka pro konvergenci Newtonova
integralu. O

Disledek 6.9 (Diskuse vztahu mezi Newtonovym a Lebesgueovym integralem). Necht f je spojitd funkce na
intervalu (a,b).

(a) Jestlize konverguje Lebesquetiv integrdl z f od a do b, konverguje i Newtontiv a to absolutné.

(b) Jestlize Newtoniv integrdl z f od a do b konverguje absolutné, pak konverguje i Lebesquetiv.

(¢) Pokud konverguje jak Lebesguetiv, tak Newtoniv integrdl z funkce f, pak oba maji stejnou hodnotu.

(d) Jestlize Newtoniv integrdl z f od a do b konverguje neabsolutné, pak Lebesquetiv integrdl nemd smysl.

Tvrzeni (b) a (c) plati i bez pfedpokladu spojitosti, ale diikaz je slozitéjsi. Tvrzeni (a) naopak spojitost vyzaduje.

Jinak neplati zZddna inkluze mezi t¥idou v8ech Lebesgueovsky integrovatelnych funkei a t¥idou vSech newtonovsky
integrovatelnych funkei.

Diikaz je snadné cviceni, zalozené na rozkladu f = f* — f~. Pokud Newtonilv integrdl f konverguje absolutng,
konverguji i Newtonovy integraly funkei ™ a f=, protoze f+ = 3(|f|+ f) a f~ = 3(|f| + f).

............................................................................ konec prednagky 10, 31.10.

7 Véta o jednoznac¢nosti miry

Definice 7.1. Rekneme, ze D C P(X) je Dynkiniv systém, jestlize

(i) X € D,
(i) De D = X\ DeD,

(iii) Dy, € D, Dy po dvou disjunktni = J,, Dn € D.
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Poznamka 7.2. 1. DdileZitost Dynkinovijch systémi spoc¢ivd v tom, Ze jsou-li p, v dvé miry na (X, A), p(X) =
v(X) < oo, potom systém mnozin {A € A; u(A) = v(A)} je Dynkindiv systém (obecné ne o-algebra: uvazugjte
napi. miry A — A{x € A:x >0}) a A— AN{z € A: z < 0}) na intervalu [—1,1]). Pro mnoZiny
(—=1/2,1/2) a (—1,-1/2) U (0,1/2) jsou obé miry stejné, ale pro jejich sjednocent jiz ne.

2. Dynkiniv systém obsahuje (), a tedy je uzavien na konecnd sjednoceni po dvou disjunktnich mnoZin.

3. Dynkindv systém je uzavien i na vlastni mnoZinové rozdily: Jsou-li A,B € D, A C B, pak i B\ A € D. Plati
totiz B\ A= X\ ((X\ B)UA) amnoziny X \ B a A jsou disjunktni.

4. Kazdd o-algebra je zieymé Dynkintdv systém, ale ne naopak.
Véta 7.3. (a) Prinik libovolného systému Dynkinovijch systémi je opét Dynkindv systém.

(b) Pro kazdy mnoZinovy systém S C P(X) existuje nejmensi Dynkiniv systém, obsahugjici S:

4§ = m{D C P(X) Dynkiniv syst.,S C D}.
(c) 6§ C oS

Diikaz. Plyne jednoduse z definice Dynkinovych systémii. O
Véta 7.4. Necht je mnozinovy systém S C P(X) uzavien na koneéné priniky. Pak 6S = oS.
Diikaz. UkdZeme, Ze §S je uzavien na kone¢né priniky. Z toho jiz vyplyne, ze §S je o-algebra, a tedy 0§ = o8.

Skuteéné, pak sta¢i ukizat ze pro A, € 4S5, n € N plati UZS& A, € 6S8. Volme induktivné By = A, B, =
Ap\ (AN Uz;ll By). Pak B, € 0S8, jsou po dvou disjunktni a U:g A, = U:{g B, €48S.

Nejdiive ukazeme, Ze dS je uzavieny na pruniky s mnozinami z S. Polozme
D:={DedéS: DNS €S pro kazdou S € S}.

7 predpokladu véty vime, ze S C D. Ukézeme, ze D je Dynkintv systém. (i) Ziejmé X € D. (ii) Je-li D € D a
S e S, pak
(X\D)NnS=S\(SND)edsS,

tedy X \ D € D. (iii) Jsou-li D,, € D po dvou disjunktni a S € S, pak

(JDw) NS = J(DnnS) €68,

tedy |U,, Dn € D. D je tedy Dynkiniv systém spliiujici S C D C §S. Musi se tudiz shodovat se 6S.
Konecné dokizeme, 7e §S je uzavien na priuniky. Polozme

E:={F€dS: END €4S pro kazdou D € §S}.

Z dokazané rovnosti D = §S plyne S C €. € je rovnéz Dynkintuv systém (to se dokaze stejné, jako pro systém D).
Plati tedy také £ = 68, coz znamend, Ze 4§ je uzavien na konecné priniky, a dikaz je hotov. O

Véta 7.5 (Véta o jednoznacnosti miry). Necht je mnozinovy systém S C P(X) uzavien na koneéné priniky a p,v
necht jsou dvé miry na oS takové, zZe u(S) = v(S) pro kazdou S € S. Necht ddle existuji mnoziny A, € S (n € N)
takové, ze Ap, /X a p(A,) < oo, n € N. Pak p=v na cS(=4S).
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Diikaz. (1) Pfedpokladejme, nejprve, ze p je kone¢na. Mnozina
D:={Ae€oS: u(A) =v(A)}

je Dyunkintv systém (vlastnost (i) plyne z u(X) = lim, pu(A4,) = lim, v(4,) = v(X), vlastnost (ii) z rovnosti
wX) = (X \A) + u(A), v(X) = v(X \ A) + v(A). Vsimnéte si, ze rovnost u(X \ A) = v(X \ A) z nich
odvodime pouze diky p(A) = v(A) € R. Vlastnost (iii) pak plyne ze spocetné aditivity miry). Protoze S C D
podle pfedpokladu, musi byt ¢S = 6S C D C ¢8. Prvni rovnost plati podle Véty [7.4 Tedy D = oS a p a v se
shoduji na ¢S.

(2) Je-li pu nekoneéna, polozime
Dn:={A€oS: n(An4Ai,) =v(AnA,}, neN

Stejné jako v ¢asti (1) se ovéfi, ze D,, je Dynkiniiv systém obsahujici S, a tedy D,, = ¢S, n € N. Ze spojitosti miry
pak pro libovolnou A € ¢S dostaneme

p(A) =limpu(ANA,) =limv(ANA4,) =vA),
¢imz je dikaz ukondcen. O

Poznamka 7.6. V druhém kroku dikazu jsme vlastné aplikovali proni krok dikazu na X, = A,, S, = {A €
S7A C An}i ,L[/TL = /’L‘Usn7 l/n = V’JSTL'

....................................................................................... konec prednagky 11, 6.11.

P#iklad: Je-li g mira na (R!, B') takové, 7e u(I) = délka(I) pro kazdy omezeny interval I, pak nutné pu = A\!.

8 Soufdin mér a Fubiniova véta

Méjme dva prostory (X, A, u), (Y, B,v) se o-kone¢nymi mérami.

Definice 8.1. Mévitelnym obdélnikem rozumime mnozinu Ax B C X x Y, kde A € A a B € B. Ozna¢me mnozinu
vSech méritelnych obdélniki
O={AxB: A€ A, B € B}.

o-algebru
A®B:=00

nazyvame soucinovou o-algebrou na prostoru X x Y.

Pro mnozinu F € A® B znad¢ime

E, = {yeY: (z,y) €eE}, z€X,
EY = {reX: (x,y) €eE}, yevY

fezy mnoziny FE.

Véta 8.2. Necht E€ A@B a f: (X xY,A® B) — R* méritelnd. Pak

1. E, € B pro vSechna x € X, EY € A pro vSechna y € Y

2. funkce x — v(E,) je méfitelnd na (X, A), funkce y — p(EY) je méritelnd na (Y, B).
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3. pro kazdé y € Y je funkce fY :x — f(x,y) méFitelnd na (X, A), pro kazdé x € X je funkce f, 1y — f(z,y)
méritelnd na (Y, B)

Diikaz. 0. Dokdzeme pouze pro E, a f,. Pro EY a fY je dikaz podobny.

1. Pro libovolné z € X je {E € A® B : E, € B} ziejmé o-algebra obsahujici vSechny méfitelné obdélniky, tedy
musi splyvat se souéinovou o-algebrou.

2. Zvolme pevné libovolnou mnozinu By € B s mirou v(Bp) < co. Oznaéme
D:={E€ A®B: z— v(E;N By) je mé&Fitelna}.

Ziejmé O C D. Lze ovéFit, ze D je Dynkintv systém. Provedte! Tedy §dO C D, a protoze O je uzaviena na konetné
priniky, je 60 = 00, a tedy D = AQ® B.

Protoze v je o-kone¢nd, existuji mnoziny B, € B, v(B,) < oo, B, /'Y, n — oo. Pak pro libovolnou F € A® B
plati v(E;) = limyoo v(Ex N By) (z Véty , a tedy funkce z — v(E;) je méfitelna (jako limita méfitelnych
funkci).

3. Proa € R polozme Q = {f <a}. Pak Q € A®B a {f, < a} = Q. € B podle bodu 1. Tedy f, je méfitelna. [

Véta 8.3 (Existence a jednoznacnost soudinové miry). Ezistuje prdvé jedna mira p @ v na (X x Y, A® B) s
vlastnosti
(L@v)(Ax B)=u(A)-v(B), Ac A BebB (1.2)

(klademe 0 - oo = 0). Navic

VE€c A®B: (pv)(E) = /X v(E,)du(z) = / w(EY) dv(y). (1.3)

Y

Diikaz. Jednoznatnost: Pouzijeme V&tu[r.5l Systém O vSech méfitelnych obdélniki je uzavien na kone¢né priniky
a soufinovéi mira je na mé¥itelnych obdélnicich jednoznacné urcena. ProtoZe p a v jsou o-kone¢né miry, existuji
mnoziny A, € A, u(A,) < oo, A, S X, a B, € B, v(B,) < o0, B, /Y, n — oco. Méfitelné obdeélniky
Cy, := A x By, pak spliji (p ® v)(Cp) < 00 a Cp, /' X x Y, predpoklady Véty [7.5] jsou tedy splnény.

Existence: Pro E € A® B polozme

K(E) = /X V(E,) du(z). (1.4)

Nejprve ukiZzeme, Ze k je mira na (X x Y, A® B). Ziejmé x(0) = 0. Jsou-li E,, € A® B po dvou disjunktni, plati

w( B = /X v(( Fa)e) du(z) = /X v(J(Fn)e) du(x)

n

- /X > U(Ea)e) du(z) = > w(E)

n
(vyuzili jsme faktu, ze fezy disjunktnich mnozin jsou opét disjunktni). Tedy & je mira.

7 definice je zFejmé, ze pro méfitelny obdélnik A x B je k(A x B) = u(A)v(B). Tedy k je mira na (X x Y, A® B)

splijici (1.2)).
Definujme pro £ € A® B
KB = [ () dviy).

Opét je mozné ukazat, ze k* je mira na (X x Y, A® B) spliwjici (1.2)), a tedy z jednozna¢nosti plyne k = k*, tedy

E3). O

24



Véta 8.4 (Fubiniova véta). Pro kaZdou funkci f € L*(n ® v) plati:

1. funkce x — [, f(z,y)dv(y) je méFitelnd na X a funkce y — [y f(x,y)du(z) je méritelnd na'Y

[ tawen = [ ([ senaw) o = [ ([ @),

Ditkaz. 1. Je-li f charakteristickou funkei mnoziny ze soucinové o-algebry, plyne rovnost z (|1.3)).

2. plati rovnosti

2. Pro jednoduchou méfitelnou funkci s = Z?Zl ;X E; mame

[stwer) = S [ulE)) dute)

Z uvedeného vypoctu rovnéz plyne, ze funkce = — [ s(z,y) dv(y) je méfitelnd pro libovolné y € Y. Druha
rovnost se odvodi analogicky.

................................................................................. konec pfednasky 12, 7.11.

3. Bud f > 0 mé&fitelnd a s, ~ f nezaporné, jednoduché, méfitelné funkce. Pak podle Leviho véty

/ 5n(2,9) du(y) / f(z,y) dvly), =€ X.

Protoze integraly na levé strané jsou méfitelnymi funkcemi proménné z, i integral na pravé strané je meéfi-
telnou funkci v & a opétovnym pouzitim Leviho véty dostaneme

//%@wmwwwﬂﬂ//ﬂ%wW@WM)

Podle jiz dokdzané ¢asti 2 se integral na levé strané shoduje s [ s, d(p®v) a

l/%dW®VLf/fﬂu®Wj

¢imz dostavame prvni z obou dokazovanych rovnosti (druha opét plyne analogicky).

4. Jeli f = fT— f~ € L*(u® v), ovéFfime rovnost snadno pomoci piislusnych rovnosti pro f™ a f~.

Priklad: Uvazujme X =Y =7Z, A =B = P(Z), 1 = v je aritmetickd mira. Definujme funkci f : Z x Z — R
nasledovneé:
1 pokud zo = z1 > 0nebo z0 = 21 — 1 < —1,

f(z1,22) =< —1 pokud 20 = 21 <0nebo 20 = 21 — 1 > —1,
0  jinak.
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Plati

//f 21, 22)dp(z1) dpi(22) ZZf (21,%22)

zo 21

//f 21, 22)dp(z2) dp(z1) ZZf (21,22) =2,

zZ1 22

pritom oviem f & L*(u ® ).

Pozn.: Prostor se sou¢inovou mirou (X XY, A®B, p®v) nemusi byt uplny, ani kdyz prostory (X, A, u) a (Y, B, v)
jsou tplné. Zuplnény prostor se souc¢inovou mirou znadéime (X x Y, AQB, u®@v).

Staci volit A € As u(A) =0a B € P(Y) \ B. Pak je A x B nulovd mnozina (je podmnozinou A x Y'), ale neni
méfitelna (plyne z Vaty [8.2)).

Disledek 8.5 (Fubiniova véta pro zuplnénou sou¢inovou miru). Budte (X, A, 1) a (Y, B,v) dva dpiné prostory se
o-konecnymi mérami. Pak pro kazdou funkci f € L*(u®v) plati:

1. funkce fY :xw— f(x,y) je méFitelng na X pro sw. y € Y a funkce fr : y— f(x,y) je méFitelnd na'Y pro
sv.xeX

2. funkce x — [y, f(z,y)dv(y) je méFitelnd na X a funkce y — [ f(z,y)du(x) je méFitelnd na Y

/nyfd(“@V /(/f“’d” ) /(/fxydu )du(y).

Lemma 8.6. Bud (Z,C, p) prostor s mirou a (Z,Cy, po) jeho ziplnéni. Je-li f : (Z,Co) — R* méFitelnd, existuje
g:(Z,C) — R* méFitelnd takovd, Ze f = g p-s.v.
Diikaz. Pro jednoduché funkce plyne tvrzeni hned z definice ztplnéni prostoru s mirou (Véta [2.17)).

Pro nezapornou Cp-méfitelnou funkei najdeme monotonni posloupnost jednoduchych Co-mé¥itelnych funkcei, kterd k
ni bodové konverguje (Véta|3.13). Tu upravime na mnoziné nulové miry p na monotonni posloupnost jednoduchych
C-méfitelnych funkci. Jejich limita spliuje v8echny pozadavky véty.

Obecnou funkci rozlozime na kladnou a zapornou ¢ast. O

Diikaz Diisledku [823. 1. P¥edpokladejme nejdiive, 7e f = 0 u ® v-s.v. Oznaéme E = {f # 0}. Plati u&v(E) = 0
a tak existuje F € A®B, (n®@v)(F) =0a FE C F (Véta[2.17). Na xp mizeme aplikovat Fubiniovu vétu

Dostaneme
0= / xrd(p®v) = / v(Fy) dp,
XY X

a tedy je pro p s.v. z € X v(F,) = 0, a protoZe je mira v aplna také v(E,) = 0, f, je méfitelna a [, fp dv = 0.
ProtoZe je mira p Gplna, je mnozina {z € X; [, f, dv existuje} méFitelna. Doplnék je totiz nulova (tedy méFitelnd)
mnozina. Tedy funkce x — [y, f, dv je méfitelna. Ziejmé

o:/Xnydw@u / /fx y) dv(y)) du(e). (1.5)

Tvrzeni s prohozenymi rolemi x a y se dokédzou podobné.
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2. Je-li f € L*(u&v), existuje podle Lemmatu [8.6) mnozina N € A®@Ba g€ L*(u@v), 7e (u@v)(N)=0a f=g
na N. Plati f = fxy +9—gxn a g,9xn € L*(u®v). Na fxn aplikujeme piedchozi krok a z (1.5]) dostaneme

OZ/XnyXNd peV) = / /fXNd,U (1.6)

Na g a gxn lze aplikovat Vétu [8.4l ProtoZe se integraly zaplnénim prostoru s mirou neméni, dostaneme

[ ot = [ (| gana (1.7)
/XXYgXNd(N@)V)_/X(/XQXNdM)dV- (1.8)

Sectenim (1.6)-(1.8) dostaneme tvrzeni véty. Tvrzeni s prohozenymi rolemi = a y se dokdzou podobné. O

...................................................................................... konec piednagky 13, 13.11.

Véta 8.7 (Soucin Lebesgueovych mér). Pro p,q € N plati:

(i) BP+1 = Br® B,
(i) A5 =A% ® A
Diikaz. (i). Kazdy otevieny (p + ¢)-kvadr je kartézskym soucinem otevieného p-kvadru a otevieného g-kvadru.
Necht QF znadi systém vech otevienych k-kvadrii. Pak plati
Brf1=c{UxV:UcQ, VeQllCco{AxB: Ac B, Bc B!} =B B
Pro druhou inkluzi sta¢i ukazat, ze A x B € BP9 kdykoliv A € BP a B € B%. Ozna¢me
Dy :={AeB’: AxV € B kdykoliv V € Q7}.
Ziejmé QP C Dy a snadno lze ukizat, ze D; je o-algebra. Plati tedy D1 = BP. Dale oznac¢me
={Be€B!: Ax B e B kdykoliv A € B'}.

Plati Q, C Dy (protoze Dy = BP) a D; je opét o-algebra, tudiz Dy = BI. o-algebra BT tedy obsahuje viechny
méfitelné obdélniky v RP x R?, a musi tedy obsahovat i B & BY.

(ii). Miry A%ﬂ a A ® A} se shoduji na otevienych kvadrech z QPT4. Systém QPTY je uzavien na konetné priniky,
eneruje a existuje posloupnost otevienych kvadri Q; onetné miry, tedy a Az ® A se shoduji
g je BPtd istuj 1 t otevienych kvadra Q;  RPT? kone¢né miry, ted )\f;“q AN @ AL hoduji
i na BP9 podle Véty [7.5] O

V dalgim budeme symbolem L£*(R¥) zkrdcené znagit prostor £*(RF, BE, \F).

Diisledek 8.8 (Fubiniova véta v RPT4). Pro kazdou funkci f € L*(RPTY) plati

Rp+a RP R4 R4 RP
kde piseme struéné dz := d\P(z), dy := d\(y), d(z,y) := dNT9(z,y).
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Diisledek 8.9. Budte 7 : (z,y) = x a w2 : (z,y) — y projekce, A € BS9. Plati

mA € B —s APHI(A) = / N(A,) dx,
mA

mA € Bl = NPFI(A) = / NP(AY) dy.
T A

Poznamka 8.10. m A € BP plati nap¥iklad pro A C RPYY otevrenou — m A je pak také oteviend, nebo pro
A C RPYY kompakini — w1 A je pak také kompaktni.

mA je dokonce mevitelnd pro kaZdou borelovskou mnoZinu A C RPYY, diikaz je ale mimo dosah této predndsky, viz
|Cohn, 2013, Proposition 8.4.4.].

Diisledek 8.11. Pro funkci f € £*(RPT9) a mnozinu A € By plati

Aﬂamamwzﬁﬂ<éjuwadwaéA(Mﬂawm)@,

jsou-li m A o mo A méFitelné.

P#iklad: Pro jednotkovou kouli By = {22 + y? + 22 < 1} v R? dostavame podle Diisledku

1
N(By) = / (1 —2%)dz = %77.
—1

9 Véta o substituci

Definice 9.1 (Obraz miry). Bud ¢ : (E,£) — (F,F) méfitelné zobrazeni a p mira na (E,€£). Pak mnozinova
funkce
() : B p(p™'(B)), BeF,

je mira na (F,F) a nazyvame ji obrazem miry p pii zobrazeni ¢.

Véta 9.2 (o obrazu miry). Necht (X, A, ), (Y,B,v) jsou prostory s mirou, ¢ je mé¥itelné zobrazeni (X, A) do
(Y,B) a v =(u). Potom pro kazZdou mévitelnou funkci u na'Y je

[ vt = [ o) duto)

X

pokud aspon jedna strana md smysl.

Diikaz. Dikaz je rutinni zéleZitost (pfes charakteristické funkce, jednoduché funkee, ...). O

Piiklad 9.3. Necht X,Y = R, A,B = B!, ¢ : X = Y je na, md v kazdém bodé¢ vlastni nenulovou derivaci,
w(E) = [ |¢'|dA! pro E € B'. Pak (1) = Ag. Navic plati pro f € L*(Ag)

/Rfd)\l:/Rfdgo(,u):/]Rfogde:/Rfo@wqd)\l‘

...................................................................................... konec prednagky 14, 14.11.

Lemma 9.4. Lebesgueova mira A" je translacné invarianini (tedy \" (B + z) = \"(B) kdykoliv B € Bf a z € R™).
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Diikaz. Plyne to z véty o jednoznacnosti miry, nebot A" a mira u(B) := \"(B + z), B € B", se shoduji na
otevienych kvadrech. O

Véta 9.5. Bud X, Y =R", A, B=8B", L: X — Y requldrni linedrni zobrazeni.

1. Definujeme-li v(A) = N"(L(A)) pro A € B", je v mira na B" a plati v = |det VL|\".
2. Pro A € A definujeme miru p(A) = |det VLINA(A). Pak plati L(p) = N} a pro f € L*(A\g) plati

fd\ = [ foL|detVL|d\". (1.9)
R7 R7

Diikaz. 1. Kazdé linearni zobrazeni mezi koneéné rozmérnymi prostory je spojité. Protoze L je regularni, existuje
(spojité) inverzni zobrazeni L~!. Tedy L=1 : (R™, B") — (R", B") je méfitelné a v = L~1(A") je mira podle
Véty 9.2

Podle znamé véty z linearni algebry [Barto and Ttma, 2019, | lze kazdé regularni linedrni zobrazeni L : R — R"
vyjadfit jako slozeni kone¢né mnoha “elementarnich” linedrnich zobrazeni jednoho ze tii typi:

(i) L1 : (z1,..., @i, ... 2y .y Tp) = (21,0, %5, ..., T4, ..., Zy) (tedy Ly prohazuje i-tou a j-tou soufadnici
vektoru);
(ii) Lo: (x1,...,2n) = (T1,...,Tp—1, 2+ bx1) (b € R) (Lo pFicte k n-té souradnici b-ndsobek prvni soufadnice);
(i) Lg: (x1,...,2p) — (T1,...,Tn_1,axy) (a # 0) (L3 vynasobi n-tou souradnici nenulovym faktorem a).

Protoze slozené line4rni zobrazen{ odpovida soucinu piislusnych matic, a determinant soucinu je soucinem deter-
minantu jednotlivych matic, sta¢i dokazovanou identitu ukazat pro p¥ipady L = L1, Lo a Ls.

Miry ALy a A" se shoduji na systému otevienych kvadri. Podle v&ty o jednoznacnosti miry se tedy shoduji i na
Borelovské o-algebfe, a mame tedy A" (L1(A)) = A"(A) = |det Li|A"(A), A € B™.

Podle Fubiniovy véty plati

N(La(A)) = /H PN CZEV R

kde II,,—1 : (z1,...,2n) = (21,...,2n—1). Pro fez mnoziny Lo(A) pak z tvaru Lo dostavame

(LQ(A))(m,...,xn,l) = A(ml,...,mn,l) + bl‘l,

a protoze A je transla¢né invariantni a IT,,_1(L2(A)) = II,,_1(A), mame

N'(La(A)) = / M (A ) d@1,. . a01) = X"(A).
I,—1(A)

Jelikoz | det Lo| = 1, ovéfili jsme tim rovnost pro Ls.

Miry A" a u(A) := |a|7'A"(L3(A)) se shoduji na systému otevienych kvadri, proto se shoduji podle véty o
jednoznatnosti i na borelovskych mnozindch. Plati tedy A"(L3(A)) = |a|]A\"(A) = |det L3|A\"(A). Tim je dikaz
ukoncen.

2. Pro A € By je L(p)(A) = u(L71(A)) = |det VL||det VLL|A"(A) = A"(A), podle piedeslého bodu. Rovnost
([1.9) plyne z Vety [9.2] O]

Dusledek 9.6 (Lebesgueova mira je izometricky invariantni). Je-li S : R™ — R"™ izometrie (tzn. ||S(x) — S(y)|| =
|z = yll, z,y € R"), pak X"(S(A)) = A"(4), A € B".
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Diikaz. Podle véty z linearnf algebry lze kazdou izometrii v R™ zapsat ve tvaru
S:x—=b+ R(z), xeR"

kde b € R™ (“posunuti”’) a R je ortogonalni linearni zobrazeni (tzn. RTR = I). Protoze |det R| = 1 a A" je
transla¢né invariantni, dostavame A"(S(A)) = A"(A) z Véty [9.5] O

Dausledek 9.7. Je-li W C R"™ afinni podprostor dimenze mensi nez n, plati \"(W) = 0.

Drikaz. Plyne z faktu, Ze vhodné izometrické zobrazeni zobraz{ W na lineadrn{ podprostor generovany prvoimi k < n
vektory kanonické baze R™. O

Disledek 9.8. Véta plati 1 bez predpokladu reqularity zobrazeni L.

Diikaz. Je-li L singularni, je L(R™) podprostor dimenze mensi nez n, a zaroven det L = 0. O
Disledek 9.9 (Homogenita Lebesgueovy miry).

A(rA) = |r["\"(A), reR, AeB".
Poznamka 9.10. Véta Diisledek[9.6, Diisledek[9.9 plati také pro A € By.

Definice 9.11. Necht U C R je oteviend a f : U — R" zobrazeni t¥idy C'. Pak J f(z) := det Vf(z) je Jakobidn
funkce f v bodé x, x € U.

Definice 9.12. Necht U C R” je oteviena. Zobrazeni f : U — R" je difeomorfismus, je-li prosté, t¥éidy C! a plati-li
Jf(x)#0,ze€U.

Pozn.: 7 véty o inverznim zobrazeni plyne, Ze je-li f : U — R™ difeomorfismus, je obraz f(U) oteviena mnozina
a f~1je tridy C! na f(U).

Véta 9.13 (Véta o substituci). Bud U C R™ otevfend, ¢ : U — R™ difeomorfismus a f : o(U) — R Lebesgueovsky
meéritelnd funkce. Pak

/ﬂwmuwww—/ £() dy,
U p(U)

md-li jedna strana smysl.

Bez dikazu. O
Diusledek 9.14. Je-li navic B C p(U) Lebesgueovsky mé¥itelnd mnoZina, plati

/ ﬂwmu¢mw=/ﬂmm
¢~ 1(B) B

md-li jedna strana smysl.

Priklad 9.15. 1. Zobrazeni ¢ : (r,t) — (rcost,rsint) je difeomorfismus na U = (0,00) X (—m,7), Tp(r,t) =71 a
plati \2(R?\ p(U)) = 0, proto

M (B) = / rd(r,t), B¢ B:.
¢~ H(B)
2. Zobrazeni ¢ : (r,t,s) — (rcosscost,rcosssint,rsins) je difeomorfismus na U = (0, 00) x (=7, )X (—7/2,7/2),
Jo(r,t,s) =r2coss a plati N3(R?\ p(U)) = 0, proto

M (B) :/ r?cossd(r,t,s), B¢ B;.
e~ 1(B)

...................................................................................... konec prednasky 15, 20.11.



10 Prostory LP

V celé sekci je (X, A, ) prostor s mirou.

Lemma. Jsou-li a,b € [—00,00], ty € (a,b) a ¢ : (a,b) = R konverni funkce, pak existuji o, B € R takové, Ze pro
vSechna t € (a,b) \ {to} je p(t) > at + B a p(to) = ato + 5. Je-li ¢ dokonce strikiné konvexni na (a,b), je pro
vSechna t € (a,b) \ {to} dokonce p(t) > at + 5.

Diikaz. Protoze je ¢ konvexnf plati proa <t <ty <s<b

Y(t) = 90(2::;“0) < 90(82:;‘;(750). (1.10)

Volime o := sup;¢(q40) ¥(t) = ¢_(to). Z (L.10) pak pro viechna t € (a,to) plati p(t) > ¢(to) + a(t — to) a pro
s € (to,b) plati p(s) > p(to) + a(s — tg). Stadi tedy volit 8 = p(ty) — atp.

Je-li ¢ dokonce striktné konvexni, plati v (1.10) dokonce ostra nerovnost, ktera se poté pienese do odhadu p(t) >
at+ B prot € (a,b) \ {to}- O

Vé&ta 10.1 (Jensenova nerovnost). Necht (X, A, i) je pravdépodobnostni prostor, f € L'(u), a,b € [0, 0] a
f:X —(a,b). Je-li p: (a,b) = R konvexni funkce, pak

@(/deu> S/X(wf)du-

Je-li ¢ navic strikiné konvexni na (a,b), plati rovnost pravé kdyz f = fX fdup s.v. na X.

Dikaz. Oznacme tg = [y fdu € (a,b). Z konvexity ¢ na (a,b) existuji a, 5 € R takova, Ze pro t € (a,b) plati
@©(t) > at+ [ a pro t =ty plati rovnost (plyne z [Pick et al., 2019 5.4.9 Lemma| a |[Pick et al., 2019, 5.4.12. Vétal).
Tedy také pro x € X plati p(f(x)) > af(z) + B. Integraci posledni nerovnosti dostavame

/<p0fdu>ato+6 o(to) = /fdu

V posledni nerovnosti plati rovnost podle Véty [6.1] pravé, kdyz o(f(z)) = af( ) + B s.v. v X. Je-li o striktné
konvexni, plati p(t) = at+ 8 pravé pro t = ty. Dostavame, ze rovnost plati, je-li f fX fduprosv.z e X. O

Definice 10.2. Pro f: (X, A, u) — R* méFitelnou definujeme ess-supy f =inf{a e R: p{z € X : f(z) > a} =
0} aess-infx f =sup{a e R: p{z € X : f(z) < a} =0}.

Poznamka. Plati f < ess-supy f s.v. v X. Opravdu, {f > ess-supy f} = ;r:o? f >ess-supyx f+1/j} a torzend
plyne z definice ess-sup a o-aditivity miry. Podobné plati také ess-infx f < f s.v. v X.

Véta 10.3 (Holderova nerovnost). Necht f,g : X — [0,400] jsou nezdporné meévitelné funkee, 1 < p,q < +o0,
1,1

~+ - =1. Pak

p g

[ toan= ([ pranif gt

Je-li pravd strana konecnd, plati rovnost prdve, kdyzZ ezistuji a, b € R, Ze alespofi jedno z nich je nenulové a
aff = Bg? sv. v X.

[ F@(@)duta) < esssupy g [ 1) duta),

Je-li pravd strana koneénd plati rovnost pravé, kdyZ g = ess-supx g s.v. v {f > 0}.
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Diikaz. 2. Nerovnost je jasnd. Rovnost plati pravé, kdyz g = ess-supy g s.v. v {f > 0} (vyuzije se Véty [6.1)).
1. Déle pfedpokladejme, ze 1 < p,q < o0.

Je-1i jeden 7z integralti vpravo nulovy musi byt bud f = 0 nebo g = 0 s.v. v X a plati dokonce rovnost. Je-li jeden
z nich roven +oo a druhy kladny, nerovnost také plati.

Necht jsou dale oba integraly vpravo konetné a nenulové. Ozna¢me A = {g > 0} a G = ([ ¢7 du)é a poditejme
q
(/ fgdp)P = (/ fgdu)P = (/ gt 1L dp)PGr < / gD gt dpGrae = / fPAuGP < / P duG?,
X A A Ga A A X

protoze g—i dp je pravdépodobnostni mira na A, pg —p=qap(l—q)+q=0.

Rovnost plati pokud existuje C € [0,4+00), Zze fg'™9 = C s.v. v Aa f = 0sv. v X \ A. To dohromady davé
fP=0CP¢glsv. v X. O

Véta 10.4 (Minkowského nerovnost). Je-li 1 <p< oo a f,g: (X, A, pu) — [0,4+00) neziporné méfitelné, pak plati

([ Grarans <[ raws+ ([ o,

ess-supy (f + g) < ess-supy f + ess-supy g.

Diikaz. 2. Podle definice je f < ess-supy f s.v. a g <ess-supy g 8.v., tedy f + g < ess-supy f + ess-supy g s.v., z
¢ehoz plyne ess-supy (f + g) < ess-supy f + ess-supy g.

1. Je-li p =1, plati zfejmeé rovnost z linearity integralu.

Necht nyni 1 < p < 0o. Polozme ¢ := ]% (plati tedy ;1) + % = 1) a podle Hélderovy nerovnosti plati

/Xf(f+9)p1du§(/xfpdu);(/x(f+g)q(p”du)é,
/ g(f + g du < ( / g )i ( / (f + 9)1@) ).
X X X

Se¢tenim obou nerovnosti a s vyuzitim identity ¢(p — 1) = p dostaneme

/X(f+g)pdu< [(/Xfpdu)flur(/xgpdu);} (/X(f+g)pdu)i.

Pokud [ (f + ¢)P dp < +oo dostavame Minkowského nerovnost vzhledem k 1 —1/g = 1/p. Je-li [ (f +g)P dp =
+00, musime jesté ukazat, ze [y fPdp = 400 nebo [ gP du = 4o00. To dokdzeme obménou. Je-li [y f?dp < 400
i [y 9" dp < +oo odhadujeme [y (f +g)P dp < [ 2P(fP + ¢P) dp < +oc. O

Lemma 10.5 (Youngovo lemma). Je-li a,b >0 a p,q > 1 takové, ze %4— % =1, pak

ab  b?
ab < — + —.
b q

Diikaz. Necht ab > 0 jinak je nerovnost ziejma). Protoze logaritmus je konkévni funkce, plati

a? bl 1 1
log| — 4+ — ) > —loga” + —logb? =loga + logb = log(ab).
p q p q
Z toho jiz plyne dokazované rovnost, nebot logaritmus je rostouci funkce. O
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............................................................................ konec prednagky 16, 21.11.

Dale bude znacit K bud R nebo C, na K budeme vzdy uvazovat pfislugnou o-algebru borelovskych mnozin.

Definice 10.6. Bud (X, A, ) prostor s mirou a funkce f: (X, A) — K méritelnd. Definujeme

1
(/lel”du>p, 1 <p<oo

1l =
[flloo = ess-supx | /],
LAX Ap) = A (X A) = K fllp < oo}, 1T<p<oo

(Casto budeme psdt strucné pouze LP(i1) nebo LP(X).)

Poznamka 10.7. At p € [1,400]. LP(u) je vektorovy prostor nad K a | - ||, je seminorma (tedy spliiuje 1) pro

o €K af e () e llafly= ol flp 2) pro f.g € £2() plati || + gllp < |Fllp+ gl 3) 0]l = 0. Neplat ale
Ze z | fllp = 0 plyne f = 0 bodové vsude). Abychom dostali normovany linedrni prostor, je potieba upravit pojem

rovnosti podle Véty[6.1]
Platnost trojihelnikové nerovnosti pro ||-||, plyne z trojuhelnikové nerovnosti pro | -| a Veéty .
Definice 10.8. Necht 1 < p < co. Na mnoziné £P(u) definujeme ekvivalenci

f~g < f=g u—skoro viude.

Dale klademe
LP(p) = LP(p) |~

(faktorprostor, forméalné mnozina t¥id ekvivalence ~, vice viz [Pick et al., 2019, A.0.36.]).

Véta 10.9. Pro1 <p<ooa f,g € LP(u) plati

[f =gl =0 <= f~g.

Diikaz. Plyne z Véty O
Disledek 10.10. (LP(p), || - ||p) je normovany linedrni prostor a je na ném definovdna prirozend metrika pomoct
normy.

Véta 10.11. At p e [1,+o0].

1. Prostor LP(u) je dplny.
2. Je-li {f,} 125 C LP(u) cauchyouvskd posloupnost v LP(u), ewistuje jeji podposloupnost { fn, 2‘;"1’, kterd konwver-

guje s.v. v X.

8. Je-li {fn}2y C LP(n) cauchyovskd posloupnost v LP(u), existuje jeji podposloupnost { fn, 125, kterd md

majorantu z LP(p), tj. existuje g € LP(p) takovd, Ze pro kaZdé k € N plati |f,, | < g s.v. v X.

Diikaz. Ditkaz pro p = oo: Necht nejprve p = oo a bud (f,,) cauchyovska posloupnost v L>(u) (pfesnéji feceno,
fn jsou reprezentanti z p¥islusnych t¥id ekvivalence). Z cauchyovskosti plyne cauchyovskost posloupnosti {|| fy||co,
a tedy i jeji omezenost. Oznacime K > 0 takové, které ji omezuje. Dale

(W € N)Eno (k) (Y, n > 10(k)) : [ fon — Fulloo < %

Oznatme

N;:nm ={r e X: |fm(z) = fulz)] > %} UAlfal > K} U{|fin] > K}
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Podle vyse uvedeného plati p(N,"") = 0 kdykoliv m,n > ng(k). Polozme
[e.e]
N=) U w~n"™
k=1mn>ng(k)

Ziejmé p(N) = 0. Dale na X \ N je posloupnost (fy,(z)) stejnomérné omezena (|-| < K) a stejnomérné cauchyovska
(s hodnotami v K), a tedy f, stejnomérné konverguje na X \ N k jisté omezené funkci f. Ta musi byt méFitelna
(nebot je bodovou limitou méFitelnych funkei s.v.). Ziejmé f, — f v L (u), plati 2) a g := K vyhovuje 3).

................................................................................. konec prednasky 17, 27.11.2019

Ditkaz pro p < oo: Necht je (fy,) cauchyovskd v LP(u). Z cauchyovskosti plyne cauchyovskost posloupnosti {|| fn||p,
a tedy 1 jeji konvergence a omezenost. Navic existuje vybrana podposloupnost (g;) C (fy) takova, ze

o0
s=> lgi = git1lp < o0
j=1

(ke kazdému j najdeme n; tak, aby ||fn — fu,llp < 277 kdykoliv n > nj, a polozime g; = fn;). Polozme

oo
hi=>"lg; — gjrl-
=1

S vyuzitim Leviho véty (druha rovnost) a Minkowského nerovnosti dostaneme

p p
o n
p — - — 1 .-
/h dp = / > g =gl | dp=lim [ (> g — gl | dp

=1 =1

— ] .- 3 .. D

= lim | lg;—gial| < lim | Y llgs—gielly | <8P < oo,

=1 , =1
tedy h € LP(u) a plati h < oo p-s.v. Pro mnozinu

M:={zx e X: q1(z) < o0, h(z) < o0}

tedy plati (X \ M) = 0 a pro kazdé = € M je posloupnost (g;(x)) cauchyovskd (v K). Z uplnosti K tedy plyne
existence f(x) := lim;_,o gj(z), z € M. Dodefinujeme-li f nulou na X\ M, je méfitelna, a podle Fatouova lemmatu
plati

/Iflpdu = / lim |g;|” dp < liminf/ |95[" dp < o0
j—00 j—00
(konecnost plyne z toho, ze kazda cauchyovska posloupnost je omezena, tedy sup,, || fnllp < 00). Je tedy f € LP(u).

Ukazeme, ze f, — f v LP(u). Necht je dano € > 0. Z Cauchyovy vlastnosti, ze existuje ng takové, ze || f, — fm|lp < €
kdykoliv m,n > ng. Opét s vyuzitim Fatouova lemmatu mame

1= £ = [ 150 = 817 du < timmin [ 1= gy < o2

jakmile n > ng. Posloupnost hledana v 2) je {g;}. Majoranta posloupnosti {g;} hledana v 3) je funkce h + |g1].
Tim je dikaz ukoncen. O

Poznamka 10.12. 1. V pFipadé p < 400 je v bodé 2) nutné vzit vybranou posloupnost. Jinak tvrzeni neplati.
Opravdu, definujeme-li funkce fon 1 = Xjg2-Nyyk2-~ pro N € NU{0}, k € {0, ..., 2N — 1}, plati || fxll, — 0
pro k — 400, ale posloupnosti { fr(x)} nekonverguji pro Zdidné x € [0,1).

2. V pfipadé p < 400 je v bode 3) nuiné vzit vybranou posloupnost. Jinak tvrzeni neplati. Opravdu, definujeme-li
funkcee fon ik = NXjg2-N)pho-~ pro N € NU{0}, k € {0,... 2N — 13}, plati || fxll, — 0 pro k — +oo, ale
posloupnosti { fr.(x)} jsou neomezené pro vSechna x € [0,1).

3. Pokud {fn} C LP(u), fr — f p-sv., g € LP(u), |ful < g p-s.v., je f € LP(u) a fr, — [ v LP(u).
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11 Konvergence posloupnosti funkci

V této kapitole je (X,.A, u) prostor s mirou.

Rekapitulace: Pro funkce f,,f : X — K definované na nepréazdné mnoziné X mame konvergenci bodovou
(fn — f) a steynomérnou (f, = f). Je-li specidlné (X, A, u) prostor s mirou, méame navic konvergenci skoro vSude

(fn — [ s.v.) a LP-konvergenci (fn Ly f <= |lfa—1fllp—0),1<p<o0.

Definice 11.1. Bud (X, A, ;1) prostor s mirou a fy, f : (X, A) — K méfitelné funkce, n € N. Rekneme, ze funkce
fn konvergugi k funkci f podle miry p (pisSeme f, LN f), jestlize

Ve >0: JLI{:OM({xGX: |fn(z) — f(x)| > €}) = 0.

Véta 11.2. At {f,} C L>®(n). Je-li fr, = f na X, plati f, — f v L>®(n).

Diikaz. Dikaz je zfejmy z definic. d

Poznamka. V dikazu Véty|10.11) jsme videli, Ze plati také: Je-li f, — f v L>=(u), existuje N € A, Ze p(N) =0
a plati fr, = f na X \ N.

Definice 11.3. Pro f: (X, A) — R méFitelnou, A € A znacime
1
faui= o [ £
][A 1(A) Ja

Lemma 11.4. Necht 0 < p(X)< oo al<p<g<oo, f:(X,A) = [0,4+00) méFitelnd. Pak plati

(][ fpdu>p < <][ fqd,u>q < ess-supy f.
X X

<]€( fpdu>’17 = (/X fpu(%X) dp)ra < (/X fpgﬂ(lx)du) < (]i fqdu>;  csssupy f

Druhé nerovnost plyne z Jensenovy nerovnosti, jelikoz funkce ¢t — tr je konvexni a v(A) := [, du/pn(X), pro
A € A je pravdépodobnostni mira. Posledni nerovnost dostavame z nerovnosti 0 < f < ess-supy f u s.v. O

md-li pravd strana smysl.

Diikaz.

Q=
Q=

Cviceni. Dokazte predchozi lemma pomoci Holderovy nerovnosti.

................................................................................. konec prednasky 18, 28.11.2019
Véta 11.5. Necht u(X) < oo a1 <p< g <oo. Pak Li(p) C LP(u) a pro fr, f € L) plati:
La P

Diikaz. Pro p(X) = 0 je tvrzeni ziejmé. At dale u(X) > 0. Je-li f méFitelné, ¢ < +oo plati z Jensenovy nerovnosti
9
vzhledem ke konvexité funkce ¢t — t»

_1 1 q1l 1 _1
H(X) p||f||p=<f P )7 =<f P s s<][ 19wyt = u(X) 5] f
X X X
a pro g = +o0
1
<f AP ) < [flleo.
X
Ziejmé je tedy L9(p) C LP(p). Z || fn — fllg = O plyne podle Véty o strazmicich || f,, — f|l, = 0. O
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Priklad: f(z) = 22 ledi v L'(0,1), ale nikoliv v L2(0,1). Ale pozor, funkce f(z) = 27! lezi v L?(1,00), ale
nikoliv v L'(1, o).

Véta 11.6 (Cebysevova nerovnost). Necht 1 < p < oo, f € LP(u) a ¢ > 0. Pak
1/ 1l

P

Ifl)p (!f\)p 11l
_ 1d IEARIN LEARS I .
pd|fl > e} U o< /{|f>c} ( ; p < /X ; =

Véta 11.7. Pro1 <p < oo a fn, f € LP(u) plati:

p{z e X o [f(2) 2 ¢}) <

Dikaz. Plati

REF= 51

Diikaz. Je-li p=o00 a e > 0, pak existuje ng takové, ze || fn, — flleo < €, a tedy u{|fn — f| > €} =0, pro n > ny.
Je-li p < oo, plyne tvrzeni piimo z Cebyéevovy nerovnosti. O

Véta 11.8. Jestlize f, aN [, pak existuje vybrand podposloupnost (fy;) takovd, Ze fn, — f p-s.v.
Diikaz. Ke kazdému j € N existuje n; € N takove, ze u{|f, — f| > 277} < 277 kdykoliv n > n;. Polozme

Aji={z e X : |fo,(x) - f(x)| >277}, A=) JA4

k=1 j=k
Plati - -
pA) <D 4y <> 277 =2 ke,
j=k J=k
tedy p(A) = 0. Pritom f,,,(z) = f(z), j — oo, kdykolivz € X \ A. O

Poznamka. Jsou-li f,, : X — K mévitelné, plati-li f,, — f p-s.v. a|fn| < g, n €N, pro néjakou funkci g € LP(p),
p € [1,4+00), pak podle Lebesgueovy véty (Véta plati fp, = I

Véta 11.9 (Jegorov). Necht u(X) < oo, fn, f jsou méritelné funkce na X, f, — f p-s.v., a € > 0. Pak existuje
E € A takovd, Ze W(E) <e a fr, = f na X \ E.

Diikaz. Mizeme predpokladat, ze f = 0. Jinak dikaz aplikujeme na funkce f, — f.
Zvolme € > 0. Oznacme

E] = J{f:l > 1/k}.

i>j
Potom ' A
lim (Ef) = () BL) =0
j n(E;) = p ﬂ k
j
(zde jsme vyuzili, ze u(X) < 00), a proto existuje j(k) € N tak, ze

p(EIR)Y < 2ke,

Polozme G = |, Ei(k). Potom pu(G) < e. Je-li dano prirozené k, potom X \ G C X \ Ei(k). Je-li i > j(k) a
x € X\ G, potom |fi(x)] <1/k. Tedy f, =2 0na X \G. O
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......................................................................... konec prednéasky 19, 4.12.2019

Disledek 11.10. Jestlize (X)) < 0o a fp, f jsou mévitelné funkce na X takové, Ze f, — [ u-s.v., pak fp 57

Dikaz. Pro e,0 > 0 plati
p{lfn = f1 =6} = p({|fn = fI1 =0} N E) + pu({|fn — f| = 6} \ E),

kde F je mnozina z Jegorovovy véty. Prvni s¢itanec je pak mensi neZ € a druhy je roven nule pro dostate¢né velka
n. O

Poznamka 11.11. Funkce fn = Xjn,00) konvergugi bodové k nule, ale nikoliv podle miry AL, Predpoklad konecnosti
miry je tedy v Jegorovové vété nutng.

12 Radonova-Nikodymova véta
Diisledek (Opakovani Dusledku |4.17). Bud (X, A, u) prostor s mirou a f > 0 méFitelnd funkce na X. Pak piedpis

I/:A»—>/fd,u, Ae A,
A

definuje miru na (X, A) a pro kazdou mévitelnou funkci g na X plati
/ gdv = / 9f du,
X X

Poznamka. Ziejmé plati: n(A) =0 = v(A) =0, A€ A.

md-li jedna strana smysl.

Definice 12.1. Budte pu,v dveé miry na (X, A). éekneme, Ze mira v je absolutné spojitd vzhledem k mite p (piseme
v L ), jestlize
VAe A: u(A)=0 = v(A4) =0.

Véta 12.2. Budte p,v dvé koneéné miry na (X, A). Pak v < p prdvé tehdy, kdyz
(Ve >0)(F0>0)(VAe A): u(A) <d = v(4) <e.
Drikaz. Implikace <= je snadno vidét. UkdZeme opac¢nou implikaci. Necht tedy v < p a predpokladejme pro spor,
7e neplati uvedeny vyrok, tedy Ze
(Fe>0)(Vo>0)(FAc A): u(A) <o, v(A) >e.
Pro kazdé n € N tedy existuje mnozina A,, € A takova, ze u(A,) < 27", ale v(A,) > ¢.

Polozme By := (32,1 An- Pak By, \, o) B, u(B1),v(B1) < 400, u(By) < 27%, v(By) > e. Podle Véty o
spojitosti miry a Véty o straznicich dostavame, Ze
k——+o0

o0 o0
By = i BL) =0 By) = lim u(By) >
u(g k)= lim p(By) =0, V(;Dl ) = lim v(By) > e,

coz je spor s absolutni spojitost! v vzhledem k pu. O

Véta 12.3 (Radon-Nikodym baby verze). Budte p,v dvé koneéné miry na (X, A) takové, Ze v(A) < pu(A) pro
viechny A € A. Pak existuje méFitelnd funkce f na X spliiujici 0 < f <1 p-s.v. a

u(A):/Afdu, Ac A
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Diikaz. Ozna¢me funkcional

Jg:z/deu—2/ gdv, proge L*(u).
X X

Zde je L?(u) prostor redlny. Funkcionél je dobie definovan, protoze L?(u) € L'(u) € L(v). Pro g : (X, A) = R
méfFitelnou totiz plati [ |g|dv < [y |g] dp. Dale oznatme ¢ :=inf{Jg: g € L*(u)}. Plati

Jg > /X92du— 2/X gl dp = /(Igl —1)%dp — p(X) > —p(X),
tedy ¢ > —u(X) > —oo. Nagim cilem je ukizat, Ze existuje f € L?(u) takova, ze J(f) = c. To bude hledana funkce.

Skutecné, predpokladejme chvili, ze mame f € L?(u) takové, ze J(f) = c.

1. Pro A € A at e R definujeme funkci g(t) = J(f +txa). Funkce ¢ ma minimum v bodé ¢ = 0, a tedy pokud
existuje v tomto bodé derivace, je ¢'(0) = 0. Potitejme

J h —J 1
0=¢'(0) = lim (f + hxa) (/) = lim (/ 2fhxa+ h?xadp — 2/ hxadv)
h—0 h h—0 h"[x X

—tim [ 2pvthadi =2 [ xadn) =2(f fan-via). @

............................................................................. konec pfednasky 20, 5.12.2019

0< —DFdu = —1)dp = dp — 1d

_/(f )T dp /{f>1}(f ) dp /{f>1}fu /{f>1} 1
= v({f>1}) —p({f>1}) <0,

tedy (f —1)T =0 p-s.v., neboli f <1 p-s.v. Podobn& plati

0< [fdu==[ fdu=-v(is<op <o
{f<0}
tedy f~ =0 p-s.v., coZ znamenad, ze f >0 p-s.v. Tedy 0 < f <1 p-s.v.

Zbyva ukazat existenci takového f. Bud (f,) C L?(u) posloupnost takova, ze Jf, — c. UkdZzeme, ze (f,) je
cauchyovska v L?(u).

V prostoru se skalarnim soucinem plati rovnobéznikové pravidlo:

Vf.g € L2 () If +gl3 + ILf = gll3 = 2(1F113 + lglI3)-

Je tedy pron,m € N

o — Fall3 = 2(T fon+ T ) — (Lo + Full2 — /fm+fndV)—2(me+an) ag(fntd

)-

Vidy plati —4\7(%) < —4c a pro pevné € > 0 existuje ng € N takové, ze pro n,m > ng je 2(J fin + T fn) <
4c + €. Dostavame, ze posloupnost {f,} je cauchyovska v L?(u1), a tedy konvergentni v L?(u). Limitu oznacime f.
Je potieba ukizat, ze J f = c.

Plati
[ fallz = Ifll2l <[ fn— fllz2 =0 a I/ vl <|fo— fllerey — 0

Tedy T fn > JfaJf=c O
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Véta 12.4 (Radon-Nikodym). Budte p,v dvé o-konecné miry na (X, A) takové, e v < p. Pak existuje nezdpornd
meéfitelnd funkce f na X takovd, Ze

V(A):/Afdu, Aec A

Definice 12.5. Funkci f z pfedchozi véty nazyvame (Radonovou-Nikodymovou) hustotou/derivaci miry v vzhle-

dem k p a piSeme
_dv

f(ff)—@

(x), zelX.

Diikaz Radon-Nikodymouvy véty: Necht nejprve u, v jsou konetné miry na (X, A), v < u. Pouzijeme Tvrzeni
pro miry v < p + v. Existuje tedy méfitelna funkce h, 0 < h < 1, takovi, ze

y(A):/Ahd(,u—iru):/Ahdqu/Ahdy, Ac A (1.12)

Specialné dostaneme

vih=1} = hd(p+v) = pu{h =1} +v{h =1},
{h=1}
tedy u{h =1} =0, a protoze v < pu, také v{h =1} = 0. Plati tedy h < 1 (u + v)-s.v.

Jednoduchou tpravou rovnosti (1.12)) dostaneme pro kazdou A € Aa g = xa

/Xg(l—h)dz/:/Xghdu. (1.13)

7Z linearity integralu plyne, Ze (1.13)) plati také pro vSechny jednoduché nezaporné méfitelné funkce g a pomoci
Leviho véty ukdzeme, Ze plati pro kazdou nezapornou méfitelnou g.

Volbou g := ﬁXA pro A € A dostaneme
h
v(A) = | ——du,
(A) /A 7,
tedy f = % je hledana hustota %'
Jsou-li p,v o-konetné, existuji po dvou disjunktni méfitelné mnoziny E; takové, ze X = |J; B, p(E;) < oo,
v(E;) < 0o, i € N. Pro kone¢né restrikce v|E; < p|E; najdeme hustoty f; na E;, a vyslednou hustotu sestrojime

jako
f(x):= fi(z), ze€E, i=12,....

Poznamka. Hustota f = % je uréena jednoznacné modulo ekvivalence ~. (Cvicent)

Definice 12.6. Jsou-li pi, v miry na (X, A), A\ € K definujeme pro A € A

(14 1)(4) = u(A) + v(4),  ()(A) = Mi(A).

Poznamka. u + v je mira na (X, A). Pokud X > 0, je A\u mira na (X, A). Je-li g nezapornd méFitelnd funkce a

/ng(uﬂLV):/ngqu/ngv, /ng(Au):A/ngM.

................................................................................. konec pfednasky 21, 11.12.2019

Definice 12.7. Rekneme, Ze dvé miry g1, v na méfitelném prostoru (X, A) jsou vzdjemné singuldrnd (piseme p L v),
jestlize existuje mnozina S € A takova, ze pu(S) =0a v(X \S) =0.
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Piiklad 12.8. Vsechny uvedené miry uvazujeme na mévitelném prostoru (R, Bl).

1. Je-li x # y, pak pro Diracovy miry plati 0, L 0,.
2. A L 6, pro kazdy x € R.
3. AV L, kde p je aritmetickd mira na mnoZin€¢ celijch cisel.

Véta 12.9 (Rozklad miry na absolutné spojitou a singularni ¢ast - Lebesguetiv rozklad). Budte u,v dvé o-konecéné
miry na méFitelném prostoru (X, A). Pak ezistuje rozklad v = v, + vs na o-koneéné miry v,, vs takovy, Ze vy, <
avs L . Miry v, a vs jsou jednoznacné urceny.

Pozn.: Mira v, se nazyva absolutné spojitd éist a mira vs singuldrni édst miry v vzhledem k p.

Diikaz. Pouzijeme Vétu [12.4/ na o-konecné miry p a p + v. Z¥ejmé plati p < p+v. Bud f, := d(ji—lr—u) Radonova-
Nikodymova hustota. Ozna¢me A := {f, > 0} a B := {f, = 0}. Plati X = AUB a AN B = (). Polozme

ve() i =v(-NA), vs(-) :=v(-N B).
Ziejmé v, a vg jsou o-konetné miry na (X, A) a v = v, + vs.
Plati vs(A) =0 a u(B) =0, tedy vs L p.

Pokud u(E) = 0 pro néjakou mé&Fitelnou mnozinu E, pak

0=u(B) = [ fdln+)

tedy f, =0 v-s.v. na E, coz znamend, v(E N A) = 0 (podle definice A), tedy v,(E) = 0. Je tedy v, < p.
Ukazeme jesté jednoznacnost rozkladu. Necht v = v + v/, je jiny rozklad takovy, ze v, < p a v, L u. Ukdzeme, Ze
Vi(A) =0 =1,(B). (1.14)

Protoze v, L u, existuje mé&fitelnd mnozina S takova, ze p(S) =0 a v, (X \ S) = 0. Pak

0=pn(SNA)= . Jud(p+v).

Protoze f, > 0na A, musi byt 0 = (u+v)(SNA) = (p+v,+v,)(SNA). Jelikoz jsou v,, v, a p miry, dostavame
vi(SNA)=0. Jest oviem v.(A) = v (SNA)=0.

Déle (z definice B) plati u(B) =0 a v}, < u, tedy i v/, (B) = 0. Tim je (1.14) ovéfeno.
Pro kazdou E € A plati podle (1.14))

Vi(E)=V.(ENB)=v.(ENB)+V,(ENB)=v(ENB) =v4E),
vi(E)=v(ENA) =V(ENA)+ Vi (ENA) =v(ENA) =v,(E)

a

a dikaz je ukondcen. O
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13 Znaménkové a komplexni miry

Definice 13.1 (Znaménkova mira, komplexni mira). Necht (X, A) je méfitelny prostor. MnoZinovd funkce v :
A — K se nazgvd znaménkovd mira (K =R) na (X,.A) nebo komplexni mira (K = C) na (X, A), jestlize spliiuje

1. v(0) =0,

2. jestlize Aj € A, j=1,2,..., jsou po dvou disjunktni, potom

il/

j=1 j=1

C8

Znaménkové a komplerni miry budeme v tomto textu souhrnné nazygvat vektorové miry.

Poznamka. Rada se chdpe ve smyslu konvergence édstecnijch soucti v normé prostoru K. Vijraz v posledni rovnosti
vlevo nezdvisi na poradi mnoZin Aj;, Tfada vpravo je tedy absolutné konvergentni. Pro znaménkovou miru se nékdy
pouZivd termin ndboj, nebo redlnd mira. Oproti mite, znaménkovd mira miZe nabyvat i zdpornych hodnot, ale nesmi
nabyvat hodnot +o00, —oo.

Omezeni na konecné hodnoty vylucuje Lebesgueovu miru nebo nékteré mnozinové funkce, které lze ziskat jako rozdily
nezdpornijch meér. Lze wvaZovat zobecnéni znaménkoviych meér, které zahrne i tyto pripady, ale zde se tim nebudeme
zabyvat.

Systém vsech znaménkovijch nebo komplexnich mér tvori vektorovy prostor nad télesem K se s¢itdnim a ndsobenim
skaldrem definovanym v Definici[12.0],

Priklad. (a) Kazdd konecnd mira je znaménkovd mira. KaZdd znaménkovd mira je komplexni mira.
(b) Je-li f € LY(X, A, ), pak
E / fdu, EcA
E
je znaménkovd mira na (X, A).
(¢) Jsou-li u, v konecné miry na (X, A), pak p — v je znaménkovd mira na (X, A).

Definice 13.2 (Variace komplexni miry). Necht (X, A) je méfitelny prostor a v je komplezni mira na A. Pro
E € A definujme

lV|(E) = sup{Z\ )| 2 Ej € A jsou po dvou disjunktnt, UEj C E}
J

Mnozinovd funkce |v| se nazjvd variace komplexni miry v.

Poznamka. Pro kaZdou komplexni miru p na (X, A) a A € A plati |n(A)] < |p|(A4).

Véta 13.3 (Variace miry je kone¢na mira). Necht (X,.A) je méfitelny prostor. Necht v : A — K je komplexni
mira na A. Potom |v| je konecnd mira na A.

............................................................................ konec prednasky 22, 12.12.2019

Bez dikazu. O
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Definice 13.4. Bud (X, A) méfitelnyg prostor. Oznacme M(X, A;R) = {u; p je znaménkovd mira na (X, A)} a
M(X, A;C) = {u; p je komplezni mira na (X, A)}. Na mnozinich M(X, A;K) jsou definovdiny operace scitani a
ndsobent skaldrem podobné jako v Definici[12.6, nulovy proek po : A — {0} a funkee | - || : M(X, 4;K) — [0, +00)
piedpisem

V€ M(X, AK) = lpl| = [p](X).

Pokud je jasné, jaky je prostor X a o-algebra A, zkracujeme oznaceni na M(X;K) nebo jen M(K) ¢ M.

Véta 13.5. Bud (X, A) méFitelny prostor. Prostor mer (M(X,K), | -||) je normovany linedrni prostor.

Diikaz. Je ziejmé, 7Ze jsou splnény vlastnosti vektorového prostoru, viz [Barto and Tuma, 2019, Definice 5.1].

7 Véty plyne, ze || - || je nezaporna kone¢na. Je-li ||y = 0 pro p € M(X, A;K), je pro kazdou A € A
lu(A)] < |p|(A) < ||u]] = 0, a tedy je mira p nulovy prvek M(X;K). Trojihelnikova nerovnost plyne hned z
definice variace miry. O

Definice 13.6 (Jordaniv rozklad znaménkové miry na kladnou a zapornou ¢ast). Necht (X, A) je méFitelny prostor
a v je znaménkovd mira. Potom ezistuje (prdvé jedna) dvojice (v, v™) (nezdporngch) mer na (X, A) tak, Ze

v(E)=vH(E)-v (E), FEcA,
v|[(E) =vH(E)+v (E), EcA

+

Mira v+ se nazjvd kladnd édst v, mira v~ se nazjvd zdpornd cdst v a rozklad v = v™ — v~ se nazjvd Jordaniv

rozklad. Miry v™ a v~ dostaneme ze vzorci
_W(E) + v(E)
2 )

_ lE) - v(E)

v (E) =,

v (E) Ec A

Definice 13.7 (Integrovani podle znaménkové miry). Necht v je znaménkovd mira na (X, A) a f je A-méFitelnd

funkce na D € A. Definujeme
/ fdyz/ fdy+—/ fdv™
D D D

Lemma 13.8. Definujeme-li pro p € M(X, A; C) mnoZinové funkce Rep,Imp : A — R predpisem

pokud rozdil vpravo md smysl.

VA€ A: (Rep)(A) = Re(u(A)),  (Tmps)(A) = Im(u(A)),

Jjsou Rep © Imp znaménkové miry.

Dikaz. Cviceni doma. O

Definice 13.9 (Integrovani podle komplexni miry). Necht v je komplezni mira na (X, A) a f je A-méFitelnd

funkce na D € A. Definujeme
/ fdv= / fd(Rev) +i/ fd(Zmv),
D D D

md-li vijraz vpravo smysl v C.

Definice 13.10 (Hahntv rozklad znaménkové miry). Necht v je znaménkovd mira na (X, A). Dvojici (P, N)
mnozin z A nazveme Hahniiv rozklad X podle miry v, jestlize PUN = X, PNN =0 a pro kazdou E € A mdme

EcP = v(E)>0, ECN = v(E)<O0. (1.15)

Véta 13.11 (Existence Hahnova rozkladu). Nechtv je znaménkovd mira na (X, A). Potom existuje Hahniiv rozklad
X podle v.
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Diikaz. Necht f = %, g= % a polozme

P={f>g}, N={f<g}

Pro kazdou E € A dostaneme

ECcP = V(E):V+(E)—V(E):/E(f—g)d|u|20,

ECN = Z/(E):V+(E)—U_(E):/E(f—g)d|lj|<O.
O

Poznamka 13.12. Veéty a plati i pokud pFedpokliddme, Ze 1 je o-konednd mira a v je komplexni mira
[Rudin, 1977, Véta 6.10].

................................................................................. konec prednasky 23, 18.12.2019

14 Caratheodoryho konstrukce miry

Definice 14.1 (Vngjsi mira). Necht X je neprazdnd mnozina. Pak funkce p* : P(X) — [0, 00] je vnéjsi mira na
X, jestlize

) 1) =0,

(ii) AcBC X = p*(A) < p*(B) (monotonie),

(ili) A4, C X (neN) = p*(U, 4An) <>, 1" (Ay) (spocetné subaditivita).

Piiklady:

1. Nulova mira, Diracova mira v bodé nebo aritmetickd mira jsou rovnéz vnéjsi miry.

2.

. 0 pokud A =10,
p(A) ==
1 pokud A # 0

A*(A) := inf {Zdélka([n) t Ac I, I otev. int.} , ACR,

je vnéjsi mira na R. Plyne to z Véty [15.4]

Definice 14.2. Rekneme, 7e mnozina A C X je p*-méritelnd, jestlize
VI CX:pu"(T)=p" (TNA)+u(T\A). (1.16)

Znacime A, :={A C X : A je p*-méfitelna}.
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Pozn.: Nerovnost pu*(T) < p*(T N A) + p*(T \ A) plati vzdy (ze subaditivity), proto v definici lze ekvivalentné
pozadovat
VI CX:p*(T)>p"(TNA)+ " (T\A).

Véta 14.3 (Caratheodory). Ay« je o-algebra, pn:= p*| A~ je mira a prostor (X, Au«, ) je dplny.

Dikaz. 1. 0 € Ay~ (zFejmé)
2. Ac Ay = X\ Ac Ay (zfejmé z definice)
3. Au+ je uzaviena na pruniky a sjednocen:

pruntk dvou mnoZin:

Budte A, B € A,+. Pro libovolnou mnozinu 7' C X plati:

testujeme A mnozinou T : p(T) = p (T NA)+ " (T\ A),

testujeme B mnozinou TN A : wW(TNA) =p (TNANB)+u*((TNA)\ B),

testujeme A mnozinou T\ (ANB): p* (T\(ANB))=p*([T\(ANB)NA) +u*"([T\(ANDB)]\ A)
= (TN A\ B) +p T\ A).

Dosazenim z druhé a tfeti rovnosti do prvni dostaneme
W (T) = (TN AN B) + u*(T\ (AN B)),

tedy ANB GAH*.

sjednoceni dvou mnozin: Pro A,B € A, je AUB =X\ ((X\A)N(X\ B)) € Ay podle De Morganovych
pravidel a predeglého.

Pomoci matematické indukce dostaneme také

Vn € N {A}y C A+ [ Ai () Ai € Ape.
=1 =1

4. p* je o-aditivni na A,

koneénd aditivita: Budte A, B € A+ disjunktni, ' C X. Dosadime do (|1.16)) testovaci mnozinu TN(AUB) C
X aAe Ay Protoze (TN(AUB))NA=TnNAa(T'N(AUB))\ A=Tn B dostaneme

WH(T N (AUB)) = u* (TN A) + (TN B).

Pomoci matematické indukce dostaneme

VT Cc X,n e N,{A;}i-; C Ay po dvou disjunktni : " (7' N U A;) = Zu*(T NA;). (1.17)
i=1 i=1

o-aditivita: Budte {A4;}32, C Ay+ po dvou disjunktni, T C X. Pro kazdé n € N plati podle rovnosti (1.17)) a
monotonie vnéjsi miry

Z/fk(TﬂAi) :nILHSOZ;“*(TQAi) :nli_{go,u* (Tﬂ LJ1A1> <u* (Tﬂ UA’> .

=1

Opagnd nerovnost plyne ze spocetné subaditivity, plati tedy
o0 o
S (TnA)=p (T“ UAi> :
i=1 =1
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5. A,+ je uzavieno na spocetnd sjednoceni:

spocetnd disjunkini sjednocens: Budte A; € A+ po dvou disjunktni a 7" C X. Pro kazdé n € N plati podle
¢asti 3., 4. a monotonie vnéjsi miry

pH(T) = it (T\ U AZ») +u <Tm U Az-) = (T\ U Ai) + 3w (T N A,
=1 =1 =1 =1

Limitnim pfechodem n — oo pak dostaneme

o0 [e.9] o o0

Wi(T) = <T\UAi) 3w (T nA) =4 (T\ UAz) + (TﬂUAi) :

i=1 i=1 i=1 i=1
Tedy Ufil A; € Aﬂ*.
spocetnd sjednocent: Jsou-li A; € A+, najdeme pomoci triku zdisjunktnéni (viz Lemma za Definici [2.16)) po
dvou disjunktni B; € Ay« tak, ze U2y Ai = Uioy Bi. K tomu sta¢i uzavienost A,- na dopliiky, konetna
sjednoceni a praniky. Ziejmé (J;o; Ai = Usoq Bi € Ay
7 dokazaného jiz plyne, Ze A~ je o-algebra a p* je mira na A,

6. W (A)=0 = Aec A,
Jestlize u*(A) = 0, pak podle monotonie vné&jsi miry je
WH(T) = pH(T\ A) = (T A) + (T A),

tedy A € A,+. V8echny nulové mnoZziny jsou tedy p*-méfitelné.

Priklad. 1. p* je nulovd mira, Diracova mira v bodé nebo aritmetickd mira na mnoziné X: A, = P(X).
0 pokud A=10
2. u*(A) = = A, ={0,X}.
w(A) {1 pokud A # () w =t )

Definice 14.4 (Metrickd vnéjsi mira). Bud (X, p) metricky prostor. Rekneme, 7e vnéjsf mira u* na X je metrickd,
jestlize pro dvé mnoziny A, B C X spliujici dist(A, B) > 0 plati

W (AU B) = i*(A) + " (B).
Zde dist(A, B) := inf{p(a,b) : a € A, b € B}.
Véta 14.5. Necht pi* je metrickd vnéjsi mira na metrickém prostoru (X, p). Pak B(X) C Ay»-.

Bez dikazu. O

15 Konstrukce Lebesgueovy miry

Definice 15.1. Symbolem O,, budeme znacit mnoZinu vsech otevienigch omezenijch kvddri v R™ (véetné prdzdné
mnoziny). Objem kvddru I = (a1,b1) X -+ X (ap, by) € Oy, budeme znacit

v(l):=(by—ay)----- (by, — an).
Pro mnozinu E C R™, § > 0 klademe

A"*(E) := inf {Zv(m tEC| 6, L0y, ic N} :

=1 i=1

"(E) = inf {Zv(m tEC|JIi, I € O, diam(I;) < 6, i € N} .

i=1 i=1
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Véta 15.2. \™ je vnéjsi mira na R™ a plati \**(I) =v(I), I € O,.

Bez dikazu. O

Véta 15.3. Pro E CR" a 6 > 0 plati \"*(E) = \J*(E).

Bez dikazu. O

Véta 15.4. \"* je metrickd vnéjsi mira na R™,

Bez dikazu. O

Véta (Véta [2.19). Ezistuje pravé jedna borelovskd mira A\ na R™ takovd, Ze pro wSechna —oo < a; < b; < 00,
i=1,...,n, plati
Ag([a1,b1] X -+ X [an,by]) = (b1 —a1) - ... (bn — an). (1.18)

Diikaz. Mira A splije podminku (1.18]) pravé, kdyz Ag = v na O,,.

existence: 7 V&t a plyne, ze A"*|4,,. je mira na Ayn-. Podle Vét a plati B" C Ay»+ a podle
Véty je A" = v na O,,. Definujeme-li A} := \"*|g» ma tato mira vSechny pozadované vlastnosti.

jednoznacnost: Jednoznacnost miry A plyne z Véty , protoze je uréené pevné na mnoziné O,, O,, generuje B",
O,, je uzavien na pruniky a (=N, N)* /AR" s v((—=N,N)") < 4+o0. O
J p y ) )

................................................................................. konec prednasky 24, 19.12.2019

Definice 15.5. Necht X je metricky prostor, A je o-algebra na X obsahujici borelovské mnoZiny a pu je mira na
A. Rekneme, Ze u je

o zewné reguldrni, pokud pro kaZdou E € A plati u(E) = inf {,u(G); GDOE, G otevfend};
o zewnitt requldrni, pokud pro kaZdou E € A plati u(E) = sup {,LL(F); FCE,F uzavfena’};
e lésnd, pokud pro kaZdou E € A plati u(E) = sup {M(K); KCE K kompaktm’}.

Priklad 15.6. e Pocitaci mira na P(R) neni zevné requldrni. Kazdd neprdzdnd oteviend mnozina v R md totiz
pocitact miru rovnou +o00.
e Diracova mira 09 na P(R) je zevné i zevnitt requldrni.

Vnéjsi regularita: At E C R. Bud 0 € E a pak pro kaZdou otevienou G O E plati 0 € G, a tedy 6o(E) =
00(G) = 1, nebo 0 &€ E a pak pro kaidou otevienou G O E plati E C G\ {0}, G \ {0} je oteviend, tedy
do(E) = 0= 0o(G \ {0}).

Vnitini regularita: Af E C R. Bud je 0 € E a pak 00({0}) = 1 = §o(E), nebo 0 € E a pak pro kaZdou
uzavienou F' D F plati 0 ¢ F, a tedy do(E) = 0 = do(F).

e Lebesqueova mira A" na Ayn« je zevné requldrni. Plyne to piimo z Definice Lebesgueovy vnéjsi miry A™.

Lemma 15.7. Necht X je metricky prostor, A je o-algebra na X obsahujici borelovské mnoZiny a pu je o-konecnd
zevné requldrni mira na A. Pak pro kaZdou E € A a pro kazdé € > 0 existuji uzaviend F C X a oteviend G C X
tak, 2¢e F C E C G a u(G\ F) < e. Specidlné, u je i zevniti requldrni.
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Diikaz. Necht {A,} C A je posloupnost mnozin kone¢né miry spliwjici X = Jo2 | A, a E € A. Z vn&jsi regularity
plyne pro kazdé n € N existence oteviené G, C X takové, Ze G, D ENAp a u(Gn) < p(EN Ap) + s < +00.
Pak (G \ (ENAp)) = u(Grn) — (BN Ay,) < gagr. Polozime-li nyni G = |J;Z; G, pak G je oteviena a £ C G.
Dale je snadno vidét, ze G\ E C U, Gn \ (EN A,), a tedy

u(G\ E) Su( U Gn\(EﬁAn)> <Y G\ (ENA) <> 2n€+1 - g
n=1 n=1 n=1

Aplikujeme-li nyni jiz dokédzanou ¢ast na mnozinu X \ E, pak dostaneme otevienou U C X splaujici X \ F C U a
U\ (X\E)) < §. Polozime-li F = X\ U, pak F je uzaviena, F C E, E\F = E\(X\U)=EnNU =U\(X\E)
apu(E\F) <5 Tedy pf(G\F) = p(G\ E)+ u(E\ F) < e. O

Véta 15.8 (Regularita Lebesgueovy miry). (i) Pro kaZdé E € Ayn«, € > 0 existuji G oteviend, F uzaviend,
FCECG, \"(G\F)<e.

(ii) Pro kazdé E € Aynx existuji mnoZiny A,Be€ B", ACE C B, \"(B\ A) =0.
Poznamka. Bod (i) 7ikd, Ze Lebesgueova mira je zevné i zevnitF reguldrnd.

Diikaz (i) i (11) projde s minimdlni modifikact i pro libovolnou E C R".

Ditkaz Vety[15.8 (i): Plyne hned z Lemmatu [15.7]

(11): Pouzijeme (i) na ¢ = 1/k pro n € N. Dostaneme oteviené mnoziny G} a uzaviené mnoziny Fj. Staci volit
B =i, Gk a A=Jg_ Fi. Ty maji pozadované vlastnosti.

(111): Inkluze Bf D Axn~ plyne hned z (ii) a Véty Obrécena inkluze plyne z toho, ze B je nejmensi o-algebra,
ktera obsahuje borelovské a nulové mnoziny a Ajn+ je néjakd o-algebra, ktera obsahuje borelovské (Véty a

14.5) a nulové mnoziny (Véty a(15.2). O

Véta 15.9 (Nikolaj Nikolajevi¢ Luzin (1912)). Necht X je metricky prostor, A je o-algebra na X obsahugjici
borelovské mnozZiny a pu je o-konednd zevné requldrni mira na A. Pak pro kaZdou p-mévitelnou funkci f: X - K a
e > 0 existuje F' C X uzaviend takovd, Ze (X \ F') < e a f|r je spojitd.

Diikaz. Necht {Uy; k € N} je posloupnost vSech otevienych intervalii v K s racionalnimi koncovymi body. Protoze
kazdou neprazdnou otevienou mnozinu v R je moZzné napsat jako nejvyse spocetné sjednoceni intervalii Uy, stadi
najit uzavienou mnozinu F C R tak, ze pro viechna k € N bude mnozina (f|z) " (Ug) oteviena v F. (Vyuzije se,

ze (f1r) N Uy My) = U, (flF) " (My) pro My, C K.)

Pro kazdé k € N najdeme z Lemmatu uzavienou Fy, C X a otevienou Gy C X tak, ze Fr C f~1(Ui) C Gy
a u(Gr \ Fr) < o5 Pak je ' = X \ ;2 (Gy \ Fy) uzaviend a plati u(X \ F) < 5. Restrikce f|r je pak spojita,
protoze pro k € N je mnozina (f|r) 1 (Uy) = f~H({Ur) N F = G N F oteviena v F. (Posledni rovnost plyne z toho,
7e GyNF C Fy.) ]

Poznamka 15.10. o Veta[15.9 plati pro Lebesgueovu miru X na B".

o Funkce f nemusi byt spojitd v Zddném bodé, pouze restrikce na vhodnou mnozinu je spojitd (vzhledem k této
mnoziné) (viz Dirichletova funkce f = xq). Zde je zajimavé si wvédomit, Ze pro pevné € > 0 existuje oteviend
mnoZina miry mensi nezZ €, kterd je hustd v R™.

o Pokud mira p splnuje piredpoklady Véty ap € [l,+00), je mnoZina viech omezengch spojitijch funkci na
X hustd v Ly(p). (bez dikazu, dikaz viz [Rudin, 1977, Kapitola 3f)
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16 Lebegueova-Stieltjesova mira a integral

Definice 16.1. ﬁekneme, Ze F': R — R je distribucni funkce, pokud

(1) F je neklesagict,
(2) F(—00) :=lim;_ o F(z) =0, F(00) := limy_00 F(z) < 00,
(3) F je zprava spojitd, lj. pro x € R plati F(x) = limy_,,4 F(t).
Véta 16.2. Bud u koneénd borelovskd mira na R. Pak
Fu(@) = p((~00,2]), = €R

je distribucni funkce. Nazijvdme ji distribuéni funkci miry u.

Dikaz. Tvrzeni snadno plyne z monotonie a spojitosti miry. O
Priklad 16.3. e Distribucni funkce Diracovy miry na B(R) je F' = X|o )
e Distribucni funkce Lebesqueovy miry )\1|(071) na B(R) je F':x € R — 2X(0,1) + X[1,400)-
o Je-li f € LY(\Y), f >0, pak
Pla) = / ft)dt, ek,
—0

je distribucni funkce miry definované pro B € B(R) predpisem u(B) = [5 f(t)dt. Vsimnéte si, Ze je-li f
spojitd, je F' = f. Nawvic je fce f Radonova-Nikodgmova derivace miry p podle \'.

Véta 16.4. Necht funkce F je distribucni funkce. Pak existuje prdvé jedna koneénd borelovskd zevné i zeunit
requldrni, tésnd mira p na R takovd, Ze F), = F. Tuto miru nazjvdme Lebesgueovou-Stieltjesovou mirou prislusnou
distribucni funkci F.

Diikaz. Idea: PoloZime (a,a] := () a definujeme systém polouzavienych intervalt Z := {I C R;3a,b € R : a <
bAI = (a,b]}. Pro kazdy interval I € T = (a,b] definujeme v([) := F(b) — F'(a) a tuto funkci intervalt rozsifime
pomoci Caratheodoryho konstrukce.

Definice vnéjsi miry: definujeme pro E C R, § >0

pr(B) = inf{> v(l); Iy € T,E C | J I}

k k

ps(E) :==inf{> v(Ii); Iz € T,E C | J I, diam(Iy) < 6}
k k

w* je vnéjsi mira: Z¥ejmé je p*(0) = 0 a p* > 0 na P(R). Monotonie p* je jasna hned z definice. Zbyva ukazat o-
subaditivitu. Bud'te By, C Rpro k € N, e > 0. Je-li u*(Ex) = +00, o-subaditivita plati. Budeme tedy pfedpokladat,
ze p*(Eg) < +oo pro viechna n € N. Z definice p* existuji pro kazdé k € N intervaly {IF}; C T takové, ze

Ey C U, IF a X, v(IF) < p*(Ex) +e27% Pak U, Bx € U U, IF a w* (U Ex) < o1 >0 0(IF) < S 1" (Ek) + e
Tedy p* je o subaditivni.

- N ~ < z ~ ~ 1 7
’ b h k f f j—l J J J

w* je metrickd: At E,F C R, § > 0sdist(F, F) = 30. Ze subaditivity plyne p*(EUF) < p*(E)+ p*(F). Ukazeme
obracenou nerovnost. Volme libovolné € > 0. Z definice p§ najdeme {I.}, C Z tak, ze EUF C J,, I, diam(I;) < 0,
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YorvIk) < ps(EUF) + €. Definujeme Zp := {Ij; [, N E # 0}, Zp == {I; Iy N F # 0}. Plati Zg N Zp = () a navic
ECUrer, I F CUjper, 1, tedy

4B+ () = ) () < 32 o)+ 30 o) < D 0(h) S HEUR) +e= ' (BUF) +¢
Iy I€elp

Protoze € > 0 bylo libovolné, je metricnost p* dokizana.

Caratheodoryho véta ném ¥ikd, ze B C A, a p* je mira na A+, Hledana mira je pu := p*|gi. Zbyva ovéfit,
7e spliiuje predepsané vlastnosti.

F je distribucnd funkci p: 7 definice je hned vidét, ze pro a,b € R je pu((a,b]) < v((a,b]). S trochou namahy je mozné
ukazat, ze u((a, b)) = v((a,b]). Pak pro a € R plati podle véty o spojitosti miry u((—o0, a]) = lim,—, oo p((—n, al) =
lim,,—,_o F(a) — F(—n) = F(a).

W je koneénd: Mira u je kone¢nd, protoze pu(R) = limy,— 4o p((—00,n]) = F(400) — F(—00) € R.

w je zevn€ requldrni: Fixujme E € B, € > 0. Z definice p existuje {I;}r C T takova, ze E C U, Ir a >, v(I)
w(E) + e. Jelikoz je F zprava spojita, existuji pro k € N intervaly (ag, b) takové, ze I, C (ax,by) a v((ag, by))
v(I) + €27%. Pak G = |J;(ak,bx) je oteviend mnozina, pro kterou E C G a u(G \ E) = u(G) — u(E)
5 (e, b)) — (E) < Sy (o(Iy) + €2¥) — u(E) < p(E) +2€ — i = 2e.

w je zevnitt requldrni: Plyne hned z Lemmatu [15.7}

VAVANAY

w je tésnd: Je-li F C R uzaviend a n € N, je [-n,n] N F kompaktni. Navic je lim, 400 p([—n,n] N F) = u(F) ze
spojitosti miry. Diky pfedchozim vlastnostem plyne tésnost miry p z jeji vnitini regularity. O

Poznamka. Pro Lebesgueovu-Stieltjesovu miru, prislusnou distribucni funkci F' a a < b plati pu((a,b]) = F(b) —
F(a). Pozor ale p((a,b)) = limy_y,— F(t) — F(a), u([a,b]) = F(b) — limy_q— F(t) a p([a,b)) = limy_yp— F(t) —
limy_,,— F(t). ProtoZe funkce F miiZe bijt nespojitd, neni vhodné zavddét znaceni ]f, misto toho budeme pouZivat

f(a,b) ’ f[u_’[)}; atd.

Definice 16.5. Konecnda borelovskd mira p na R je

o diskrétni, jestlize existuje spocetnd mnozZina S C R takovd, Ze p(R\ S) =
e neatomickd, jestlize u({z}) =0 pro kazdy x € R.
Cviceni. 1. Je-li p zdroven diskrétni a neatomickd, je nulovd.
2. Kazdd diskrétni mira je tvaru p ="y .=, t;0q, pro néjaké t; >0 a a; € R, Y . t; < 0.
3. p je neatomickd <= I je spojitd.

Priklad. Bud C C [0,1] Cantorovo diskontinuum. Cantorovu funkci Fo definujeme ndsledovné. Klademe Fo(x) =
0prox<0aFo(x)=1prox>1. Dilex € (0,1) vyjadiime v trojkovém rozvoji

r=30 (e {01.2)),
7=1
oznacime n(x) :=inf{j € N: z; = 1} a klademe
Folg) e min{z;, 1} 0.1
o) == 2 o ©€(0,1).
j=

Funkce Fo je spojitd, neklesajici a je distribucni funkci Cantorovy miry uc, kterd je neatomickd, ale pritom je
singuldrni vzhledem k Lebesgueové mife.
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Poznamka. Kazdou konecnou borelovskou miru p na R lze rozloZit na soucet
M= Ha + fhe + Hd,
kde pg < X\, g je diskrétni a p. neatomickd s vlastnosti . L .

Miru pg ziskdme ndasledovné. Distribucnd funkce F' miry p md pouze spocetné mnoho bodi nespojitosti. Uspotddejme
je do posloupnosti {a;} a pro kazdé i € N definugme t; :== F(a;) — limy_q,— F(t). Miru pq a jeji distribucni funkci

Fy pak definujeme
oo [e.9]
Hd = Zti(5(1,7;7 Fq= ZtiX[aiHroo)'
i=1 i=1

Plati prg L !

Mira g je absolulné spojitd c¢dst miry p vzhledem k \' podle Véty . Oznacime-li f := dug/d\Y, je f € LY(R)
a distribucni funkce F, miry u, definovdana pro x € R predpisem

Fo(x) = /1 fdah.

Konecné oznacime-li F, := F —Fy—F, je tato funkce spojitd distribucni funkce miry p.. Mira u. je tedy neatomickd.
Navic musi platit p. L \', protoZe p. + pq je singuldrni cist miry p vzhledem k A podle Véty .

Definice 16.6 (Lebesgueiiv-Stieltjesiv integral). Je-li F' distribu¢ni funkce konetné borelovské miry u na R,
feL'(u) aAc B!, definujeme Lebesguetiv-Stieltjestv integral funkce f podle F' p¥es mnozinu A piedpisem

/A fdF = /A fdy.

Je-li potieba zdtraznit proménnou, podle které se integruje pouzivame také znaceni [, f(x)dF(z).

Véta 16.7 (Per partes pro Lebesgue-Stieltjesuv integral). Jsou-li F,G dvé distribuéni funkce a a < b, plati
F)G(b) — F(a)Gla) = / Fac+ [ Gdr,
(a,b] (a,b]

kde pro x € (a,b] definujeme F~(x) := limy_,_ F(y).

Diikaz. S vyuzitim Fubiniho véty dostaneme

(F(b) — F(a))(G(b) - Gla) = /( | e @ pe)

B /}/[X{Ky}dF(x)dG(yH/ ) / ) X{a>y) dG(y) dF (2)

s [
(a,b] /(a,y) (a,b] J (a,]

= [ ) - F@)dc) + [ (6@ - Gla) dFl)
(flﬂ (ab]
= /( ; F(x_)dG(z) + w G(z)dF(z) — F(a)(G(b) — G(a)) — G(a)(F(b) — F(a)),
a odectenim dostaneme dokazovanou rovnost. ]
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Véta 16.8. Necht distribucni funkce F konecné miry . md vsude vlastni derivaci F' =: f. Pak py < X a f = d/\

Diikaz. Ozna¢me D := {B € B! : = [ f(x)dx}. Z vlastnosti

b
pl(a ) = F) ~ F(o) = [ fo)do

plyne, ze D obsahuje vSechny intervaly typu (a,b]. Protoze systém té&chto intervali je uzavien na kone¢né priiniky
a generuje borelovskou o-algebru, a protoze D je Dynkiniv systém, je D = B!, a tedy f je Radon-Nikodymova
hustota p vzhledem k AL O

Priklad. 1. Magi-li F i G vlastni derivaci na R, dostaneme z Vet[16.7 a[16.8

b b
PG = / F2)C (2) dx + / F(2)G(x) da,

a

co? je klasicky vzorec per partes.

2. Pro Cantorovu funkci Fo plati symetrie Fo(1 —z) = 1 — Fo(x), © € (0,1), z éehoZ snadno dostaneme
fo Fo(x)dx = 5. PouZitim vzorce per partes pak dostaneme

1:/;;:ch /Fc

Poznamka 16.9. Lebesque-Stieltjesiv integrdl lze definovat i podle rozdilu dvou distribucnich funkci, coZ jsou
zprava spojité funkce s konecnou variaci.

tedy fol rdFo(z) = 3.

17 Veéta o rozsifeni miry

Definice 17.1. Necht X # ().
Rekneme, Ze A je algebra podmnozin X, pokud 1) 0 e A,2) Ac A = X\Ae A, 3) A, Be A = AUBec A

Rekneme, Ze funkece fi : A — [0,00] je pramira, jestlize 1) (@) = 0, 2) pro libovolné mnoziny A; € A po dvou
disjunktni a takove, ze i [ J7°; A; € A, plati

ji (U Az) = A4)
i=1 i=1

Pozn.: [ je zfejmé monotonni.

Véta 17.2 (Hahn-Kolmogorovova véta o rozsifeni miry). Bud ji pramira na algebfe A podmnozin mnoziny X . Pak
existuje mira p na oA takovd, Ze i = p na A. Je-li i o-konecnd, je pu jednoznaéné uréena.

Diikaz. Pro E C X polozme

=1

=1

(a) p* je vnejsi mira: Z¥ejmé p*(0) = 0 a p* je monotéonni. Ukazeme spocetnou subaditivitu (dikaz je stejny jako
v piipadé vnéjsi miry A™*). Necht E; € A, p*(E;) < oo, i € N. K danému ¢ > 0 existuji 4;; € A takove, ze
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FE; C Uj E;j a Zj ﬂ(AZ]) < w*(E;) +52_i, i € N. Pak Ul E; C Uz Uj Az‘j a Zz Zj /jL(AU) < Zz W (E;) + ¢, z ¢ehoz
jiz plyna spocetnd subaditivita, nebot € muze byt libovolné malé.

(b) Pro kazdou A € A plati p*(A) = fi(A): Nerovnost p*(A)

< i(A) je ziejmé. Pro dikaz opa¢né nerovnosti
piedpokladejme, ze A C |J; A;, A; € A. Indukei definujme By := A

NA, By := (AgﬂA)\Bl,a
B; = (AiﬂA)\(BlLJ'”UBZ‘_l), 1€ N.

Ziejmé B; jsou po dvou disjunktni a plati A = J; B;, z vlastnosti pramiry tedy dostaneme
- Y < Yata

o (podle definice p*) znamené, ze p*(A) > i(A).

() AC Ay«: Necht Ae A, T C X, p*(T) < oo. Stadi ukazat, ze p*(T)
existuje pokryti 7" C J; A; mnozinami A; € A takové, ze Z Aa(4;) <
T\AcCU,;(A\A) amnoziny A; N Ai A;\ A patii do A, plati

(TN A) ZuA NA), i (T\A) <Y A\ A),

i

W (TNA)+p"(T\A). K danému e > 0

>
p*(T) + €. Protoze TN A C |J;(4; N A),

a seCtenim dostaneme
pHTNA) + " (T\A) <) A(A N A) + > A\ A) = ZN (T) +e,
i i
z ¢ehoz jiz plyne dokazovana nerovnost.

Podle Caratheodoryho véty je p := p*| A, mira, kterd navic podle (b) rozsifuje pramiru /i, a podle (c) je definovana
na g A.

Jednozna¢nost snadno plyne z véty o jednoznaénosti (Véta[r.b)). Algebra A je ziejmé uzaviena na kone¢né priniky
a je-li fi o-konend, existuji mnoziny A,, € A takové, ze i(4,) < oo a 4, " X, n — 0. O

Priklady:

1. Ozna¢me symbolem Ay systém podmnozin R obsahujici prazdnou mnozinu a vSechna kone¢na sjednoceni
intervalii typu (a,b] a (a,00), a € [—00,00), b € R. Lze snadno nahlédnout, ze Ay je algebra, a definujeme-li
mnozinovou funkei i na Ap jako soucet délek prislusnych (disjunktnich) intervald, je jejim rozsifenim na
o0 Ap = B(R) Lebesgueova mira A'. Abychom ovsem mohli pouzit Hahn-Kolmogorovovu vétu, museli bychom
ukézat o-aditivitu na Aj.

2. Na algebte Ay z predchoziho ptrikladu uvazujme mnozinovou funkci
~ 0, A=40,
fi(A) =

oo, A#0.

[ je ziejmé pramira, nemd ale jednoznané rozsifeni na o Ay. Jednim moZnym rozsifenim je mira definovana
stejnym piredpisem jako i (tedy O pro prazdnou mnoZinu a oo pro vSechny neprazdné mnoziny), jinym
roz§ifenim je aritmetickd mira, nebo jeji libovolny kladny nasobek.

Véta 17.3. Bud i : A — [0,00) koneénd, konecné aditivni funkce na algebfe A spliiujici i(0) = 0. Pak i je
o-aditivni prdve tehdy, kdyz
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Pozn: Vlastnosti (1.19) se ¥iké spojitost ji v prazdné mnoziné.

Diikaz. =>: Necht fi je o-aditivni a A; € A, A; \, 0. Pak A; = [J;2,(A4; \ Aiy1) a mnoziny A4; \ A;41 jsou po dvou
disjunktni, tedy

(A1) = (A \ Aiga) < oo

i=1
Rovnéz plati A, = U;2,,(Ai \ Ait1), tedy

= Zﬁ(Az‘ \Aiy1) = 0, n— oo.

<=: Necht nyni plati ({1.19), B; € A jsou po dvou disjunktni a A :=J;2, B; € A. Pro mnoziny A,, :== A\ (B, U
-~ U By) plati A, \ 0, tedy fi(A,) — 0. Z kone¢né aditivity i mame

A(A) — i(An) = (A Ay) Zu

a limitnim p¥echodem n — oo dostaneme fi(A) =3 72, i(B;), tedy [ je o-aditivni na A. O

Priklad: Mnozinova funkce
0, A C N konecna,
(A) = {

0o, A C N nekonetna

je kone¢né aditivni mnozinova funkce na P(N), kterd neni o-aditivni.

Piiklad. Polozme X := {0,1}" (posloupnosti 0 — 1) a pro n € N ozna¢me II,, : X — {0, 1}" projekci do prvnich
n soufadnic. Dale ozna¢me

A= UH (P{0,1}").

Systém A tvoif algebru a definujeme na ni mnozinovou funkci predpisem: Je-li A € A, pak A = II,1(B) pro n&jaké
n € Na B C {0,1}"; klademe

N card B
a(A) = TR

i1 je korektné definovana konecné aditivni mnozinova funkce.
Na mnoziné X zavedeme metriku

9]
—
=Y B s yex

Potiebujeme tyto znalosti z matematické analyzy:

1. Konvergence posloupnosti v (X, d) je ekvivalentni konvergenci posloupnosti viech soufadnic.

2. (X,d) je kompaktni metricky prostor.

3. Kazda mnozina A € A je oteviena i uzaviena v (X, d).
Jsou-li A,, € A takove, Zze A, \ 0, pak z kompaktnosti A, plyne, Ze existuje ng takové, ze A, = () pro n > ny.
Pak ale jisté fi(A,) — 0, je tedy splnéna podminka ([1.19)) a tudiz & je pramira. Podle Hahn-Kolmogorovovy véty

tedy existuje jeji jednozna¢né rozgifeni na miru p na B := o A. Mira u je pravdépodobnostni mira a ma vyznam
rozlozeni pravdépodobnosti pro posloupnost nezavislych opakovani pokusu hodu minci.
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18 Klasifikace vét
18.1 1. t¥ida

Na tspésné slozeni zkousky je nutné znét znéni téchto vét. Velice doporucuji naucit se také jejich dikazy, hod{
se to pro daldi studium a matematickou praci. Navic je to také potieba pro ziskdni pékného vysledku u zkousky.
Nicméné pro pouhé absolvovani zkouSky nenif nutné dikazy znat.

Do této tFidy spadaji vSechny véty, jejichz dikazy na pfedniSce nebyly prezentoviny. Dale pak véty: [2.17]
4, p.20[6.2 7.4, B.4 B.5, B.7, [9.5] [0.11] [T1.9] [12.3] [12.4} [T2.9] [14.3] [T5.9 [16.4]

18.2 2.trida

Na uspésné slozeni zkousky je nutné znat znéni a dikazy téchto vét. Sem spadaji v8echny véty odpfednesené s
dikazy kromé vét 1. t¥idy.

19 Opravy
19.1 Vétald4d

V dikazu mé skoro na konci byt 7s,, < f, misto 7s, < fn.

19.2 Dusledek

Dodan chybéjici privlastek jednoduchou v bodé 2.

19.3 Véta

V dikazu byly vSechny derivace podle t nahrazeny parcidlnimi derivacemi %.

19.4 Véta BT

Druh4 ¢ast ma hovofit o mirach na borelovskych o algebrach, tedy o Ag.

19.5 Véta[d10.3

Byla opravena podminka pro to, kdy plati rovnost v pifpadé 2 — doplnéna konecnost pravé strany.

19.6 dikaz Véty

Opraveny preklepy g na f a nebo na 1.
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19.7 Poznamka

Upravena nerovnost na rovnost ve ¢lenu || f|, = |af|| f]lp-

19.8 Lemma

Oprava na ostrou nerovnost v 1 < p < g < oo.

19.9 Véta

Opravena posledni norma v

u(X)‘i||f||p=<]{(|f|pdu>i Z(]ilflpdu)gé é(]ﬁ(lflqdu)é — (X))

19.10 Lemma [13.8

Opraveno p € M(X, A;C). Dfive uvedené K je sice formalné spravnég, ale nema smysl.

19.11 Véta[15.8

V dtkazu bodu ii) byly prohozeny symboly | J a ).
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2 Cviceni Posledni zména: 12.02.2020 11:24:35

Priklady pro cviceni k pfednasce Teorie miry a integralu jsem doslovné okopiroval z pFiprav prof. S. Hencla. Podle
potfeby v nich budu provadét apravy.

1 Pozadavky pro zapocet
Pro ziskani zapoctu je potieba

e Ucast na alespon 7 cvicenich

e Uisp&3né napsani zapoctovych pisemek - v rdmci cviceni se budou psat 2 zapoctové pisemky, kazda za 10
bodd. Uspésné napsani znameni, ze student ziskd dohromady 12 a vice bodt.

e chybéjici body je mozné nahradit dalsi praci podle pokyni cvi¢iciho
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2 1. cviceni

Véta. [Pick et al., 2019, 9.4.1. Véta] (srovndvact kritérium pro konvergenci Newtonova integrilu). Necht a € R,
b€ R* a necht a < b. Necht funkce ,g : [a,b) — R splriuji 0 < f(x) < g(x), © € [a,b). Necht ddle je f spojitd na
[a,b) a plati g € N(a,b). Potom f € N(a,b).

Véta. [Pick et al., 2019, 9.4.5. Véta/ (limitni srovndvaci kritérium pro konvergenci Newtonova integrdlu) Necht
a € R, b€ R* anecht a <b. Nechl f,g jsou spojité neziporné funkce na [a,b). Jestlize lim,_,p_ fg )) (0, +00),
pak g € N(a,b) prave tehdy, kdyz f € N(a,b).

Véta. [Pick et al., 2019, 9.4.8. Véta] (Abelovo-Dirichletovo kritérium konvergence Newtonova integrdlu) Necht
a € R, beR* anehta <b. Necht f:[a,b) = R je spojitd a F je primitivni funkce k funkci f na [a,b). Ddle
necht g : [a,b) — R je na [a,b) monotdnni a spojitd. Pak plati:

1. Jestlize f € N(a,b) a g je omezend, pak fg € N(a,b).

2. Je-li F omezend na |a,b) alim,_,,_ g(z) =0, je fg € N(a,b).

VySetiete konvergenci ndsledugicich integrali (o € R je parametr):

1 /OO /1 logac2 3'/ z—sinz
0 \/;v3+5;v—|- -z 0 e

rsinz 2
5. / 5dz (i absolutni konvergenci), 6. / log(cos x) tan® x dx
0 1+ .Z' 0

Naleznéte objemy
4. jednotkové koule, 7. anuloidu.

Vysledky o ndvody:

1
1. Konverguje ; U oo limitné srovname s —.
€Tr2
log x C .
2. Konverguje; U 1 vime }II% 1 =1, a proto limitné srovname s 1.
=01 —x

U 0 srovname s logx a / |log x| < oo zjistime z per partes.
0

3
3. Konverguje pro a € (2,4); U 0 limitné srovname s %
x
U oo limitné srovname s z!~2.
_ . .. ) _ * sinx )
5. Konverguje neabsolutné. Z Abel-Dirichleta vime, ze dx konverguje a
0 T
X srsinxe  sinz *©  _singx ) o1
<72 — —)dw = 5 dx snadno konverguje - u oo srovnej s —.
0 \M 4z x 0 (1422 x3
Nekonverguje absolutné:
0 : OO km+m : a—y
/ ;13|51n:12:|d$2 Z/ x!sm:g|dx > km = oo
o l+uz = Jkr 1+ k:11+(k+1)7r

6. Konverguje pro a € (—3,1); U 0 limitné srovname s (1 — cosz)z® ~ 2272,
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1
U E se chova jako M‘ Vzhledem k lim 7i:os:n _1
2 cos® x —I T g

logy
yOl
4 %ﬂ'; Koule vznikne rotaci plochy pod grafem funkce y(z) = V1 — 22, x € (—1,1) okolo osy x. Objem je tedy

1
4
V—?T/ (\/1—x2)2dx:§7r.

-1

u 0, tedy pro a < 1.

je tato funkce stejné integrovatelna, jako funkce

7. 47?; Uvazujme anuloid vznikly rotaci kruhu {[z,y] : 22 + (y — 2)? < 1} okolo osy x. Anuloid vznikne jako rozdil
télesa vzniklého rotaci plochy pod grafem funkce y1(z) = 2 + V1 — 22 a funkce ya(z) =2 — V1 — 22.

V:7r/1 [(2+V1—22)? - (2—V1—22)?] dx:167r/1\/1—m2dx.
-1 0
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3 2. cvideni

Véta. [Pick et al., 2019, 9.4.1. Véta] (srovndvact kritérium pro konvergenci Newtonova integrilu). Necht a € R,
b€ R* a necht a < b. Necht funkce ,g : [a,b) — R splriuji 0 < f(x) < g(x), © € [a,b). Necht ddle je f spojitd na
[a,b) a plati g € N(a,b). Potom f € N(a,b).

Véta. [Pick et al., 2019, 9.4.5. Véta] (limitni srovndvaci kritérium pro konvergenci Newtonova integrdlu) Necht
a € R, beR" anehta<b Neht f,g jsou spojité nezdporné funkce na |a,b). Jestlize lim,_,j_ % € (0,+00),
pak g € N(a,b) prive tehdy, kdyz f € N(a,b).

Véta. [Pick et al., 2019, 9.4.8. Véta] (Abelovo-Dirichletovo kritérium konvergence Newtonova integrdlu) Necht
a € R, beR* anehta <b. Necht f:[a,b) = R je spojitda a F je primitivni funkce k funkci f na [a,b). Ddle
necht g : [a,b) — R je na [a,b) monotdnni a spojitd. Pak plati:

1. Jestlize f € N(a,b) a g je omezend, pak fg € N(a,b).

2. Je-li F omezend na [a,b) a lim,_,;, g(x) =0, je fg € N(a,b).

Vysettfete konvergenci nésledujicich integralt (o € R je parametr):

1. o )
/ S
0o Vaxlog(l+e?)
Navod/Feseni: Konverguje, u 0 srovnej s 1/y/x a u oo srovnej s 2/m%
2.
o0 2
/ e dx
—0oQ
Navod /feseni: Konverguje pro a > 0, pro a > 0 na (—oo, —1] a [1,00) srovnej s =%l nebo limitné srovnej
S %2 Pro a < 0 srovnej s 1. Na [—1, 1] je funkce spojita.
3. i
2 1
/ sin< - )dac
0 sin z
Néavod /Feseni: Konverguje. Pouzijte srovnavaci kritérium a |f(z)| < 1.
4.
[e.e]
/ Sin(x/ z2e 41— xo‘)da:
0
Névod/feseni: Konverguje pro a > 1, U +oo limitné srovname se sin(m) ~ # pro a > 0 a pro
a < 0 u +oo limitné srovname s 1. To konverguje pro o > 1 a pro a > 1 je funkce u 0 spojitéa.
5.
L arccos
[ e
o log®(1/z)
. N . 3 L : 1 e f . 1 .
Névod /feSeni: Konverguje pro a < 3, u 0 se chova jako oz (1/a)" & tedy limitnim srovnanim s NG konverguje.
U 1 limitn& srovname s (i_l;)ﬂ.
6.

(o9}
/ (m — 2arctan z)%dx
0

Navod /feseni: Konverguje pro o > 1. U 0 je spojita. U oo limitné srovname s x%,nebot’ pomoci ['Hospitala
zjistime limy_, oo T=28rctans _ 4

x
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10.

11.

12.

13.

. Naleznéte obsah povrchu jednotkové koule v R3. Navod/feseni: S = 4r. Koule vznikne rotaci funkce

f(z) = V1 —22 x € [-1,1] kolem osy z. Tedy S = 27rfff«/1+ (f1)? = 27rf_11 V1—22,/1+ (\/19‘;’7)2 =
2Wfi11d$.

1

. . 22 . N I
. Naleznéte obsah plochy mezi grafy funkcf %5 a 5 +1z2. Névod /feSeni: S = g—% Z rovnice G = 175 dostaneme
1
— — ! 1 z? _ z3 _ 7 _1
x = +1. Pak S_f—1(1+z2 - 2) dr = [arctanm— 6}71 =Z—3.
c T : ; ST 1P42P 4.4 nP . cogopi. L 1P42P4 4nP 1 ((1\P
. Pomoci Riemanova integralu spoctéte lim,, ;oo — 25", p > 1. Navod /feSent: T = ((5) +I
2\P n\P . - . - D . _rl D _ 1
(n) +...+ (n) ) Toto je Riemannovsky soucet funkce 2P, a tedy lim = fo xP dx = PSR

Bud (X,.A) mé&fitelny prostor. Rekneme, 7¢ A € A je atom, pokud pro kazdou B € A plati BC A —
(B = AV B =10). Ukazte, Ze existuje o-algebra, kterd méa pouze jediny atom, totiz ().

Navod /feseni: Sta¢i definovat X = (0,1) \ jzof zjzl k277 a A € A, pokud je mozné ha zapsat ve tvaru
(k277,K279) s k, K, j splijicimi j € N, k < K, k, K € {0,...,27}.

Pokud o-algebra obsahuje nekonefny spocetny systém neprazdnych po dvou disjunktnich mnoZin, je nespo-
cetna. Dokazte.

If a o-algebra contains infinite coutable system of nonempty pairwise disjoint sets, it is uncountable. Prove.

[Rudin, 1977) Sekce 1, Cviceni 1| Existuje nekone¢néa o-algebra, kterd ma pouze spoc¢etné mnoho prvki?

Névod/feseni: Neexistuje. Bud méa alespon spocetné atomti nebo ma pouze konecné atomi. Pak ukazeme, Ze
do ni patii striktné klesajici posloupnost mnozin. V obou pifipadech existuje spocetny systém neprazdnych
po dvou disjunktnich mnozin z A. g-algebra obsahujici takovy systém uz musi byt nespocentné.

[Rudin, 1977) Sekce 1, Cviceni 5| DokaZte, Ze mnozina v8ech bodu, v nichz konverguje posloupnost méfitelnych
funkci, je méfiteln4d mnozina.

Néavod /feseni: Ozna¢me posloupnost funkei f, : X - R, A={zx € X,Ja € R: f,(r) - a pron — +oo}.
Z BC podminky plyne

+00
A= U N hle) = fula)l < 33,

j=1ngeNn,m>ng

tedy A je méfitelné.
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4 3. cvideni

Véta (Zobecnéna Leviho véta). Budte funkce f, : (X, A) — R* méFitelné pro n € N.

1. Jsou-li fn /7 f pron — +o0a [y frdu > —oo, plati [y fudp 7 [ fdp.
2. Jsou-li fr, \(f pro n — 4o0a fX fidp < 400, plati fX fndu N\ fX fdu.

Véta (Lebesgueova; o konvergentni majoranté). Bud (X, A, u) prostor s mirou a f,, f méFitelné funkce takové,
Ze fn — f s.v. Necht ddle existuje funkce g € L1 (u) takovd, Ze |fn| < g s.v. pro vsechna n € N. Pak f € LY () a

[ fodp— [ fdu.
Naleznéte lim,, o z nasledujicich integrali:
1. 01 a™ dx, Navod /Feseni: 0, Z Lebesgueovy véty a 0 < 2" < x nebo z Leviho.

903
2. fomo 1im, dz, Navod /FeSeni: 0, Z Lebesgueovy véty a 0 < f,, < e—x nebo z Leviho.

3. fo 1+n2 > dz, Navod /feseni: 0, Z Lebesgueovy véty a 0 < f,, < 1

4. [ We_m cos & dz, Navod/feSeni: 0, Z Lebesgueovy véty a |fn| < e #ER < e (z +1).

. w2
18, Bodova limita je x”lzi — 27, Z Lebesgueovy véty a |f,| <

n

5. fo nw 58111( ) dx, Navod/feseni:

1522 _ 17
—=a .

6. [,° e " dx, Navod/Feseni: 1; Z Lebesgueovy véty a f, < 1na (0,1) a f, < e na (1,00), nebo z Leviho.

nx

70 (Hngx, Néavod /¥eseni: 1; Bodova limita je -7 a [;“ e~ = 1. Z Lebesgueovy véty a f, < T na

0,1) a < lzn< 1 < L na (1,00).

Spoctéte (za pomoci Heineho véty) limg oo F'(a) a lim, 0+ F'(a) pro F(a) = Oooeli dx, Néavod/feseni: 0
_ 2 7anac2
< ™™ coz je integrovatelné. Z Lebesgue a limy o0 [3° e =

LZ.T2

a oo; Pro a, — o0 a a, > 1 plati 67:":
Jo 7 limy 0 SETI = 0, a tedy podle Heineho lim, o F(a) = 0. Zfejmé e —ar® > 1 L prox < \} Tedy [,°

1

Va 0+
f()f e(l}i-w) = %log(% + 1) ai> o0

>

[Rudin, 1977, Sekce 1, cvideni 9] Bud (X, A, p) méfitelny prostor, f : X — [0,400], [y fdu = ¢ € (0,400),
a € (0,400). Ukaizte, ze

+ o0, pro a € (0,1),
lim nlg(l+ (f/n)*)du =< ¢, pro a =1,
r—=+00 [ x
0, pro a € (1,400).
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5 4. cviceni

Dausledek (Levi). Pro nezdporné méfitelné funkce f, na X plati

(55 e

Diisledek (Lebesgue). Jsou-li f; mévitelné, > 20, fi konverguje s.v., a g € LY () takovd, ze | > | fil < g s.v. pro
vSechna n, pak > o0, fi € LY(u) a

Vyjadiete nasledujici integraly jako soucet fady:

1.
1
log(1 —
/ log1—2) ;.
0 x

Névod/fefenf: Y 00| =3;

Rozvineme do »_° _IZH. Podle Leviho na )7 | — fy.
2. o

/ x dzx,
o e*+1
Névod/feSeni: Y 7 ((n+11);2,
Rozvineme do "% ((—1)"ze~ (17 Podle Lebesgua
e’} 0 0 0 1
| fal = / g (MTT =N <o
X, RO
> L7 log(a)
zP log(x
/0 de, pro p > 0,
Névod /fegeni: Z?(—l)"“W;
Rozvineme do Y o° ;2P log(z)(—1)"z*". Podle Lebesgua
oo
z/m z/ (D) log(o)a™ = Y
n:l

4.

. N -1 . :
Navod/feseni: > >° +7§2 U". Rozvineme jako

> —nx (_1>n —nx

log(1 —e™*) —log(1 Z < 4

Podle Lebesgua

Z/|fn\<2/ %<oo.
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1 :L,p—l
/0 [T 20 dx (pro p,q > 0) dx,

. fagens. S (D™
Névod/feSenf: } .7 =
Ziejmé < zP~1 a tedy integral konverguje. Rozvineme do > o0 (—1)"zPT9"~1. Podle Lebesgueovy véty pro

funkce Fy = Zflvzo fn

l Y +qn—1 11— ()Nt 1 2 1
_ _\nptan—1 _ p— p—
13 gl = | e =ar RS <o e o)

/0 " e cos(v/) da.

Navod /feSent: Zflozo(—l)”(g%g;

n

Rozvineme do »_>° ((—1)"e™ ™ (é”n); .

(n)! a Z(Qn—n!)!<oo.

Podle Lebesgua ZZOZO f |fn‘ = Z?LO:O fooo 671(527:)!. Indukci snadno fooo x"e” :I
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6 5. cviceni

Véta (Lebesgueova; o spojité zavislosti integrélu na parametru). Budte (X, A, pu) prostor s mirou, T metricky
prostor a f: T x X — R funkce. Necht ddle

(i) f(t,-) je mérFitelnd pro kazdé t € T,
(ii) f(-,x) je spojitd na T pro s.v. x € X,

(iii) existuje g € L (1) takovd, Ze pro vsechna t € T je |f(t,-)] < g s.v.
Pak f(t,-) € LY(u) pro viechna t € T a funkce

F:tl—>/f(t,~)du

je spojitd na T'.

U nésledujicich integralt vySetiete pro jakd o konverguji a vysetfete spojitost na definiénim oboru:

1.
o s
/ sm(axQ) i,
0 1 +x
Néavod /feseni: spojitd na R; |f(x,a)| < leg e L.
2. ,
o) —QT
/ ¢ dx,
o 1+=w
Névod /Fesen: spojita na (0, +00); Pro a € [5,00) je |f(z,a)| < e=%" e LL.
3.
|
/ ——————dx analeznétei lim a lim,
0 2 + o2 a—00 a—0
Névod/FeSeni: spojita na (—oo,0) U (0, 00);
Pro |a| > § je | f(z,a)| < \/% =1elLl
Pro a € [1,00) je 1 integrovatelnd majoranta a podle Lebesguea a Heineho je
li /1 ! /1 li ! /1 0=0
im — = im —— = =0.
a—oo g \/m o Q00 \/m 0
. 1 1 1 1 1 1 -1 o0—0+
PI'O|O[’S(SJ€IOWZIOWZI(sﬁzﬁlogé —  OQ.
4.

)
/ * dzx,
0 ].+£L’a

Névod /FeSeni: spojitad na (2,00); Pro a € [2 + J,00) je

prox >1

f(za)] < {+

1 pro x < 1.
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o0 —Qax
ae .
dx a naleznéte i lim |,
0 1+zx a—0+

522
Névod/FeSeni: spojita na [0,00); Pro a € [0, K] je |f(x,a)| < Kﬁi < Ke %" ¢ L1,

2
o0 e T

14+ S

Pro spojitost v 0 zprava musime spoéitat lima o4 F/(a). Substituci y = y/az odhadneme [;

o ae™o = Jo~ Vae” v = =Va [ e e,

1 a
1 —
/ = dz,
o logx

Névod /FeSeni: spojitd na (—1,00); V 1 lze spojité dodefinovat a u 0 standardné srovname s ﬁgax.
+5_q . K
Prod <1laae[-1446,0] mame |f(z,a)| < x|10ga7| apro a € [0,K] je |f(z,a)] < llogz‘.
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7 6. cvifeni

Véta (Zaména integralu a derivace). Bud I C R otevieny interval o f: I x X — R funkce. Necht ddle

(i) f(t,-) je méFilelnd pro kazdé t € I,

ezistuje g € L1(1) takovd, Ze pro vechnax € X\ N at eI, |4 f(t, )| < g(x),

)
(i) existuje N € A, u(N) =0, takovd, Ze pro vSechna x € X \ N a t € I existuje vlastni derivace %f(t,x),
(iii)

)

(iv) emistuje to € I takové, Ze f(to, ) € LY (p).
Pak f(t,-) € LY(u) pro viechna t € I, funkce
F: tr—>/ f(t
X
d
"t)= [ —f(t,-)d
)= [

Spottéte nasledujici integraly (pomoci véty o zaméné derivace a integralu). Obor konvergence je u kazdého piikladu

napsan.
o1 —ax? o ,—ax? _ —bx? o)
1. / L, a>—1; 2. / L, a,b > 0 (Rada: / e = ﬁ)
0 0 0

xe®? 2

je diferencovatelnd na I a prot € I plati

3 > arctan axr — arctan bx
. ; .

o
, a,b>0mnebo a,b < 0; 4./ eksmax k>0, aeR;
0 T

s

5. /2 In(a?sin? x + b2 cos? ), a,b > 0.
0

Navody:
—x?

] In(a+1)
Ty

2.V/mh — VTa;

8fgzcw‘::)xe_w+4nz
8f(xab‘_‘

pro a € (—1 + 0, 00).

—llil?

<e " proac (6, 00).

/Oo—e_‘”2 =3 géF(a,b):C(b)—maF(b,b):O.
0

a 8f(x a,b)
3f1g

1
‘_‘14—&%2‘_ 1+ 6222 pro [a| 2 4.

o 1 T
T A Fbb) =0
/0 1+a22 24 ° (5,0) =0

3f(fgaa’ k) ’ _ ’efk

a
4. arctan —; ¥ cos ax‘ < e * proaeR.

k

[e.o] . o

—k [ _ggasinar —kcosaryr=c  k B

/0 e " cosar = {e z R L:O _maF(O,k)—O.
2 qin2

\a|+|b\_‘0 (:Uab‘ ‘ a®sin” x
2 da B

‘ 72 la| >
1o |a
aa?sin?z + b2 cos? 5p

F(a,b)  m
da  a+b

5. mln

Substituci tanz =t spocteme
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8 8. cvideni

Disledek (Fubiniova véta pro zuplnénou sou¢inovou miru). Budte (X, A,u) a (Y,B,v) dva iplné prostory se
o-konecnyimi mérami. Pak pro kaZdou funkci f € L*(p®v) plati:

1. funkce fY :x — f(z,y) je méritelnd na X pro sw. y €Y a funkce fr : y — f(x,y) je méritelnd na'Y pro
sv.xeX

2. funkce v — [, f(x,y)dv(y) je méFitelnd na X a funkce y — [y f(z,y) du(z) je méritelnd na Y

J 1900 [ o)~ | (] o)

Za pomoci Fubiniovy véty ve dvou dimenzich spoctéte

1 ..b a 0o ,—ax? —ba?
z’ —x e —e
3./ dx pro a,b > —1, 5. / —— 5 dzproa,b>0.
o logx 0 T
Naleznéte miru nasledujich podmnozin R?

1
L{z<y<az+2}, 2. {ygm, 0<y<—2}.
X

Spoctéte nasledujici dvourozmérné integraly
4. / (2% 4+ 9?) dxdy pro M = {|z| + |y| < 1}, 6. / e~ drdy pro M = {0 < z < y},
M M
2
7. / — dxzdy pro M omezenou mezi kiivkami z =2, y =z a zy =1,
MY

8. / (Vz +v) dzdy pro M = {2 + > < z}
M

9 2 pz+2 2
1.;/ / 1dydx:/ (x+2—x2) dzx.
2 —1Jz2 -1
3 1 T e’} z% 1 1
2 ;//1dydm+/ / 1dydm:/ xdx—i—/ —Qda:
2 Jo Jo 1 X
1 [lab— 1
3.logb+ ;/ catkial // ¥ = — 10gb+ .
a+1" J; logz a y+1 a+1
9 1 rl—z 1—2)3
4.§; 4// (1:2+y2)dyda::4/ <(1—w)x2+(3x)>dx

5\/7)—\/75/ // = 2& Vb — /ra.

6. ;/ /e(Hy) dyda::/ e Y(1l—eY)dy
2 Jo Jo 0
1 2 IIL’Z 2
21, /1 /1 ygdydx:/l x <x—;)dw

8 1 prvVz—22 1 1
15// (\/5+y)dydx:2/ Vive—a2=2 | (1-2)yzdz
0 J—vz—a? 0 0

Névody:
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9 9. cvideni

Véta (Véta o substituci). Bud U C R™ oteviend, ¢ : U — R" difeomorfismus a f : p(U) — R Lebesgueovsky
meéritelnd funkce. Pak

/f DITe@)de= [ f)dy,

e(U)

md-li jedna strana smysl.

Je-li navic B C ¢(U) Lebesgueovsky meévitelnd mnoZina, plati

/’ ﬂmmmwmm—/ﬂmm
¢~ 1(B) B

md-li jedna strana smysl.

Spoététe nasledujici dvourozmérné integraly

dxdy pro M = {z* + y* < 1},

1
1./
M1 —a2—y?
1
2./dxdyproM— 2 +y? < ).
M N 22+ y? ¢ J

Naleznéte miru nasledujich mnozin M C R?
3. {z+y?P <ay, >0,y >0}, 4 {*+y3 <zy, >0, y>0}, 5 {2]z|+ V]y| <1},

6. {l<xy<2,y<z<3y}, 7.{y <2’ <4y, 2z <y’ <3z}.

Navody:

1. 27 Polarn{ soutadn /1(/27r rdy )d
. 7T; 0larmnl souradnice a Ey——— T
o Mo V1—12

3 cos P 4
2. 2; Polarni soutadnice a 0 < 2+ y2 <z da0<r<cosp. / ( u) dep.
0

Vr2

us
2

1
3. 50’ Transformace © = rcos® ¢ a y = rsin’ ¢

transformuje M na 0 < r < sin? @pcos’y a Jy = 2rsinpcos p.

3 sin? p cos? ¢ 3
/ </ 2r sin ¢ cos dr) dp = / sin® o cos® ¢ do
0 0 0

1 2 .2
4. —; Transformace x = rcos3 p a y = rsins ¢
67

2
transformuje M na 0 < r < sin’ gpcos% paldp= gr sin~3 gocos_% ©.

2 2

5 sm3gocos?><p2 1 5
/ (/ —rsin~ 3cpcos 3<pd7“> dgo—/ sin ¢ cos ¢ dy
0 0 3 3 Jo
1 1 4
5. 6 Transformace z = Zrcos pay=rsin"p
transformuje M N{z >0, y >0} na 0 <r <1, O<g0<§atamjf—rsm @cos® > 0.

LN 3 3 LI 3 3
4/ (/ rsin® ¢ cos @dr) d(p:2/ sin® ¢ cos® ¢ dy
0 0 0
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1
6. 3 log 3; Transformace u = zy, v = r neboli x = Vuv ay = \/E
Y v

1 2,01
transformujeMna1§u§3,1<U<3atame:2>0./</2dv)du.
v 1 1 v

2 2
x .
7. 1; Transformace u = —, v = Y Leboli 2 = Va2 a y = 52
Yy x

1 [ 31
transformujeMna1§u§4,2<v<3an:3./(/SdU)du.
1 2

10 10. cvicéeni

Pomoci Fubiniovy véty naleznéte miru nésledujich podmnozin R3
1.{0<x<3, 0<y<3,zy<z<l1},2.{x>0,y>0,0<z<1-—2zx—y},
3. M omezené plochami z = 1 a z = 22 4 3°.

Pomoci Fubiniovy véty spoctéte nasledujici trojrozmérné integraly

4. / x dxdydz pro M omezenou z =0, y=02=0, y=3ax+2=2
M

D. / 22 dzdydz pro M = {x2 +2+22 <1, 222422 < 2z}.
M
Pomoci Fubiniovy véty naleznéte miru nésleduji podmnoziny R4
6. {x,y,z,w € [0,1], 2y < 2*w}.

Pomoci véty o substituci spotéte nasledujici trojrozmérné integraly

7. / 1 dxdydz pro M = {2® + 4> < z < 1},
M

8. / z dxdydz pro M = {2* +y* < 2%, 2 € (0,2)},
M

2

2
Y z 1
9. [ 1dwdyd M:{— < }
/M xdydz pro 2+3_1+x2
+

Néavody:

7 3 rmin(1,3) ,1
1. log9—;/ / / 1dz dy dz =
12 0 JO xy
3o 3 0101
:/ //1dzdyda:+ / /ldzdyda:.
0 0 Jaxy % 0 Ty
1 1 11—z l—z—y
2. —=; / / / 1dz dy dx
6" Jo Jo 0

1
3. g; z je od 0 do 1 je fez kruh o poloméru /2 : / 7(V/z)? dz.
0
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2—x
44/// rdz dy dx
59

1
5. 180 Pro z € [0, 2] je fez kruh o poloméru \/2z — 22, pro z € [5 1]

2
1

je fez kruh o poloméru /1 — 22 : P 2 (V22— 22)? dz +/ 2r(V1—22)? dz

/// /1dxdydzdw+

T
5 Vélcové soufadnice x = rcosp, y =rsing, z=a, pak J; =17 > 0.

1dx dy dz dw

zw

2m
x2+y2<z<1transformujinar2<a<1:/ //rdadrdcp.

2w
8. 4m; Vélcové souradnice / / / ar dr dy da.

9. V6r?; Upravené vélcové soufadnice y = v/2r cos Y, z= V3rsin Y, T=a,

00 2m -
pak Jf:\/6r>0. / / / o V6r dr dp da .
—o0 J0 0

10. 47%; Valcove soufadnice daji (2 — )% +a? <1, a tedy r € [1, 3].

2T 1- (2 7"2
/ / / 7‘ da dr dyp .
1— (2 r2
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11 11. cvideni

Spoctéte nasledujici trojrozmérné objemy & integraly
1. L3(M) pro M = {x? + > + 2% < 2z, 22 + 4% < 2%},
2. Spoctéte 1. jak pies sféricke, tak i valcove soufadnice},
2 2 2. 9
x Yy z
3. L3(M) pro M = {(ﬁ—i-bfz—i- C—2> < xzy} aa,b,c>0,
4. L3(M) pro M = {a(2* + y*) + 2 < a, z > 0} v zavislosti na a € R.

5. £3(M) proM:{(x+y+z)2<y, >0, y>0, z>0},

6. / ety dedydz pro M = {x >0, y > 1, 2> 1, zyz < 1}
M

—.,. . u—+v uU+v+w
za pouziti{ substituce x = u, y = , 2 = .
U U+ v

Navody:
1. m; Sferické soufadnice prevedou 22 4+ 3?4+ 22 < 22 na 0 < r < 2sinv a

22 +y? < 2% na cos? ¢ < sin? ). Odtud siny > 0 a cos? ¢ < sin® v, tedy ¢ € (g, g)
2r 5 r2sing
/ / / r2 cos 1) dr di dep.
o Jzr Jo

2. m; Valcové souradnice prevedou 22 + y? 4+ 22 < 2z nar’ +a% < 2a a
22 +1y? < 2% na r? < a® Z prvni nerovnosti 2a — a% > 0, tedy a € (0,2).

Dale 72 < min{2a — a?,a*} a 2a — a® = a® pro a = 1.

2r 1 pra 2r 1 pv/2a—a?
/ //Tdrdadi/)—l—/ // rdr da di .

o Jo Jo o Jo Jo

ma’blc . . .
3. 192 ; Zobecnéné sférické soutfadnice x = ar cos @ cosp, y = brsin g cos,

z=crsiny a Jy = aber? cos 1. Podminku pievedu na 0 < r# < a?br3 cos? @ cos® 1 sin .

5 3 a?bcos? ¢ cos3 ¢ sin @
Odtud sinp > 0. / / aber? cos ) dr di di .
_= Jo
2

_
2

2 pl pa(l—r?)
4. cproa<0a / / / r dz dr dp pro a > 0 pfes valcové soutadnice.
o Jo Jo

1 . . .
D. @; Zobecnéneé sférické soufadnice z = ar cos? p cos 1), y = brsin® p cos? 1),

z=crsin®y a Jr = 472 cos @ sin ¢ cos® 1 sin i) pro o, 1 € (0, g)

5 5 sin? ¢ cos? ¢
/ / / 412 cos @ sin @ cos® ¢ sin 1 dr dip dip.
o Jo Jo

1

>1,tedyv>0,zz>1plynew>0azzyz>1plyneuv+v+w<1.

U
1 pl— 1—u—
/ / u/ ’ e“+”+wu2m; du dv dw .
0 0 0 u U(U + U)
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12

Teoretické priklady

Okopirovano od D. Prazéka.

1)
2)
3)

1)

5)

6)

7)

8)

Sestrojte funkei f(z) : [0, +00) — R takovou, ze [;° f(z) dz konverguje, tiebaze f(z) / 0 pro  — +oc.
Sestrojte nespoetnou mnozinu miry nula.
Najdéte piiklad funkce, kterda ma Newtoniv, ale nema Lebesguetv integral.

Najdéte posloupnost f,,(z) — f(z), pro kterou miZeme zaménit limitu a integrél, prestoZe nejsou splnény
predpoklady Leviho ani Lebesgueovy véty.

Necht h(xz) > 0 s.v. v (omezeném) intervalu [a,b]. Pak I, = f; exp(—nh(x))dz — 0 pro n — oo (dle
Lebesgueovy véty s majorantou g(x) = 1).
Nékdy je uzitetné védét téz rychlost konvergence I,, — 0. Nasledujici tvahy pokryji bézné piipady:
(i) Je-li h(z) striktné odrazena od nuly, pak I, — 0 exponenciilné rychle.
(ii) Pro !> 0,6 > 0 pevné je f[f exp(—nat) dz ~n~1! n — .
(iii) Twvrzeni. Necht pro jisté zo € [a,b] je h(xg) = 0 ostré globalni minimum. Necht navic h*)(z) = 0 pro

k=0,...1 -1, aviak h()(z9) # 0. Potom I,, ~ n~ ! n — oc.

Piiklady aplikaci: fol a"dx ~n~t, [[sin” zde ~ n~1/2.

Ukazte, ze funkce F'(a) = ff \/|d17| je spojita v intervalu I = (a, 3), tfebaze V&tu o spojité zavislosti nelze
r—a

aplikovat na zddném (netrivialnim) podintervalu I.

Existuje (netrividlni) kone¢né aditivni mira na N, ktera nabyva pouze hodnot 0 a 1.

Ekvivalentné: existuje prvoidedl, tj. systém Z podmnozin N, spliiujici:

i) 0eZ, N¢ZT
) A€Z, BCA = BeZ
iii) AcZ,Bel = AUBeI
iv) pro kazdé A C N je bud A € 7T nebo A° €7

ii
Existuje £ C R tzv. ,spravedlivd mnozina“: pro kazdy interval I C R je

MEAT) = M(E°NT) = %/\(I).

Spravedlivd mnoZina neni méfitelna.
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13 Zapoctové pisemky

1. pokusna zapoctova pisemka
1. Spoététe
1
lim L{f? x.
n—+4oo [o 14+ n4x

2. Najdéte defini¢ni obor funkce a vySetfete jeji spojitost na ném.
s
F(a) = / \/a?sin?(x) + 22 dx.
—T

3. Spoctéte F’ pro funkci z minulého pifkladu. Spoctéte lim, o0 F'(a). Nacrtnéte graf F. Najdéte sup F' a
inf F.

2. pokusna zapoctova pisemka

1. Bud M = {(z,y) € R?|z| < y,2y — 1 < x}. Rozhodnéte, zda je mnoZina méFitelna. Stanovisko co nejpo-
drobnéji odivodnéte. Spoctéte
/ zd(z,y).
M

2. Bud M = {(z,y) € R%; 2% + ¢y < R% 2% +y?> < 2Ry, > y}. Rozhodnéte, zda je mnoZina méfitelna.
Stanovisko co nejpodrobngji odavodnéte. Spoctéte A2(M).

1. zapodétova pisemka, var. A

1. Spoctéte
2 1 + sin(x/n)

lim 5 dx.
n—+oo [ 1+zx
2. Vyjadrete pomoci fady ¢isel
1
lg(1 —
/ lg(l-2)
0o VT
3. Vysetiete spojitost funkce
+00 ;
Fla) = sin(ax) d

0 Vel+a)

na jejim defini¢nim oboru.

4. Najdéte defini¢éni obor funkce

1b_ 4
ro = |

VySetiete na ném spojitost funkce F', najdéte jeji derivaci a s jeji pomoci funkci F' vyjadiete pomoci elemen-
tarnich funkci.

1. zapodtova pisemka, var. B

1. Spoctéte
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2. Vyjadrete pomoci fady ¢isel

/1lg(1\/5)d
0

3. VySetfete spojitost funkce

na, jejim defini¢nim oboru.

4. Najdéte defini¢éni obor funkce

VySetifete na ném spojitost funkce F', najdéte jeji derivaci a s jeji pomoci funkci F' vyjadiete pomoci elemen-
tarnich funkci.

. zipodtova pisemka, var. C

1. Spoctéte
. +o° arctg(na)
lim _—

n—+oo Jq 14 22

+oo
/ lg(1 —e™)dx.
0

dz.

2. Vyjadrete pomoci fady ¢isel

3. VysSetfete spojitost funkce

F(a) = /+OO cos(x) dx

1 e
2
na jejim defini¢nim oboru.

4. Najdéte defini¢ni obor funkce

o0 sin(x
F(b) :/0 e ( )dx.

x

Najdéte jeji derivaci a s jeji pomoci funkci F' vyjadiete pomoci elementarnich funkei.

. zapocdtova pisemka, var. D

1. Spoctéte

™ c08(5511)

2. Vyjadrete pomoci fady &isel

3. VySetfete spojitost funkce

na jejim defini¢nim oboru.
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4. Najdéte defini¢éni obor funkce
+oo
F(a) = / 2 e d.
1
Najdéte jeji prvni a druhou derivaci jako integral a s jeji pomoci vySetiete monotonii a konvexitu funkce F'.

. test, var. E

1. Evaluate
) o0 arctg(nr)
lim —_—

n—+oo Jq 1+ 22

+oo
/ lg(1—e"")dx.
0

dz.

2. Express as series of numbers

3. Study continuity of the function

F(a) = /+oo cos(x) dx

1 xa
2

on its domain.

4. Find domain of the function

x

o0 -3
F(b) :/ e*w”bm(x) dx.
0

Find its derivative and express it by means of elementary functions.

. test, var. A

1. Bud M = {(z,y) € R? |z — 1| < y, —x + 2y — 3 < 0}. Rozhodnéte, zda je mnozina mé&fitelnd. Stanovisko co
nejpodrobnéji odtvodnéte. Spoctéte
/ ydz,y).
M

Pokud pouzivate n&jakou vétu, ospravedliite jeji pouziti.

2. Bud M = {(z,y) € R%; 22 +1? < 1,y > 1/(4x),z,y > 0}. Rozhodnéte, zda je mnozina méfitelna. Stanovisko
co nejpodrobnéji odiivodnéte. Spoctéte A\2(M). Pokud pouzivate néjakou vétu, ospravedlitte jeji pouZiti.

75



L. saprtor] bl 2013 -0 A

) 1= (%.'(x,@é-fﬂz) /,(,7{46 § =K Oy =] 20§

%WN G(y,b\"ﬂ"‘ /><~’/'/~a g F(y’?);—x*zb”z.w)}
=G, ((q0))n F ((-90). Bt jpm Fi 6yt

=

fH Aoitad 0 D (Grelin] [ o s | it
Fec {Giglie g yomm M scfons] 5 gyt
ollsieorn mei el [ I Ay pies, ae [ AN er iy

& —_ p) o = /:7 i -~/
;le/ p§ WW4 FM@@M %ﬂzmc//‘vr’é‘vyﬁ%,,}
/J/&A 1 5,12? /qu/,/ A W‘) Xﬂ;) A ‘V\;hf/ - /jﬁ (mr»aﬁyj ) ,&'Lv:?,‘)'—.
Aol
157“7’1‘%/\’ M”Cv MA PV X Mﬁﬂ}b/d/é [x—7/ <2 & {?fé

e U5 pABIL -7 < ’51’5 , pKxe Bi

Xx+2
. et X
X>4: x-14 —F > 4

o\
A\

—

7 -
_ X 1 2 5 _ 1 i =t i \
-3 [, -4 (Gri-g))



2) M= é(x,ye/zﬁ- x2+‘02<7 192 1/ X1y 7 Oi
Diirgre Filiig) = 091, B} =5 = ) BGiy)=x,Flapy =3
Fy B B F, ?m iyt o smmne T e By %y> 0= N
Pt o M= T, ((=0,00) 15 ((4,00) A N/, 5y oAomiect A5

M\fyhﬂﬁ'z 5/5 etn M e

v Aviid A /WJ}/MW wile £ o Afbec, f/w/mx sl o p-
A ,z,‘r/ vt %y medenido s . AL G Ve
/\(M) ffa AW ) - /gdcc{a (+)= §(p(/z)c/2 2% 0, K €lo2r)

s .j.,___
@, (M) “6/0/;,.}//1<’///sz”£>§%0< §
%{?//4;&_? Mw %7 (A1) pr v A2 on € (0,’7) =X
jzz> _.__.//\__‘“M )2 >_..,._’i.
Y sintend ! 2 e e o
7 7
;/{'\p & 4 > —_— J.T— ?r" =
Pitiotoe el %(24)\»2’/2946( 2|24
<z
U [)/T : YUY o Pt .___{,_“________
“)0(6(7%‘,,2/) L y EM (72;'72,)“/7‘ Zhbl.zfn,t,///)
ST 4 23
Priths )= iL \’ Ar)Ad =1 ’z}/’
)\( - <J 4 / E, Ln, ’__j_____,, 1\0( -
N N T Ra 1y
%/ ol Lilﬂmol)r\'o’- /”'2-’7’,'- L
2~ =
,Zg/l_.. ! A ___;/‘(1/_/,___7 25K vl\>:&n2°£
‘ L Zom(ax) PN R2Y 4=
7w L
1 — ! H.' :I-—- -:/ /’ .__, = e ﬁ{f ‘l\:
AR 50 foraair ot ¢ & x ¢ £+ 1 .
-1 iz
2. Vfg Z



2. test, var. B

1. Bud M = {(z,y) € R% 2 < |y[,0 > |2y + 1] — z}. Rozhodnéte, zda je mnozina méfitelna. Stanovisko co
nejpodrobnéji odtvodnéte. Spoctéte
| wday).
M

Pokud pouzivate n&jakou vétu, ospravedliite jeji pouziti.

2. Bud M = {(z,y) € R%; 22 +y? < 1,22 + (y — 2)? < 4}. Rozhodnéte, zda je mnozina méFitelna. Stanovisko
co nejpodrobnéji odiivodnéte. Spoctéte A\2(M). Pokud pouzivate néjakou vétu, ospravedlitte jeji pouZiti.
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2. test, var. C

1. Bud M = {(x,y) € R% 2z < y < 22,2 € (—1,2)}. Rozhodnéte, zda je mnozina méFitelna. Stanovisko co
nejpodrobnéji odtvodnéte. Spoctéte

/M zy d(z, y).

Pokud pouzivate n&jakou vétu, ospravedliite jeji pouziti.

2. Bud M = {(z,y) € R?; (2®> +y?)?2 < 2y,x > 0,z > y}. Rozhodnéte, zda je mnozina méfitelna. Stanovisko co
nejpodrobnéji odtivodnéte. Spoctéte
| atday)
M

Pokud pouzivate n&jakou vétu, ospravedliite jeji pouziti.
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2. test, var. D

1. Bud M = {(z,y) € R}y —42 > 0,0 < 4 — (z — 1)?> — y}. Rozhodnéte, zda je mnozina mé&fitelnd. Stanovisko
co nejpodrobnéji odivodnéte. Spoltéte

/ 2 +yda,y).
M

Pokud pouzivate n&jakou vétu, ospravedliite jeji pouziti.

2. Bud M = {(z,y) € R?; (2> + y?)? < 2%y, z > y,x > 0}. Rozhodnéte, zda je mnozina méFitelna. Stanovisko
co nejpodrobnéji odivodnéte. Spoctéte
/ zy d(z,y).
M

Pokud pouzivate n&jakou vétu, ospravedliite jeji pouziti.
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14 Zkouskové pisemky

1. zkouskova pisemka

1. Vyjadrete nésledujici integral jako fadu. Peclivé ovérte predpoklady vét, které budete pouzivat.
+oo
/ zlg(1 + exp(—z?)) dz.
0

2. Funkce F je definovand predpisem

(% 1g(1+ asin®(z)) .
Fla) = /0 sin?(z) e

Urcete jeji defini¢ni obor a na celém defini¢nim oboru ji vypoctéte. Podrobné ovérte predpoklady pouZitych
vét.

3. MnoZina M je uréena pfedpisem
M= {(z,y,2) eR2* + > +9? <4, 2> +4* > 1,2 > y}.

Podrobné odiivodnéte, pro¢ je mnoZina méfitelna a spoctéte jeji miru A3, Pokud budete pouzivat néjaké
véty ovéite podrobné jejich predpoklady. Neni potieba pFepoditavat standardni substituce (polarni, valcoveé,
sférické souradnice).
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2. zkouskova pisemka

1. (10 bodi) Funkce F' je definovana pfedpisem

Fa) /0 sin(x) de.

Urcete jeji definiéni obor a na celém defini¢nim oboru ji vypoctéte. Podrobné ovéite predpoklady pouzitych
vét.

2. (10 bodu) Pouzijte dvéma rtiznymi zpiisoby Fubiniho vétu na integral

11
().
/(07+oo)zt+1t:r2+1 (t,2)

Pomoci vysledkti spoctéte integral f oo lg ) dx.

Podrobné odtivodnéte, pro¢ je mozné pouz1t Fubiniho vétu.

3. (10 bodu) Vyjadrete +°o 1g( ) dx jako tadu. Peclivé ovéite predpoklady vét, které budete pouzivat. Po-
1 lg f+oo lg( )

ii) Integral
lg( )

stupujte podle navodu i) NeJdrlve vyjadiete fadou integral f dx prevedte

pomoci vhodné substituce na integrél z i). iii) Vyjadrete cely 1ntegral f+°°
se¢téte pomoci vysledku z p¥ikladu 1).

dx jako radu a tuto radu
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3. zkouskova pisemka

1. (10 bodi) Definujme funkce F': D(F) CR - R a G : R x N — R pfedpisem

+o0o : n .
F(a) = / e sin(z) dx, G(a,n)= / e sin(z) dz.
0 0

T x

Ukazte, ze:

(a) Pro a > 0 plati lim,,—, 4o G(a,n) = F(a).

(b) Pro n € N plati limy—0+ G(a,n) = [ Sinx(x) de.

(c) Spoététe limitu posloupnosti {F(m)},.

2. (10 bodu) Urcete defini¢éni obor funkce F' definované vy$e a na jejim defini¢nim oboru ji spo¢téte. Spoctéte
také limg 04 F(a).

3. (10 bodi) Spoctete A2(M), je-li mnozina M definovana piedpisem

2

> >$}
Y Y=g

M= R
{(z,y) € W< T 1
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4. zkouskova pisemka

1. (10 bodt) Spoctete A3(M), je-li mnozina M definovdna p¥edpisem

M = {(z,y,2) € R® (2® + y* + 2%)? < 2yz,y > 0}.

2. (10 bodu) Definujme funkci F': D(F) C R — R pFedpisem

T arctg(ax)

1 22?2 -1

Najdéte defini¢ni obor F' a spoctéte F(0), limy, 100 F'(n) alim,—, o F(—n). Zjistéte, kde je funkce F' spojita.

F(a) = dx.

3. (10 bodu) Pro funkci z pfedchoziho pFikladu vySetiete jeji monotonii. Spoc¢téte limity F' v krajnich bodech
D(F) a F'(0), F'(+00—) a F'(—oo+). Urcete H(F).
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5. zkouskova pisemka

Nezapomeiite podrobné ovérit predpoklady pouzitych vét.
1. (10 bodf) Vyjadrete nésledujici integral jako Fadu.
1
/ xlg(x)lg(1 + z) dz.
0

2. (10 bodt) Definujme

Spoctéte F' na D(F).
3. (10 bodu) Mnozina M je urena predpisem
M ={(z,y,2) e R 2> +y* < 2z,2 < 2,y < 2,2 < 4}.

Podrobné odiivodnéte, pro¢ je mnozina méfitelna, a spoctéte jeji miru A(M). Pokud budete pouzivat né&jake
véty, ovéfte podrobné jejich predpoklady. Neni potieba piepocitavat standardni substituce (polarni, valcoveé,
sférické souradnice).
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