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1 P°edná²ka Poslední zm¥na: 12.02.2020 15:26:52

P°edná²ka a skript vznikají hlavn¥ s vyuºitím skriptu prof. Rataje k této p°edná²ce, [Rataj, 2017].

N¥které £ásti jsem nestihl zcela odp°ednést, ale je dobré je v celém textu pro úplnost mít. Jsou uvedeny ²ed¥ jako
tento odstavec.

1 Úvod, motivace, nástin, opakování

Podle [Tao, 2011, �ást 1.1].

• Archimedes: Výpo£et objemu pomocí vepisování a opisování mnoºin se známým objemem � atom·. Funguje
pro jednoduché mnoºiny. Pro obecné mnoºiny není jasné, jak de�novat jejich míru, jaké atomy pouºít.

• Typická mnoºina se skládá z nekone£n¥ mnoha bod·. Kolik by m¥la být míra bodu?

• Dv¥ mnoºiny se stejným po£tem bod· evidentn¥ nemají mít stejný objem. Nap°íklad, funkce f(s) = 2s
zobrazuje interval (0, 1) prost¥ na interval (0, 2), tedy oba intervaly mají stejný po£et bod·. P°itom bychom
cht¥li, aby objem intervalu (0, 1) byl 1 a objem intervalu (0, 2) byl 2. M·ºeme namítat, ºe problém je v tom,
ob¥ mnoºiny jsou nespo£etné.

Opakování 1.1. Zopakujte si de�nici spo£etných a nespo£etných mnoºin, nap°. podle [Pick et al., 2019,
Sekce 1.6]. Ujasn¥te si, ºe N, Q jsou spo£etné a (0, 1), (0, 2), R nespo£etné, viz [Pick et al., 2019, Po-
známka 1.6.23].

• Ve skute£nosti je problém nejen v po£tu £ástí, na které d¥líme mnoºiny. Platí totiº Banach-Tarského paradox.

V¥ta 1.2 (Banach·v-Tarkého paradox). Jednotková koule v R3 m·ºe být rozloºena na kone£ný po£et £ástí,
které mohou (po posunutí a oto£ení) být sloºeny do dvou disjunktních kopií této jednotkové koule.

Více o tomto paradoxu je moºné nalézt v bakalá°ských pracích https://is.cuni.cz/webapps/zzp/detail/

62875/ a https://is.cuni.cz/webapps/zzp/detail/85604/.

Není tedy moºné de�novat míru, které by nezávisela na posunutí a oto£ení a byla aditivní pro v²echny podmnoºiny
R. Mnoºiny, pro které budeme de�novat míru nazveme m¥°itelné mnoºiny.

Musíme vy°e²it následující problémy:

• Co jsou to m¥°itelné mnoºiny?

• Jak pro n¥ de�novat míru?

• Jaké p¥kné vlastnosti míra má?

• Jsou p¥kné mnoºiny (koule, kvádr, otev°ené mnoºiny) m¥°itelné?

• Je jejich míra p°irozená?

Popí²eme dva základní p°ístupy

• Jordan·v-Pean·v objem a Riemann·v integrál

• Míra a (abstraktní) Lebesgue·v integrál
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1.1 Jordan·v Pean·v objem

Zavádí se podobn¥ jako Riemann·v integrál pomocí vnit°ních a vn¥j²ích aproximací �gurami � kone£nými dis-
junktními sjednoceními interval·. Zavádí se horní a dolní Jordan·v Pean·v objem. Pokud se rovnají prohlásíme
mnoºinu za J.P. m¥°itelnou a spole£nou hodnotu horního a dolního objemu za její Jordan·v Pean·v objem. Tento
koncept má podstatné nevýhody

• Kaºdá J.P. mnoºina je omezená.

• Mnoho mnoºin není J.P. m¥°itelných. Nap°íklad (0, 1)2 \Q2.

Více o Jordanov¥ Peanov¥ objemu je moºné nalézt v [Tao, 2011, �ást 1.1].

1.2 Míra a (abstraktní) Lebesgue·v integrál

Zbytek p°edná²ky se bude podrobn¥ v¥novat tomuto p°ístupu. Za£neme s abstraktním pojmem míry, m¥°itelné
funkce a poté zavedeme abstraktní Lebesgue·v integrál. Pro míru a integrál dokáºeme n¥která obecná tvrzení.
Nakonec opravdu zkonstruujeme (konkrétní) Lebesgueovu míru.

2 Míra, prostor s mírou

Zkopírováno ze skriptu prof. J. Rataje s drobnými úpravami.

Bu¤ X libovolná neprázdná mnoºina. Symbolem P(X) = {A : A ⊂ X} zna£íme poten£ní mnoºinu mnoºiny X.

De�nice 2.1. A ⊂ P(X) je σ-algebra na X, jestliºe

(i) ∅, X ∈ A;

(ii) A ∈ A =⇒ X \A ∈ A;

(iii) Ai ∈ A, i ∈ N =⇒
⋃
iAi ∈ A.

A ⊂ P(X) je algebra, spl¬uje-li (1), (2) a

(iii') A,B ∈ A =⇒ A ∪B ∈ A.

Poznámka 2.2. Algebra je uzav°ená na kone£né mnoºinové operace (pr·nik, sjednocení, rozdíl), σ-algebra na
spo£etné mnoºinové operace.

P°íklady:

• {∅, X}, P(X) jsou σ-algebry na X.

• A = {∅, {1}, {2, 3}, {1, 2, 3}} je σ-algebra na X = {1, 2, 3}.

• A = {A ⊂ N : A kone£ná nebo N \A kone£ná} je algebra na N, ale není to σ-algebra.

V¥ta 2.3. Bu¤te Aα : α ∈ I σ-algebry na mnoºin¥ X, p°itom I je libovolná indexová mnoºina. Pak
⋂
α∈I Aα je

σ-algebra na X.
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D·kaz: Plyne jednodu²e z de�nice. �

D·sledek 2.4. Pro libovolný mnoºinový systém S ⊂ P(X) existuje nejmen²í σ-algebra σS obsahující S.

D·kaz: Poloºme
σS :=

⋂
{A ⊂ P(X) : S ⊂ A, A je σ-algebra}.

�

De�nice 2.5. Bu¤ (X, ρ) metrický prostor a G systém v²ech otev°ených podmnoºin X. Pak B(X) := σG nazýváme
borelovskou σ-algebrou na X.

P°íklad: Následující mnoºinové systémy spadají do borelovské σ-algebry:

• F - systém uzav°ených mnoºin

• Gδ - spo£etné pr·niky otev°ených mnoºin

• Fσ - spo£etná sjednocení uzav°ených mnoºin

• Gδσ - spo£etná sjednocení mnoºin z Gδ

• . . .

Pozn.: Je obtíºné popsat t°ídu borelovských mnoºin konstruktivn¥ (je t°eba trans�nitní indukce). Více se dovíte
v p°edná²ce Reálné funkce 2 - NMMA404.

Pozn.: [Rana, 2002, Sekce 4.5] Ne v²echny mnoºiny jsou borelovské. Platí dokonce

cardB(R) = card (R) =: c < 2c := cardP(R),

kde c zna£í mohutnost mnoºiny reálných £ísel. Tedy neborelovských podmnoºin R je více neº borelovských. Na-
p°íklad alespo¬ jedna z mnoºin z rozkladu ve V¥t¥ 1.2 není borelovská.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . konec p°edná²ky 1, 2.10.

De�nice 2.6. Je-li S ⊂ P(X) a A = σS, °íkáme, ºe S generuje σ-algebru A. Mnoºinu S nazýváme generátorem
σ-algebry A.

V¥ta 2.7. Borelovská σ-algebra Bn := B(Rn) je generovaná

1. otev°enými kvádry s racionálními krajními body (tj. mnoºinami (a1, b1)× · · · × (an, bn), −∞ < ai < bi <∞,
ai, bi ∈ Q, i = 1, . . . , n;

2. systémem S = {(−∞, a1)× . . .× (−∞, an) : a1, . . . , an ∈ Q}.

Speciáln¥, B1 = σ{(−∞, a) : a ∈ Q}.
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D·kaz: 1. Plyne p°ímo z faktu, ºe kaºdou otev°enou mnoºinu G ⊂ Rn lze vyjád°it jako spo£etné sjednocení
otev°ených kvádr· s racionálními krajními body. Skute£n¥, ozna£íme-li symbolem Q systém v²ech otev°ených
kvádr· v Rn s racionálními krajními body, pak lze psát

G =
⋃
{I ∈ Q : I ⊂ G}.

K ov¥°ení vlastnosti 2. sta£í ukázat, ºe kaºdý otev°ený kvádr s racionálními krajními body leºí v σS. Ov¥°íme tuto
vlastnost v R2 (p°ípad obecné dimenze je zcela analogický). Pro otev°ený kvádr I = (a1, b1)× (a2, b2) m·ºeme psát

I = ((−∞, b1)× (−∞, b2)) \ ((−∞, a1]× (−∞, b2) ∪ (−∞, b1)× (−∞, a2]),

p°itom

(−∞, a1]× (−∞, b2) =
∞⋂
k=1

(−∞, a1 + k−1)× (−∞, b2) ∈ σS,

a analogicky pro (−∞, b1)× (−∞, a2]. �

Pozn.: Jako generátor Bn lze vzít rovn¥º uzav°ené £i polouzav°ené kvádry.

De�nice 2.8. Budeme zna£it R∗ := R ∪ {−∞,∞}, B∗ := σ(B1 ∪ {{−∞}, {∞}}).

Poznámka 2.9. Na R∗ zavádíme standardní algebraické operace ± a /. Sou£in má smysl vºdy. V p°ípad¥ ±∞ · 0
de�nujeme výsledek jako 0.

Dovolujeme, aby posloupnosti a °ady m¥ly i nekone£né £leny. Pro a, ai ∈ R∗, i ∈ N °ekneme, ºe limi→∞ ai = a,
pokud pro kaºdé ε > 0 platí, ºe ai 6∈ U(a, ε) pouze pro kone£n¥ mnoho i ∈ N. Otev°ená okolí nekone£en de�nujeme
pro ε > 0 jako U(+∞, ε) = (1/ε,+∞] a U(−∞, ε) := [−∞,−1/ε). Sou£et °ad s nekone£nými £leny je de�nován
jako limita £áste£ných sou£t· (jsou-li de�novány).

Cvi£ení. Rozmyslete si, ºe na R∗ je moºné de�novat metriku ρ p°edpisem ρ(a, b) = | arctg∗(a) − arctg∗(b)| pro
a, b ∈ R∗, kde funkce arctg∗ : R∗ → [−π/2, π/2] je funkce arctg dode�novaná v ±∞ svými limitami. Tato metrika
dává konvergenci posloupností popsanou naho°e pomocí okolí.

Cvi£ení 2.10. B∗ je borelovská σ-algebra na (R∗, ρ). Je generována nap°íklad intervaly [−∞, a) s a ∈ R.

De�nice 2.11. (X,A) je m¥°itelný prostor, jestliºe X je neprázdná mnoºina a A je σ-algebra na X.
µ je míra na (X,A), jestliºe µ : A → [0,∞] spl¬uje

(a) µ(∅) = 0,

(b) (σ-aditivita) Jsou-li Ai ∈ A po dvou disjunktní, platí

µ(
+∞⋃
i=1

Ai) =
+∞∑
i=1

µ(Ai).

Trojici (X,A, µ) nazýváme prostor s mírou. Prvky A nazýváme µ-m¥°itelné mnoºiny.

Poznámka. Místo (a) by sta£ilo p°edpokládat, ºe µ není identicky rovna +∞. (a) potom plyne z (b).

P°íklady: Bu¤X neprázdná mnoºina. Následující mnoºinové funkce µ jsou míry na (X,P(X)). Trojice (X,P(X), µ)
tvo°í prostor s mírou.

• µ(A) = 0 ∀A ∈ P(X) - nulová míra (µ = 0)
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• pro x ∈ X pevný poloºme

δx(A) =

{
0 x 6∈ A,
1 x ∈ A.

.

δx se nazývá Diracova míra v bod¥ x.

• Míra

µ(A) =

{
card (A) A ⊂ X kone£ná,

∞ A ⊂ X nekone£ná.

se nazývá aritmetická míra na X.

Lemma 2.12 (Základní vlastnosti míry). Bu¤ (X,A, µ) prostor s mírou. Pak platí:

1. (A,B ∈ A, A ∩B = ∅) =⇒ µ(A ∪B) = µ(A) + µ(B)

2. (A,B ∈ A, A ⊂ B) =⇒ µ(A) ≤ µ(B)

V¥ta 2.13 (Spojitost míry). Bu¤ (X,A, µ) prostor s mírou, Ai ∈ A, i ∈ N.

1. A1 ⊂ A2 ⊂ · · · =⇒ µ(Ai)↗ µ(
⋃
iAi),

2. µ(A1) <∞, A1 ⊃ A2 ⊃ · · · =⇒ µ(Ai)↘ µ(
⋂
iAi).

Poznámka. Je-li {ai} ⊂ R posloupnost, ai → a ∈ R pro i→ +∞ a ai ≥ ai+1 pro i ∈ N, pí²eme ai ↘ a. Podobn¥
de�nujeme také ai ↗ a.

D·kaz: 1. Nech´ Ai ∈ A, Ai ↗ A. Pak A = A1 ∪ (A2 \ A1) ∪ (A3 \ A2) ∪ . . . je disjunktní rozklad na m¥°itelné
mnoºiny, tedy µ(A) = µ(A1)+

∑∞
j=2 µ(Aj\Aj−1). Zárove¬ µ(Ai) = µ(A1)+

∑i
j=2 µ(Aj\Aj−1), takºe µ(Ai)↗ µ(A),

i→∞.

2. Nech´ Ai ∈ A, Ai ↘ A, µ(A1) < ∞. Poloºme Bi := A1 \ Ai, i ∈ N. Z°ejm¥ platí Bi ↗ B := A1 \ A, tedy
µ(A1)− µ(Ai) = µ(Bi)↗ µ(B) = µ(A1)− µ(A), a ode£tením výrazu µ(A1) <∞ dostaneme µ(Ai)↘ µ(A). �

Poznámka 2.14. P°edpoklad kone£nosti míry mnoºiny je nutný. Uvaºujme aritmetickou míru na N a mnoºiny
Ak := {k, k + 1, . . . } pro k ∈ N. Pak limk→+∞ µ(Ak) = +∞ 6= µ(∅) = 0.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . konec p°edná²ky 2, 3.10.

De�nice 2.15. Bu¤ (X,A, µ) prostor s mírou. �ekneme, ºe N ⊂ X je nulová mnoºina, jestliºe existuje A ∈ A
taková, ºe µ(A) = 0 a N ⊂ A.

Symbolem N zna£íme systém v²ech nulových mnoºin.

�ekneme, ºe prostor s mírou (X,A, µ) je úplný, pokud N ⊂ A.

P°íklad. Existují prostory s mírou, které nejsou úplné.

Volme X = {1, 2, 3}, A = {∅, {1}, {2, 3}, {1, 2, 3}} a δ1. Zjevn¥ mnoºina {2} není m¥°itelná, ale je nulová.

De�nice 2.16. Bu¤ (X,A, µ) prostor s mírou. Zna£íme

A0 := σ(A ∪N )

zúpln¥nou σ-algebru A vzhledem k mí°e µ.
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Lemma. Je dán prostor s mírou (X,A, µ). A´ pro j ∈ N platí Aj ∈ A. Pak platí:

1. Pro j ∈ N existují mnoºiny Bj ∈ A takové, ºe Bj ⊂ Aj, Bj jsou po dvou disjunktní pro j ∈ N,
⋃J
j=1Aj =⋃J

j=1Bj pro J ∈ N a
⋃+∞
j=1 Aj =

⋃+∞
j=1 Bj.

2. (σ-subaditivita míry)

µ(
+∞⋃
j=1

Aj) ≤
+∞∑
j=1

µ(Aj).

D·kaz. 1. Sta£í volit Bj = Aj \
⋃j−1
k=1Ak.

2. Po£ítáme

µ(
+∞⋃
j=1

Aj) = µ(
+∞⋃
j=1

Bj) =
+∞∑
j=1

µ(Bj) ≤
+∞∑
j=1

µ(Aj).

Druhá rovnost v p°edchozím výpo£tu platí ze σ-aditivity míry. Nerovnost plyne z monotonie míry a bodu 1.

V¥ta 2.17 (Zúpln¥ní míry). Je dán prostor s mírou (X,A, µ). Pak platí:

1. A0 = {E ⊂ X : ∃A,B ∈ A, A ⊂ E ⊂ B,µ(B \A) = 0}

2. Míru µ lze jednozna£n¥ roz²í°it na prostor (X,A0) (zna£íme µ0).

3. (X,A0, µ0) je úplný prostor s mírou.

D·kaz. 1. Ozna£me A0 := {E ⊂ X : ∃A,B ∈ A, A ⊂ E ⊂ B,µ(B \A) = 0}. Ukáºeme nejprve, ºe A0 je σ-algebra.

Z°ejm¥ platí ∅, X ∈ A0. Je-li E ∈ A0, pak existují A,B ∈ A takové, ºe A ⊂ E ⊂ B,µ(B \ A) = 0. Pak platí
X \ B ⊂ X \ E ⊂ X \ A a µ((X \ A) \ (X \ B)) = µ(B \ A) = 0. Jsou-li Ej ∈ A0 pro j ∈ N, existují Aj , Bj ∈ A,
pro které platí Aj ⊂ Ej ⊂ Bj , µ(Bj \ Aj) = 0. Pak

⋃+∞
j=1 Aj ⊂

⋃+∞
j=1 Ej ⊂

⋃+∞
j=1 Bj a µ(

⋃+∞
j=1 Bj \

⋃+∞
j=1 Aj) ≤

µ(
⋃+∞
j=1(Bj \Aj)) = 0.

Ze z°ejmé inkluze A ∪ N ⊂ A0 plyne A0 = σ(A ∪ N ) ⊂ σA0 = A0. Opa£ná inkluze je snadná: je-li E ∈ A0 a
A,B ∈ A mnoºiny z de�nice A0, pak E = (E \A) ∪A ∈ A0, protoºe A ∈ A a E \A ∈ N .

2. Je-li E ∈ A0 a A,B ∈ A taková, ºe A ⊂ E ⊂ B a µ(B \A) = 0, poloºíme µ0(E) := µ(A).

Nejprve musíme ukázat, ºe toto roz²í°ení je korektní, tedy ºe nezávisí na volb¥ A. Je-li A′, B′ ∈ A jiná mnoºina s
vlastností A′ ⊂ E ⊂ B′ a µ(B′ \A′) = 0, pak z inkluze A ⊂ E ⊂ A′ ∪ (B′ \A′) plyne µ(A) ≤ µ(A′) + µ(B′ \A′) =
µ(A′). Protoºe role A a A′ jsou symetrické dostáváme µ(A) = µ(A′).

Ukáºeme, ºe µ0 je míra na A0. Z°ejm¥ platí µ0(∅) = 0. Bu¤ (Ei) posloupnost po dvou disjunktních mnoºin z
A0. Existují tedy mnoºiny Ai, Bi ∈ A s vlastností Ai ⊂ Ei ⊂ Bi, µ(Bi \ Ai) = 0 pro i ∈ N. Pak µ0(

⋃+∞
j=1 Ej) =

µ(
⋃+∞
j=1 Aj) =

∑+∞
j=1 µ(Aj) =

∑+∞
j=1(Ej). Vyuºili jsme výpo£et z 1. £ásti, fakt, ºe Aj jsou po dvou disjunktní a σ

aditivitu µ.

Míra µ0 roz²i°uje µ z A na A0. Toto roz²í°ení je jediné moºné, protoºe z A ⊂ E ⊂ B a µ(B \ A) = 0 plyne
µ0(A) ≤ µ0(E) ≤ µ0(A) + µ0(B \A) = µ0(A).

3. Bu¤ M ⊂ X nulová v (X,A0, µ0). Pak existuje N ∈ A0 s µ0(N) = 0, a tedy také A,B ∈ A s A ⊂ N ⊂ B,
µ(A) = µ(B \ A) = 0. Tedy ∅ ⊂ M ⊂ N ⊂ B a µ(B \ ∅) = µ(A) + µ(B \ A) = 0. Platí tedy M ∈ A0 a
µ0(M) = 0.
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De�nice 2.18. Bu¤ (X,A, µ) prostor s mírou.

1. Míra µ je borelovská, je-li X metrický prostor a A = B(X).

2. Míra µ je kone£ná, jestliºe µ(X) <∞.

3. Míra µ je pravd¥podobnostní, jestliºe µ(X) = 1.

4. Míra µ je σ-kone£ná, jestliºe existují En ∈ A takové, ºe X =
⋃
nEn a µ(En) <∞ pro kaºdé n ∈ N.

5. �ekneme, ºe výrok V (x) platí pro µ-skoro v²echna x ∈ X, pokud existuje N ∈ A taková, ºe µ(N) = 0 a pro
v²echna x ∈ X \N výrok V (x) platí.

P°íklad. Uvaºme (R,B(R), δ0). Jedná se o m¥°itelný prostor s borelovskou kone£nou mírou. Tato míra není na
tomto prostoru úplná, ale je pravd¥podobnostní.

Najd¥te její zúpln¥ní!

V¥ta 2.19. Existuje práv¥ jedna borelovská míra λnB na Rn taková, ºe pro v²echna −∞ < ai < bi <∞, i = 1, . . . , n,
platí

λnB([a1, b1]× · · · × [an, bn]) = (b1 − a1) · . . . · (bn − an).

[D·kaz bude pozd¥ji]

De�nice 2.20 (Lebegueova míra). Zúpln¥ní míry (Rn,B(Rn), λnB) nazveme Lebesgueova míra a ozna£íme (Rn,B0(Rn), λn).

Poznámka 2.21. 1. Lebesgueova míra je σ-kone£ná.

2. Mnoºinu B0(Rn) nazýváme σ algebra Lebesgueovsky m¥°itelných mnoºin. Platí B(Rn) ( B0(Rn) ( P(Rn).

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . konec p°edná²ky 3, 9.10.

3 M¥°itelné funkce

V¥ta 3.1. Uvaºujme zobrazení f : X → Y .

(i) Je-li B σ-algebra na Y , pak f−1B := {f−1(B) : B ∈ B} je σ-algebra na X.

(ii) Pro libovolný mnoºinový systém S ⊂ P(Y ) platí σ(f−1S) = f−1(σS).

Cvi£ení. Za situace ve v¥t¥ dokaºte, ºe platí X \ f−1(B) = f−1(Y \ B) a
⋃
i f
−1(Bi) = f−1(

⋃
iBi), kdykoliv

B,B1, B2, · · · ⊂ Y .

D·kaz V¥ty 3.1. (i) se snadno dokáºe s vyuºitím faktu, ºe vzor mnoºiny komutuje s mnoºinovými operacemi, viz
cvi£ení naho°e.

(ii) Z°ejm¥ σ-algebra f−1(σS) obsahuje f−1S, a tedy σ(f−1S) ⊂ σ(f−1(σS)) = f−1(σS).

Pro d·kaz opa£né inkluze ozna£me mnoºinový systém

A := {B ⊂ Y : f−1(B) ∈ σ(f−1S)}

.
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• Je snadné ov¥°it, ºe A je σ-algebra.

• Z°ejm¥ S ⊂ A, a tedy také σS ⊂ A.

• Platí f−1(σS) ⊂ f−1A ⊂ σ(f−1S), kde poslední inkluze plyne p°ímo z de�nice systému A.

De�nice 3.2. Bu¤te (X,A) a (Y,B) m¥°itelné prostory. Zobrazení f : X → Y je m¥°itelné (vzhledem k A,B),
jestliºe f−1B ⊂ A. Pí²eme pak f : (X,A)→ (Y,B).

Je-li n¥který z prostor· X,Y metrickým prostorem a není explicitn¥ uvedeno n¥co jiného, pak za p°íslu²nou σ-
algebru bereme borelovskou σ-algebru. M¥°itelné zobrazení mezi dv¥ma metrickými prostory nazýváme borelovsky
m¥°itelné nebo stru£n¥ borelovské.

Je-li n¥který z prostor· X,Y roven R p°ípadn¥ R∗ a není explicitn¥ uvedeno n¥co jiného, pak za p°íslu²nou σ-algebru
bereme σ-algebru B p°ípadn¥ B∗.

Pozn.: Sloºení dvou m¥°itelných zobrazení je z°ejm¥ m¥°itelné.

V¥ta 3.3. Jsou-li (X,A) a (Y,B) m¥°itelné prostory a S ⊂ B libovolný generátor σ-algebry B, pak f : X → Y je
m¥°itelné práv¥ tehdy, kdyº f−1S ⊂ A.

D·kaz. Implikace � =⇒ � je jasná. Opa£ná implikace plyne hned z V¥ty 3.1, protoºe

f−1(B) = f−1(σS) = σ(f−1S) ⊂ A.

D·sledek 3.4. 1. Je-li (X,A) m¥°itelný prostor, n ∈ N, pak f : X → Rn je m¥°itelné práv¥ tehdy, kdyº je
spln¥na jedna z následujících podmínek:

(a) pro kaºdé a1, . . . , an ∈ Q platí f−1((−∞, a1)× · · · × (−∞, an)) ⊂ A
(b) pro kaºdé a1, . . . , an, b1, . . . , bn ∈ Q platí f−1((a1, b1)× · · · × (an, bn)) ⊂ A

(Plyne z V¥t 3.3 a 2.7.)

2. Je-li (X,A) m¥°itelný prostor, pak f : X → R∗ je m¥°itelná práv¥ tehdy, kdyº pro kaºdé a ∈ Q platí
f−1([−∞, a)) ⊂ A. (Plyne z V¥t 3.3 a 2.7.)

3. Je-li (X,A) m¥°itelný prostor a Y metrický prostor, pak zobrazení f : X → Y je m¥°itelné práv¥ tehdy, kdyº
f−1(G) ∈ A pro kaºdou otev°enou mnoºinu G ⊂ Y . (Plyne z V¥ty 3.3 a De�nice 2.5.)

Cvi£ení. Ukaºte, ºe v D·sledku 3.4, £ást 1 a 2 je moºné také brát uzav°ené rohy a intervaly, p°ípadn¥ rohy a
intervaly oto£ené na druhou stranu.

V¥ta 3.5. Kaºdé spojité zobrazení mezi dv¥ma metrickými prostory je borelovsky m¥°itelné.

D·kaz. Plyne z D·sledku 3.4 a z faktu, ºe f je spojité práv¥ tehdy, kdyº vzory otev°ených mnoºin jsou otev°ené.

V¥ta 3.6. 1. Jsou-li f : (X,A)→ Rn a g : (X,A)→ Rm m¥°itelná zobrazení, pak i (f, g) : (X,A)→ Rn+m je
m¥°itelné.

2. Jsou-li f, g : (X,A)→ Rn m¥°itelná, jsou i f + g a f − g m¥°itelná.

3. Jsou-li f, g : (X,A)→ R m¥°itelné funkce, je i f · g m¥°itelná.
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D·kaz: 1. Kaºdý otev°ený kvádr I ⊂ Rn+m je tvaru I = U × V , kde U ⊂ Rn, V ⊂ Rm jsou otev°ené kvádry.
Pak platí

(f, g)−1(U × V ) = f−1(U) ∩ g−1(V ) ∈ A,

a tedy (f, g) je m¥°itelné podle V¥ty 2.7.

2. M¥°itelnost f + g plyne z toho, ºe sou£et funkcí m·ºeme psát jako sloºení

f + g = + ◦ (f, g),

kde + : (x, y) 7→ x + y je operace s£ítání v Rn a (f, g)(x) = (f(x), g(x)) je spojení zobrazení z prvního tvrzení.
M¥°itelnost sloºení pak plyne z m¥°itelnosti obou komponent. M¥°itelnost zbývajících zobrazení (funkcí) se ukáºe
analogicky. �

De�nice 3.7. Jsou-li f, g : (X,A) → R funkce, ozna£íme {f ≤ g} = {x ∈ X; f(x) ≤ g(x)}. Symboly {f < g},
{f = g},{f 6= g}, {f ≥ g}, {f > g} de�nujeme obdobn¥.

D·sledek 3.8. Jsou-li f, g : (X,A)→ R m¥°itelné funkce, pak leºí mnoºiny {f ≤ g}, {f < g}, {f = g}, {f 6= g},
{f ≥ g}, {f > g} v σ-algeb°e A.

Poznámka 3.9. P°edchozí tvrzení pro reálné m¥°itelné funkce platí i pro m¥°itelné funkce z (X,A) do (R∗,B∗).

D·kaz. Intervaly [−∞, a), [−∞, a], (a,+∞], [a,+∞] pat°í do B∗. Platí

{f < g} =
⋃
q∈Q
{f < q} ∩ {g > q}

a v²echny mnoºiny na pravé stran¥ jsou m¥°itelné. Platí {f ≥ g} = X \ {f < g}, a tedy je také m¥°itelná. Dále
{f = g} = {f ≤ g} ∩ {f ≥ g} a {f 6= g} = {f < g} ∪ {f > g}.

De�nice 3.10. Pro funkci f : X → R∗ de�nujeme funkce

• kladná £ást f � f+ = max(f, 0)

• záporná £ást f � f− = max(−f, 0)

Poznámka. Pro funkci f : X → R∗ platí |f | = f+ + f−, f = f+ − f−.

V¥ta 3.11. Bu¤te f, g, fn : (X,A) → R∗ m¥°itelné, n ∈ N. Pak jsou funkce max{f, g} a min{f, g}, f+, f−, |f |,
supn fn, infn fn, lim supn→∞ fn a lim infn→∞ fn rovn¥º m¥°itelné.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . konec p°edná²ky 4, 10.10.

D·kaz: Platí {max(f, g) < a} = {f < a} ∩ {g < a} a pravá strana je m¥°itelná mnoºina. Tedy max(f, g) je
m¥°itelná podle D·sledku 3.4.

Ozna£me g := supn fn. Pak pro libovolné b ∈ R∗ platí

g−1([−∞, b]) =
∞⋂
n=1

{fn ≤ b} ∈ A,

tedy g je m¥°itelná podle V¥ty 3.3, nebo´ intervaly [−∞, b]: b ∈ R∗ generují B∗. M¥°itelnost in�ma funkcí se ukáºe
podobn¥. Dále

lim sup
n→∞

fn = inf{sup{fj(x); j ≥ n};n ∈ N}.

Pravá strana je m¥°itelná podle p°ede²lého. P°ípad liminf je analogický. �
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Pozn.: Z p°edchozí v¥ty plyne, ºe bodová limita m¥°itelných funkcí je m¥°itelná, pokud existuje.

De�nice 3.12. Funkce s : X → [0,∞) je jednoduchá, jestliºe s(X) je kone£ná mnoºina. Platí s =
∑

α∈s(X) αχ{s=α}.
Sou£et vpravo nazveme kanonickým tvarem jednoduché funkce s.

Bu¤ {an} ⊂ R∗, a ∈ R∗. Symbolem an ↗ a pro n → +∞ zna£íme: an → a pro n → +∞ a posloupnost {an} je
neklesající.

Bu¤ f, sn : X → R∗. �ekneme, ºe sn konvergují pro n→ +∞ bodov¥ nahoru k f na X , pokud pro v²echna x ∈ X
je sn(x)↗ f(x) pro n→ +∞.

Podobn¥ de�nujeme bodovou konvergenci dol· na X. Zna£íme sn ↘ f na X pro n→ +∞.

V¥ta 3.13. Je-li f : (X,A)→ [0,∞] m¥°itelná, existují funkce sn : (X,A)→ [0,∞) jednoduché m¥°itelné takové,
ºe sn ↗ f na X pro n→ +∞.

D·kaz: Poloºme

sn(x) := max

{
k

2n
:
k

2n
≤ f(x), k = 0, 1, . . . , n2n

}
, x ∈ X.

Není t¥ºké ov¥°it, ºe sn jsou jednoduché m¥°itelné funkce a ºe sn ↗ f pro n→ +∞. �

Poznámka. Je-li f v p°edchozí V¥t¥ navíc omezená, konvergují k ní jednoduché funkce sn dokonce stejnom¥rn¥.

4 Abstraktní Lebesgue·v integrál

V celé kapitole budeme p°edpokládat, ºe (X,A, µ) je prostor s mírou.

De�nice 4.1. (a) Je-li s : (X,A)→ [0,∞) jednoduchá m¥°itelná, zapí²eme ji v kanonickém tvaru s =
∑k

j=1 αjχEj
(tj. αj ≥ 0 jsou v²echny r·zné hodnoty s a Ej = {s = αj}). Pak klademe

I(s) :=

k∑
j=1

αjµ(Ej).

(Je-li n¥které αj = 0, klademe αjµ(Ej) = 0, tedy pouºíváme konvenci 0 · ∞ = 0.)

(b) Je-li f : (X,A)→ [0,∞] m¥°itelná, klademe
ˆ
X
f dµ := sup {I(s) : 0 ≤ s ≤ f, s jedn. m¥°.} .

(c) Je-li f : (X,A)→ R∗ m¥°itelná, klademe
ˆ
X
f dµ :=

ˆ
X
f+ dµ−

ˆ
X
f− dµ,

má-li rozdíl smysl.

(d) Je-li f : (X,A)→ R∗ m¥°itelná a E ∈ A, zna£íme
ˆ
E
f dµ :=

ˆ
X
fχE dµ

.

Poznámka. Je z°ejmé, ºe de�nice (b) a (c) dávají stejný výsledek pro funkce f : X → [0,+∞].
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V¥ta 4.2 (Monotonie integrálu). Pro f, g : (X,A) → R∗ m¥°itelné s vlastností 0 ≤ f ≤ g platí 0 ≤
´
X f dµ ≤´

X g dµ.

D·kaz. Plyne p°ímo z de�nice a z monotonie suprema.

Poznámka. 1. Je-li f m¥°itelná taková, ºe
´
f+ dµ =

´
f− dµ =∞, pak

´
f dµ není de�nován. �íkáme proto,

ºe (abstraktní) Lebesgue·v integrál je absolutn¥ konvergentní (na rozdíl od Newtonova integrálu).

2. Je-li
´
X |f | dµ kone£ný, je i

´
X f dµ kone£ný. Skute£n¥, z

´
X |f | dµ < +∞ plyne

´
X f

+ dµ < +∞ i
´
X f
− dµ <

+∞. Tedy
´
X f dµ je kone£ný.

3. Platí také obrácená implikace: Je-li
´
X f dµ kone£ný, je i

´
X |f |dµ kone£ný. D·kaz necháme jako cvi£ení aº

bude známa linearita integrálu.

V¥ta 4.3. Nech´ f, g jsou m¥°itelné funkce na X takové, ºe f = g s.v. Pak platí
ˆ
f dµ =

ˆ
g dµ, má-li jedna strana smysl.

D·kaz: P°edpokládejme nejprve, ºe f i g jsou nezáporné funkce. Je-li s ≤ f libovolná m¥°itelná jednoduchá
funkce, pak s′ := sχ{f=g} je rovn¥º jednoduchá m¥°itelná a spl¬uje s′ ≤ g a

´
s dµ =

´
s′ dµ. Musí tedy být´

f dµ ≤
´
g dµ. Obrácená nerovnost plyne ze symetrie. Bez p°edpokladu nezápornosti ukáºeme rovnost integrálu

z kladných a záporných £ástí (platí totiº z°ejm¥ také f+ = g+ s.v. a f− = g− s.v.). �

V¥ta 4.4 (Leviho v¥ta/(Lebesgue's) monotone convergence theorem). Jsou-li fn : (X,A) → R∗ nezáporné m¥°i-
telné funkce a fn ↗ f , pro n→ +∞ a s.v. v X, platí

´
X fn dµ↗

´
X f dµ pro n→ +∞.

Poznámka. V¥ta 2.13, bod 1. je speciální p°ípad Leviho v¥ty. Za situace z V¥ty 2.13, bod 1 poloºíme fn = χAn a
f = χ⋃+∞

j=1 Aj
, pak fn ↗ f pro n→ +∞ a µ(Aj) = I(fj)→ I(f) = µ(

⋃+∞
j=1 Aj).

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . konec p°edná²ky 5, 16.10.

D·kaz. Ozna£me an :=
´
fn dµ ∈ [0,∞], a := limn→∞ an (posloupnost (an) je neklesající podle p°edchozího

tvrzení). Z°ejm¥ platí nerovnost a ≤
´
f dµ. Ukáºeme, ºe také a ≥

´
f dµ.

Je-li a = ∞, nerovnost z°ejm¥ platí. P°edpokládejme tedy dále, ºe a < ∞. Ukáºeme, ºe a ≥
´
s dµ pro kaºdou

jednoduchou m¥°itelnou funkci s ≤ f . Pak bude i a ≥
´
f dµ podle de�nice integrálu.

Bu¤ tedy 0 ≤ s ≤ f jednoduchá m¥°itelná funkce. Ozna£me
∑k

j=1 αjχAj její kanonický tvar.

Zvolme 0 < τ < 1 a ozna£me Aj,n := Aj ∩ {fn > ταj} pro j ∈ {1, . . . , k}, n ∈ N. Z°ejm¥ Aj,n ∈ A, Aj,n ⊂ Aj,n+1,
n ∈ N, a

⋃
nAj,n = Aj . Podle v¥ty o spojitosti míry platí pro kaºdé j ∈ {1, . . . , k} také µ(Aj,n) ↗ µ(Aj) pro

n→ N.

De�nujeme pomocné jednoduché funkce p°edpisem sn =
∑k

j=1 αjχAj,n . Pak platí τsn ≤ fn pro n ∈ N, sn → s a
I(sn)→ I(s) pro n→ +∞.

a ≥ τI(s), protoºe a ≥
ˆ
X
fn dµ ≥ τI(sn)→ τI(s) pro n→ +∞.

V p°edchozí nerovnosti vezmeme sup p°es τ ∈ (0, 1) a d·kaz je dokon£en.

V¥ta 4.5. [Rudin, 1977, Tvrzení 1.25] Nech´ s, t : (X,A)→ R jsou jednoduché nezáporné m¥°itelné funkce, τ ≥ 0.
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1. Pro kaºdé A ∈ A de�nujeme
νs(A) = I(sχA).

Potom je νs míra na (X,A).

2. Platí
I(s+ t) = I(s) + I(t), I(τs) = τI(s).

D·kaz. 1. Z°ejm¥ je ν(∅) = I(0) = 0. Ov¥°íme σ-aditivitu. A´ Aγ ∈ A, γ ∈ N jsou po dvou disjunktní, A :=⋃+∞
γ=1Aγ , s =

∑k
i=1 αiχEi je kanonický tvar funkce s. Pak

νs(A) = I(sχA) =

k∑
i=1

αiµ(Ei ∩A) =

k∑
i=1

+∞∑
γ=1

αiµ(Ei ∩Aγ)

=
+∞∑
γ=1

k∑
i=1

αiµ(Ei ∩Aγ) =
+∞∑
γ=1

I(sχAγ ) =
+∞∑
γ=1

νs(Aγ).

Rozmyslete si podrobn¥ 2. a 4. rovnost!

2. Necháme s jako vý²e a navíc ozna£íme t =
∑l

j=1 βjχFj kanonický tvar funkce t a Aij = Ei∩Fj pro i ∈ {1, . . . , k},
j ∈ {1, . . . , l}. Jasn¥ jsou Fj i Ei, a tedy i Aij po dvou disjunktní. Navíc

l⋃
j=1

Fj =
k⋃
i=1

Ej =
l⋃

j=1

k⋃
i=1

Aij = X.

Platí νs+t(Aij) = (αi + βj)µ(Aij) = αiµ(Aij) + βjµ(Aij) = νs(Aij) + νt(Aij). První rovnost plyne z aditivity m¥r
νs, νt a νs+t. Druhá rovnost plyne hned z de�nice.

D·sledek 4.6. 1. Pokud pro nezáporné jednoduché funkce s, t m¥°itelné na X platí s ≤ t na X, platí I(s) ≤
I(t).

2. Pro jednoduchou nezápornou funkci s m¥°itelnou na X platí
´
X s dµ = I(s).

De�nice 4.7. Ozna£íme

L∗(µ) :=

{
f : (X,A)→ R∗ m¥°. :

ˆ
f dµ je de�nován

}
.

V¥ta 4.8 (Linearita integrálu). Jsou-li funkce f, g ∈ L∗(µ) a α ∈ R, pak platí
ˆ
X
αf dµ = α

ˆ
X
f dµ,

ˆ
X

(f + g) dµ =

ˆ
X
f dµ+

ˆ
X
g dµ,

má-li pravá strana smysl.

Poznámka. Má-li
´
X f dµ+

´
X g dµ smysl, není funkce f + g de�nována na mnoºin¥ míry nula. Dode�nujeme ji

tam nulou. Integrál
´
X(f + g) dµ pak chápeme jako integrál z této nové funkce.

D·kaz: (i) Je-li f ∈ L∗(µ) a α ∈ R pak i αf ∈ L∗(µ) a
´

(αf) dµ = α
´
f dµ (cvi£ení).

(ii) Bu¤te f, g ∈ L∗(µ). Ukáºeme, ºe
´
X(f + g) dµ =

´
X f dµ+

´
X g dµ, má-li pravá strana smysl.

(a) Jsou-li f, g nezáporné jednoduché, rovnost integrál· plyne z V¥ty 4.5 a druhé £ásti D·sledku 4.6.
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(b) Jsou li f, g nezáporné, pak podle V¥ty 3.13 existují jednoduché m¥°itelné funkce sn, tn takové, ºe sn ↗ f a
tn ↗ g, tedy

´
sn dµ↗

´
f dµ a

´
tn dµ↗

´
g dµ podle Leviho v¥ty. Ze stejného d·vodu platí i

´
(sn + tn) dµ↗´

(f+g) dµ. Víme jiº, ºe
´

(sn+tn) dµ =
´
sn dµ+

´
tn dµ, a limitním p°echodem (n→∞) dostaneme poºadovanou

rovnost.

(c) Bu¤te nyní f, g ∈ L∗(µ) libovolné. De�nujme N = ({f = +∞} ∩ {g = −∞}) ∪ ({f = −∞} ∩ {g = +∞}).
Jelikoº má

´
X f dµ +

´
X g dµ smysl, platí µ(N) = 0. Na N p°ede�nujeme funkce f a g nulou. Pak platí rovnost

f + g = (f + g)+ − (f + g)− = (f+ − f−) + (g+ − g−), tedy (f + g)+ + f− + g− = (f + g)− + f+ + g+. V²echny
zde vystupující funkce jsou nezáporné, tudíº platí

ˆ
(f + g)+ dµ+

ˆ
f− dµ+

ˆ
g− dµ =

ˆ
(f + g)− dµ+

ˆ
f+ dµ+

ˆ
g+ dµ.

Jelikoº má
´
X f dµ+

´
X g dµ smysl, nemohou být v²echny integrály

´
f− dµ,

´
g− dµ,

´
f+ dµ,

´
g+ dµ nekone£né.

Nap°íklad, je-li
´
f+ dµ = +∞, musí být

´
f− dµ,

´
g− dµ kone£né. Díky nerovnosti (f + g)− ≤ f− + g− je pak

kone£ný i
´

(f + g)− dµ a vhodným ode£tením dostaneme poºadovanou rovnost
´

(f + g) dµ =
´
f dµ +

´
g dµ.

Ostatní p°ípady se dokáºí podobn¥. �

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . konec p°edná²ky 6, 17.10.

V¥ta 4.9 (Zobecn¥ná Leviho v¥ta). Bu¤te funkce fn : (X,A)→ R∗ m¥°itelné pro n ∈ N.

1. Jsou-li fn ↗ f pro n→ +∞ s.v. X a
´
X f1 dµ > −∞, platí

´
X fn dµ↗

´
X f dµ.

2. Jsou-li fn ↘ f pro n→ +∞ s.v. X a
´
X f1 dµ < +∞, platí

´
X fn dµ↘

´
X f dµ.

D·kaz. Z p°edpokladu víme, ºe pro v²echna n ∈ N je
´
fn dµ > −∞. Je-li

´
fn0 dµ =∞ pro n¥jaké n0 ∈ N, tvrzení

z°ejm¥ platí. Zbývá situace kdy pro v²echna n ∈ N je
´
fn dµ ∈ R. Ozna£me Nn = {fn = +∞}∪{fn = −∞}. Pak je

pro n ∈ N µ(Nn) = 0, a tedy také µ(
⋃+∞
n=1Nn) = 0. P°ede�nujeme-li v²echny funkce fn nulou na

⋃+∞
n=1Nn integrály

se nezm¥ní a bude platit 0 ≤ fn − f1 ↗ f − f1 s.v. v X, podle Leviho v¥ty platí
´

(fn − f1) dµ↗
´

(f − f1) dµ, a
z aditivity integrálu dostaneme

´
fn dµ↗

´
f dµ.

P°íklad 4.10. V p°edchozí v¥t¥ nelze vynechat omezenost integrálu z f1. Volíme-li totiº X = N, A = P(N), µ
po£ítací míru a fn = −χ(n,+∞)∩X , je fn ↗ 0 pro n→ +∞, ale −∞ =

´
X fn dµ→ −∞ 6=

´
X 0 dµ = 0.

De�nice 4.11. Ozna£íme L1(µ) :=
{
f ∈ L∗(µ) :

´
|f | dµ <∞

}
.

Cvi£ení 4.12. 1. Je-li funkce f m¥°itelná a |f | ≤ g s.v. pro n¥jakou funkci g ∈ L1(µ), pak i f ∈ L1(µ).

2. Speciáln¥, je-li f ∈ L1(µ), je i |
´
X f dµ| < +∞.

3. Platí také: Je-li f ∈ L∗(µ) a |
´
X f dµ| < +∞, je f ∈ L1(µ).

4. f, g ∈ L1(µ) =⇒ max{f, g},min{f, g} ∈ L1(µ).

V¥ta 4.13 (Lebesgueova; o konvergentní majorant¥). Bu¤ (X,A, µ) prostor s mírou a fn, f m¥°itelné funkce
takové, ºe fn → f s.v. Nech´ dále existuje funkce g ∈ L1(µ) taková, ºe |fn| ≤ g s.v. pro v²echna n ∈ N. Pak
f ∈ L1(µ) a

´
fn dµ→

´
f dµ.

D·kaz: P°ede�nujeme-li funkce fn, f na mnoºin¥

{x : fn(x) 6→ f(x)} ∪
∞⋃
n=1

{x : |fn(x)| > g(x)}
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nulové míry, budou p°edpoklady v¥ty platit pro v²echna x ∈ X. Ozna£me

gn := inf{fn, fn+1, . . . }, hn := sup{fn, fn+1, . . . }, n ∈ N.

Z°ejm¥ platí
−g ≤ gn ≤ fn ≤ hn ≤ g, n ∈ N,

tedy f ∈ L1(µ), a gn ↗ f , hn ↘ f , n → ∞, tedy podle zobecn¥né Leviho v¥ty platí
´
gn dµ →

´
f dµ a´

hn dµ→
´
f dµ. Protoºe

´
gn dµ ≤

´
hn dµ ≤

´
hn dµ, platí také

´
fn dµ→

´
f dµ podle v¥ty o dvou stráºnících.

�

V¥ta 4.14 (Fatouovo lemma). Pro funkce fn nezáporné m¥°itelné na X platí
ˆ
X

(
lim inf
n→∞

fn

)
dµ ≤ lim inf

n→∞

ˆ
X
fn dµ.

D·kaz: Ozna£me gn(x) := inf{fk(x) : k ≥ n}, x ∈ X. Funkce gn jsou m¥°itelné (V¥ta 3.11) a platí gn ↗
g := lim infn→∞ fn (z de�nice lim inf). Podle Leviho v¥ty platí

´
gn dµ ↗

´
g dµ. Dále z°ejm¥ gn ≤ fn, a tedy´

gn dµ ≤
´
fn dµ, n ∈ N, a limitním p°echodem dostaneme

´
g dµ ≤ lim infn→∞

´
fn dµ. �

Uvedeme n¥které d·sledky v¥t o limitních p°echodech pro abstraktní Lebesgue·v integrál.

D·sledek 4.15. Pro nezáporné m¥°itelné funkce fn na X platí

ˆ ( ∞∑
n=1

fn

)
dµ =

∞∑
n=1

ˆ
fn dµ.

D·kaz: Podle V¥ty 4.8 platí ˆ (
n∑
k=1

fn

)
dµ =

n∑
k=1

ˆ
fk dµ, n ∈ N.

Limitním p°echodem a s vyuºitím Leviho v¥ty dostaneme tvrzení. �

D·sledek 4.16. Jsou-li fi m¥°itelné,
∑∞

i=1 fi konverguje s.v., a g ∈ L1(µ) taková, ºe |
∑n

i=1 fi| ≤ g s.v. pro
v²echna n, pak

∑∞
i=1 fi ∈ L1(µ) a ˆ ( ∞∑

i=1

fi

)
dµ =

∞∑
i=1

ˆ
fi dµ.

D·kaz. Plyne z Lebesgueovy v¥ty.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . konec p°edná²ky 7, 23.10.

D·sledek 4.17. Bu¤ f ∈ L∗(µ) nezáporná. Pro A ∈ A de�nujeme

ν(A) =

ˆ
A
f dµ.

Pak je ν míra na A a pro g : (X,A)→ [0,+∞] m¥°itelnou platí
ˆ
X
g dν =

ˆ
X
fg dµ.

.
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D·kaz. Zjevn¥ ν(∅) = 0. A´ Aj ⊂ A jsou po dvou disjunktní a A =
⋃+∞
j=1 Aj . De�nujeme gj = χAj a g = χA. Pak

ν(A) =

ˆ
X
fg dµ =

ˆ
X

+∞∑
j=1

fgj dµ =
+∞∑
j=1

ˆ
X
fgj dµ =

+∞∑
j=1

ν(Aj).

Dokáºeme druhou rovnost. Pro nezáporné m¥°itelné jednoduché funkce plyne z V¥ty 4.8. Pro nezáporné m¥°itelné
funkce ji získáme pomocí Leviho v¥ty.

Poznámka 4.18. 1. Nech´ je prostor (X,A, µ) úplný. Pak z rovnosti f = g s.v. plyne

f je m¥°itelná ⇐⇒ g je m¥°itelná.

2. Pokud se dv¥ m¥°itelné funkce li²í na mnoºin¥ míry nula, mají stejný integrál.

3. P°i zúpln¥ní prostoru s mírou se integrály de�nované v p·vodním prostoru nem¥ní.

De�nice 4.19 (M¥°itelné funkce na prostoru s mírou). Bu¤ (X,A, µ) prostor s mírou. �ekneme, ºe funkce f :
D(f) ⊂ X → R∗ je µ-m¥°itelná na X, jestliºe existuje D ∈ A, D ⊂ D(f), µ(X \D) = 0 a pro kaºdou B ∈ B platí
(f |D)−1(B) ∈ A. Dále budeme ozna£ení funkce m¥°itelná na X pouºívat pro µ m¥°itelné funkce na X.

Pro µ m¥°itelné funkce de�nujeme integrál p°edpisem
´
X f dµ :=

´
X f̃ dµ, kde f̃ = f na D a f̃ = 0 na X \D.

Poznámka 4.20. 1. Ve v¥tách z této kapitoly sta£í p°edpokládat, ºe funkce jsou µ m¥°itelné na X.

5 Integrály závislé na parametru

V této kapitole ozna£uje (X,A, µ) prostor s mírou a (T, ρ) metrický prostor. Dále budeme pracovat s funkcemi
f : T × X → R. Symbolem f(·, x) a f(t, ·) budeme rozum¥t vºdy funkci jedné prom¥nné (znázorn¥né te£kou)
p°i pevné hodnot¥ (parametru) druhé prom¥nné, nap°íklad f(·, x) := g, kde g : T → R je daná p°edpisem
g(t) = f(t, x).

V¥ta 5.1 (Lebesgueova; o spojité závislosti integrálu na parametru). Bu¤te (X,A, µ) prostor s mírou, T metrický
prostor a f : T ×X → R funkce. Nech´ dále

(i) f(t, ·) je m¥°itelná pro kaºdé t ∈ T ,

(ii) f(·, x) je spojitá na T pro s.v. x ∈ X,

(iii) existuje g ∈ L1(µ) taková, ºe pro v²echna t ∈ T je |f(t, ·)| ≤ g s.v.

Pak f(t, ·) ∈ L1(µ) pro v²echna t ∈ T a funkce

F : t 7→
ˆ
f(t, ·) dµ

je spojitá na T .

D·kaz. Bu¤ t ∈ T . Z p°edpokladu |f(t, ·)| ≤ g s.v. plyne podle Cvi£ení 4.12 f(t, ·) ∈ L1(µ). Podle Heineovy v¥ty
sta£í dokázat, ºe pro kaºdou posloupnost {tj} ⊂ T , tj → t pro j → +∞ platí, F (tj)→ F (t) pro j → +∞. Zvolme
tedy takovou {tj} a ozna£me N mnoºinu nulové míry, ºe f(·, x) je spojitá pro x 6∈ N . Pro libovolný x ∈ X \ N ,
platí op¥t podle Heineho v¥ty limj→∞ f(tj , x) = f(t, x), a tedy f(tn, ·) → f pro n → +∞ s.v. a |f(tn, ·)| ≤ g s.v.
Podle V¥ty 4.13 platí limj→∞ F (tj) = F (t).
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Cvi£ení. Zformulujte obdobu V¥ty 5.1 pro limitu funkce F .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . konec p°edná²ky 8, 24.10.

V¥ta 5.2 (Zám¥na integrálu a derivace). Bu¤ I ⊂ R otev°ený interval a f : I ×X → R funkce. Nech´ dále

(i) f(t, ·) je m¥°itelná pro kaºdé t ∈ I,

(ii) existuje N ∈ A, µ(N) = 0, taková, ºe pro v²echna x ∈ X \N a t ∈ I existuje vlastní derivace ∂
∂tf(t, x),

(iii) existuje g ∈ L1(µ) taková, ºe pro v²echna x ∈ X \N a t ∈ I , | ∂∂tf(t, x)| ≤ g(x),

(iv) existuje t0 ∈ I takové, ºe f(t0, ·) ∈ L1(µ).

Pak f(t, ·) ∈ L1(µ) pro v²echna t ∈ I, funkce

F : t 7→
ˆ
X
f(t, ·) dµ

je diferencovatelná na I a pro t ∈ I platí

F ′(t) =

ˆ
X

∂

∂t
f(t, ·) dµ.

D·kaz: Pro libovolné a, b ∈ I, a < b, a x ∈ X \N existuje podle Lagrangeovy v¥ty o st°ední hodnot¥ cx ∈ (a, b)
takové, ºe

f(b, x)− f(a, x)

b− a
=

∂

∂t
f(cx, x).

Z p°edpokladu (iii) plyne, ºe funkce x 7→ ∂
∂tf(cx, x) leºí v prostoru L1(µ). Zvolíme-li za jeden z bod· a, b bod t0,

dostaneme f(t, ·) ∈ L1(µ) pro v²echna t ∈ I. Uvaºujme nyní libovolnou posloupnost tj → t ∈ I, I 3 tj 6= t. Platí

lim
j→∞

F (tj)− F (t)

tj − t
= lim

j→∞

ˆ
X

f(tj , ·)− f(t, ·)
tj − t

dµ =

ˆ
X

∂

∂t
f(t, ·) dµ;

poslední rovnost plyne z Lebesgueovy v¥ty o konvergentní majorant¥ a z de�nice derivace. Protoºe uvedená rovnost
platí pro libovolnou posloupnost tj → t ∈ I, tj 6= t, dostáváme F ′(t) =

´
X

∂
∂tf(t, ·) dµ, t ∈ I. �

6 Lebesgue·v integrál na p°ímce

V¥ta 6.1. Je-li f ≥ 0 na prostoru s mírou (X,A, µ) a platí-li
´
f dµ = 0, je f = 0 s.v.

D·kaz. Ozna£me An := {x ∈ X : f(x) ≥ 1
n}. Z°ejm¥ An ∈ A, χAn ≤ nf , a tedy µ(An) =

´
χAn dµ ≤ n

´
f dµ = 0,

n ∈ N. Protoºe {f > 0} =
⋃∞
n=1An, platí µ({f > 0}) ≤

∑∞
n=1 µ(An) = 0.

D·sledek. Jsou-li f, g ∈ L1(µ), f ≤ g a
´
f dµ =

´
g dµ, pak f = g s.v.

D·sledek. Nech´ pro funkci f ∈ L1(µ) platí
´
E f dµ = 0 pro kaºdou mnoºinu E ∈ A. Pak f = 0 s.v.

D·kaz. Zvolme nejprve E+ := {f > 0}. Pak podle p°edpokladu platí
´
f+ dµ =

´
E+

f dµ = 0, a protoºe f+ ≥ 0,
je f+ = 0 s.v. podle V¥ty 6.1. Podobn¥ volbou E− := {f < 0} odvodíme, ºe f− = 0 s.v. Pak ale musí být f = 0
s.v.
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Zna£ení: Budeme uvaºovat restrikci (zúpln¥né) Lebesgueovy míry λ1 na omezený uzav°ený interval [a, b], tj.
X = [a, b], A = {A ⊂ [a, b];A ∈ B0}, µ = λ1|A. Budeme zna£it L1(a, b) p°íslu²ný prostor integrovatelných funkcí,
L∗(a, b) prostor funkcí, které mají Lebesgue·v integrál, a

´ b
a f dλ

1,
´ b
a f(x) dλ1(x), nebo

´ b
a f(x) dx Lebesgue·v

integrál z funkce f ∈ L∗(a, b). Dále symbolem R[a, b] zna£íme mnoºinu v²ech omezených funkcí na [a, b], pro n¥º
existuje Riemann·v integrál (R)

´ b
a f .

V¥ta 6.2. Je-li f ∈ R[a, b], pak f ∈ L1(a, b) a (R)
´ b
a f =

´ b
a f dλ

1.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . konec p°edná²ky 9, 30.10.

D·kaz. Protoºe f ∈ R[a, b], existuje posloupnost (Dn) zjem¬ujících se d¥lení intervalu [a, b] taková, ºe

s(f,Dn)↗ (R)

ˆ b

a
f ↙ S (f,Dn), n→∞

(s(f,Dn) a S (f,Dn) zna£í dolní a horní Riemann·v sou£et f p°es d¥lení Dn). Je-li Dn = {a = x
(n)
0 < x

(n)
1 < · · · <

x
(n)
kn

= b}, zave¤me funkce sn, Sn p°edpisem

sn(x) = inf
[x

(n)
i−1,x

(n)
i ]

f, Sn(x) = sup
[x

(n)
i−1,x

(n)
i ]

f, x ∈ (x
(n)
i−1, x

(n)
i ], i = 1, . . . , kn,

a sn(x) = Sn(x) = 0 pro ostatní hodnoty x ∈ R. Pak z°ejm¥ platí

s(f,Dn) =

ˆ b

a
sn dλ

1, S (f,Dn) =

ˆ b

a
Sn dλ

1.

Funkce f je dle p°edpokladu omezená, tedy |f | ≤M pro n¥jaké M ∈ R. Platí

−M ≤ s1 ≤ s2 ≤ · · · ≤ f ≤ · · · ≤ S2 ≤ S1 ≤M.

Ozna£me f1 := limn→∞ sn, f2 := limn→∞ Sn (monotónní omezená posloupnost vºdy konverguje). Pak platí

−M ≤ sn ↗ f1 ≤ f ≤ f2 ↙ Sn ≤M.

a podle zobecn¥né Leviho v¥ty tedy

ˆ b

a
sn dλ

1 →
ˆ b

a
f1 dλ

1,

ˆ b

a
Sn dλ

1 →
ˆ b

a
f2 dλ

1.

Podle p°edpokladu ale také

ˆ b

a
sn dλ

1 = s(f,Dn)↗ (R)

ˆ b

a
f ↙ S (f,Dn) =

ˆ b

a
Sn dλ

1,

takºe
´ b
a f1 dλ

1 =
´ b
a f2 dλ

1 = (R)
´ b
a f . Podle d·sledku V¥ty 6.1 je f1 = f2 s.v., a z°ejm¥ tedy také f = f1 s.v.

(nebo´ f1 ≤ f ≤ f2), a tedy také
´ b
a f dλ

1 = (R)
´ b
a f . M¥°itelnost f plyne z m¥°itelnosti f1 = lim sn a z úplnosti

prostoru s mírou.

D·sledek 6.3. • Je-li f ∈ R[a, b] ∩N (a, b), pak f ∈ L1(a, b) a (R)
´ b
a f =

´ b
a f dλ

1 = (N)
´ b
a f .

V¥ta 6.4. Bu¤ f : [a, b]→ R omezená. Pak

f ∈ R[a, b] ⇐⇒ f je spojitá λ1-s.v. na [a, b].
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D·kaz. D·kaz plyne okamºit¥ z [Rana, 2002, Corollary 1.2.7].

V následujícím bude X = (a, b) ⊂ R, A = {A ⊂ (a, b);A ∈ B0}, µ = λ1|A. Ozna£ení integrál· podobn¥ jako vý²e.
Dále symbolem N (a, b) zna£íme mnoºinu v²ech funkcí na (a, b), pro n¥º existuje Newton·v integrál (N)

´ b
a f .

Zbytek kapitoly je p°evzat ze skriptu [Malý, 2019, Sekce 5].

De�nice 6.5 (Neur£itý Lebesgue·v integrál). Nech´ f je spojitá funkce na intervalu (a, b). Funkci F : (a, b)→ R
nazveme neur£itým Lebesgueovým integrálem funkce f , jestliºe

ˆ β

α
f(x) dx = F (β)− F (α)

pro kaºdý interval [α, β] ⊂ (a, b).

Poznamenejme, ºe kaºdá spojitá funkce na otev°eném intervalu je m¥°itelná (protoºe otev°ené mnoºiny jsou bore-
lovské a tudíº m¥°itelné) a má neur£itý Lebesgue·v integrál. Ten se zkonstruuje nap°. jako

F (x) =

{´ x
c f(t) dt, x ≥ c,
−
´ c
x f(t) dt, x < c

pro pevn¥ zvolený bod c ∈ (a, b). Konvergence integrál· plyne z omezenosti integrovatelných funkcí a integra£ních
obor·.

V¥ta 6.6 (o neur£itém Lebesgueov¥ integrálu). Nech´ f, F jsou spojité funkce na intervalu (a, b). Potom F je
primitivní funkce k f , práv¥ kdyº F je neur£itý Lebesgue·v integrál funkce f .

D·kaz. Nech´ nejprve F je neur£itý Lebesgue·v integrál. Snadno ov¥°íme, ºe

lim
h→0+

F (x+ h)− F (x)

h
= lim

h→0+

1

h

ˆ x+h

x
f(t) dt = f(x), x ∈ (a, b),

podobn¥ pro limitu zleva. F je tedy primitivní funkce. Nech´ naopak F je primitivní funkce, najdeme neur£itý
Lebesgue·v integrál G. Podle p°edchozí £ásti je G primitivní funkce, tedy G a F se li²í jen o aditivní konstantu.
Jelikoº se F li²í o aditivní konstantu od neur£itého Lebesgueova integrálu, je to také neur£itý Lebesgue·v integrál.

De�nice 6.7 (Newton·v integrál). Nech´ f je funkce na intervalu (a, b). P°ipome¬me, ºe °íkáme, ºe funkce f má
Newton·v integrál I p°es (a, b), jestliºe f má na (a, b) primitivní funkci F , ta má limity

F (a+) = lim
x→a+

F (x), F (b−) = lim
x→b−

F (x),

tyto limity jsou vlastní (ve smyslu �kone£né�) a

I = F (b−)− F (a+).

Integrál I zna£íme (N)
´ b
a f(x) dx. Kdyº f má Newton·v integrál, °íkáme, ºe Newton·v integrál f konverguje,

v opa£ném p°ípad¥ °íkáme, ºe diverguje, Jestliºe Newton·v integrál f konverguje, rozli²ujeme absolutní konvergenci
(tj. téº (N)

´
|f(x)| dx konverguje) a neabsolutní konvergenci (tj. (N)

´
|f(x)| dx diverguje).

Konvergence integrálu |f | sama o sob¥ je²t¥ nezaru£uje absolutní konvergenci integrálu f . Nap°. funkce

f(x) =

{
1, x ≥ 0,

−1, x < 0

nemá primitivní funkci, ale (N)
´ 1
−1 |f(x)| dx konverguje.
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V¥ta 6.8 (vztah mezi Newtonovým a Lebesgueovým integrálem). Nech´ f je nezáporná spojitá funkce na intervalu
(a, b). Potom (N)

´ b
a f(x) dx konverguje, práv¥ kdyº konverguje Lebesgue·v integrál funkce f . V tom p°ípad¥ mají

oba integrály spole£nou hodnotu.

D·kaz. (a) Zvolme c ∈ (a, b) a najd¥me intervaly [aj , bj ] tak, ºe a < aj < c < bj < b, aj ↘ a, bj ↗ b. Nech´ F
je neur£itý Lebesgue·v integrál funkce f , coº je podle V¥ty 6.6 primitivní funkce k f . Potom F je neklesající a
tudíº má limity F (b−), F (a+). Jelikoº (z monotonie) F (b−) nem·ºe být −∞ a F (a+) nem·ºe být +∞, rozdíl
F (b−)− F (a+) má smysl a platí

F (b−)− F (a+) = lim
k

(F (bk)− F (ak)). (1.1)

Ozna£me
fk = fχ(ak,bk).

Funkce f má Lebesgue·v integrál p°es (a, b) (je totiº nezáporná a m¥°itelná). Podle Leviho v¥ty 4.4 a (1.1) je

ˆ b

a
f(x) dx = lim

k

ˆ b

a
fk(x) dx = lim

k

ˆ bk

ak

f(x) dx = lim
k

(F (bk)− F (ak)) = F (b−)− F (a+),

takºe
´ b
a f(x) dx konverguje, práv¥ kdyº F (b−)−F (a+) <∞, ale to je p°esn¥ podmínka pro konvergenci Newtonova

integrálu.

D·sledek 6.9 (Diskuse vztahu mezi Newtonovým a Lebesgueovým integrálem). Nech´ f je spojitá funkce na
intervalu (a, b).

(a) Jestliºe konverguje Lebesgue·v integrál z f od a do b, konverguje i Newton·v a to absolutn¥.

(b) Jestliºe Newton·v integrál z f od a do b konverguje absolutn¥, pak konverguje i Lebesgue·v.

(c) Pokud konverguje jak Lebesgue·v, tak Newton·v integrál z funkce f , pak oba mají stejnou hodnotu.

(d) Jestliºe Newton·v integrál z f od a do b konverguje neabsolutn¥, pak Lebesgue·v integrál nemá smysl.

Tvrzení (b) a (c) platí i bez p°edpokladu spojitosti, ale d·kaz je sloºit¥j²í. Tvrzení (a) naopak spojitost vyºaduje.
Jinak neplatí ºádná inkluze mezi t°ídou v²ech Lebesgueovsky integrovatelných funkcí a t°ídou v²ech newtonovsky
integrovatelných funkcí.

D·kaz je snadné cvi£ení, zaloºené na rozkladu f = f+ − f−. Pokud Newton·v integrál f konverguje absolutn¥,
konvergují i Newtonovy integrály funkcí f+ a f−, protoºe f+ = 1

2(|f |+ f) a f− = 1
2(|f |+ f).

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . konec p°edná²ky 10, 31.10.

7 V¥ta o jednozna£nosti míry

De�nice 7.1. �ekneme, ºe D ⊂ P(X) je Dynkin·v systém, jestliºe

(i) X ∈ D,

(ii) D ∈ D =⇒ X \D ∈ D,

(iii) Dn ∈ D, Dn po dvou disjunktní =⇒
⋃
nDn ∈ D.
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Poznámka 7.2. 1. D·leºitost Dynkinových systém· spo£ívá v tom, ºe jsou-li µ, ν dv¥ míry na (X,A), µ(X) =
ν(X) <∞, potom systém mnoºin {A ∈ A;µ(A) = ν(A)} je Dynkin·v systém (obecn¥ ne σ-algebra: uvaºujte
nap°. míry A 7→ λ({x ∈ A : x > 0}) a A 7→ λ({x ∈ A : x < 0}) na intervalu [−1, 1]). Pro mnoºiny
(−1/2, 1/2) a (−1,−1/2) ∪ (0, 1/2) jsou ob¥ míry stejné, ale pro jejich sjednocení jiº ne.

2. Dynkin·v systém obsahuje ∅, a tedy je uzav°en na kone£ná sjednocení po dvou disjunktních mnoºin.

3. Dynkin·v systém je uzav°en i na vlastní mnoºinové rozdíly: Jsou-li A,B ∈ D, A ⊂ B, pak i B \A ∈ D. Platí
totiº B \A = X \ ((X \B) ∪A) a mnoºiny X \B a A jsou disjunktní.

4. Kaºdá σ-algebra je z°ejm¥ Dynkin·v systém, ale ne naopak.

V¥ta 7.3. (a) Pr·nik libovolného systému Dynkinových systém· je op¥t Dynkin·v systém.

(b) Pro kaºdý mnoºinový systém S ⊂ P(X) existuje nejmen²í Dynkin·v systém, obsahující S:

δS :=
⋂
{D ⊂ P(X) Dynkin·v syst.,S ⊂ D}.

(c) δS ⊂ σS

D·kaz. Plyne jednodu²e z de�nice Dynkinových systém·.

V¥ta 7.4. Nech´ je mnoºinový systém S ⊂ P(X) uzav°en na kone£né pr·niky. Pak δS = σS.

D·kaz. Ukáºeme, ºe δS je uzav°en na kone£né pr·niky. Z toho jiº vyplyne, ºe δS je σ-algebra, a tedy δS = σS.
Skute£n¥, pak sta£í ukázat ºe pro An ∈ δS, n ∈ N platí

⋃+∞
n=1An ∈ δS. Volme induktivn¥ B1 = A1, Bn =

An \ (An ∩
⋃n−1
k=1 Bk). Pak Bn ∈ δS, jsou po dvou disjunktní a

⋃+∞
n=1An =

⋃+∞
n=1Bn ∈ δS.

Nejd°íve ukáºeme, ºe δS je uzav°ený na pr·niky s mnoºinami z S. Poloºme

D := {D ∈ δS : D ∩ S ∈ δS pro kaºdou S ∈ S}.

Z p°edpokladu v¥ty víme, ºe S ⊂ D. Ukáºeme, ºe D je Dynkin·v systém. (i) Z°ejm¥ X ∈ D. (ii) Je-li D ∈ D a
S ∈ S, pak

(X \D) ∩ S = S \ (S ∩D) ∈ δS,

tedy X \D ∈ D. (iii) Jsou-li Dn ∈ D po dvou disjunktní a S ∈ S, pak

(
⋃
n

Dn) ∩ S =
⋃
n

(Dn ∩ S) ∈ δS,

tedy
⋃
nDn ∈ D. D je tedy Dynkin·v systém spl¬ující S ⊂ D ⊂ δS. Musí se tudíº shodovat se δS.

Kone£n¥ dokáºeme, ºe δS je uzav°en na pr·niky. Poloºme

E := {E ∈ δS : E ∩D ∈ δS pro kaºdou D ∈ δS}.

Z dokázané rovnosti D = δS plyne S ⊂ E . E je rovn¥º Dynkin·v systém (to se dokáºe stejn¥, jako pro systém D).
Platí tedy také E = δS, coº znamená, ºe δS je uzav°en na kone£né pr·niky, a d·kaz je hotov.

V¥ta 7.5 (V¥ta o jednozna£nosti míry). Nech´ je mnoºinový systém S ⊂ P(X) uzav°en na kone£né pr·niky a µ, ν
nech´ jsou dv¥ míry na σS takové, ºe µ(S) = ν(S) pro kaºdou S ∈ S. Nech´ dále existují mnoºiny An ∈ S (n ∈ N)
takové, ºe An ↗ X a µ(An) <∞, n ∈ N. Pak µ = ν na σS(= δS).
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D·kaz. (1) P°edpokládejme, nejprve, ºe µ je kone£ná. Mnoºina

D := {A ∈ σS : µ(A) = ν(A)}

je Dynkin·v systém (vlastnost (i) plyne z µ(X) = limn µ(An) = limn ν(An) = ν(X), vlastnost (ii) z rovností
µ(X) = µ(X \ A) + µ(A), ν(X) = ν(X \ A) + ν(A). V²imn¥te si, ºe rovnost µ(X \ A) = ν(X \ A) z nich
odvodíme pouze díky µ(A) = ν(A) ∈ R. Vlastnost (iii) pak plyne ze spo£etné aditivity míry). Protoºe S ⊂ D
podle p°edpokladu, musí být σS = δS ⊂ D ⊂ σS. První rovnost platí podle V¥ty 7.4. Tedy D = σS a µ a ν se
shodují na σS.

(2) Je-li µ nekone£ná, poloºíme

Dn := {A ∈ σS : µ(A ∩An) = ν(A ∩An)}, n ∈ N.

Stejn¥ jako v £ásti (1) se ov¥°í, ºe Dn je Dynkin·v systém obsahující S, a tedy Dn = σS, n ∈ N. Ze spojitosti míry
pak pro libovolnou A ∈ σS dostaneme

µ(A) = lim
n
µ(A ∩An) = lim

n
ν(A ∩An) = ν(A),

£ímº je d·kaz ukon£en.

Poznámka 7.6. V druhém kroku d·kazu jsme vlastn¥ aplikovali první krok d·kazu na Xn = An, Sn = {A ∈
S;A ⊂ An}, µn = µ|σSn, νn = ν|σSn.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . konec p°edná²ky 11, 6.11.

P°íklad: Je-li µ míra na (R1,B1) taková, ºe µ(I) = délka(I) pro kaºdý omezený interval I, pak nutn¥ µ = λ1.

8 Sou£in m¥r a Fubiniova v¥ta

M¥jme dva prostory (X,A, µ), (Y,B, ν) se σ-kone£nými m¥rami.

De�nice 8.1. M¥°itelným obdélníkem rozumíme mnoºinu A×B ⊂ X×Y , kde A ∈ A a B ∈ B. Ozna£me mnoºinu
v²ech m¥°itelných obdélník·

O = {A×B : A ∈ A, B ∈ B}.

σ-algebru
A⊗ B := σO

nazýváme sou£inovou σ-algebrou na prostoru X × Y .

Pro mnoºinu E ∈ A⊗ B zna£íme

Ex := {y ∈ Y : (x, y) ∈ E}, x ∈ X,
Ey := {x ∈ X : (x, y) ∈ E}, y ∈ Y

°ezy mnoºiny E.

V¥ta 8.2. Nech´ E ∈ A⊗ B a f : (X × Y,A⊗ B)→ R∗ m¥°itelná. Pak

1. Ex ∈ B pro v²echna x ∈ X, Ey ∈ A pro v²echna y ∈ Y

2. funkce x 7→ ν(Ex) je m¥°itelná na (X,A), funkce y 7→ µ(Ey) je m¥°itelná na (Y,B).
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3. pro kaºdé y ∈ Y je funkce fy : x 7→ f(x, y) m¥°itelná na (X,A), pro kaºdé x ∈ X je funkce fx : y 7→ f(x, y)
m¥°itelná na (Y,B)

D·kaz. 0. Dokáºeme pouze pro Ex a fx. Pro Ey a fy je d·kaz podobný.

1. Pro libovolné x ∈ X je {E ∈ A ⊗ B : Ex ∈ B} z°ejm¥ σ-algebra obsahující v²echny m¥°itelné obdélníky, tedy
musí splývat se sou£inovou σ-algebrou.

2. Zvolme pevn¥ libovolnou mnoºinu B0 ∈ B s mírou ν(B0) <∞. Ozna£me

D := {E ∈ A⊗ B : x 7→ ν(Ex ∩B0) je m¥°itelná}.

Z°ejm¥ O ⊂ D. Lze ov¥°it, ºe D je Dynkin·v systém. Prove¤te! Tedy δO ⊂ D, a protoºe O je uzav°ená na kone£né
pr·niky, je δO = σO, a tedy D = A⊗ B.

Protoºe ν je σ-kone£ná, existují mnoºiny Bn ∈ B, ν(Bn) < ∞, Bn ↗ Y , n → ∞. Pak pro libovolnou E ∈ A ⊗ B
platí ν(Ex) = limn→∞ ν(Ex ∩ Bn) (z V¥ty 2.13), a tedy funkce x 7→ ν(Ex) je m¥°itelná (jako limita m¥°itelných
funkcí).

3. Pro a ∈ R poloºme Q = {f < a}. Pak Q ∈ A⊗B a {fx < a} = Qx ∈ B podle bodu 1. Tedy fx je m¥°itelná.

V¥ta 8.3 (Existence a jednozna£nost sou£inové míry). Existuje práv¥ jedna míra µ ⊗ ν na (X × Y,A ⊗ B) s
vlastností

(µ⊗ ν)(A×B) = µ(A) · ν(B), A ∈ A, B ∈ B (1.2)

(klademe 0 · ∞ = 0). Navíc

∀E ∈ A⊗ B : (µ⊗ ν)(E) =

ˆ
X
ν(Ex) dµ(x) =

ˆ
Y
µ(Ey) dν(y). (1.3)

D·kaz. Jednozna£nost: Pouºijeme V¥tu 7.5. Systém O v²ech m¥°itelných obdélník· je uzav°en na kone£né pr·niky
a sou£inová míra je na m¥°itelných obdélnících jednozna£n¥ ur£ena. Protoºe µ a ν jsou σ-kone£né míry, existují
mnoºiny An ∈ A, µ(An) < ∞, An ↗ X, a Bn ∈ B, ν(Bn) < ∞, Bn ↗ Y , n → ∞. M¥°itelné obdélníky
Cn := An ×Bn pak spl¬ují (µ⊗ ν)(Cn) <∞ a Cn ↗ X × Y , p°edpoklady V¥ty 7.5 jsou tedy spln¥ny.

Existence: Pro E ∈ A⊗ B poloºme

κ(E) :=

ˆ
X
ν(Ex) dµ(x). (1.4)

Nejprve ukáºeme, ºe κ je míra na (X × Y,A⊗ B). Z°ejm¥ κ(∅) = 0. Jsou-li En ∈ A⊗ B po dvou disjunktní, platí

κ(
⋃
n

En) =

ˆ
X
ν((
⋃
n

En)x) dµ(x) =

ˆ
X
ν(
⋃
n

(En)x) dµ(x)

=

ˆ
X

∑
n

ν((En)x) dµ(x) =
∑
n

κ(En)

(vyuºili jsme faktu, ºe °ezy disjunktních mnoºin jsou op¥t disjunktní). Tedy κ je míra.

Z de�nice je z°ejmé, ºe pro m¥°itelný obdélník A×B je κ(A×B) = µ(A)ν(B). Tedy κ je míra na (X × Y,A⊗B)
spl¬ující (1.2).

De�nujme pro E ∈ A⊗ B
κ∗(E) :=

ˆ
Y
µ(Ey) dν(y).

Op¥t je moºné ukázat, ºe κ∗ je míra na (X × Y,A⊗B) spl¬ující (1.2), a tedy z jednozna£nosti plyne κ = κ∗, tedy
(1.3).
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V¥ta 8.4 (Fubiniova v¥ta). Pro kaºdou funkci f ∈ L∗(µ⊗ ν) platí:

1. funkce x 7→
´
Y f(x, y) dν(y) je m¥°itelná na X a funkce y 7→

´
X f(x, y) dµ(x) je m¥°itelná na Y

2. platí rovnosti
ˆ
X×Y

f d(µ⊗ ν) =

ˆ
X

(ˆ
Y
f(x, y) dν(y)

)
dµ(x) =

ˆ
Y

(ˆ
X
f(x, y) dµ(x)

)
dν(y).

D·kaz. 1. Je-li f charakteristickou funkcí mnoºiny ze sou£inové σ-algebry, plyne rovnost z (1.3).

2. Pro jednoduchou m¥°itelnou funkci s =
∑k

i=1 αiχEi máme

ˆ
s d(µ⊗ ν) =

k∑
i=1

αi

ˆ
ν((Ei)x) dµ(x)

=

ˆ k∑
i=1

αiν((Ei)x) dµ(x)

=

ˆ
(

ˆ
s(x, y) dν(y)) dµ(x).

Z uvedeného výpo£tu rovn¥º plyne, ºe funkce x 7→
´
s(x, y) dν(y) je m¥°itelná pro libovolné y ∈ Y . Druhá

rovnost se odvodí analogicky.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . konec p°edná²ky 12, 7.11.

3. Bu¤ f ≥ 0 m¥°itelná a sn ↗ f nezáporné, jednoduché, m¥°itelné funkce. Pak podle Leviho v¥ty
ˆ
sn(x, y) dν(y)↗

ˆ
f(x, y) dν(y), x ∈ X.

Protoºe integrály na levé stran¥ jsou m¥°itelnými funkcemi prom¥nné x, i integrál na pravé stran¥ je m¥°i-
telnou funkcí v x a op¥tovným pouºitím Leviho v¥ty dostaneme

ˆ ˆ
sn(x, y) dν(y) dµ(x)↗

ˆ ˆ
f(x, y) dν(y) dµ(x).

Podle jiº dokázané £ásti 2 se integrál na levé stran¥ shoduje s
´
sn d(µ⊗ ν) a

ˆ
sn d(µ⊗ ν)↗

ˆ
f d(µ⊗ ν),

£ímº dostáváme první z obou dokazovaných rovností (druhá op¥t plyne analogicky).

4. Je-li f = f+ − f− ∈ L∗(µ⊗ ν), ov¥°íme rovnost snadno pomocí p°íslu²ných rovností pro f+ a f−.

P°íklad: Uvaºujme X = Y = Z, A = B = P(Z), µ = ν je aritmetická míra. De�nujme funkci f : Z × Z → R
následovn¥:

f(z1, z2) =


1 pokud z2 = z1 ≥ 0 nebo z2 = z1 − 1 ≤ −1,

−1 pokud z2 = z1 < 0 nebo z2 = z1 − 1 > −1,

0 jinak.

25



Platí ˆ ˆ
f(z1, z2)dµ(z1) dµ(z2) =

∑
z2

∑
z1

f(z1, z2) = 0,

ale ˆ ˆ
f(z1, z2)dµ(z2) dµ(z1) =

∑
z1

∑
z2

f(z1, z2) = 2,

p°itom ov²em f 6∈ L∗(µ⊗ µ).

Pozn.: Prostor se sou£inovou mírou (X×Y,A⊗B, µ⊗ν) nemusí být úplný, ani kdyº prostory (X,A, µ) a (Y,B, ν)
jsou úplné. Zúpln¥ný prostor se sou£inovou mírou zna£íme (X × Y,A⊗̂B, µ⊗̂ν).

Sta£í volit A ∈ A s µ(A) = 0 a B ∈ P(Y ) \ B. Pak je A × B nulová mnoºina (je podmnoºinou A × Y ), ale není
m¥°itelná (plyne z V¥ty 8.2).

D·sledek 8.5 (Fubiniova v¥ta pro zúpln¥nou sou£inovou míru). Bu¤te (X,A, µ) a (Y,B, ν) dva úplné prostory se
σ-kone£nými m¥rami. Pak pro kaºdou funkci f ∈ L∗(µ⊗̂ν) platí:

1. funkce fy : x 7→ f(x, y) je m¥°itelná na X pro s.v. y ∈ Y a funkce fx : y 7→ f(x, y) je m¥°itelná na Y pro
s.v. x ∈ X

2. funkce x 7→
´
Y f(x, y) dν(y) je m¥°itelná na X a funkce y 7→

´
X f(x, y) dµ(x) je m¥°itelná na Y

3. ˆ
X×Y

f d(µ⊗̂ν) =

ˆ
X

(ˆ
Y
f(x, y) dν(y)

)
dµ(x) =

ˆ
Y

(ˆ
X
f(x, y) dµ(x)

)
dν(y).

Lemma 8.6. Bu¤ (Z, C, ρ) prostor s mírou a (Z, C0, ρo) jeho zúpln¥ní. Je-li f : (Z, C0) → R∗ m¥°itelná, existuje
g : (Z, C)→ R∗ m¥°itelná taková, ºe f = g ρ-s.v.

D·kaz. Pro jednoduché funkce plyne tvrzení hned z de�nice zúpln¥ní prostoru s mírou (V¥ta 2.17).

Pro nezápornou C0-m¥°itelnou funkci najdeme monotonní posloupnost jednoduchých C0-m¥°itelných funkcí, která k
ní bodov¥ konverguje (V¥ta 3.13). Tu upravíme na mnoºin¥ nulové míry ρ na monotonní posloupnost jednoduchých
C-m¥°itelných funkcí. Jejich limita spl¬uje v²echny poºadavky v¥ty.

Obecnou funkci rozloºíme na kladnou a zápornou £ást.

D·kaz D·sledku 8.5. 1. P°edpokládejme nejd°íve, ºe f = 0 µ ⊗ ν-s.v. Ozna£me E = {f 6= 0}. Platí µ⊗̂ν(E) = 0
a tak existuje F ∈ A ⊗ B, (µ ⊗ ν)(F ) = 0 a E ⊂ F (V¥ta 2.17). Na χF m·ºeme aplikovat Fubiniovu v¥tu 8.4.
Dostaneme

0 =

ˆ
X×Y

χF d(µ⊗ ν) =

ˆ
X
ν(Fx) dµ,

a tedy je pro µ s.v. x ∈ X ν(Fx) = 0, a protoºe je míra ν úplná také ν(Ex) = 0, fx je m¥°itelná a
´
Y fx dν = 0.

Protoºe je míra µ úplná, je mnoºina {x ∈ X;
´
Y fx dν existuje} m¥°itelná. Dopln¥k je totiº nulová (tedy m¥°itelná)

mnoºina. Tedy funkce x 7→
´
Y fx dν je m¥°itelná. Z°ejm¥

0 =

ˆ
X×Y

f d(µ⊗̂ν) =

ˆ
X

(

ˆ
Y
f(x, y) dν(y)) dµ(x). (1.5)

Tvrzení s prohozenými rolemi x a y se dokáºou podobn¥.
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2. Je-li f ∈ L∗(µ⊗̂ν), existuje podle Lemmatu 8.6 mnoºina N ∈ A⊗B a g ∈ L∗(µ⊗ν), ºe (µ⊗ ν)(N) = 0 a f = g
na N . Platí f = fχN + g − gχN a g, gχN ∈ L∗(µ⊗ν). Na fχN aplikujeme p°edchozí krok a z (1.5) dostaneme

0 =

ˆ
X×Y

fχN d(µ⊗̂ν) =

ˆ
X

(

ˆ
X
fχN dµ) dν. (1.6)

Na g a gχN lze aplikovat V¥tu 8.4. Protoºe se integrály zúpln¥ním prostoru s mírou nem¥ní, dostaneme
ˆ
X×Y

g d(µ⊗̂ν) =

ˆ
X

(

ˆ
X
g dµ) dν, (1.7)

ˆ
X×Y

gχN d(µ⊗̂ν) =

ˆ
X

(

ˆ
X
gχN dµ) dν. (1.8)

Se£tením (1.6)-(1.8) dostaneme tvrzení v¥ty. Tvrzení s prohozenými rolemi x a y se dokáºou podobn¥.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . konec p°edná²ky 13, 13.11.

V¥ta 8.7 (Sou£in Lebesgueových m¥r). Pro p, q ∈ N platí:

(i) Bp+q = Bp ⊗ Bq,

(ii) λp+qB = λpB ⊗ λ
q
B.

D·kaz. (i). Kaºdý otev°ený (p + q)-kvádr je kartézským sou£inem otev°eného p-kvádru a otev°eného q-kvádru.
Nech´ Qk zna£í systém v²ech otev°ených k-kvádr·. Pak platí

Bp+q = σ{U × V : U ∈ Qp, V ∈ Qq} ⊂ σ{A×B : A ∈ Bp, B ∈ Bq} = Bp ⊗ Bq.

Pro druhou inkluzi sta£í ukázat, ºe A×B ∈ Bp+q kdykoliv A ∈ Bp a B ∈ Bq. Ozna£me

D1 := {A ∈ Bp : A× V ∈ Bp+q kdykoliv V ∈ Qq}.

Z°ejm¥ Qp ⊂ D1 a snadno lze ukázat, ºe D1 je σ-algebra. Platí tedy D1 = Bp. Dále ozna£me

D2 := {B ∈ Bq : A×B ∈ Bp+q kdykoliv A ∈ Bp}.

Platí Qq ⊂ D2 (protoºe D1 = Bp) a D2 je op¥t σ-algebra, tudíº D2 = Bq. σ-algebra Bp+q tedy obsahuje v²echny
m¥°itelné obdélníky v Rp × Rq, a musí tedy obsahovat i Bp ⊗ Bq.

(ii). Míry λp+qB a λpB ⊗ λ
q
B se shodují na otev°ených kvádrech z Qp+q. Systém Qp+q je uzav°en na kone£né pr·niky,

generuje Bp+q a existuje posloupnost otev°ených kvádr· Qi ↗ Rp+q kone£né míry, tedy λp+qB a λpB ⊗ λ
q
B se shodují

i na Bp+q podle V¥ty 7.5.

V dal²ím budeme symbolem L∗(Rk) zkrácen¥ zna£it prostor L∗(Rk,Bk0 , λk).

D·sledek 8.8 (Fubiniova v¥ta v Rp+q). Pro kaºdou funkci f ∈ L∗(Rp+q) platí
ˆ
Rp+q

f(x, y) d(x, y) =

ˆ
Rp

(ˆ
Rq
f(x, y) dy

)
dx =

ˆ
Rq

(ˆ
Rp
f(x, y) dx

)
dy,

kde pí²eme stru£n¥ dx := dλp(x), dy := dλq(y), d(x, y) := dλp+q(x, y).
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D·sledek 8.9. Bu¤te π1 : (x, y) 7→ x a π2 : (x, y) 7→ y projekce, A ∈ Bp+q0 . Platí

π1A ∈ Bp =⇒ λp+q(A) =

ˆ
π1A

λq(Ax) dx,

π2A ∈ Bq =⇒ λp+q(A) =

ˆ
π2A

λp(Ay) dy.

Poznámka 8.10. π1A ∈ Bp platí nap°íklad pro A ⊂ Rp+q otev°enou � π1A je pak také otev°ená, nebo pro
A ⊂ Rp+q kompaktní � π1A je pak také kompaktní.

π1A je dokonce m¥°itelná pro kaºdou borelovskou mnoºinu A ⊂ Rp+q, d·kaz je ale mimo dosah této p°edná²ky, viz
[Cohn, 2013, Proposition 8.4.4.].

D·sledek 8.11. Pro funkci f ∈ L∗(Rp+q) a mnoºinu A ∈ Bp+q0 platí
ˆ
A
f(x, y) d(x, y) =

ˆ
π1A

(ˆ
Ax

f(x, y) dy

)
dx =

ˆ
π2A

(ˆ
Ay
f(x, y) dx

)
dy,

jsou-li π1A a π2A m¥°itelné.

P°íklad: Pro jednotkovou kouli B1 = {x2 + y2 + z2 ≤ 1} v R3 dostáváme podle D·sledku 8.9

λ3(B1) =

ˆ 1

−1
π(1− z2) dz =

4

3
π.

9 V¥ta o substituci

De�nice 9.1 (Obraz míry). Bu¤ ϕ : (E, E) → (F,F) m¥°itelné zobrazení a µ míra na (E, E). Pak mnoºinová
funkce

ϕ(µ) : B 7→ µ(ϕ−1(B)), B ∈ F ,

je míra na (F,F) a nazýváme ji obrazem míry µ p°i zobrazení ϕ.

V¥ta 9.2 (o obrazu míry). Nech´ (X,A, µ), (Y,B, ν) jsou prostory s mírou, ϕ je m¥°itelné zobrazení (X,A) do
(Y,B) a ν = ϕ(µ). Potom pro kaºdou m¥°itelnou funkci u na Y je

ˆ
Y
u(y) dν(y) =

ˆ
X
u(ϕ(x)) dµ(x)

pokud aspo¬ jedna strana má smysl.

D·kaz. D·kaz je rutinní záleºitost (p°es charakteristické funkce, jednoduché funkce, ...).

P°íklad 9.3. Nech´ X,Y = R, A,B = B1, ϕ : X → Y je na, má v kaºdém bod¥ vlastní nenulovou derivaci,
µ(E) =

´
E |ϕ

′| dλ1 pro E ∈ B1. Pak ϕ(µ) = λ1
B. Navíc platí pro f ∈ L∗(λ1

B)

ˆ
R
f dλ1 =

ˆ
R
f dϕ(µ) =

ˆ
R
f ◦ ϕdµ =

ˆ
R
f ◦ ϕ|ϕ′|dλ1.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . konec p°edná²ky 14, 14.11.

Lemma 9.4. Lebesgueova míra λn je transla£n¥ invariantní (tedy λn(B+ z) = λn(B) kdykoliv B ∈ Bn0 a z ∈ Rn).
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D·kaz. Plyne to z v¥ty o jednozna£nosti míry, nebo´ λn a míra µ(B) := λn(B + z), B ∈ Bn, se shodují na
otev°ených kvádrech.

V¥ta 9.5. Bu¤ X,Y = Rn, A,B = Bn, L : X → Y regulární lineární zobrazení.

1. De�nujeme-li ν(A) = λn(L(A)) pro A ∈ Bn, je ν míra na Bn a platí ν = |det∇L|λn.

2. Pro A ∈ A de�nujeme míru µ(A) = |det∇L|λnB(A). Pak platí L(µ) = λnB a pro f ∈ L∗(λnB) platí
ˆ
Rn
f dλn =

ˆ
Rn
f ◦ L|det∇L|dλn. (1.9)

D·kaz. 1. Kaºdé lineární zobrazení mezi kone£n¥ rozm¥rnými prostory je spojité. Protoºe L je regulární, existuje
(spojité) inverzní zobrazení L−1. Tedy L−1 : (Rn,Bn) 7→ (Rn,Bn) je m¥°itelné a ν = L−1(λn) je míra podle
V¥ty 9.2.

Podle známé v¥ty z lineární algebry [Barto and T·ma, 2019, ] lze kaºdé regulární lineární zobrazení L : Rn → Rn
vyjád°it jako sloºení kone£n¥ mnoha �elementárních� lineárních zobrazení jednoho ze t°í typ·:

(i) L1 : (x1, . . . , xi, . . . , xj , . . . , xn) 7→ (x1, . . . , xj , . . . , xi, . . . , xn) (tedy L1 prohazuje i-tou a j-tou sou°adnici
vektoru);

(ii) L2 : (x1, . . . , xn) 7→ (x1, . . . , xn−1, xn+bx1) (b ∈ R) (L2 p°i£te k n-té sou°adnici b-násobek první sou°adnice);

(iii) L3 : (x1, . . . , xn) 7→ (x1, . . . , xn−1, axn) (a 6= 0) (L3 vynásobí n-tou sou°adnici nenulovým faktorem a).

Protoºe sloºené lineární zobrazení odpovídá sou£inu p°íslu²ných matic, a determinant sou£inu je sou£inem deter-
minantu jednotlivých matic, sta£í dokazovanou identitu ukázat pro p°ípady L = L1, L2 a L3.

Míry λnL1 a λn se shodují na systému otev°ených kvádr·. Podle v¥ty o jednozna£nosti míry se tedy shodují i na
Borelovské σ-algeb°e, a máme tedy λn(L1(A)) = λn(A) = |detL1|λn(A), A ∈ Bn.

Podle Fubiniovy v¥ty platí

λn(L2(A)) =

ˆ
Πn−1(A)

λ1
(
(L2(A))(x1,...,xn−1)

)
d(x1, . . . , xn−1),

kde Πn−1 : (x1, . . . , xn) 7→ (x1, . . . , xn−1). Pro °ez mnoºiny L2(A) pak z tvaru L2 dostáváme

(L2(A))(x1,...,xn−1) = A(x1,...,xn−1) + bx1,

a protoºe λ1 je transla£n¥ invariantní a Πn−1(L2(A)) = Πn−1(A), máme

λn(L2(A)) =

ˆ
Πn−1(A)

λ1
(
A(x1,...,xn−1)

)
d(x1, . . . , xn−1) = λn(A).

Jelikoº | detL2| = 1, ov¥°ili jsme tím rovnost pro L2.

Míry λn a µ(A) := |a|−1λn(L3(A)) se shodují na systému otev°ených kvádr·, proto se shodují podle v¥ty o
jednozna£nosti i na borelovských mnoºinách. Platí tedy λn(L3(A)) = |a|λn(A) = | detL3|λn(A). Tím je d·kaz
ukon£en.

2. Pro A ∈ Bn0 je L(µ)(A) = µ(L−1(A)) = | det∇L||det∇L−1|λn(A) = λn(A), podle p°ede²lého bodu. Rovnost
(1.9) plyne z V¥ty 9.2.

D·sledek 9.6 (Lebesgueova míra je izometricky invariantní). Je-li S : Rn → Rn izometrie (tzn. ‖S(x)− S(y)‖ =
‖x− y‖, x, y ∈ Rn), pak λn(S(A)) = λn(A), A ∈ Bn.
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D·kaz. Podle v¥ty z lineární algebry lze kaºdou izometrii v Rn zapsat ve tvaru

S : x 7→ b+R(x), x ∈ Rn,

kde b ∈ Rn (�posunutí�) a R je ortogonální lineární zobrazení (tzn. RTR = I). Protoºe |detR| = 1 a λn je
transla£n¥ invariantní, dostáváme λn(S(A)) = λn(A) z V¥ty 9.5.

D·sledek 9.7. Je-li W ⊂ Rn a�nní podprostor dimenze men²í neº n, platí λn(W ) = 0.

D·kaz. Plyne z faktu, ºe vhodné izometrické zobrazení zobrazíW na lineární podprostor generovaný prvními k < n
vektory kanonické báze Rn.

D·sledek 9.8. V¥ta 9.5 platí i bez p°edpokladu regularity zobrazení L.

D·kaz. Je-li L singulární, je L(Rn) podprostor dimenze men²í neº n, a zárove¬ detL = 0.

D·sledek 9.9 (Homogenita Lebesgueovy míry).

λn(rA) = |r|nλn(A), r ∈ R, A ∈ Bn.

Poznámka 9.10. V¥ta 9.5, D·sledek 9.6, D·sledek 9.9 platí také pro A ∈ Bn0 .
De�nice 9.11. Nech´ U ⊂ Rn je otev°ená a f : U → Rn zobrazení t°ídy C1. Pak J f(x) := det∇f(x) je Jakobián
funkce f v bod¥ x, x ∈ U .
De�nice 9.12. Nech´ U ⊂ Rn je otev°ená. Zobrazení f : U → Rn je difeomor�smus, je-li prosté, t°ídy C1 a platí-li
J f(x) 6= 0, x ∈ U .

Pozn.: Z v¥ty o inverzním zobrazení plyne, ºe je-li f : U → Rn difeomor�smus, je obraz f(U) otev°ená mnoºina
a f−1 je t°ídy C1 na f(U).

V¥ta 9.13 (V¥ta o substituci). Bu¤ U ⊂ Rn otev°ená, ϕ : U → Rn difeomor�smus a f : ϕ(U)→ R Lebesgueovsky
m¥°itelná funkce. Pak ˆ

U
f(ϕ(x)) |Jϕ(x)| dx =

ˆ
ϕ(U)

f(y) dy,

má-li jedna strana smysl.

Bez d·kazu.

D·sledek 9.14. Je-li navíc B ⊂ ϕ(U) Lebesgueovsky m¥°itelná mnoºina, platíˆ
ϕ−1(B)

f(ϕ(x)) |Jϕ(x)| dx =

ˆ
B
f(y) dy,

má-li jedna strana smysl.

P°íklad 9.15. 1. Zobrazení ϕ : (r, t) 7→ (r cos t, r sin t) je difeomor�smus na U = (0,∞)× (−π, π), Jϕ(r, t) = r a
platí λ2(R2 \ ϕ(U)) = 0, proto

λ2(B) =

ˆ
ϕ−1(B)

r d(r, t), B ∈ B2
0.

2. Zobrazení ϕ : (r, t, s) 7→ (r cos s cos t, r cos s sin t, r sin s) je difeomor�smus na U = (0,∞)×(−π, π)×(−π/2, π/2),
Jϕ(r, t, s) = r2 cos s a platí λ3(R3 \ ϕ(U)) = 0, proto

λ3(B) =

ˆ
ϕ−1(B)

r2 cos s d(r, t, s), B ∈ B3
0.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . konec p°edná²ky 15, 20.11.
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10 Prostory Lp

V celé sekci je (X,A, µ) prostor s mírou.

Lemma. Jsou-li a, b ∈ [−∞,∞], t0 ∈ (a, b) a ϕ : (a, b)→ R konvexní funkce, pak existují α, β ∈ R takové, ºe pro
v²echna t ∈ (a, b) \ {t0} je ϕ(t) ≥ αt + β a ϕ(t0) = αt0 + β. Je-li ϕ dokonce striktn¥ konvexní na (a, b), je pro
v²echna t ∈ (a, b) \ {t0} dokonce ϕ(t) > αt+ β.

D·kaz. Protoºe je ϕ konvexní platí pro a < t < t0 < s < b

ψ(t) :=
ϕ(t)− ϕ(t0)

t− t0
≤ ϕ(s)− ϕ(t0)

s− t0
. (1.10)

Volíme α := supt∈(a,t0) ψ(t) = ϕ′−(t0). Z (1.10) pak pro v²echna t ∈ (a, t0) platí ϕ(t) ≥ ϕ(t0) + α(t − t0) a pro
s ∈ (t0, b) platí ϕ(s) ≥ ϕ(t0) + α(s− t0). Sta£í tedy volit β = ϕ(t0)− αt0.

Je-li ϕ dokonce striktn¥ konvexní, platí v (1.10) dokonce ostrá nerovnost, která se poté p°enese do odhadu ϕ(t) >
αt+ β pro t ∈ (a, b) \ {t0}.

V¥ta 10.1 (Jensenova nerovnost). Nech´ (X,A, µ) je pravd¥podobnostní prostor, f ∈ L1(µ), a, b ∈ [−∞,∞] a
f : X → (a, b). Je-li ϕ : (a, b)→ R konvexní funkce, pak

ϕ
(ˆ

X
f dµ

)
≤
ˆ
X

(ϕ ◦ f) dµ.

Je-li ϕ navíc striktn¥ konvexní na (a, b), platí rovnost práv¥ kdyº f =
´
X f dµ s.v. na X.

D·kaz. Ozna£me t0 =
´
X f dµ ∈ (a, b). Z konvexity ϕ na (a, b) existují α, β ∈ R taková, ºe pro t ∈ (a, b) platí

ϕ(t) ≥ αt+β a pro t = t0 platí rovnost (plyne z [Pick et al., 2019, 5.4.9 Lemma] a [Pick et al., 2019, 5.4.12. V¥ta]).
Tedy také pro x ∈ X platí ϕ(f(x)) ≥ αf(x) + β. Integrací poslední nerovnosti dostávámeˆ

X
ϕ ◦ f dµ ≥ αt0 + β = ϕ(t0) = ϕ(

ˆ
X
f dµ).

V poslední nerovnosti platí rovnost podle V¥ty 6.1 práv¥, kdyº ϕ(f(x)) = αf(x) + β s.v. v X. Je-li ϕ striktn¥
konvexní, platí ϕ(t) = αt+β práv¥ pro t = t0. Dostáváme, ºe rovnost platí, je-li f(x) =

´
X f dµ pro s.v. x ∈ X.

De�nice 10.2. Pro f : (X,A, µ)→ R∗ m¥°itelnou de�nujeme ess-supX f = inf{α ∈ R : µ{x ∈ X : f(x) > α} =
0} a ess-infX f = sup{α ∈ R : µ{x ∈ X : f(x) < α} = 0}.

Poznámka. Platí f ≤ ess-supX f s.v. v X. Opravdu, {f > ess-supX f} =
⋃+∞
j=1{f > ess-supX f + 1/j} a tvrzení

plyne z de�nice ess-sup a σ-aditivity míry. Podobn¥ platí také ess-infX f ≤ f s.v. v X.

V¥ta 10.3 (Hölderova nerovnost). Nech´ f, g : X → [0,+∞] jsou nezáporné m¥°itelné funkce, 1 < p, q < +∞,
1
p + 1

q = 1. Pak

1. ˆ
X
fg dµ ≤ (

ˆ
X
fp dµ)

1
p (

ˆ
X
gq dµ)

1
q .

Je-li pravá strana kone£ná, platí rovnost práv¥, kdyº existují α, β ∈ R, ºe alespo¬ jedno z nich je nenulové a
αfp = βgq s.v. v X.

2. ˆ
f(x)g(x) dµ(x) ≤ ess-supX g

ˆ
f(x) dµ(x).

Je-li pravá strana kone£ná platí rovnost práv¥, kdyº g = ess-supX g s.v. v {f > 0}.
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D·kaz. 2. Nerovnost je jasná. Rovnost platí práv¥, kdyº g = ess-supX g s.v. v {f > 0} (vyuºije se V¥ty 6.1).

1. Dále p°edpokládejme, ºe 1 < p, q <∞.

Je-li jeden z integrál· vpravo nulový musí být bu¤ f = 0 nebo g = 0 s.v. v X a platí dokonce rovnost. Je-li jeden
z nich roven +∞ a druhý kladný, nerovnost také platí.

Nech´ jsou dále oba integrály vpravo kone£né a nenulové. Ozna£me A = {g > 0} a G = (
´
X g

q dµ)
1
q a po£ítejme

(

ˆ
X
fg dµ)p = (

ˆ
A
fg dµ)p = (

ˆ
A
fg1−q g

q

Gq
dµ)pGpq ≤

ˆ
A
fpgp(1−q)gq dµGpq−q =

ˆ
A
fp dµGp ≤

ˆ
X
fp dµGp,

protoºe gq

Gq dµ je pravd¥podobnostní míra na A, pq − p = q a p(1− q) + q = 0.

Rovnost platí pokud existuje C ∈ [0,+∞), ºe fg1−q = C s.v. v A a f = 0 s.v. v X \ A. To dohromady dává
fp = Cpgq s.v. v X.

V¥ta 10.4 (Minkowského nerovnost). Je-li 1 ≤ p <∞ a f, g : (X,A, µ)→ [0,+∞) nezáporné m¥°itelné, pak platí

1.
(

ˆ
X

(f + g)p dµ)
1
p ≤ (

ˆ
X
fp dµ)

1
p + (

ˆ
X
gp dµ)

1
p .

2.
ess-supX(f + g) ≤ ess-supX f + ess-supX g.

D·kaz. 2. Podle de�nice je f ≤ ess-supX f s.v. a g ≤ ess-supX g s.v., tedy f + g ≤ ess-supX f + ess-supX g s.v., z
£ehoº plyne ess-supX(f + g) ≤ ess-supX f + ess-supX g.

1. Je-li p = 1, platí z°ejm¥ rovnost z linearity integrálu.

Nech´ nyní 1 < p <∞. Poloºme q := p
p−1 (platí tedy 1

p + 1
q = 1) a podle Hölderovy nerovnosti platí

ˆ
X
f(f + g)p−1 dµ ≤ (

ˆ
X
fp dµ)

1
p (

ˆ
X

(f + g)q(p−1) dµ)
1
q ,

ˆ
X
g(f + g)p−1 dµ ≤ (

ˆ
X
gp dµ)

1
p (

ˆ
X

(f + g)q(p−1) dµ)
1
q .

Se£tením obou nerovností a s vyuºitím identity q(p− 1) = p dostaneme
ˆ
X

(f + g)p dµ ≤
[
(

ˆ
X
fp dµ)

1
p + (

ˆ
X
gp dµ)

1
p

]
(

ˆ
X

(f + g)p dµ)
1
q .

Pokud
´
X(f + g)p dµ < +∞ dostáváme Minkowského nerovnost vzhledem k 1− 1/q = 1/p. Je-li

´
X(f + g)p dµ =

+∞, musíme je²t¥ ukázat, ºe
´
X f

p dµ = +∞ nebo
´
X g

p dµ = +∞. To dokáºeme obm¥nou. Je-li
´
X f

p dµ < +∞
i
´
X g

p dµ < +∞ odhadujeme
´
X(f + g)p dµ ≤

´
X 2p(fp + gp) dµ < +∞.

Lemma 10.5 (Youngovo lemma). Je-li a, b ≥ 0 a p, q > 1 takové, ºe 1
p + 1

q = 1, pak

ab ≤ ap

p
+
bq

q
.

D·kaz. Nech´ ab > 0 jinak je nerovnost z°ejmá). Protoºe logaritmus je konkávní funkce, platí

log

(
ap

p
+
bq

q

)
≥ 1

p
log ap +

1

q
log bq = log a+ log b = log(ab).

Z toho jiº plyne dokazovaná rovnost, nebo´ logaritmus je rostoucí funkce.
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Dále bude zna£it K bu¤ R nebo C, na K budeme vºdy uvaºovat p°íslu²nou σ-algebru borelovských mnoºin.

De�nice 10.6. Bu¤ (X,A, µ) prostor s mírou a funkce f : (X,A)→ K m¥°itelná. De�nujeme

‖f‖p :=

(ˆ
X
|f |p dµ

) 1
p

, 1 ≤ p <∞,

‖f‖∞ := ess-supX |f |,
Lp(X,A, µ) := {f : (X,A)→ K : ‖f‖p <∞}, 1 ≤ p ≤ ∞.

(�asto budeme psát stru£n¥ pouze Lp(µ) nebo Lp(X).)

Poznámka 10.7. A´ p ∈ [1,+∞]. Lp(µ) je vektorový prostor nad K a ‖ · ‖p je seminorma (tedy spl¬uje 1) pro
α ∈ K a f ∈ Lp(µ) je ‖αf‖p = |α|‖f‖p, 2) pro f, g ∈ Lp(µ) platí ‖f + g‖p ≤ ‖f‖p+‖g‖p, 3) ‖0‖p = 0. Neplatí ale,
ºe z ‖f‖p = 0 plyne f = 0 bodov¥ v²ude). Abychom dostali normovaný lineární prostor, je pot°eba upravit pojem
rovnosti podle V¥ty 6.1.

Platnost trojúhelníkové nerovnosti pro ‖·‖p plyne z trojúhelníkové nerovnosti pro | · | a V¥ty 10.4.

De�nice 10.8. Nech´ 1 ≤ p ≤ ∞. Na mnoºin¥ Lp(µ) de�nujeme ekvivalenci

f ∼ g ⇐⇒ f = g µ− skoro v²ude.

Dále klademe
Lp(µ) := Lp(µ) |∼

(faktorprostor, formáln¥ mnoºina t°íd ekvivalence ∼, více viz [Pick et al., 2019, A.0.36.]).

V¥ta 10.9. Pro 1 ≤ p ≤ ∞ a f, g ∈ Lp(µ) platí

‖f − g‖p = 0 ⇐⇒ f ∼ g.

D·kaz. Plyne z V¥ty 6.1.

D·sledek 10.10. (Lp(µ), ‖ · ‖p) je normovaný lineární prostor a je na n¥m de�nována p°irozená metrika pomocí
normy.

V¥ta 10.11. A´ p ∈ [1,+∞].

1. Prostor Lp(µ) je úplný.

2. Je-li {fn}+∞n=1 ⊂ Lp(µ) cauchyovská posloupnost v Lp(µ), existuje její podposloupnost {fnk}
+∞
k=1, která konver-

guje s.v. v X.

3. Je-li {fn}+∞n=1 ⊂ Lp(µ) cauchyovská posloupnost v Lp(µ), existuje její podposloupnost {fnk}
+∞
k=1, která má

majorantu z Lp(µ), tj. existuje g ∈ Lp(µ) taková, ºe pro kaºdé k ∈ N platí |fnk | ≤ g s.v. v X.

D·kaz. D·kaz pro p = ∞: Nech´ nejprve p = ∞ a bu¤ (fn) cauchyovská posloupnost v L∞(µ) (p°esn¥ji °e£eno,
fn jsou reprezentanti z p°íslu²ných t°íd ekvivalence). Z cauchyovskosti plyne cauchyovskost posloupnosti {‖fn‖∞,
a tedy i její omezenost. Ozna£íme K > 0 takové, které ji omezuje. Dále

(∀k ∈ N)(∃n0(k))(∀m,n ≥ n0(k)) : ‖fm − fn‖∞ <
1

k
.

Ozna£me
Nm,n
k := {x ∈ X : |fm(x)− fn(x)| ≥ 1

k} ∪ {|fn| > K} ∪ {|fm| > K}.
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Podle vý²e uvedeného platí µ(Nm,n
k ) = 0 kdykoliv m,n ≥ n0(k). Poloºme

N :=
∞⋃
k=1

⋃
m,n≥n0(k)

Nm,n
k .

Z°ejm¥ µ(N) = 0. Dále na X \N je posloupnost (fn(x)) stejnom¥rn¥ omezená (| · | ≤ K) a stejnom¥rn¥ cauchyovská
(s hodnotami v K), a tedy fn stejnom¥rn¥ konverguje na X \N k jisté omezené funkci f . Ta musí být m¥°itelná
(nebo´ je bodovou limitou m¥°itelných funkcí s.v.). Z°ejm¥ fn → f v L∞(µ), platí 2) a g := K vyhovuje 3).

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . konec p°edná²ky 17, 27.11.2019

D·kaz pro p <∞: Nech´ je (fn) cauchyovská v Lp(µ). Z cauchyovskosti plyne cauchyovskost posloupnosti {‖fn‖p,
a tedy i její konvergence a omezenost. Navíc existuje vybraná podposloupnost (gj) ⊂ (fn) taková, ºe

s :=
∞∑
j=1

‖gj − gj+1‖p <∞

(ke kaºdému j najdeme nj tak, aby ‖fn − fnj‖p < 2−j kdykoliv n ≥ nj , a poloºíme gj = fnj ). Poloºme

h :=

∞∑
j=1

|gj − gj+1|.

S vyuºitím Leviho v¥ty (druhá rovnost) a Minkowského nerovnosti dostaneme

ˆ
hp dµ =

ˆ  ∞∑
j=1

|gj − gj+1|

p

dµ = lim
n→∞

ˆ  n∑
j=1

|gj − gj+1|

p

dµ

= lim
n→∞

∥∥∥∥∥∥
n∑
j=1

|gj − gj+1|

∥∥∥∥∥∥
p

p

≤ lim
n→∞

 n∑
j=1

‖gj − gj+1‖p

p

≤ sp <∞,

tedy h ∈ Lp(µ) a platí h <∞ µ-s.v. Pro mnoºinu

M := {x ∈ X : g1(x) <∞, h(x) <∞}

tedy platí µ(X \M) = 0 a pro kaºdé x ∈ M je posloupnost (gj(x)) cauchyovská (v K). Z úplnosti K tedy plyne
existence f(x) := limj→∞ gj(x), x ∈M . Dode�nujeme-li f nulou na X\M , je m¥°itelná, a podle Fatouova lemmatu
platí ˆ

|f |p dµ =

ˆ
lim
j→∞

|gj |p dµ ≤ lim inf
j→∞

ˆ
|gj |p dµ <∞

(kone£nost plyne z toho, ºe kaºdá cauchyovská posloupnost je omezená, tedy supn ‖fn‖p <∞). Je tedy f ∈ Lp(µ).
Ukáºeme, ºe fn → f v Lp(µ). Nech´ je dáno ε > 0. Z Cauchyovy vlastnosti, ºe existuje n0 takové, ºe ‖fn−fm‖p < ε
kdykoliv m,n ≥ n0. Op¥t s vyuºitím Fatouova lemmatu máme

‖fn − f‖pp =

ˆ
|fn − f |p dµ ≤ lim inf

j→∞

ˆ
|fn − gj |p dµ ≤ εp

jakmile n ≥ n0. Posloupnost hledaná v 2) je {gj}. Majoranta posloupnosti {gj} hledaná v 3) je funkce h + |g1|.
Tím je d·kaz ukon£en.

Poznámka 10.12. 1. V p°ípad¥ p < +∞ je v bod¥ 2) nutné vzít vybranou posloupnost. Jinak tvrzení neplatí.
Opravdu, de�nujeme-li funkce f2N+k = χ[0,2−N )+k2−N pro N ∈ N∪ {0}, k ∈ {0, . . . , 2N − 1}, platí ‖fk‖p → 0
pro k → +∞, ale posloupnosti {fk(x)} nekonvergují pro ºádné x ∈ [0, 1).

2. V p°ípad¥ p < +∞ je v bod¥ 3) nutné vzít vybranou posloupnost. Jinak tvrzení neplatí. Opravdu, de�nujeme-li
funkce f2N+k = Nχ[0,2−N )+k2−N pro N ∈ N ∪ {0}, k ∈ {0, . . . , 2N − 1}, platí ‖fk‖p → 0 pro k → +∞, ale
posloupnosti {fk(x)} jsou neomezené pro v²echna x ∈ [0, 1).

3. Pokud {fn} ⊂ Lp(µ), fn → f µ-s.v., g ∈ Lp(µ), |fn| ≤ g µ-s.v., je f ∈ Lp(µ) a fn → f v Lp(µ).
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11 Konvergence posloupností funkcí

V této kapitole je (X,A, µ) prostor s mírou.

Rekapitulace: Pro funkce fn, f : X → K de�nované na neprázdné mnoºin¥ X máme konvergenci bodovou
(fn → f) a stejnom¥rnou (fn ⇒ f). Je-li speciáln¥ (X,A, µ) prostor s mírou, máme navíc konvergenci skoro v²ude

(fn → f s.v.) a Lp-konvergenci (fn
Lp→ f ⇐⇒ ‖fn − f‖p → 0), 1 ≤ p ≤ ∞.

De�nice 11.1. Bu¤ (X,A, µ) prostor s mírou a fn, f : (X,A)→ K m¥°itelné funkce, n ∈ N. �ekneme, ºe funkce
fn konvergují k funkci f podle míry µ (pí²eme fn

µ→ f), jestliºe

∀ε > 0 : lim
n→∞

µ({x ∈ X : |fn(x)− f(x)| ≥ ε}) = 0.

V¥ta 11.2. A´ {fn} ⊂ L∞(µ). Je-li fn ⇒ f na X, platí fn → f v L∞(µ).

D·kaz. D·kaz je z°ejmý z de�nic.

Poznámka. V d·kazu V¥ty 10.11 jsme vid¥li, ºe platí také: Je-li fn → f v L∞(µ), existuje N ∈ A, ºe µ(N) = 0
a platí fn ⇒ f na X \N .

De�nice 11.3. Pro f : (X,A)→ R m¥°itelnou, A ∈ A zna£íme 
A
f dµ :=

1

µ(A)

ˆ
A
f dµ,

má-li pravá strana smysl.

Lemma 11.4. Nech´ 0 < µ(X) <∞ a 1 ≤ p < q <∞, f : (X,A)→ [0,+∞) m¥°itelná. Pak platí( 
X
fp dµ

) 1
p

≤
( 

X
f q dµ

) 1
q

≤ ess-supX f.

D·kaz. ( 
X
fp dµ

) 1
p

= (

ˆ
X
fp

1

µ(X)
dµ)

q
p

1
q ≤ (

ˆ
X
f
p q
p

1

µ(X)
dµ)

1
q ≤

( 
X
f q dµ

) 1
q

≤ ess-supX f.

Druhá nerovnost plyne z Jensenovy nerovnosti, jelikoº funkce t → t
q
p je konvexní a ν(A) :=

´
A dµ/µ(X), pro

A ∈ A je pravd¥podobnostní míra. Poslední nerovnost dostáváme z nerovnosti 0 ≤ f ≤ ess-supX f µ s.v.

Cvi£ení. Dokaºte p°edchozí lemma pomocí Hölderovy nerovnosti.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . konec p°edná²ky 18, 28.11.2019

V¥ta 11.5. Nech´ µ(X) <∞ a 1 ≤ p < q ≤ ∞. Pak Lq(µ) ⊂ Lp(µ) a pro fn, f ∈ Lq(µ) platí:

fn
Lq→ f =⇒ fn

Lp→ f.

D·kaz. Pro µ(X) = 0 je tvrzení z°ejmé. A´ dále µ(X) > 0. Je-li f m¥°itelná, q < +∞ platí z Jensenovy nerovnosti
vzhledem ke konvexit¥ funkce t→ t

q
p

µ(X)
− 1
p ‖f‖p = (

 
X
|f |p dµ)

1
p = (

 
X
|f |p dµ)

q
p

1
q ≤ (

 
X
|f |q dµ)

1
q = µ(X)

− 1
q ‖f‖q,

a pro q = +∞
(

 
X
|f |p dµ)

1
p ≤ ‖f‖∞.

Z°ejm¥ je tedy Lq(µ) ⊂ Lp(µ). Z ‖fn − f‖q → 0 plyne podle V¥ty o stráºnících ‖fn − f‖p → 0.
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P°íklad: f(x) = x−
1
2 leºí v L1(0, 1), ale nikoliv v L2(0, 1). Ale pozor, funkce f(x) = x−1 leºí v L2(1,∞), ale

nikoliv v L1(1,∞).

V¥ta 11.6 (�eby²evova nerovnost). Nech´ 1 ≤ p <∞, f ∈ Lp(µ) a c > 0. Pak

µ({x ∈ X : |f(x)| ≥ c}) ≤ ‖f‖
p
p

cp
.

D·kaz. Platí

µ{|f | ≥ c} =

ˆ
{|f |≥c}

1 dµ ≤
ˆ
{|f |≥c}

(
|f |
c

)p
dµ ≤

ˆ
X

(
|f |
c

)p
dµ =

‖f‖pp
cp

.

V¥ta 11.7. Pro 1 ≤ p ≤ ∞ a fn, f ∈ Lp(µ) platí:

fn
Lp→ f =⇒ fn

µ→ f.

D·kaz. Je-li p =∞ a ε > 0, pak existuje n0 takové, ºe ‖fn − f‖∞ < ε, a tedy µ{|fn − f | ≥ ε} = 0, pro n > n0.

Je-li p <∞, plyne tvrzení p°ímo z �eby²evovy nerovnosti.

V¥ta 11.8. Jestliºe fn
µ→ f , pak existuje vybraná podposloupnost (fnj ) taková, ºe fnj → f µ-s.v.

D·kaz. Ke kaºdému j ∈ N existuje nj ∈ N takové, ºe µ{|fn − f | ≥ 2−j} < 2−j kdykoliv n ≥ nj . Poloºme

Aj := {x ∈ X : |fnj (x)− f(x)| > 2−j}, A :=
∞⋂
k=1

∞⋃
j=k

Aj .

Platí

µ(A) ≤
∞∑
j=k

µ(Aj) ≤
∞∑
j=k

2−j = 21−k, k ∈ N,

tedy µ(A) = 0. P°itom fnj (x)→ f(x), j →∞, kdykoliv x ∈ X \A.

Poznámka. Jsou-li fn : X → K m¥°itelné, platí-li fn → f µ-s.v. a |fn| ≤ g, n ∈ N, pro n¥jakou funkci g ∈ Lp(µ),

p ∈ [1,+∞), pak podle Lebesgueovy v¥ty (V¥ta 4.13) platí fn
Lp→ f .

V¥ta 11.9 (Jegorov). Nech´ µ(X) < ∞, fn, f jsou m¥°itelné funkce na X, fn → f µ-s.v., a ε > 0. Pak existuje
E ∈ A taková, ºe µ(E) < ε a fn ⇒ f na X \ E.

D·kaz. M·ºeme p°edpokládat, ºe f = 0. Jinak d·kaz aplikujeme na funkce fn − f .

Zvolme ε > 0. Ozna£me
Ejk =

⋃
i≥j
{|fi| ≥ 1/k}.

Potom
lim
j
µ(Ejk) = µ

(⋂
j

Ejk

)
= 0

(zde jsme vyuºili, ºe µ(X) <∞), a proto existuje j(k) ∈ N tak, ºe

µ(E
j(k)
k ) < 2−kε.

Poloºme G =
⋃
k E

j(k)
k . Potom µ(G) < ε. Je-li dáno p°irozené k, potom X \ G ⊂ X \ Ej(k)

k . Je-li i ≥ j(k) a
x ∈ X \G, potom |fi(x)| < 1/k. Tedy fn ⇒ 0 na X \G.
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D·sledek 11.10. Jestliºe µ(X) <∞ a fn, f jsou m¥°itelné funkce na X takové, ºe fn → f µ-s.v., pak fn
µ→ f .

D·kaz. Pro ε, δ > 0 platí

µ{|fn − f | ≥ δ} = µ({|fn − f | ≥ δ} ∩ E) + µ({|fn − f | ≥ δ} \ E),

kde E je mnoºina z Jegorovovy v¥ty. První s£ítanec je pak men²í neº ε a druhý je roven nule pro dostate£n¥ velká
n.

Poznámka 11.11. Funkce fn = χ[n,∞) konvergují bodov¥ k nule, ale nikoliv podle míry λ1. P°edpoklad kone£nosti
míry je tedy v Jegorovov¥ v¥t¥ nutný.

12 Radonova-Nikodymova v¥ta

D·sledek (Opakování D·sledku 4.17). Bu¤ (X,A, µ) prostor s mírou a f ≥ 0 m¥°itelná funkce na X. Pak p°edpis

ν : A 7→
ˆ
A
f dµ, A ∈ A,

de�nuje míru na (X,A) a pro kaºdou m¥°itelnou funkci g na X platí
ˆ
X
g dν =

ˆ
X
gf dµ,

má-li jedna strana smysl.

Poznámka. Z°ejm¥ platí: µ(A) = 0 =⇒ ν(A) = 0, A ∈ A.

De�nice 12.1. Bu¤te µ, ν dv¥ míry na (X,A). �ekneme, ºe míra ν je absolutn¥ spojitá vzhledem k mí°e µ (pí²eme
ν � µ), jestliºe

∀A ∈ A : µ(A) = 0 =⇒ ν(A) = 0.

V¥ta 12.2. Bu¤te µ, ν dv¥ kone£né míry na (X,A). Pak ν � µ práv¥ tehdy, kdyº

(∀ε > 0)(∃δ > 0)(∀A ∈ A) : µ(A) < δ =⇒ ν(A) < ε.

D·kaz. Implikace⇐= je snadno vid¥t. Ukáºeme opa£nou implikaci. Nech´ tedy ν � µ a p°edpokládejme pro spor,
ºe neplatí uvedený výrok, tedy ºe

(∃ε > 0)(∀δ > 0)(∃A ∈ A) : µ(A) < δ, ν(A) ≥ ε.

Pro kaºdé n ∈ N tedy existuje mnoºina An ∈ A taková, ºe µ(An) < 2−n, ale ν(An) ≥ ε.

Poloºme Bk :=
⋃∞
n=k+1An. Pak Bk ↘

⋂∞
k=1Bk, µ(B1), ν(B1) < +∞, µ(Bk) ≤ 2−k, ν(Bk) ≥ ε. Podle V¥ty o

spojitosti míry 2.13 a V¥ty o stráºnících dostáváme, ºe

µ(

∞⋂
k=1

Bk) = lim
k→+∞

µ(Bk) = 0, ν(

∞⋂
k=1

Bk) = lim
k→+∞

ν(Bk) ≥ ε,

coº je spor s absolutní spojitostí ν vzhledem k µ.

V¥ta 12.3 (Radon-Nikodym baby verze). Bu¤te µ, ν dv¥ kone£né míry na (X,A) takové, ºe ν(A) ≤ µ(A) pro
v²echny A ∈ A. Pak existuje m¥°itelná funkce f na X spl¬ující 0 ≤ f ≤ 1 µ-s.v. a

ν(A) =

ˆ
A
f dµ, A ∈ A.
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D·kaz. Ozna£me funkcionál
J g :=

ˆ
X
g2 dµ− 2

ˆ
X
g dν, pro g ∈ L2(µ).

Zde je L2(µ) prostor reálný. Funkcionál je dob°e de�nován, protoºe L2(µ) ⊂ L1(µ) ⊂ L1(ν). Pro g : (X,A) → R
m¥°itelnou totiº platí

´
X |g|dν ≤

´
X |g|dµ. Dále ozna£me c := inf{J g : g ∈ L2(µ)}. Platí

J g ≥
ˆ
X
g2 dµ− 2

ˆ
X
|g| dµ =

ˆ
(|g| − 1)2 dµ− µ(X) ≥ −µ(X),

tedy c ≥ −µ(X) > −∞. Na²im cílem je ukázat, ºe existuje f ∈ L2(µ) taková, ºe J(f) = c. To bude hledaná funkce.

Skute£n¥, p°edpokládejme chvíli, ºe máme f ∈ L2(µ) takové, ºe J(f) = c.

1. Pro A ∈ A a t ∈ R de�nujeme funkci g(t) = J(f + tχA). Funkce g má minimum v bod¥ t = 0, a tedy pokud
existuje v tomto bod¥ derivace, je g′(0) = 0. Po£ítejme

0 = g′(0) = lim
h→0

J(f + hχA)− J(f)

h
= lim

h→0

1

h
(

ˆ
X

2fhχA + h2χA dµ− 2

ˆ
X
hχA dν)

= lim
h→0

ˆ
X

2fχA + hχA dµ− 2

ˆ
X
χA dν) = 2(

ˆ
A
f dµ− ν(A)). (1.11)

Tedy
´
A f dµ = ν(A).

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .konec p°edná²ky 20, 5.12.2019

2. Platí

0 ≤
ˆ

(f − 1)+ dµ =

ˆ
{f>1}

(f − 1) dµ =

ˆ
{f>1}

f dµ−
ˆ
{f>1}

1 dµ

= ν({f > 1})− µ({f > 1}) ≤ 0,

tedy (f − 1)+ = 0 µ-s.v., neboli f ≤ 1 µ-s.v. Podobn¥ platí

0 ≤
ˆ
f− dµ = −

ˆ
{f<0}

f dµ = −ν({f < 0}) ≤ 0,

tedy f− = 0 µ-s.v., coº znamená, ºe f ≥ 0 µ-s.v. Tedy 0 ≤ f ≤ 1 µ-s.v.

Zbývá ukázat existenci takového f . Bu¤ (fn) ⊂ L2(µ) posloupnost taková, ºe J fn → c. Ukáºeme, ºe (fn) je
cauchyovská v L2(µ).

V prostoru se skalárním sou£inem platí rovnob¥ºníkové pravidlo:

∀f, g ∈ L2(µ) : ‖f + g‖22 + ‖f − g‖22 = 2(‖f‖22 + ‖g‖22).

Je tedy pro n,m ∈ N

‖fm − fn‖22 = 2 (J fm + J fn)− (‖fm + fn‖22 − 4

ˆ
X
fm + fn dν) = 2 (J fm + J fn)− 4J (

fm + fn
2

).

Vºdy platí −4J (fm+fn
2 ) ≤ −4c a pro pevné ε > 0 existuje n0 ∈ N takové, ºe pro n,m > n0 je 2 (J fm + J fn) <

4c+ ε. Dostáváme, ºe posloupnost {fn} je cauchyovská v L2(µ), a tedy konvergentní v L2(µ). Limitu ozna£íme f .
Je pot°eba ukázat, ºe J f = c.

Platí
|‖fn‖2 − ‖f‖2| ≤ ‖fn − f‖2 → 0 a |

ˆ
(fn − f) dν| ≤ ‖fn − f‖L1(ν) → 0.

Tedy J fn → J f a J f = c.
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V¥ta 12.4 (Radon-Nikodym). Bu¤te µ, ν dv¥ σ-kone£né míry na (X,A) takové, ºe ν � µ. Pak existuje nezáporná
m¥°itelná funkce f na X taková, ºe

ν(A) =

ˆ
A
f dµ, A ∈ A.

De�nice 12.5. Funkci f z p°edchozí v¥ty nazýváme (Radonovou-Nikodymovou) hustotou/derivací míry ν vzhle-
dem k µ a pí²eme

f(x) =
dν

dµ
(x), x ∈ X.

D·kaz Radon-Nikodymovy v¥ty: Nech´ nejprve µ, ν jsou kone£né míry na (X,A), ν � µ. Pouºijeme Tvrzení 12.3
pro míry ν ≤ µ+ ν. Existuje tedy m¥°itelná funkce h, 0 ≤ h ≤ 1, taková, ºe

ν(A) =

ˆ
A
h d(µ+ ν) =

ˆ
A
h dµ+

ˆ
A
h dν, A ∈ A. (1.12)

Speciáln¥ dostaneme

ν{h = 1} =

ˆ
{h=1}

h d(µ+ ν) = µ{h = 1}+ ν{h = 1},

tedy µ{h = 1} = 0, a protoºe ν � µ, také ν{h = 1} = 0. Platí tedy h < 1 (µ+ ν)-s.v.

Jednoduchou úpravou rovnosti (1.12) dostaneme pro kaºdou A ∈ A a g = χAˆ
X
g(1− h) dν =

ˆ
X
ghdµ. (1.13)

Z linearity integrálu plyne, ºe (1.13) platí také pro v²echny jednoduché nezáporné m¥°itelné funkce g a pomocí
Leviho v¥ty ukáºeme, ºe platí pro kaºdou nezápornou m¥°itelnou g.

Volbou g := 1
1−hχA pro A ∈ A dostaneme

ν(A) =

ˆ
A

h

1− h
dµ,

tedy f = h
1−h je hledaná hustota dν

dµ .

Jsou-li µ, ν σ-kone£né, existují po dvou disjunktní m¥°itelné mnoºiny Ei takové, ºe X =
⋃
iEi, µ(Ei) < ∞,

ν(Ei) < ∞, i ∈ N. Pro kone£né restrikce ν|Ei � µ|Ei najdeme hustoty fi na Ei, a výslednou hustotu sestrojíme
jako

f(x) := fi(x), x ∈ Ei, i = 1, 2, . . . .

Poznámka. Hustota f = dµ
dν je ur£ena jednozna£n¥ modulo ekvivalence ∼. (Cvi£ení)

De�nice 12.6. Jsou-li µ, ν míry na (X,A), λ ∈ K de�nujeme pro A ∈ A

(µ+ ν)(A) = µ(A) + ν(A), (λµ)(A) = λµ(A).

Poznámka. µ + ν je míra na (X,A). Pokud λ ≥ 0, je λµ míra na (X,A). Je-li g nezáporná m¥°itelná funkce a
λ ≥ 0, je ˆ

X
g d(µ+ ν) =

ˆ
X
g dµ+

ˆ
X
g dν,

ˆ
X
g d(λµ) = λ

ˆ
X
g dµ.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . konec p°edná²ky 21, 11.12.2019

De�nice 12.7. �ekneme, ºe dv¥ míry µ, ν na m¥°itelném prostoru (X,A) jsou vzájemn¥ singulární (pí²eme µ ⊥ ν),
jestliºe existuje mnoºina S ∈ A taková, ºe µ(S) = 0 a ν(X \ S) = 0.
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P°íklad 12.8. V²echny uvedené míry uvaºujeme na m¥°itelném prostoru (R,B1).

1. Je-li x 6= y, pak pro Diracovy míry platí δx ⊥ δy.

2. λ1 ⊥ δx pro kaºdý x ∈ R.

3. λ1 ⊥ µ, kde µ je aritmetická míra na mnoºin¥ celých £ísel.

V¥ta 12.9 (Rozklad míry na absolutn¥ spojitou a singulární £ást - Lebesgue·v rozklad). Bu¤te µ, ν dv¥ σ-kone£né
míry na m¥°itelném prostoru (X,A). Pak existuje rozklad ν = νa + νs na σ-kone£né míry νa, νs takový, ºe νa � µ
a νs ⊥ µ. Míry νa a νs jsou jednozna£n¥ ur£eny.

Pozn.: Míra νa se nazývá absolutn¥ spojitá £ást a míra νs singulární £ást míry ν vzhledem k µ.

D·kaz. Pouºijeme V¥tu 12.4 na σ-kone£né míry µ a µ+ ν. Z°ejm¥ platí µ� µ+ ν. Bu¤ fµ := dµ
d(µ+ν) Radonova-

Nikodýmova hustota. Ozna£me A := {fµ > 0} a B := {fµ = 0}. Platí X = A ∪B a A ∩B = ∅. Poloºme

νa(·) := ν(· ∩A), νs(·) := ν(· ∩B).

Z°ejm¥ νa a νs jsou σ-kone£né míry na (X,A) a ν = νa + νs.

Platí νs(A) = 0 a µ(B) = 0, tedy νs ⊥ µ.

Pokud µ(E) = 0 pro n¥jakou m¥°itelnou mnoºinu E, pak

0 = µ(E) =

ˆ
E
fµ d(µ+ ν),

tedy fµ = 0 ν-s.v. na E, coº znamená, ν(E ∩A) = 0 (podle de�nice A), tedy νa(E) = 0. Je tedy νa � µ.

Ukáºeme je²t¥ jednozna£nost rozkladu. Nech´ ν = ν ′a + ν ′s je jiný rozklad takový, ºe ν ′a � µ a ν ′s ⊥ µ. Ukáºeme, ºe

ν ′s(A) = 0 = ν ′a(B). (1.14)

Protoºe ν ′s ⊥ µ, existuje m¥°itelná mnoºina S taková, ºe µ(S) = 0 a ν ′s(X \ S) = 0. Pak

0 = µ(S ∩A) =

ˆ
S∩A

fµ d(µ+ ν).

Protoºe fµ > 0 na A, musí být 0 = (µ+ ν)(S ∩A) = (µ+ ν ′s + ν ′a)(S ∩A). Jelikoº jsou ν ′s, ν
′
a a µ míry, dostáváme

ν ′s(S ∩A) = 0. Jest ov²em ν ′s(A) = ν ′s(S ∩A) = 0.

Dále (z de�nice B) platí µ(B) = 0 a ν ′a � µ, tedy i ν ′a(B) = 0. Tím je (1.14) ov¥°eno.

Pro kaºdou E ∈ A platí podle (1.14)

ν ′s(E) = ν ′s(E ∩B) = ν ′s(E ∩B) + ν ′a(E ∩B) = ν(E ∩B) = νs(E),

ν ′a(E) = ν ′a(E ∩A) = ν ′a(E ∩A) + ν ′s(E ∩A) = ν(E ∩A) = νa(E)

a d·kaz je ukon£en.
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13 Znaménkové a komplexní míry

De�nice 13.1 (Znaménková míra, komplexní míra). Nech´ (X,A) je m¥°itelný prostor. Mnoºinová funkce ν :
A → K se nazývá znaménková míra (K = R) na (X,A) nebo komplexní míra (K = C) na (X,A), jestliºe spl¬uje

1. ν(∅) = 0,

2. jestliºe Aj ∈ A, j = 1, 2, . . . , jsou po dvou disjunktní, potom

ν(

∞⋃
j=1

Aj) =

∞∑
j=1

ν(Aj).

Znaménkové a komplexní míry budeme v tomto textu souhrnn¥ nazývat vektorové míry.

Poznámka. �ada se chápe ve smyslu konvergence £áste£ných sou£t· v norm¥ prostoru K. Výraz v poslední rovnosti
vlevo nezávisí na po°adí mnoºin Aj, °ada vpravo je tedy absolutn¥ konvergentní. Pro znaménkovou míru se n¥kdy
pouºívá termín náboj, nebo reálná míra. Oproti mí°e, znaménková míra m·ºe nabývat i záporných hodnot, ale nesmí
nabývat hodnot +∞, −∞.

Omezení na kone£né hodnoty vylu£uje Lebesgueovu míru nebo n¥které mnoºinové funkce, které lze získat jako rozdíly
nezáporných m¥r. Lze uvaºovat zobecn¥ní znaménkových m¥r, které zahrne i tyto p°ípady, ale zde se tím nebudeme
zabývat.

Systém v²ech znaménkových nebo komplexních m¥r tvo°í vektorový prostor nad t¥lesem K se s£ítáním a násobením
skalárem de�novaným v De�nici 12.6.

P°íklad. (a) Kaºdá kone£ná míra je znaménková míra. Kaºdá znaménková míra je komplexní míra.

(b) Je-li f ∈ L1(X,A, µ), pak

E 7→
ˆ
E
f dµ, E ∈ A

je znaménková míra na (X,A).

(c) Jsou-li µ, ν kone£né míry na (X,A), pak µ− ν je znaménková míra na (X,A).

De�nice 13.2 (Variace komplexní míry). Nech´ (X,A) je m¥°itelný prostor a ν je komplexní míra na A. Pro
E ∈ A de�nujme

|ν|(E) = sup
{∑

j

|ν(Ej)| : Ej ∈ A jsou po dvou disjunktní,
⋃
j

Ej ⊂ E
}
.

Mnoºinová funkce |ν| se nazývá variace komplexní míry ν.

Poznámka. Pro kaºdou komplexní míru µ na (X,A) a A ∈ A platí |µ(A)| ≤ |µ|(A).

V¥ta 13.3 (Variace míry je kone£ná míra). Nech´ (X,A) je m¥°itelný prostor. Nech´ ν : A → K je komplexní
míra na A. Potom |ν| je kone£ná míra na A.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . konec p°edná²ky 22, 12.12.2019

Bez d·kazu.
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De�nice 13.4. Bu¤ (X,A) m¥°itelný prostor. Ozna£me M(X,A;R) = {µ;µ je znaménková míra na (X,A)} a
M(X,A;C) = {µ;µ je komplexní míra na (X,A)}. Na mnoºinách M(X,A;K) jsou de�novány operace s£ítání a
násobení skalárem podobn¥ jako v De�nici 12.6, nulový prvek µ0 : A → {0} a funkce ‖ · ‖ :M(X,A;K)→ [0,+∞)
p°edpisem

∀µ ∈M(X,A;K) : ‖µ‖ = |µ|(X).

.

Pokud je jasné, jaký je prostor X a σ-algebra A, zkracujeme ozna£ení naM(X;K) nebo jenM(K) £iM.

V¥ta 13.5. Bu¤ (X,A) m¥°itelný prostor. Prostor m¥r (M(X,K), ‖ · ‖) je normovaný lineární prostor.

D·kaz. Je z°ejmé, ºe jsou spln¥ny vlastnosti vektorového prostoru, viz [Barto and T·ma, 2019, De�nice 5.1].

Z V¥ty 13.3 plyne, ºe ‖ · ‖ je nezáporná kone£ná. Je-li ‖µ‖ = 0 pro µ ∈ M(X,A;K), je pro kaºdou A ∈ A
|µ(A)| ≤ |µ|(A) ≤ ‖µ‖ = 0, a tedy je míra µ nulový prvek M(X;K). Trojúhelníková nerovnost plyne hned z
de�nice variace míry.

De�nice 13.6 (Jordan·v rozklad znaménkové míry na kladnou a zápornou £ást). Nech´ (X,A) je m¥°itelný prostor
a ν je znaménková míra. Potom existuje (práv¥ jedna) dvojice (ν+, ν−) (nezáporných) m¥r na (X,A) tak, ºe

ν(E) = ν+(E)− ν−(E), E ∈ A,
|ν|(E) = ν+(E) + ν−(E), E ∈ A.

Míra ν+ se nazývá kladná £ást ν, míra ν− se nazývá záporná £ást ν a rozklad ν = ν+ − ν− se nazývá Jordan·v
rozklad. Míry ν+ a ν− dostaneme ze vzorc·

ν+(E) =
|ν|(E) + ν(E)

2
, ν−(E) =

|ν|(E)− ν(E)

2
, E ∈ A.

De�nice 13.7 (Integrování podle znaménkové míry). Nech´ ν je znaménková míra na (X,A) a f je A-m¥°itelná
funkce na D ∈ A. De�nujeme ˆ

D
f dν =

ˆ
D
f dν+ −

ˆ
D
f dν−

pokud rozdíl vpravo má smysl.

Lemma 13.8. De�nujeme-li pro µ ∈M(X,A;C) mnoºinové funkce Reµ, Imµ : A → R p°edpisem

∀A ∈ A : (Reµ)(A) = Re(µ(A)), (Imµ)(A) = Im(µ(A)),

jsou Reµ i Imµ znaménkové míry.

D·kaz. Cvi£ení doma.

De�nice 13.9 (Integrování podle komplexní míry). Nech´ ν je komplexní míra na (X,A) a f je A-m¥°itelná
funkce na D ∈ A. De�nujeme ˆ

D
f dν =

ˆ
D
f d(Reν) + i

ˆ
D
f d(Imν),

má-li výraz vpravo smysl v C.

De�nice 13.10 (Hahn·v rozklad znaménkové míry). Nech´ ν je znaménková míra na (X,A). Dvojici (P,N)
mnoºin z A nazveme Hahn·v rozklad X podle míry ν, jestliºe P ∪N = X, P ∩N = ∅ a pro kaºdou E ∈ A máme

E ⊂ P =⇒ ν(E) ≥ 0, E ⊂ N =⇒ ν(E) ≤ 0. (1.15)

V¥ta 13.11 (Existence Hahnova rozkladu). Nech´ ν je znaménková míra na (X,A). Potom existuje Hahn·v rozklad
X podle ν.
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D·kaz. Nech´ f = dν+

d|ν| , g = dν−

d|ν| a poloºme

P = {f ≥ g}, N = {f < g}.

Pro kaºdou E ∈ A dostaneme

E ⊂ P =⇒ ν(E) = ν+(E)− ν−(E) =

ˆ
E

(f − g) d|ν| ≥ 0,

a
E ⊂ N =⇒ ν(E) = ν+(E)− ν−(E) =

ˆ
E

(f − g) d|ν| ≤ 0.

Poznámka 13.12. V¥ty 12.4 a 12.9 platí i pokud p°edpokládáme, ºe µ je σ-kone£ná míra a ν je komplexní míra
[Rudin, 1977, V¥ta 6.10].

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . konec p°edná²ky 23, 18.12.2019

14 Caratheodoryho konstrukce míry

De�nice 14.1 (Vn¥j²í míra). Nech´ X je neprázdná mnoºina. Pak funkce µ∗ : P(X) → [0,∞] je vn¥j²í míra na
X, jestliºe

(i) µ∗(∅) = 0,

(ii) A ⊂ B ⊂ X =⇒ µ∗(A) ≤ µ∗(B) (monotonie),

(iii) An ⊂ X (n ∈ N) =⇒ µ∗(
⋃
nAn) ≤

∑
n µ
∗(An) (spo£etná subaditivita).

P°íklady:

1. Nulová míra, Diracova míra v bod¥ nebo aritmetická míra jsou rovn¥º vn¥j²í míry.

2.

µ∗(A) :=

{
0 pokud A = ∅,
1 pokud A 6= ∅

3.

λ∗(A) := inf

{∑
n

délka(In) : A ⊂
⋃
n

In, In otev°. int.

}
, A ⊂ R,

je vn¥j²í míra na R. Plyne to z V¥ty 15.4.

De�nice 14.2. �ekneme, ºe mnoºina A ⊂ X je µ∗-m¥°itelná, jestliºe

∀T ⊂ X : µ∗(T ) = µ∗(T ∩A) + µ∗(T \A). (1.16)

Zna£íme Aµ∗ := {A ⊂ X : A je µ∗-m¥°itelná}.
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Pozn.: Nerovnost µ∗(T ) ≤ µ∗(T ∩ A) + µ∗(T \ A) platí vºdy (ze subaditivity), proto v de�nici lze ekvivalentn¥
poºadovat

∀T ⊂ X : µ∗(T ) ≥ µ∗(T ∩A) + µ∗(T \A).

V¥ta 14.3 (Caratheodory). Aµ∗ je σ-algebra, µ := µ∗|Aµ∗ je míra a prostor (X,Aµ∗ , µ) je úplný.

D·kaz. 1. ∅ ∈ Aµ∗ (z°ejmé)

2. A ∈ Aµ∗ =⇒ X \A ∈ Aµ∗ (z°ejmé z de�nice)

3. Aµ∗ je uzav°ená na pr·niky a sjednocení:

pr·nik dvou mnoºin:

Bu¤te A,B ∈ Aµ∗ . Pro libovolnou mnoºinu T ⊂ X platí:

testujeme A mnoºinou T : µ∗(T ) = µ∗(T ∩A) + µ∗(T \A),

testujeme B mnoºinou T ∩A : µ∗(T ∩A) = µ∗(T ∩A ∩B) + µ∗((T ∩A) \B),

testujeme A mnoºinou T \ (A ∩B) : µ∗(T \ (A ∩B)) = µ∗([T \ (A ∩B)] ∩A) + µ∗([T \ (A ∩B)] \A)

= µ∗((T ∩A) \B) + µ∗(T \A).

Dosazením z druhé a t°etí rovnosti do první dostaneme

µ∗(T ) = µ∗(T ∩A ∩B) + µ∗(T \ (A ∩B)),

tedy A ∩B ∈ Aµ∗ .
sjednocení dvou mnoºin: Pro A,B ∈ Aµ∗ je A ∪B = X \ ((X \A) ∩ (X \B)) ∈ Aµ∗ podle De Morganových
pravidel a p°ede²lého.

Pomocí matematické indukce dostaneme také

∀n ∈ N, {Ai}ni=1 ⊂ Aµ∗ :
n⋃
i=1

Ai,
n⋂
i=1

Ai ∈ Aµ∗ .

4. µ∗ je σ-aditivní na Aµ∗ :
kone£ná aditivita: Bu¤te A,B ∈ Aµ∗ disjunktní, T ⊂ X. Dosadíme do (1.16) testovací mnoºinu T ∩(A∪B) ⊂
X a A ∈ Aµ∗ . Protoºe (T ∩ (A ∪B)) ∩A = T ∩A a (T ∩ (A ∪B)) \A = T ∩B dostaneme

µ∗(T ∩ (A ∪B)) = µ∗(T ∩A) + µ∗(T ∩B).

Pomocí matematické indukce dostaneme

∀T ⊂ X,n ∈ N, {Ai}ni=1 ⊂ Aµ∗ po dvou disjunktní : µ∗(T ∩
n⋃
i=1

Ai) =
n∑
i=1

µ∗(T ∩Ai). (1.17)

σ-aditivita: Bu¤te {Ai}∞i=1 ⊂ Aµ∗ po dvou disjunktní, T ⊂ X. Pro kaºdé n ∈ N platí podle rovnosti (1.17) a
monotonie vn¥j²í míry

∞∑
i=1

µ∗(T ∩Ai) = lim
n→∞

n∑
i=1

µ∗(T ∩Ai) = lim
n→∞

µ∗

(
T ∩

n⋃
i=1

Ai

)
≤ µ∗

(
T ∩

∞⋃
i=1

Ai

)
.

Opa£ná nerovnost plyne ze spo£etné subaditivity, platí tedy

∞∑
i=1

µ∗(T ∩Ai) = µ∗

(
T ∩

∞⋃
i=1

Ai

)
.
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5. Aµ∗ je uzav°eno na spo£etná sjednocení:

spo£etná disjunktní sjednocení: Bu¤te Ai ∈ Aµ∗ po dvou disjunktní a T ⊂ X. Pro kaºdé n ∈ N platí podle
£ástí 3., 4. a monotonie vn¥j²í míry

µ∗(T ) = µ∗

(
T \

n⋃
i=1

Ai

)
+ µ∗

(
T ∩

n⋃
i=1

Ai

)
≥ µ∗

(
T \

∞⋃
i=1

Ai

)
+

n∑
i=1

µ∗(T ∩Ai).

Limitním p°echodem n→∞ pak dostaneme

µ∗(T ) ≥ µ∗
(
T \

∞⋃
i=1

Ai

)
+

∞∑
i=1

µ∗(T ∩Ai) = µ∗

(
T \

∞⋃
i=1

Ai

)
+ µ∗

(
T ∩

∞⋃
i=1

Ai

)
.

Tedy
⋃∞
i=1Ai ∈ Aµ∗ .

spo£etná sjednocení: Jsou-li Ai ∈ Aµ∗ , najdeme pomocí triku zdisjunktn¥ní (viz Lemma za De�nicí 2.16) po
dvou disjunktní Bi ∈ Aµ∗ tak, ºe

⋃∞
i=1Ai =

⋃∞
i=1Bi. K tomu sta£í uzav°enost Aµ∗ na dopl¬ky, kone£ná

sjednocení a pr·niky. Z°ejm¥
⋃∞
i=1Ai =

⋃∞
i=1Bi ∈ Aµ∗ .

Z dokázaného jiº plyne, ºe Aµ∗ je σ-algebra a µ∗ je míra na Aµ∗ .

6. µ∗(A) = 0 =⇒ A ∈ Aµ∗ :
Jestliºe µ∗(A) = 0, pak podle monotonie vn¥j²í míry je

µ∗(T ) ≥ µ∗(T \A) = µ∗(T ∩A) + µ∗(T \A),

tedy A ∈ Aµ∗ . V²echny nulové mnoºiny jsou tedy µ∗-m¥°itelné.

P°íklad. 1. µ∗ je nulová míra, Diracova míra v bod¥ nebo aritmetická míra na mnoºin¥ X: Aµ∗ = P(X).

2. µ∗(A) :=

{
0 pokud A = ∅,
1 pokud A 6= ∅

=⇒ Aµ∗ = {∅, X}.

De�nice 14.4 (Metrická vn¥j²í míra). Bu¤ (X, ρ) metrický prostor. �ekneme, ºe vn¥j²í míra µ∗ na X je metrická,
jestliºe pro dv¥ mnoºiny A,B ⊂ X spl¬ující dist(A,B) > 0 platí

µ∗(A ∪B) = µ∗(A) + µ∗(B).

Zde dist(A,B) := inf{ρ(a, b) : a ∈ A, b ∈ B}.
V¥ta 14.5. Nech´ µ∗ je metrická vn¥j²í míra na metrickém prostoru (X, ρ). Pak B(X) ⊂ Aµ∗.

Bez d·kazu.

15 Konstrukce Lebesgueovy míry

De�nice 15.1. Symbolem On budeme zna£it mnoºinu v²ech otev°ených omezených kvádr· v Rn (v£etn¥ prázdné
mnoºiny). Objem kvádru I = (a1, b1)× · · · × (an, bn) ∈ On, budeme zna£it

v(I) := (b1 − a1) · · · · · (bn − an).

Pro mnoºinu E ⊂ Rn, δ > 0 klademe

λn∗(E) := inf

{ ∞∑
i=1

v(Ii) : E ⊂
∞⋃
i=1

Ii, Ii ∈ On, i ∈ N

}
,

λn∗δ (E) = inf

{ ∞∑
i=1

v(Ii) : E ⊂
∞⋃
i=1

Ii, Ii ∈ On, diam(Ii) < δ, i ∈ N

}
.
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V¥ta 15.2. λn∗ je vn¥j²í míra na Rn a platí λn∗(I) = v(I), I ∈ On.

Bez d·kazu.

V¥ta 15.3. Pro E ⊂ Rn a δ > 0 platí λn∗(E) = λn∗δ (E).

Bez d·kazu.

V¥ta 15.4. λn∗ je metrická vn¥j²í míra na Rn.

Bez d·kazu.

V¥ta (V¥ta 2.19). Existuje práv¥ jedna borelovská míra λnB na Rn taková, ºe pro v²echna −∞ < ai < bi < ∞,
i = 1, . . . , n, platí

λnB([a1, b1]× · · · × [an, bn]) = (b1 − a1) · . . . · (bn − an). (1.18)

D·kaz. Míra λB spl¬uje podmínku (1.18) práv¥, kdyº λB = v na On.

existence: Z V¥t 14.3 a 15.2 plyne, ºe λn∗|Aλn∗ je míra na Aλn∗ . Podle V¥t 15.4 a 14.5 platí Bn ⊂ Aλn∗ a podle
V¥ty 15.2 je λn∗ = v na On. De�nujeme-li λnB := λn∗|Bn má tato míra v²echny poºadované vlastnosti.

jednozna£nost: Jednozna£nost míry λnB plyne z V¥ty 7.5, protoºe je ur£ená pevn¥ na mnoºin¥ On, On generuje Bn,
On je uzav°en na pr·niky a (−N,N)n ↗ Rn s v((−N,N)n) < +∞.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . konec p°edná²ky 24, 19.12.2019

De�nice 15.5. Nech´ X je metrický prostor, A je σ-algebra na X obsahující borelovské mnoºiny a µ je míra na
A. �ekneme, ºe µ je

• zevn¥ regulární, pokud pro kaºdou E ∈ A platí µ(E) = inf
{
µ(G);G ⊃ E, G otev°ená

}
;

• zevnit° regulární, pokud pro kaºdou E ∈ A platí µ(E) = sup
{
µ(F );F ⊂ E, F uzav°ená

}
;

• t¥sná, pokud pro kaºdou E ∈ A platí µ(E) = sup
{
µ(K);K ⊂ E, K kompaktní

}
.

P°íklad 15.6. • Po£ítací míra na P(R) není zevn¥ regulární. Kaºdá neprázdná otev°ená mnoºina v R má totiº
po£ítací míru rovnou +∞.

• Diracova míra δ0 na P(R) je zevn¥ i zevnit° regulární.

Vn¥j²í regularita: A´ E ⊂ R. Bu¤ 0 ∈ E a pak pro kaºdou otev°enou G ⊃ E platí 0 ∈ G, a tedy δ0(E) =
δ0(G) = 1, nebo 0 6∈ E a pak pro kaºdou otev°enou G ⊃ E platí E ⊂ G \ {0}, G \ {0} je otev°ená, tedy
δ0(E) = 0 = δ0(G \ {0}).
Vnit°ní regularita: A´ E ⊂ R. Bu¤ je 0 ∈ E a pak δ0({0}) = 1 = δ0(E), nebo 0 6∈ E a pak pro kaºdou
uzav°enou F ⊃ E platí 0 6∈ F , a tedy δ0(E) = 0 = δ0(F ).

• Lebesgueova míra λn na Aλn∗ je zevn¥ regulární. Plyne to p°ímo z De�nice 15.1 Lebesgueovy vn¥j²í míry λn∗.

Lemma 15.7. Nech´ X je metrický prostor, A je σ-algebra na X obsahující borelovské mnoºiny a µ je σ-kone£ná
zevn¥ regulární míra na A. Pak pro kaºdou E ∈ A a pro kaºdé ε > 0 existují uzav°ená F ⊂ X a otev°ená G ⊂ X
tak, ºe F ⊂ E ⊂ G a µ(G \ F ) < ε. Speciáln¥, µ je i zevnit° regulární.

46



D·kaz. Nech´ {An} ⊂ A je posloupnost mnoºin kone£né míry spl¬ující X =
⋃∞
n=1An a E ∈ A. Z vn¥j²í regularity

plyne pro kaºdé n ∈ N existence otev°ené Gn ⊂ X takové, ºe Gn ⊃ E ∩ An a µ(Gn) < µ(E ∩ An) + ε
2n+1 < +∞.

Pak µ(Gn \ (E ∩An)) = µ(Gn)− µ(E ∩An) < ε
2n+1 . Poloºíme-li nyní G =

⋃∞
n=1Gn, pak G je otev°ená a E ⊂ G.

Dále je snadno vid¥t, ºe G \ E ⊂
⋃∞
n=1Gn \ (E ∩An), a tedy

µ(G \ E) ≤ µ

( ∞⋃
n=1

Gn \ (E ∩An)

)
≤
∞∑
n=1

µ(Gn \ (E ∩An)) <

∞∑
n=1

ε

2n+1
=
ε

2
.

Aplikujeme-li nyní jiº dokázanou £ást na mnoºinu X \E, pak dostaneme otev°enou U ⊂ X spl¬ující X \E ⊂ U a
µ(U \ (X \E)) < ε

2 . Poloºíme-li F = X \U , pak F je uzav°ená, F ⊂ E, E \F = E \ (X \U) = E∩U = U \ (X \E)
a µ(E \ F ) < ε

2 . Tedy µ(G \ F ) = µ(G \ E) + µ(E \ F ) < ε.

V¥ta 15.8 (Regularita Lebesgueovy míry). (i) Pro kaºdé E ∈ Aλn∗, ε > 0 existují G otev°ená, F uzav°ená,
F ⊂ E ⊂ G, λn(G \ F ) < ε.

(ii) Pro kaºdé E ∈ Aλn∗ existují mnoºiny A,B ∈ Bn, A ⊂ E ⊂ B, λn(B \A) = 0.

(iii) Je Bn0 = Aλn∗.

Poznámka. Bod (i) °íká, ºe Lebesgueova míra je zevn¥ i zevnit° regulární.

D·kaz (i) i (ii) projde s minimální modi�kací i pro libovolnou E ⊂ Rn.

D·kaz V¥ty 15.8. (i): Plyne hned z Lemmatu 15.7.

(ii): Pouºijeme (i) na ε = 1/k pro n ∈ N. Dostaneme otev°ené mnoºiny Gk a uzav°ené mnoºiny Fk. Sta£í volit
B =

⋂∞
k=1Gk a A =

⋃∞
k=1 Fk. Ty mají poºadované vlastnosti.

(iii): Inkluze Bn0 ⊃ Aλn∗ plyne hned z (ii) a V¥ty 2.17. Obrácená inkluze plyne z toho, ºe Bn0 je nejmen²í σ-algebra,
která obsahuje borelovské a nulové mnoºiny a Aλn∗ je n¥jaká σ-algebra, která obsahuje borelovské (V¥ty 15.4 a
14.5) a nulové mnoºiny (V¥ty 14.3 a 15.2).

V¥ta 15.9 (Nikolaj Nikolajevi£ Luzin (1912)). Nech´ X je metrický prostor, A je σ-algebra na X obsahující
borelovské mnoºiny a µ je σ-kone£ná zevn¥ regulární míra na A. Pak pro kaºdou µ-m¥°itelnou funkci f : X → K a
ε > 0 existuje F ⊂ X uzav°ená taková, ºe µ(X \ F ) < ε a f |F je spojitá.

D·kaz. Nech´ {Uk; k ∈ N} je posloupnost v²ech otev°ených interval· v K s racionálními koncovými body. Protoºe
kaºdou neprázdnou otev°enou mnoºinu v R je moºné napsat jako nejvý²e spo£etné sjednoceni interval· Uk, sta£í
najít uzav°enou mnoºinu F ⊂ R tak, ºe pro v²echna k ∈ N bude mnoºina (f |F )−1(Uk) otev°ená v F . (Vyuºije se,
ºe (f |F )−1(

⋃
kMk) =

⋃
k(f |F )−1(Mk) pro Mk ⊂ K.)

Pro kaºdé k ∈ N najdeme z Lemmatu 15.7 uzav°enou Fk ⊂ X a otev°enou Gk ⊂ X tak, ºe Fk ⊂ f−1(Uk) ⊂ Gk
a µ(Gk \ Fk) < ε

2k
. Pak je F = X \

⋃∞
k=1(Gk \ Fk) uzav°ená a platí µ(X \ F ) < ε

2 . Restrikce f |F je pak spojitá,
protoºe pro k ∈ N je mnoºina (f |F )−1(Uk) = f−1(Uk)∩F = Gk ∩F otev°ená v F . (Poslední rovnost plyne z toho,
ºe Gk ∩ F ⊂ Fk.)

Poznámka 15.10. • V¥ta 15.9 platí pro Lebesgueovu míru λn na Bn.

• Funkce f nemusí být spojitá v ºádném bod¥, pouze restrikce na vhodnou mnoºinu je spojitá (vzhledem k této
mnoºin¥) (viz Dirichletova funkce f = χQ). Zde je zajímavé si uv¥domit, ºe pro pevné ε > 0 existuje otev°ená
mnoºina míry men²í neº ε, která je hustá v Rn.

• Pokud míra µ spl¬uje p°edpoklady V¥ty 15.9 a p ∈ [1,+∞), je mnoºina v²ech omezených spojitých funkcí na
X hustá v Lp(µ). (bez d·kazu, d·kaz viz [Rudin, 1977, Kapitola 3])
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16 Lebegueova-Stieltjesova míra a integrál

De�nice 16.1. �ekneme, ºe F : R→ R je distribu£ní funkce, pokud

(1) F je neklesající,

(2) F (−∞) := limx→−∞ F (x) = 0, F (∞) := limx→∞ F (x) <∞,

(3) F je zprava spojitá, tj. pro x ∈ R platí F (x) = limt→x+ F (t).

V¥ta 16.2. Bu¤ µ kone£ná borelovská míra na R. Pak

Fµ(x) := µ((−∞, x]), x ∈ R

je distribu£ní funkce. Nazýváme ji distribu£ní funkcí míry µ.

D·kaz. Tvrzení snadno plyne z monotonie a spojitosti míry.

P°íklad 16.3. • Distribu£ní funkce Diracovy míry na B(R) je F = χ[0,+∞).

• Distribu£ní funkce Lebesgueovy míry λ1|(0,1) na B(R) je F : x ∈ R→ xχ(0,1) + χ[1,+∞).

• Je-li f ∈ L1(λ1), f ≥ 0, pak

F (x) =

ˆ x

−∞
f(t) dt, x ∈ R,

je distribu£ní funkce míry de�nované pro B ∈ B(R) p°edpisem µ(B) =
´
B f(t) dt. V²imn¥te si, ºe je-li f

spojitá, je F ′ = f . Navíc je fce f Radonova-Nikodýmova derivace míry µ podle λ1.

V¥ta 16.4. Nech´ funkce F je distribu£ní funkce. Pak existuje práv¥ jedna kone£ná borelovská zevn¥ i zevnit°
regulární, t¥sná míra µ na R taková, ºe Fµ = F . Tuto míru nazýváme Lebesgueovou-Stieltjesovou mírou p°íslu²nou
distribu£ní funkci F .

D·kaz. Idea: Poloºíme (a, a] := ∅ a de�nujeme systém polouzav°ených interval· I := {I ⊂ R; ∃a, b ∈ R : a ≤
b ∧ I = (a, b]}. Pro kaºdý interval I ∈ I = (a, b] de�nujeme v(I) := F (b)− F (a) a tuto funkci interval· roz²í°íme
pomocí Caratheodoryho konstrukce.

De�nice vn¥j²í míry: de�nujeme pro E ⊂ R, δ > 0

µ∗(E) := inf{
∑
k

v(Ik); Ik ∈ I, E ⊂
⋃
k

Ik}

µ∗δ(E) := inf{
∑
k

v(Ik); Ik ∈ I, E ⊂
⋃
k

Ik,diam(Ik) < δ}

µ∗ je vn¥j²í míra: Z°ejm¥ je µ∗(∅) = 0 a µ∗ ≥ 0 na P(R). Monotonie µ∗ je jasná hned z de�nice. Zbývá ukázat σ-
subaditivitu. Bu¤te Ek ⊂ R pro k ∈ N, ε > 0. Je-li µ∗(Ek) = +∞, σ-subaditivita platí. Budeme tedy p°edpokládat,
ºe µ∗(Ek) < +∞ pro v²echna n ∈ N. Z de�nice µ∗ existují pro kaºdé k ∈ N intervaly {Iki }i ⊂ I takové, ºe
Ek ⊂

⋃
i I
k
i a

∑
i v(Iki ) ≤ µ∗(Ek) + ε2−k. Pak

⋃
k Ek ⊂

⋃
k

⋃
i I
k
i a µ∗(

⋃
k Ek) ≤

∑
k

∑
i v(Iki ) ≤

∑
k µ
∗(Ek) + ε.

Tedy µ∗ je σ subaditivní.

Platí µ∗δ = µ∗: Z°ejm¥ hned z de�nice plyne µ∗δ ≤ µ∗. Druhá nerovnost plyne z faktu, ºe kaºdý omezený interval
(a, b] mohu napsat jako disjunktní sjednocení interval·

⋃J
j=1 Ij s diam(Ij) < δ, Ij ∈ I.

µ∗ je metrická: A´ E,F ⊂ R, δ > 0 s dist(E,F ) = 3δ. Ze subaditivity plyne µ∗(E ∪F ) ≤ µ∗(E) +µ∗(F ). Ukáºeme
obrácenou nerovnost. Volme libovolné ε > 0. Z de�nice µ∗δ najdeme {Ik}k ⊂ I tak, ºe E∪F ⊂

⋃
k Ik, diam(Ik) < δ,
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∑
k v(Ik) ≤ µ∗δ(E ∪ F ) + ε. De�nujeme IE := {Ik; Ik ∩ E 6= ∅}, IF := {Ik; Ik ∩ F 6= ∅}. Platí IE ∩ IF = ∅ a navíc

E ⊂
⋃
I∈IE I, F ⊂

⋃
I∈IF I, tedy

µ∗(E) + µ∗(F ) = µ∗δ(E) + µ∗δ(F ) ≤
∑
I∈IE

v(I) +
∑
I∈IF

v(I) ≤
∑
k

v(Ik) ≤ µ∗δ(E ∪ F ) + ε = µ∗(E ∪ F ) + ε.

Protoºe ε > 0 bylo libovolné, je metri£nost µ∗ dokázána.

Caratheodoryho v¥ta 14.3 nám °íká, ºe B1 ⊂ Aµ∗ a µ∗ je míra na Aµ∗ . Hledaná míra je µ := µ∗|B1 . Zbývá ov¥°it,
ºe spl¬uje p°edepsané vlastnosti.

F je distribu£ní funkcí µ: Z de�nice je hned vid¥t, ºe pro a, b ∈ R je µ((a, b]) ≤ v((a, b]). S trochou námahy je moºné
ukázat, ºe µ((a, b]) = v((a, b]). Pak pro a ∈ R platí podle v¥ty o spojitosti míry µ((−∞, a]) = limn→−∞ µ((−n, a]) =
limn→−∞ F (a)− F (−n) = F (a).

µ je kone£ná: Míra µ je kone£ná, protoºe µ(R) = limn→+∞ µ((−∞, n]) = F (+∞)− F (−∞) ∈ R.

µ je zevn¥ regulární: Fixujme E ∈ B1, ε > 0. Z de�nice µ existuje {Ik}k ⊂ I taková, ºe E ⊂
⋃
k Ik a

∑
k v(Ik) ≤

µ(E) + ε. Jelikoº je F zprava spojitá, existují pro k ∈ N intervaly (ak, bk) takové, ºe Ik ⊂ (ak, bk) a v((ak, bk]) ≤
v(Ik) + ε2−k. Pak G :=

⋃
k(ak, bk) je otev°ená mnoºina, pro kterou E ⊂ G a µ(G \ E) = µ(G) − µ(E) ≤∑

k v((ak, bk])− µ(E) ≤
∑

k(v(Ik) + ε2−k)− µ(E) ≤ µ(E) + 2ε− µ = 2ε.

µ je zevnit° regulární: Plyne hned z Lemmatu 15.7.

µ je t¥sná: Je-li F ⊂ R uzav°ená a n ∈ N, je [−n, n] ∩ F kompaktní. Navíc je limn→+∞ µ([−n, n] ∩ F ) = µ(F ) ze
spojitosti míry. Díky p°edchozím vlastnostem plyne t¥snost míry µ z její vnit°ní regularity.

Poznámka. Pro Lebesgueovu-Stieltjesovu míru, p°íslu²nou distribu£ní funkci F a a < b platí µ((a, b]) = F (b) −
F (a). Pozor ale µ((a, b)) = limt→b− F (t) − F (a), µ([a, b]) = F (b) − limt→a− F (t) a µ([a, b)) = limt→b− F (t) −
limt→a− F (t). Protoºe funkce F m·ºe být nespojitá, není vhodné zavád¥t zna£ení

´ b
a , místo toho budeme pouºívat´

(a,b),
´

[a,b], atd.

De�nice 16.5. Kone£ná borelovská míra µ na R je

• diskrétní, jestliºe existuje spo£etná mnoºina S ⊂ R taková, ºe µ(R \ S) = 0;

• neatomická, jestliºe µ({x}) = 0 pro kaºdý x ∈ R.

Cvi£ení. 1. Je-li µ zárove¬ diskrétní a neatomická, je nulová.

2. Kaºdá diskrétní míra je tvaru µ =
∑∞

i=1 tiδai pro n¥jaké ti ≥ 0 a ai ∈ R,
∑

i ti <∞.

3. µ je neatomická ⇐⇒ F je spojitá.

P°íklad. Bu¤ C ⊂ [0, 1] Cantorovo diskontinuum. Cantorovu funkci FC de�nujeme následovn¥. Klademe FC(x) =
0 pro x ≤ 0 a FC(x) = 1 pro x ≥ 1. Dále x ∈ (0, 1) vyjád°íme v trojkovém rozvoji

x =

∞∑
j=1

xj
3j

(xj ∈ {0, 1, 2}),

ozna£íme n(x) := inf{j ∈ N : xj = 1} a klademe

FC(x) :=

n(x)∑
j=1

min{xj , 1}
2j

, x ∈ (0, 1).

Funkce FC je spojitá, neklesající a je distribu£ní funkcí Cantorovy míry µC , která je neatomická, ale p°itom je
singulární vzhledem k Lebesgueov¥ mí°e.

49



Poznámka. Kaºdou kone£nou borelovskou míru µ na R lze rozloºit na sou£et

µ = µa + µc + µd,

kde µa � λ, µd je diskrétní a µc neatomická s vlastností µc ⊥ λ.

Míru µd získáme následovn¥. Distribu£ní funkce F míry µ má pouze spo£etn¥ mnoho bod· nespojitosti. Uspo°ádejme
je do posloupnosti {ai} a pro kaºdé i ∈ N de�nujme ti := F (ai)− limt→ai− F (t). Míru µd a její distribu£ní funkci
Fd pak de�nujeme

µd =
∞∑
i=1

tiδai , Fd =

∞∑
i=1

tiχ[ai,+∞).

Platí µd ⊥ λ1

Míra µa je absolutn¥ spojitá £ást míry µ vzhledem k λ1 podle V¥ty 12.9. Ozna£íme-li f := dµa/ dλ1, je f ∈ L1(R)
a distribu£ní funkce Fa míry µa de�nována pro x ∈ R p°edpisem

Fa(x) =

ˆ x

−∞
f dλ1.

Kone£n¥ ozna£íme-li Fc := F−Fd−Fa je tato funkce spojitá distribu£ní funkce míry µc. Míra µc je tedy neatomická.
Navíc musí platit µc ⊥ λ1, protoºe µc + µd je singulární £ást míry µ vzhledem k λ1 podle V¥ty 12.9.

De�nice 16.6 (Lebesgue·v-Stieltjes·v integrál). Je-li F distribu£ní funkce kone£né borelovské míry µ na R,
f ∈ L1(µ) a A ∈ B1, de�nujeme Lebesgue·v-Stieltjes·v integrál funkce f podle F p°es mnoºinu A p°edpisem

ˆ
A
fdF :=

ˆ
A
fdµ.

Je-li pot°eba zd·raznit prom¥nnou, podle které se integruje pouºíváme také zna£ení
´
A f(x)dF (x).

V¥ta 16.7 (Per partes pro Lebesgue-Stieltjes·v integrál). Jsou-li F,G dv¥ distribu£ní funkce a a < b, platí

F (b)G(b)− F (a)G(a) =

ˆ
(a,b]

F− dG+

ˆ
(a,b]

GdF,

kde pro x ∈ (a, b] de�nujeme F−(x) := limy→x− F (y).

D·kaz. S vyuºitím Fubiniho v¥ty dostaneme

(F (b)− F (a))(G(b)−G(a)) =

ˆ
(a,b]2

d(µF ⊗ µG)

=

ˆ
(a,b]

ˆ
(a,b]

χ{x<y} dF (x) dG(y) +

ˆ
(a,b]

ˆ
(a,b]

χ{x≥y} dG(y) dF (x)

=

ˆ
(a,b]

ˆ
(a,y)

dF (x) dG(y) +

ˆ
(a,b]

ˆ
(a,x]

dG(y) dF (x)

=

ˆ
(a,b]

(F (y−)− F (a)) dG(y) +

ˆ
(a,b]

(G(x)−G(a)) dF (x)

=

ˆ
(a,b]

F (x−) dG(x) +

ˆ
(a,b]

G(x) dF (x)− F (a)(G(b)−G(a))−G(a)(F (b)− F (a)),

a ode£tením dostaneme dokazovanou rovnost.
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V¥ta 16.8. Nech´ distribu£ní funkce F kone£né míry µ má v²ude vlastní derivaci F ′ =: f . Pak µ� λ a f = dµ
dλ .

D·kaz. Ozna£me D := {B ∈ B1 : µ(B) =
´
B f(x) dx}. Z vlastnosti

µ((a, b]) = F (b)− F (a) =

ˆ b

a
f(x) dx

plyne, ºe D obsahuje v²echny intervaly typu (a, b]. Protoºe systém t¥chto interval· je uzav°en na kone£né pr·niky
a generuje borelovskou σ-algebru, a protoºe D je Dynkin·v systém, je D = B1, a tedy f je Radon-Nikodymova
hustota µ vzhledem k λ1.

P°íklad. 1. Mají-li F i G vlastní derivaci na R, dostaneme z V¥t 16.7 a 16.8

[FG]ba =

ˆ b

a
F (x)G′(x) dx+

ˆ b

a
F ′(x)G(x) dx,

coº je klasický vzorec per partes.

2. Pro Cantorovu funkci FC platí symetrie FC(1 − x) = 1 − FC(x), x ∈ (0, 1), z £ehoº snadno dostaneme´ 1
0 FC(x) dx = 1

2 . Pouºitím vzorce per partes pak dostaneme

1 =

ˆ 1

0
x dFC(x) +

ˆ 1

0
FC(x) dx,

tedy
´ 1

0 x dFC(x) = 1
2 .

Poznámka 16.9. Lebesgue-Stieltjes·v integrál lze de�novat i podle rozdílu dvou distribu£ních funkcí, coº jsou
zprava spojité funkce s kone£nou variací.

17 V¥ta o roz²í°ení míry

De�nice 17.1. Nech´ X 6= ∅.

�ekneme, ºe A je algebra podmnoºin X, pokud 1) ∅ ∈ A, 2) A ∈ A =⇒ X \A ∈ A, 3) A,B ∈ A =⇒ A∪B ∈ A.

�ekneme, ºe funkce µ̃ : A → [0,∞] je pramíra, jestliºe 1) µ̃(∅) = 0, 2) pro libovolné mnoºiny Ai ∈ A po dvou
disjunktní a takové, ºe i

⋃∞
i=1Ai ∈ A, platí

µ̃

( ∞⋃
i=1

Ai

)
=
∞∑
i=1

µ̃(Ai).

Pozn.: µ̃ je z°ejm¥ monotónní.

V¥ta 17.2 (Hahn-Kolmogorovova v¥ta o roz²í°ení míry). Bu¤ µ̃ pramíra na algeb°e A podmnoºin mnoºiny X. Pak
existuje míra µ na σA taková, ºe µ̃ = µ na A. Je-li µ̃ σ-kone£ná, je µ jednozna£n¥ ur£ena.

D·kaz. Pro E ⊂ X poloºme

µ∗(E) := inf

{ ∞∑
i=1

µ̃(Ai) : Ai ∈ A, E ⊂
∞⋃
i=1

Ai

}
.

(a) µ∗ je vn¥j²í míra: Z°ejm¥ µ∗(∅) = 0 a µ∗ je monotónní. Ukáºeme spo£etnou subaditivitu (d·kaz je stejný jako
v p°ípad¥ vn¥j²í míry λn∗). Nech´ Ei ∈ A, µ∗(Ei) < ∞, i ∈ N. K danému ε > 0 existují Aij ∈ A takové, ºe
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Ei ⊂
⋃
j Eij a

∑
j µ̃(Aij) < µ∗(Ei) + ε2−i, i ∈ N. Pak

⋃
iEi ⊂

⋃
i

⋃
j Aij a

∑
i

∑
j µ̃(Aij) <

∑
i µ
∗(Ei) + ε, z £ehoº

jiº plyna spo£etná subaditivita, nebo´ ε m·ºe být libovoln¥ malé.

(b) Pro kaºdou A ∈ A platí µ∗(A) = µ̃(A): Nerovnost µ∗(A) ≤ µ̃(A) je z°ejmá. Pro d·kaz opa£né nerovnosti
p°edpokládejme, ºe A ⊂

⋃
iAi, Ai ∈ A. Indukcí de�nujme B1 := A1 ∩A, B2 := (A2 ∩A) \B1, a

Bi := (Ai ∩A) \ (B1 ∪ · · · ∪Bi−1), i ∈ N.

Z°ejm¥ Bi jsou po dvou disjunktní a platí A =
⋃
iBi, z vlastností pramíry tedy dostaneme

µ̃(A) =
∑
i

µ̃(Bi) ≤
∑
i

µ̃(Ai).

To (podle de�nice µ∗) znamená, ºe µ∗(A) ≥ µ̃(A).

(c) A ⊂ Aµ∗ : Nech´ A ∈ A, T ⊂ X, µ∗(T ) <∞. Sta£í ukázat, ºe µ∗(T ) ≥ µ∗(T ∩A) +µ∗(T \A). K danému ε > 0
existuje pokrytí T ⊂

⋃
iAi mnoºinami Ai ∈ A takové, ºe

∑
i µ̃(Ai) < µ∗(T ) + ε. Protoºe T ∩ A ⊂

⋃
i(Ai ∩ A),

T \A ⊂
⋃
i(Ai \A) a mnoºiny Ai ∩A i Ai \A pat°í do A, platí

µ∗(T ∩A) ≤
∑
i

µ̃(Ai ∩A), µ∗(T \A) ≤
∑
i

µ̃(Ai \A),

a se£tením dostaneme

µ∗(T ∩A) + µ∗(T \A) ≤
∑
i

µ̃(Ai ∩A) +
∑
i

µ̃(Ai \A) =
∑
i

µ̃(Ai) < µ∗(T ) + ε,

z £ehoº jiº plyne dokazovaná nerovnost.

Podle Caratheodoryho v¥ty je µ := µ∗|Aµ∗ míra, která navíc podle (b) roz²i°uje pramíru µ̃, a podle (c) je de�novaná
na σA.

Jednozna£nost snadno plyne z v¥ty o jednozna£nosti (V¥ta 7.5). Algebra A je z°ejm¥ uzav°ená na kone£né pr·niky
a je-li µ̃ σ-kone£ná, existují mnoºiny An ∈ A takové, ºe µ̃(An) <∞ a An ↗ X, n→∞.

P°íklady:

1. Ozna£me symbolem A0 systém podmnoºin R obsahující prázdnou mnoºinu a v²echna kone£ná sjednocení
interval· typu (a, b] a (a,∞), a ∈ [−∞,∞), b ∈ R. Lze snadno nahlédnout, ºe A0 je algebra, a de�nujeme-li
mnoºinovou funkci µ̃ na A0 jako sou£et délek p°íslu²ných (disjunktních) interval·, je jejím roz²í°ením na
σA0 = B(R) Lebesgueova míra λ1. Abychom ov²em mohli pouºít Hahn-Kolmogorovovu v¥tu, museli bychom
ukázat σ-aditivitu na A0.

2. Na algeb°e A0 z p°edchozího p°íkladu uvaºujme mnoºinovou funkci

µ̃(A) :=

{
0, A = ∅,
∞, A 6= ∅.

µ̃ je z°ejm¥ pramíra, nemá ale jednozna£né roz²í°ení na σA0. Jedním moºným roz²í°ením je míra de�novaná
stejným p°edpisem jako µ̃ (tedy 0 pro prázdnou mnoºinu a ∞ pro v²echny neprázdné mnoºiny), jiným
roz²í°ením je aritmetická míra, nebo její libovolný kladný násobek.

V¥ta 17.3. Bu¤ µ̃ : A → [0,∞) kone£ná, kone£n¥ aditivní funkce na algeb°e A spl¬ující µ̃(∅) = 0. Pak µ̃ je
σ-aditivní práv¥ tehdy, kdyº

Ai ∈ A, Ai ↘ ∅ =⇒ µ̃(Ai)→ 0. (1.19)
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Pozn: Vlastnosti (1.19) se °íká spojitost µ̃ v prázdné mnoºin¥.

D·kaz. =⇒: Nech´ µ̃ je σ-aditivní a Ai ∈ A, Ai ↘ ∅. Pak A1 =
⋃∞
i=1(Ai \Ai+1) a mnoºiny Ai \Ai+1 jsou po dvou

disjunktní, tedy

µ̃(A1) =
∞∑
i=1

µ̃(Ai \Ai+1) <∞.

Rovn¥º platí An =
⋃∞
i=n(Ai \Ai+1), tedy

µ̃(An) =
∞∑
i=n

µ̃(Ai \Ai+1)→ 0, n→∞.

⇐=: Nech´ nyní platí (1.19), Bi ∈ A jsou po dvou disjunktní a A :=
⋃∞
i=1Bi ∈ A. Pro mnoºiny An := A \ (B1 ∪

· · · ∪Bn) platí An ↘ ∅, tedy µ̃(An)→ 0. Z kone£né aditivity µ̃ máme

µ̃(A)− µ̃(An) = µ̃(A \An) =
n∑
i=1

µ̃(Bi),

a limitním p°echodem n→∞ dostaneme µ̃(A) =
∑∞

i=1 µ̃(Bi), tedy µ̃ je σ-aditivní na A.

P°íklad: Mnoºinová funkce

µ̃(A) :=

{
0, A ⊂ N kone£ná,

∞, A ⊂ N nekone£ná

je kone£n¥ aditivní mnoºinová funkce na P(N), která není σ-aditivní.

P°íklad. Poloºme X := {0, 1}N (posloupnosti 0− 1) a pro n ∈ N ozna£me Πn : X → {0, 1}n projekci do prvních
n sou°adnic. Dále ozna£me

A :=
∞⋃
n=1

Π−1
n (P{0, 1}n).

Systém A tvo°í algebru a de�nujeme na ní mnoºinovou funkci p°edpisem: Je-li A ∈ A, pak A = Π−1
n (B) pro n¥jaké

n ∈ N a B ⊂ {0, 1}n; klademe

µ̃(A) :=
cardB

2n
.

µ̃ je korektn¥ de�novaná kone£n¥ aditivní mnoºinová funkce.

Na mnoºin¥ X zavedeme metriku

d(x, y) :=

∞∑
i=1

|xi − yi|
2i

, x, y ∈ X.

Pot°ebujeme tyto znalosti z matematické analýzy:

1. Konvergence posloupnosti v (X, d) je ekvivalentní konvergenci posloupností v²ech sou°adnic.

2. (X, d) je kompaktní metrický prostor.

3. Kaºdá mnoºina A ∈ A je otev°ená i uzav°ená v (X, d).

Jsou-li An ∈ A takové, ºe An ↘ ∅, pak z kompaktnosti An plyne, ºe existuje n0 takové, ºe An = ∅ pro n > n0.
Pak ale jist¥ µ̃(An)→ 0, je tedy spln¥na podmínka (1.19) a tudíº µ̃ je pramíra. Podle Hahn-Kolmogorovovy v¥ty
tedy existuje její jednozna£né roz²í°ení na míru µ na B := σA. Míra µ je pravd¥podobnostní míra a má význam
rozloºení pravd¥podobnosti pro posloupnost nezávislých opakování pokusu hodu mincí.
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18 Klasi�kace v¥t

18.1 1. t°ída

Na úsp¥²né sloºení zkou²ky je nutné znát zn¥ní t¥chto v¥t. Velice doporu£uji nau£it se také jejich d·kazy, hodí
se to pro dal²í studium a matematickou práci. Navíc je to také pot°eba pro získání p¥kného výsledku u zkou²ky.
Nicmén¥ pro pouhé absolvování zkou²ky není nutné d·kazy znát.

Do této t°ídy spadají v²echny v¥ty, jejichº d·kazy na p°edná²ce nebyly prezentovány. Dále pak v¥ty: 2.17, 2.19,
4.4, 5.2, 6.2, 7.4, 8.4, 8.5, 8.7, 9.5, 10.11, 11.9, 12.3, 12.4, 12.9, 14.3, 15.9, 16.4.

18.2 2.t°ída

Na úsp¥²né sloºení zkou²ky je nutné znát zn¥ní a d·kazy t¥chto v¥t. Sem spadají v²echny v¥ty odp°ednesené s
d·kazy krom¥ v¥t 1. t°ídy.

19 Opravy

19.1 V¥ta 4.4

V d·kazu má skoro na konci být τsn ≤ fn místo τsn < fn.

19.2 D·sledek 4.6

Dodán chyb¥jící p°ívlastek jednoduchou v bod¥ 2.

19.3 V¥ta 5.2

V d·kazu byly v²echny derivace podle t nahrazeny parciálními derivacemi ∂
∂t .

19.4 V¥ta 8.7

Druhá £ást má hovo°it o mírách na borelovských σ algebrách, tedy o λB.

19.5 V¥ta 10.3

Byla opravena podmínka pro to, kdy platí rovnost v p°ípad¥ 2 � dopln¥na kone£nost pravé strany.

19.6 d·kaz V¥ty 10.4

Opraveny p°eklepy g na f a nebo na i.
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19.7 Poznámka 10.7

Upravena nerovnost na rovnost ve £lenu ‖αf‖p = |α|‖f‖p.

19.8 Lemma 11.4

Oprava na ostrou nerovnost v 1 ≤ p < q <∞.

19.9 V¥ta 11.5

Opravena poslední norma v

µ(X)
− 1
p ‖f‖p = (

 
X
|f |p dµ)

1
p = (

 
X
|f |p dµ)

q
p

1
q ≤ (

 
X
|f |q dµ)

1
q = µ(X)

− 1
q ‖f‖q,

19.10 Lemma 13.8

Opraveno µ ∈M(X,A;C). D°íve uvedené K je sice formáln¥ správn¥, ale nemá smysl.

19.11 V¥ta 15.8

V d·kazu bodu ii) byly prohozeny symboly
⋃

a
⋂
.
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2 Cvi£ení Poslední zm¥na: 12.02.2020 11:24:35

P°íklady pro cvi£ení k p°edná²ce Teorie míry a integrálu jsem doslovn¥ okopíroval z p°íprav prof. S. Hencla. Podle
pot°eby v nich budu provád¥t úpravy.

1 Poºadavky pro zápo£et

Pro získání zápo£tu je pot°eba

• ú£ast na alespo¬ 7 cvi£eních

• úsp¥²né napsání zápo£tových písemek - v rámci cvi£ení se budou psát 2 zápo£tové písemky, kaºdá za 10
bod·. Úsp¥²né napsání znamená, ºe student získá dohromady 12 a více bod·.

• chyb¥jící body je moºné nahradit dal²í prací podle pokyn· cvi£ícího
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2 1. cvi£ení

V¥ta. [Pick et al., 2019, 9.4.1. V¥ta] (srovnávací kritérium pro konvergenci Newtonova integrálu). Nech´ a ∈ R,
b ∈ R∗ a nech´ a < b. Nech´ funkce , g : [a, b) → R spl¬ují 0 ≤ f(x) ≤ g(x), x ∈ [a, b). Nech´ dále je f spojitá na
[a, b) a platí g ∈ N (a, b). Potom f ∈ N (a, b).

V¥ta. [Pick et al., 2019, 9.4.5. V¥ta] (limitní srovnávací kritérium pro konvergenci Newtonova integrálu) Nech´
a ∈ R, b ∈ R∗ a nech´ a < b. Nech´ f, g jsou spojité nezáporné funkce na [a, b). Jestliºe limx→b−

f(x)
g(x) ∈ (0,+∞),

pak g ∈ N (a, b) práv¥ tehdy, kdyº f ∈ N (a, b).

V¥ta. [Pick et al., 2019, 9.4.8. V¥ta] (Abelovo-Dirichletovo kritérium konvergence Newtonova integrálu) Nech´
a ∈ R, b ∈ R∗ a nech´ a < b. Nech´ f : [a, b) → R je spojitá a F je primitivní funkce k funkci f na [a, b). Dále
nech´ g : [a, b)→ R je na [a, b) monotónní a spojitá. Pak platí:

1. Jestliºe f ∈ N (a, b) a g je omezená, pak fg ∈ N (a, b).

2. Je-li F omezená na [a, b) a limx→b− g(x) = 0, je fg ∈ N (a, b).

Vy²et°ete konvergenci následujících integrál· (α ∈ R je parametr):

1.

ˆ ∞
0

dx√
x3 + 5x+ 3

, 2.

ˆ 1

0

log x

1− x2
dx, 3.

ˆ ∞
0

x− sinx

xα
dx

5.

ˆ ∞
0

x sinx

1 + x2
dx (i absolutní konvergenci), 6.

ˆ π
2

0
log(cosx) tanα x dx .

Nalezn¥te objemy
4. jednotkové koule, 7. anuloidu.

Výsledky a návody:

1. Konverguje ; U ∞ limitn¥ srovnáme s
1

x
3
2

.

2. Konverguje; U 1 víme lim
t→0

log x

1− x
= 1, a proto limitn¥ srovnáme s 1.

U 0 srovnáme s log x a
ˆ 1

0
| log x| <∞ zjistíme z per partes.

3. Konverguje pro α ∈ (2, 4); U 0 limitn¥ srovnáme s
x3

xα
.

U ∞ limitn¥ srovnáme s x1−α.

5. Konverguje neabsolutn¥. Z Abel-Dirichleta víme, 	ze
ˆ ∞

0

sinx

x
dx konverguje a

ˆ ∞
0

(x sinx

1 + x2
− sinx

x

)
dx =

ˆ ∞
0

− sinx

(1 + x2)x
dx snadno konverguje - u ∞ srovnej s

1

x3
.

Nekonverguje absolutn¥:

ˆ ∞
0

x| sinx|
1 + x2

dx ≥
∞∑
k=1

ˆ kπ+π

kπ

x| sinx|
1 + x2

dx ≥ 2
∞∑
k=1

kπ

1 + (k + 1)2π2
= +∞.

6. Konverguje pro α ∈ (−3, 1); U 0 limitn¥ srovnáme s (1− cosx)xα ∼ x2+α.
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U
π

2
se chová jako

log(cosx)

cosα x
. Vzhledem k lim

x→π
2

cosx
π
2 − x

= 1

je tato funkce stejn¥ integrovatelná, jako funkce
log y

yα
u 0, tedy pro α < 1.

4. 4
3π; Koule vznikne rotací plochy pod grafem funkce y(x) =

√
1− x2, x ∈ (−1, 1) okolo osy x. Objem je tedy

V = π

ˆ 1

−1
(
√

1− x2)2 dx =
4

3
π .

7. 4π2; Uva	zujme anuloid vzniklý rotací kruhu {[x, y] : x2 + (y− 2)2 ≤ 1} okolo osy x. Anuloid vznikne jako rozdíl
t¥lesa vzniklého rotací plochy pod grafem funkce y1(x) = 2 +

√
1− x2 a funkce y2(x) = 2−

√
1− x2.

V = π

ˆ 1

−1

[
(2 +

√
1− x2)2 − (2−

√
1− x2)2

]
dx = 16π

ˆ 1

0

√
1− x2 dx .
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3 2. cvi£ení

V¥ta. [Pick et al., 2019, 9.4.1. V¥ta] (srovnávací kritérium pro konvergenci Newtonova integrálu). Nech´ a ∈ R,
b ∈ R∗ a nech´ a < b. Nech´ funkce , g : [a, b) → R spl¬ují 0 ≤ f(x) ≤ g(x), x ∈ [a, b). Nech´ dále je f spojitá na
[a, b) a platí g ∈ N (a, b). Potom f ∈ N (a, b).

V¥ta. [Pick et al., 2019, 9.4.5. V¥ta] (limitní srovnávací kritérium pro konvergenci Newtonova integrálu) Nech´
a ∈ R, b ∈ R∗ a nech´ a < b. Nech´ f, g jsou spojité nezáporné funkce na [a, b). Jestliºe limx→b−

f(x)
g(x) ∈ (0,+∞),

pak g ∈ N (a, b) práv¥ tehdy, kdyº f ∈ N (a, b).

V¥ta. [Pick et al., 2019, 9.4.8. V¥ta] (Abelovo-Dirichletovo kritérium konvergence Newtonova integrálu) Nech´
a ∈ R, b ∈ R∗ a nech´ a < b. Nech´ f : [a, b) → R je spojitá a F je primitivní funkce k funkci f na [a, b). Dále
nech´ g : [a, b)→ R je na [a, b) monotónní a spojitá. Pak platí:

1. Jestliºe f ∈ N (a, b) a g je omezená, pak fg ∈ N (a, b).

2. Je-li F omezená na [a, b) a limx→b− g(x) = 0, je fg ∈ N (a, b).

Vy²et°ete konvergenci následujících integrál· (α ∈ R je parametr):

1. ˆ ∞
0

1√
x log(1 + ex)

dx

Návod/°e²ení: Konverguje, u 0 srovnej s 1/
√
x a u ∞ srovnej s 2/x

3
2 .

2. ˆ ∞
−∞

e−αx
2
dx

Návod/°e²ení: Konverguje pro α > 0, pro α > 0 na (−∞,−1] a [1,∞) srovnej s e−α|x| nebo limitn¥ srovnej
s 1
x2
. Pro α ≤ 0 srovnej s 1. Na [−1, 1] je funkce spojitá.

3. ˆ π
2

0
sin
( 1

sinx

)
dx

Návod/°e²ení: Konverguje. Pouºijte srovnávací kritérium a |f(x)| ≤ 1.

4. ˆ ∞
0

sin
(√

x2α + 1− xα
)
dx

Návod/°e²ení: Konverguje pro α > 1, U +∞ limitn¥ srovnáme se sin
(

1√
x2α+1+xα

)
∼ 1

xα pro α > 0 a pro
α ≤ 0 u +∞ limitn¥ srovnáme s 1. To konverguje pro α > 1 a pro α > 1 je funkce u 0 spojitá.

5. ˆ 1

0

arccosx

logα(1/x)
dx

Návod/°e²ení: Konverguje pro α < 3
2 , u 0 se chová jako 1

logα(1/x) , a tedy limitním srovnáním s 1√
x
konverguje.

U 1 limitn¥ srovnáme s
√

1−x
(1−x)α .

6. ˆ ∞
0

(π − 2 arctanx)αdx

Návod/°e²ení: Konverguje pro α > 1. U 0 je spojitá. U ∞ limitn¥ srovnáme s 1
xα ,nebo´ pomocí l'Hospitala

zjistíme limx→∞
π−2 arctanx

1
x

= 4.
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7. Nalezn¥te obsah povrchu jednotkové koule v R3. Návod/°e²ení: S = 4π. Koule vznikne rotací funkce

f(x) =
√

1− x2, x ∈ [−1, 1] kolem osy x. Tedy S = 2π
´ b
a f
√

1 + (f ′)2 = 2π
´ 1
−1

√
1− x2

√
1 +

(
x√

1−x2
)2

=

2π
´ 1
−1 1 dx.

8. Nalezn¥te obsah plochy mezi grafy funkcí x
2

2 a 1
1+x2

. Návod/°e²ení: S = π
2−

1
3 . Z rovnice x2

2 = 1
1+x2

dostaneme

x = ±1. Pak S =
´ 1
−1

(
1

1+x2
− x2

2

)
dx =

[
arctanx− x3

6

]1

−1
= π

2 −
1
3 .

9. Pomocí Riemanova integrálu spo£t¥te limn→∞
1p+2p+...+np

np+1 , p > 1. Návod/°e²ení: 1
p+1 ,

1p+2p+...+np

np+1 = 1
n

((
1
n

)p
+(

2
n

)p
+ . . .+

(
n
n

)p). Toto je Riemannovský sou£et funkce xp, a tedy lim =
´ 1

0 x
p dx = 1

p+1 .

10. Bu¤ (X,A) m¥°itelný prostor. �ekneme, ºe A ∈ A je atom, pokud pro kaºdou B ∈ A platí B ⊂ A =⇒
(B = A ∨B = ∅). Ukaºte, ºe existuje σ-algebra, která má pouze jediný atom, totiº ∅.

Návod/°e²ení: Sta£í de�novat X = (0, 1) \
⋃+∞
j=1

⋃2j

k=1 k2−j a A ∈ A, pokud je moºné ha zapsat ve tvaru
(k2−j ,K2−j) s k,K, j spl¬ujícími j ∈ N, k < K, k,K ∈ {0, . . . , 2j}.

11. Pokud σ-algebra obsahuje nekone£ný spo£etný systém neprázdných po dvou disjunktních mnoºin, je nespo-
£etná. Dokaºte.

If a σ-algebra contains in�nite coutable system of nonempty pairwise disjoint sets, it is uncountable. Prove.

12. [Rudin, 1977, Sekce 1, Cvi£ení 1] Existuje nekone£ná σ-algebra, která má pouze spo£etn¥ mnoho prvk·?

Návod/°e²ení: Neexistuje. Bu¤ má alespo¬ spo£etn¥ atom· nebo má pouze kone£n¥ atom·. Pak ukáºeme, ºe
do ní pat°í striktn¥ klesající posloupnost mnoºin. V obou p°ípadech existuje spo£etný systém neprázdných
po dvou disjunktních mnoºin z A. σ-algebra obsahující takový systém uº musí být nespo£entná.

13. [Rudin, 1977, Sekce 1, Cvi£ení 5] Dokaºte, ºe mnoºina v²ech bod·, v nichº konverguje posloupnost m¥°itelných
funkcí, je m¥°itelná mnoºina.

Návod/°e²ení: Ozna£me posloupnost funkcí fn : X → R, A = {x ∈ X,∃a ∈ R : fn(x) → a pro n→ +∞}.
Z BC podmínky plyne

A =

+∞⋂
j=1

⋃
n0∈N

⋂
n,m>n0

{|fn(x)− fm(x)| < 1

j
},

tedy A je m¥°itelná.
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4 3. cvi£ení

V¥ta (Zobecn¥ná Leviho v¥ta). Bu¤te funkce fn : (X,A)→ R∗ m¥°itelné pro n ∈ N.

1. Jsou-li fn ↗ f pro n→ +∞a
´
X f1 dµ > −∞, platí

´
X fn dµ↗

´
X f dµ.

2. Jsou-li fn ↘ f pro n→ +∞a
´
X f1 dµ < +∞, platí

´
X fn dµ↘

´
X f dµ.

V¥ta (Lebesgueova; o konvergentní majorant¥). Bu¤ (X,A, µ) prostor s mírou a fn, f m¥°itelné funkce takové,
ºe fn → f s.v. Nech´ dále existuje funkce g ∈ L1(µ) taková, ºe |fn| ≤ g s.v. pro v²echna n ∈ N. Pak f ∈ L1(µ) a´
fn dµ→

´
f dµ.

Nalezn¥te limn→∞ z následujících integrál·:

1.
´ 1

0 x
n dx, Návod/°e²ení: 0, Z Lebesgueovy v¥ty a 0 ≤ xn ≤ x nebo z Leviho.

2.
´ 100

0
ex

3

1+nx dx, Návod/°e²ení: 0, Z Lebesgueovy v¥ty a 0 ≤ fn ≤ ex
3

1+x nebo z Leviho.

3.
´ 1

0
nx

1+n2x2
dx, Návod/°e²ení: 0, Z Lebesgueovy v¥ty a 0 ≤ fn ≤ 1

2 .

4.
´∞

0
log(x+n)

n e−x cosx dx, Návod/°e²ení: 0, Z Lebesgueovy v¥ty a |fn| ≤ e−x x+n
n ≤ e−x(x+ 1).

5.
´ 1

0 nx
15 sin

(
x2

n

)
dx, Návod/°e²ení: 1

18 ; Bodová limita je x17 sin x2

n
x2

n

→ x17. Z Lebesgueovy v¥ty a |fn| ≤

nx15 x2

n = x17.

6.
´∞

0 e−x
n
dx, Návod/°e²ení: 1; Z Lebesgueovy v¥ty a fn ≤ 1 na (0, 1) a fn ≤ e−x na (1,∞), nebo z Leviho.

7.
´∞

0
dx

(1+ x
n

)n n√x dx, Návod/°e²ení: 1; Bodová limita je 1
ex·1 a

´∞
0 e−x = 1. Z Lebesgueovy v¥ty a fn ≤ 1√

x
na

(0, 1) a fn ≤ 1
(1+ x

n
)n ≤

1

1+ x
n
n+ x2

n2
n(n−1)

2

≤ 1

1+x2

4

na (1,∞).

Spo£t¥te (za pomoci Heineho v¥ty) lima→∞ F (a) a lima→0+ F (a) pro F (a) =
´∞

0
e−ax

2

1+x dx, Návod/°e²ení: 0

a ∞; Pro an → ∞ a an ≥ 1 platí e−anx
2

1+x ≤ e−x
2
coº je integrovatelné. Z Lebesgue a limn→∞

´∞
0

e−anx
2

1+x =´∞
0 limn→∞

e−anx
2

1+x = 0, a tedy podle Heineho lima→∞ F (a) = 0. Z°ejm¥ e−ax
2 ≥ 1

e pro x ≤ 1√
a
. Tedy

´∞
0

e−ax
2

1+x ≥´ 1√
a

0
1

e(1+x) = 1
e log

(
1√
a

+ 1
) a→0+→ ∞.

[Rudin, 1977, Sekce 1, cvi£ení 9] Bu¤ (X,A, µ) m¥°itelný prostor, f : X → [0,+∞],
´
X f dµ = c ∈ (0,+∞),

α ∈ (0,+∞). Ukaºte, ºe

lim
x→+∞

ˆ
X
n lg(1 + (f/n)α) dµ =


+∞, pro α ∈ (0, 1),

c, pro α = 1,

0, pro α ∈ (1,+∞).
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5 4. cvi£ení

D·sledek (Levi). Pro nezáporné m¥°itelné funkce fn na X platí

ˆ ( ∞∑
n=1

fn

)
dµ =

∞∑
n=1

ˆ
fn dµ.

D·sledek (Lebesgue). Jsou-li fi m¥°itelné,
∑∞

i=1 fi konverguje s.v., a g ∈ L1(µ) taková, ºe |
∑n

i=1 fi| ≤ g s.v. pro
v²echna n, pak

∑∞
i=1 fi ∈ L1(µ) a ˆ ( ∞∑

i=1

fi

)
dµ =

∞∑
i=1

ˆ
fi dµ.

Vyjád°ete následující integrály jako sou£et °ady:

1. ˆ 1

0

log(1− x)

x
dx,

Návod/°e²ení:
∑∞

n=1
−1
n2 ;

Rozvineme do
∑∞

n=0
−xn+1

n . Podle Leviho na
∑∞

n=1−fn.

2. ˆ ∞
0

x

ex + 1
dx,

Návod/°e²ení:
∑∞

n=0
(−1)n

(n+1)2
;

Rozvineme do
∑∞

n=0(−1)nxe−(n+1)x. Podle Lebesgua

∞∑
n=0

ˆ
|fn| =

∞∑
n=0

ˆ ∞
0

xe−(n+1)x =
∞∑
n=1

1

(n+ 1)2
<∞.

3. ˆ 1

0

xp log(x)

1 + x2
dx, pro p > 0,

Návod/°e²ení:
∑∞

0 (−1)n+1 1
(2n+p+1)2

;

Rozvineme do
∑∞

n=0 x
p log(x)(−1)nx2n. Podle Lebesgua

∞∑
n=0

ˆ
|fn| =

∞∑
n=0

ˆ ∞
0

xp(−1) log(x)x2n =

∞∑
n=1

1

(2n+ p+ 1)2
<∞.

4. ˆ ∞
0

log
(1− e−x

1 + e−x

)
dx,

Návod/°e²ení:
∑∞

n=1
−1+(−1)n

n2 ; Rozvineme jako

log(1− e−x)− log(1 + e−x) =
∞∑
n=1

−e−nx

n
+

(−1)ne−nx

n
.

Podle Lebesgua
∞∑
n=1

ˆ
|fn| ≤

∞∑
n=0

ˆ ∞
0

2
e−nx

n
=

∞∑
n=1

2

n2
<∞.
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5. ˆ 1

0

xp−1

1 + xq
dx (pro p, q > 0) dx,

Návod/°e²ení:
∑∞

n=0
(−1)n

p+qn ;

Z°ejm¥ ≤ xp−1, a tedy integrál konverguje. Rozvineme do
∑∞

n=0(−1)nxp+qn−1. Podle Lebesgueovy v¥ty pro
funkce FN =

∑N
n=0 fn

|
N∑
n=0

fn| = |
N∑
n=0

(−1)nxp+qn−1| = xp−1 1− (−x)Nq+1

1 + xq
≤ xp−1 2

1 + xq
∈ L1(0, 1).

6. ˆ ∞
0

e−x cos(
√
x) dx.

Návod/°e²ení:
∑∞

n=0(−1)n n!
(2n)! ;

Rozvineme do
∑∞

n=0(−1)ne−x xn

(2n)! . Podle Lebesgua
∑∞

n=0

´
|fn| =

∑∞
n=0

´∞
0 e−x xn

(2n)! . Indukcí snadno
´∞

0 xne−x =

(n)! a
∑ n!

(2n)! <∞.
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6 5. cvi£ení

V¥ta (Lebesgueova; o spojité závislosti integrálu na parametru). Bu¤te (X,A, µ) prostor s mírou, T metrický
prostor a f : T ×X → R funkce. Nech´ dále

(i) f(t, ·) je m¥°itelná pro kaºdé t ∈ T ,

(ii) f(·, x) je spojitá na T pro s.v. x ∈ X,

(iii) existuje g ∈ L1(µ) taková, ºe pro v²echna t ∈ T je |f(t, ·)| ≤ g s.v.

Pak f(t, ·) ∈ L1(µ) pro v²echna t ∈ T a funkce

F : t 7→
ˆ
f(t, ·) dµ

je spojitá na T .

U následujících integrál· vy²et°ete pro jaká α konvergují a vy²et°ete spojitost na de�ni£ním oboru:

1. ˆ ∞
0

sin(αx)

1 + x2
dx,

Návod/°e²ení: spojitá na R; |f(x, α)| ≤ 1
1+x2

∈ L1.

2. ˆ ∞
0

e−αx
2

1 + x
dx,

Návod/°e²ení: spojitá na (0,+∞); Pro α ∈ [δ,∞) je |f(x, α)| ≤ e−δx2 ∈ L1.

3. ˆ 1

0

1√
x2 + α2

dx a nalezn¥te i lim
α→∞

a lim
α→0

,

Návod/°e²ení: spojitá na (−∞, 0) ∪ (0,∞);

Pro |α| > δ je |f(x, α)| ≤ 1√
δ2

= 1
δ ∈ L

1.

Pro α ∈ [1,∞) je 1 integrovatelná majoranta a podle Lebesguea a Heineho je

lim
α→∞

ˆ 1

0

1√
x2 + α2

=

ˆ 1

0
lim
α→∞

1√
x2 + α2

=

ˆ 1

0
0 = 0.

Pro |α| ≤ δ je
´ 1

0
1√

x2+α2
≥
´ 1

0
1√

x2+δ2
≥
´ 1
δ

1√
2x

= −1√
2

log δ
δ→0+→ ∞.

4. ˆ ∞
0

x

1 + xα
dx,

Návod/°e²ení: spojitá na (2,∞); Pro α ∈ [2 + δ,∞) je

|f(x, α)| ≤

{
x

1+x2+δ
pro x > 1

1 pro x < 1.
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5. ˆ ∞
0

αe−αx
2

1 + x
dx a nalezn¥te i lim

α→0+
,

Návod/°e²ení: spojitá na [0,∞); Pro α ∈ [δ,K] je |f(x, α)| ≤ Ke−δx
2

1+x ≤ Ke−δx2 ∈ L1.

Pro spojitost v 0 zprava musíme spo£ítat limα→0+ F (α). Substitucí y =
√
ax odhadneme

´∞
0

αe−αx
2

1+x ≤´∞
0 αe−αx

2
=
´∞

0

√
αe−y

2
=
√
α
´∞

0 e−y
2 α→0+→ 0.

6. ˆ 1

0

1− xα

log x
dx,

Návod/°e²ení: spojitá na (−1,∞); V 1 lze spojit¥ dode�novat a u 0 standardn¥ srovnáme s xα

log x .

Pro δ < 1 a α ∈ [−1 + δ, 0] máme |f(x, α)| ≤ x−1+δ−1
| log x| a pro α ∈ [0,K] je |f(x, α)| ≤ 1−xK

| log x| .
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7 6. cvi£ení

V¥ta (Zám¥na integrálu a derivace). Bu¤ I ⊂ R otev°ený interval a f : I ×X → R funkce. Nech´ dále

(i) f(t, ·) je m¥°itelná pro kaºdé t ∈ I,

(ii) existuje N ∈ A, µ(N) = 0, taková, ºe pro v²echna x ∈ X \N a t ∈ I existuje vlastní derivace d
dtf(t, x),

(iii) existuje g ∈ L1(µ) taková, ºe pro v²echna x ∈ X \N a t ∈ I , | ddtf(t, x)| ≤ g(x),

(iv) existuje t0 ∈ I takové, ºe f(t0, ·) ∈ L1(µ).

Pak f(t, ·) ∈ L1(µ) pro v²echna t ∈ I, funkce

F : t 7→
ˆ
X
f(t, ·) dµ

je diferencovatelná na I a pro t ∈ I platí

F ′(t) =

ˆ
X

d

dt
f(t, ·) dµ.

Spo£t¥te následující integrály (pomocí v¥ty o zám¥n¥ derivace a integrálu). Obor konvergence je u ka	zdého p°íkladu
napsán.

1.

ˆ ∞
0

1− e−ax2

xex2
, a > −1; 2.

ˆ ∞
0

e−ax
2 − e−bx2

x2
, a, b > 0 (Rada:

ˆ ∞
0

e−x
2

=

√
π

2
)

3.

ˆ ∞
0

arctan ax− arctan bx

x
, a, b > 0 nebo a, b < 0; 4.

ˆ ∞
0

e−kx
sin ax

x
, k > 0, a ∈ R;

5.

ˆ π
2

0
ln(a2 sin2 x+ b2 cos2 x), a, b > 0.

Návody:

1.
ln(a+ 1)

2
;
∣∣∣∂f(x, a)

∂a

∣∣∣ =
∣∣∣xe−(a+1)x2

∣∣∣ ≤ xe−δx2 pro a ∈ (−1 + δ,∞).

2.
√
πb−

√
πa;

∣∣∣∂f(x, a, b)

∂a

∣∣∣ =
∣∣∣−e−ax2∣∣∣ ≤ e−δx2 pro a ∈ (δ,∞).

ˆ ∞
0
−e−ax2 = −1

2

√
π

a
⇒ F (a, b) = C(b)−

√
πa a F (b, b) = 0.

3.
π

2
ln
a

b
;
∣∣∣∂f(x, a, b)

∂a

∣∣∣ =
∣∣∣ 1

1 + a2x2

∣∣∣ ≤ 1

1 + δ2x2
pro |a| ≥ δ.

ˆ ∞
0

1

1 + a2x2
=

π

2a
a F (b, b) = 0.

4. arctan
a

k
;
∣∣∣∂f(x, a, k)

∂a

∣∣∣ =
∣∣∣e−kx cos ax

∣∣∣ ≤ e−kx pro a ∈ R.
ˆ ∞

0
e−kx cos ax =

[
e−kx

a sin ax− k cos ax

a2 + k2

]x=∞

x=0
=

k

a2 + k2
a F (0, k) = 0.

5. π ln
|a|+ |b|

2
;
∣∣∣∂f(x, a, b)

∂a

∣∣∣ =
∣∣∣2
a

a2 sin2 x

a2 sin2 x+ b2 cos2 x

∣∣∣ ≤ 2

δ
pro |a| > δ

Substitucí tanx = t spo£teme
∂F (a, b)

∂a
=

π

a+ b
.
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8 8. cvi£ení

D·sledek (Fubiniova v¥ta pro zúpln¥nou sou£inovou míru). Bu¤te (X,A, µ) a (Y,B, ν) dva úplné prostory se
σ-kone£nými m¥rami. Pak pro kaºdou funkci f ∈ L∗(µ⊗̂ν) platí:

1. funkce fy : x 7→ f(x, y) je m¥°itelná na X pro s.v. y ∈ Y a funkce fx : y 7→ f(x, y) je m¥°itelná na Y pro
s.v. x ∈ X

2. funkce x 7→
´
Y f(x, y) dν(y) je m¥°itelná na X a funkce y 7→

´
X f(x, y) dµ(x) je m¥°itelná na Y

3. ˆ
X×Y

f d(µ⊗̂ν) =

ˆ
X

(ˆ
Y
f(x, y) dν(y)

)
dµ(x) =

ˆ
Y

(ˆ
X
f(x, y) dµ(x)

)
dν(y).

Za pomoci Fubiniovy v¥ty ve dvou dimenzích spo£t¥te

3.

ˆ 1

0

xb − xa

log x
dx pro a, b > −1, 5.

ˆ ∞
0

e−ax
2 − e−bx2

x2
dx pro a, b > 0.

Nalezn¥te míru následujích podmno	zin R2

1. {x2 < y < x+ 2}, 2.
{
y ≤ x, 0 < y <

1

x2

}
.

Spo£t¥te následující dvourozm¥rné integrály

4.

ˆ
M

(x2 + y2) dxdy pro M = {|x|+ |y| ≤ 1}, 6.

ˆ
M
e−(x+y)dxdy pro M = {0 ≤ x ≤ y},

7.

ˆ
M

x2

y2
dxdy pro M omezenou mezi k°ivkami x = 2, y = x a xy = 1,

8.

ˆ
M

(
√
x+ y) dxdy pro M = {x2 + y2 ≤ x}

Návody:

1.
9

2
;

ˆ 2

−1

ˆ x+2

x2
1 dy dx =

ˆ 2

−1
(x+ 2− x2) dx.

2.
3

2
;

ˆ 1

0

ˆ x

0
1 dy dx+

ˆ ∞
1

ˆ 1
x2

0
1 dy dx =

ˆ 1

0
x dx+

ˆ ∞
1

1

x2
dx

3. log
b+ 1

a+ 1
;

ˆ 1

0

xb − xa

log x
=

ˆ ˆ
M
xy =

ˆ b

a

1

y + 1
= log

b+ 1

a+ 1
.

4.
2

3
; 4

ˆ 1

0

ˆ 1−x

0
(x2 + y2) dy dx = 4

ˆ 1

0

(
(1− x)x2 +

(1− x)3

3

)
dx

5.
√
πb−

√
πa;

ˆ ∞
0

e−ax
2 − e−bx2

x2
=

ˆ ˆ
M
e−yx

2
=

ˆ b

a

√
π

2
√
y

=
√
πb−

√
πa.

6.
1

2
;

ˆ ∞
0

ˆ y

0
e−(x+y) dy dx =

ˆ ∞
0

e−y(1− e−y) dy

7. 2
1

4
;

ˆ 2

1

ˆ x

1
x

x2

y2
dy dx =

ˆ 2

1
x2
(
x− 1

x

)
dx

8.
8

15
;

ˆ 1

0

ˆ √x−x2
−
√
x−x2

(
√
x+ y) dy dx = 2

ˆ 1

0

√
x
√
x− x2 = 2

ˆ 1

0
(1− z)

√
z dz
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9 9. cvi£ení

V¥ta (V¥ta o substituci). Bu¤ U ⊂ Rn otev°ená, ϕ : U → Rn difeomor�smus a f : ϕ(U) → R Lebesgueovsky
m¥°itelná funkce. Pak ˆ

U
f(ϕ(x)) |Jϕ(x)| dx =

ˆ
ϕ(U)

f(y) dy,

má-li jedna strana smysl.

Je-li navíc B ⊂ ϕ(U) Lebesgueovsky m¥°itelná mnoºina, platí
ˆ
ϕ−1(B)

f(ϕ(x)) |Jϕ(x)| dx =

ˆ
B
f(y) dy,

má-li jedna strana smysl.

Spo£t¥te následující dvourozm¥rné integrály

1.

ˆ
M

1√
1− x2 − y2

dxdy pro M = {x2 + y2 ≤ 1},

2.

ˆ
M

1√
x2 + y2

dxdy pro M = {x2 + y2 ≤ x}.

Nalezn¥te míru následujích mno	zin M ⊂ R2

3. {(x+ y)3 < xy, x ≥ 0, y ≥ 0}, 4. {x3 + y3 < xy, x > 0, y > 0}, 5. {2
√
|x|+

√
|y| ≤ 1},

6. {1 < xy < 2, y < x < 3y}, 7.{y < x2 < 4y, 2x < y2 < 3x} .

Návody:

1. 2π; Polární sou°adnice a
ˆ 1

0

(ˆ 2π

0

r dϕ√
1− r2

)
dr

2. 2; Polární sou°adnice a 0 ≤ x2 + y2 ≤ x dá 0 ≤ r ≤ cosϕ.

ˆ π
2

−π
2

(ˆ cosϕ

0

r dr√
r2

)
dϕ.

3.
1

60
; Transformace x = r cos2 ϕ a y = r sin2 ϕ

transformuje M na 0 ≤ r ≤ sin2 ϕ cos2 ϕ a Jf = 2r sinϕ cosϕ.

ˆ π
2

0

(ˆ sin2 ϕ cos2 ϕ

0
2r sinϕ cosϕ dr

)
dϕ =

ˆ π
2

0
sin5 ϕ cos5 ϕ dϕ

4.
1

6
; Transformace x = r cos

2
3 ϕ a y = r sin

2
3 ϕ

transformuje M na 0 ≤ r ≤ sin
2
3 ϕ cos

2
3 ϕ a Jf =

2

3
r sin−

1
3 ϕ cos−

1
3 ϕ.

ˆ π
2

0

(ˆ sin
2
3 ϕ cos

2
3 ϕ

0

2

3
r sin−

1
3 ϕ cos−

1
3 ϕ dr

)
dϕ =

1

3

ˆ π
2

0
sinϕ cosϕ dϕ

5.
1

6
; Transformace x =

1

4
r cos4 ϕ a y = r sin4 ϕ

transformuje M ∩ {x > 0, y > 0} na 0 ≤ r ≤ 1, 0 < ϕ <
π

2
a tam Jf = r sin3 ϕ cos3 ϕ > 0.

4

ˆ π
2

0

(ˆ 1

0
r sin3 ϕ cos3 ϕ dr

)
dϕ = 2

ˆ π
2

0
sin3 ϕ cos3 ϕ dϕ
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6.
1

2
log 3; Transformace u = xy, v =

x

y
neboli x =

√
uv a y =

√
u

v

transformuje M na 1 ≤ u ≤ 3, 1 < v < 3 a tam Jf =
1

2v
> 0.

ˆ 2

1

(ˆ 3

1

1

2v
dv
)
du.

7. 1; Transformace u =
x2

y
, v =

y2

x
neboli x =

3
√
uv2 a y =

3
√
u2v

transformuje M na 1 ≤ u ≤ 4, 2 < v < 3 a Jf =
1

3
.

ˆ 4

1

(ˆ 3

2

1

3
dv
)
du.

10 10. cvi£ení

Pomocí Fubiniovy v¥ty nalezn¥te míru následujích podmno	zin R3

1. {0 < x < 3, 0 < y < 3, xy < z < 1}, 2. {x ≥ 0, y ≥ 0, 0 ≤ z ≤ 1− x− y},

3. M omezená plochami z = 1 a z = x2 + y2.

Pomocí Fubiniovy v¥ty spo£t¥te následující trojrozm¥rné integrály

4.

ˆ
M
x dxdydz pro M omezenou x = 0, y = 0 z = 0, y = 3 a x+ z = 2

5.

ˆ
M
z2 dxdydz pro M = {x2 + y2 + z2 ≤ 1, x2 + y2 + z2 ≤ 2z}.

Pomocí Fubiniovy v¥ty nalezn¥te míru následují podmno	ziny R4

6. {x, y, z, w ∈ [0, 1], xy < z2w}.

Pomocí v¥ty o substituci spo£t¥te následující trojrozm¥rné integrály

7.

ˆ
M

1 dxdydz pro M = {x2 + y2 < z < 1},

8.

ˆ
M
z dxdydz pro M = {x2 + y2 ≤ z2, z ∈ (0, 2)},

9.

ˆ
M

1 dxdydz pro M =
{y2

2
+
z2

3
≤ 1

1 + x2

}
,

10.

ˆ
M

1 dxdydz pro M =
{

(2−
√
x2 + y2)2 + z2 ≤ 1

}
.

Návody:

1. log 9− 7

12
;

ˆ 3

0

ˆ min( 1
x
,3)

0

ˆ 1

xy
1 dz dy dx =

=

ˆ 1
3

0

ˆ 3

0

ˆ 1

xy
1 dz dy dx+

ˆ 3

1
3

ˆ 1
x

0

ˆ 1

xy
1 dz dy dx .

2.
1

6
;

ˆ 1

0

ˆ 1−x

0

ˆ 1−x−y

0
1 dz dy dx

3.
π

2
; z je od 0 do 1 je °ez kruh o polom¥ru

√
z :

ˆ 1

0
π(
√
z)2 dz.
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4. 4;

ˆ 2

0

ˆ 3

0

ˆ 2−x

0
x dz dy dx

5.
59

480
π; Pro z ∈ [0,

1

2
] je °ez kruh o polom¥ru

√
2z − z2, pro z ∈ [

1

2
, 1]

je °ez kruh o polom¥ru
√

1− z2 :

ˆ 1
2

0
z2π(

√
2z − z2)2 dz +

ˆ 2

1
2

z2π(
√

1− z2)2 dz .

6.

ˆ 1

0

ˆ 1

0

ˆ z2w

0

ˆ 1

0
1 dx dy dz dw +

ˆ 1

0

ˆ 1

0

ˆ 1

z2w

ˆ z2w
y

0
1 dx dy dz dw

7.
π

2
; Válcové sou°adnice x = r cosϕ, y = r sinϕ, z = a, pak Jf = r > 0.

x2 + y2 < z < 1 transformuji na r2 < a < 1 :

ˆ 2π

0

ˆ 1

0

ˆ 1

r2
r da dr dϕ .

8. 4π; Válcové sou°adnice
ˆ 2

0

ˆ 2π

0

ˆ a

0
ar dr dϕ da.

9.
√

6π2; Upravené válcové sou°adnice y =
√

2r cosϕ, z =
√

3r sinϕ, x = a,

pak Jf =
√

6r > 0.

ˆ ∞
−∞

ˆ 2π

0

ˆ √
1

a2+1

0

√
6r dr dϕ da .

10. 4π2; Válcové sou°adnice dají (2− r)2 + a2 ≤ 1, a tedy r ∈ [1, 3].

ˆ 2π

0

ˆ 3

1

ˆ √1−(2−r2)

−
√

1−(2−r2)
r da dr dϕ .
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11 11. cvi£ení

Spo£t¥te následující trojrozm¥rné objemy £i integrály

1. L3(M) pro M = {x2 + y2 + z2 ≤ 2z, x2 + y2 ≤ z2},

2. Spo£t¥te 1. jak p°es sférické, tak i válcové sou°adnice},

3. L3(M) pro M =
{(x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2

)2
≤ x2y

}
a a, b, c > 0,

4. L3(M) pro M = {a(x2 + y2) + z ≤ a, z ≥ 0} v závislosti na a ∈ R.

5. L3(M) pro M =
{

(x+ y + z)2 < y, x > 0, y > 0, z > 0
}
,

6.

ˆ
M
exyzx2y dxdydz pro M = {x ≥ 0, y ≥ 1, z ≥ 1, xyz ≤ 1}

za pou	zití substituce x = u, y =
u+ v

u
, z =

u+ v + w

u+ v
.

Návody:
1. π; Sférické sou°adnice p°evedou x2 + y2 + z2 ≤ 2z na 0 < r < 2 sinψ a

x2 + y2 ≤ z2 na cos2 ψ < sin2 ψ. Odtud sinψ > 0 a cos2 ψ < sin2 ψ, tedy ψ ∈ (
π

4
,
π

2
).

ˆ 2π

0

ˆ π
2

π
4

ˆ 2 sinψ

0
r2 cosψ dr dψ dϕ.

2. π; Válcové sou°adnice p°evedou x2 + y2 + z2 ≤ 2z na r2 + a2 ≤ 2a a

x2 + y2 ≤ z2 na r2 ≤ a2. Z první nerovnosti 2a− a2 ≥ 0, tedy a ∈ (0, 2).

Dále r2 ≤ min{2a− a2, a2} a 2a− a2 = a2 pro a = 1.
ˆ 2π

0

ˆ 1

0

ˆ a

0
r dr da dψ +

ˆ 2π

0

ˆ 1

0

ˆ √2a−a2

0
r dr da dψ .

3.
πa7b6c

192
; Zobecn¥né sférické sou°adnice x = ar cosϕ cosψ, y = br sinϕ cosψ,

z = cr sinψ a Jf = abcr2 cosψ. Podmínku p°evedu na 0 ≤ r4 ≤ a2br3 cos2 ϕ cos3 ψ sinϕ.

Odtud sinϕ > 0.

ˆ π
2

−π
2

ˆ π
2

−π
2

ˆ a2b cos2 ϕ cos3 ψ sinϕ

0
abcr2 cosψ dr dψ dψ .

4. ∞ pro a < 0 a
ˆ 2π

0

ˆ 1

0

ˆ a(1−r2)

0
r dz dr dϕ pro a > 0 p°es válcové sou°adnice.

5.
1

60
; Zobecn¥né sférické sou°adnice x = ar cos2 ϕ cos2 ψ, y = br sin2 ϕ cos2 ψ,

z = cr sin2 ψ a Jf = 4r2 cosϕ sinϕ cos3 ψ sinψ pro ϕ,ψ ∈ (0,
π

2
).

ˆ π
2

0

ˆ π
2

0

ˆ sin2 ϕ cos2 ψ

0
4r2 cosϕ sinϕ cos3 ψ sinψ dr dψ dψ.

6.
e

2
− 1; Jakobián vyjde Jf =

1

u(u+ v)
. Z x ≥ 0 plyne u ≥ 0,

z y ≥ 1 plyne
u+ v

u
≥ 1, tedy v ≥ 0, z z ≥ 1 plyne w ≥ 0 a z xyz ≥ 1 plyne u+ v + w ≤ 1.

ˆ 1

0

ˆ 1−u

0

ˆ 1−u−v

0
eu+v+wu2u+ v

u

1

u(u+ v)
du dv dw .
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12 Teoretické p°íklady

Okopírováno od D. Praºáka.

1) Sestrojte funkci f(x) : [0,+∞)→ R takovou, ºe
´∞

0 f(x) dx konverguje, t°ebaºe f(x) 6→ 0 pro x→ +∞.

2) Sestrojte nespo£etnou mnoºinu míry nula.

3) Najd¥te p°íklad funkce, která má Newton·v, ale nemá Lebesgue·v integrál.

4) Najd¥te posloupnost fn(x) → f(x), pro kterou m·ºeme zam¥nit limitu a integrál, prestoºe nejsou spln¥ny
p°edpoklady Leviho ani Lebesgueovy v¥ty.

5) Nech´ h(x) > 0 s.v. v (omezeném) intervalu [a, b]. Pak In =
´ b
a exp(−nh(x)) dx → 0 pro n → ∞ (dle

Lebesgueovy v¥ty s majorantou g(x) ≡ 1).

N¥kdy je uºite£né v¥d¥t téº rychlost konvergence In → 0. Následující úvahy pokryjí b¥ºné p°ípady:

(i) Je-li h(x) striktn¥ odraºená od nuly, pak In → 0 exponenciáln¥ rychle.

(ii) Pro l > 0, δ > 0 pevné je
´ δ

0 exp(−nxl) dx ∼ n−1/l, n→∞.

(iii) Tvrzení. Nech´ pro jisté x0 ∈ [a, b] je h(x0) = 0 ostré globální minimum. Nech´ navíc h(k)(x0) = 0 pro
k = 0, . . . l − 1, av²ak h(l)(x0) 6= 0. Potom In ∼ n−1/l, n→∞.

P°íklady aplikací:
´ 1

0 x
n dx ∼ n−1,

´ π
0 sinn x dx ∼ n−1/2.

6) Ukaºte, ºe funkce F (a) =
´ β
α

dx√
|x−a|

je spojitá v intervalu I = (α, β), t°ebaºe V¥tu o spojité závislosti nelze

aplikovat na ºádném (netriviálním) podintervalu I.

7) Existuje (netriviální) kone£n¥ aditivní míra na N, která nabývá pouze hodnot 0 a 1.

Ekvivalentn¥: existuje prvoideál, tj. systém I podmnoºin N, spl¬ující:

i) ∅ ∈ I, N /∈ I
ii) A ∈ I, B ⊂ A =⇒ B ∈ I
iii) A ∈ I, B ∈ I =⇒ A ∪B ∈ I
iv) pro kaºdé A ⊂ N je bu¤ A ∈ I nebo Ac ∈ I

8) Existuje E ⊂ R tzv. �spravedlivá mnoºina�: pro kaºdý interval I ⊂ R je

λ∗(E ∩ I) = λ∗(Ec ∩ I) =
1

2
λ(I).

Spravedlivá mnoºina není m¥°itelná.
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13 Zápo£tové písemky

1. pokusná zápo£tová písemka

1. Spo£t¥te

lim
n→+∞

ˆ 1

0

n
√
x

1 + n2x2
dx.

2. Najd¥te de�ni£ní obor funkce a vy²et°ete její spojitost na n¥m.

F (a) =

ˆ π

−π

√
a2 sin2(x) + x2 dx.

3. Spo£t¥te F ′ pro funkci z minulého p°íkladu. Spo£t¥te lima→+∞ F (a). Na£rtn¥te graf F . Najd¥te supF a
inf F .

2. pokusná zápo£tová písemka

1. Bu¤ M = {(x, y) ∈ R2; |x| < y, 2y − 1 < x}. Rozhodn¥te, zda je mnoºina m¥°itelná. Stanovisko co nejpo-
drobn¥ji od·vodn¥te. Spo£t¥te ˆ

M
x d(x, y).

2. Bu¤ M = {(x, y) ∈ R2;x2 + y2 < R2, x2 + y2 < 2Ry, x > y}. Rozhodn¥te, zda je mnoºina m¥°itelná.
Stanovisko co nejpodrobn¥ji od·vodn¥te. Spo£t¥te λ2(M).

1. zápo£tová písemka, var. A

1. Spo£t¥te

lim
n→+∞

ˆ +∞

0

1 + sin(x/n)

1 + x2
dx.

2. Vyjád°ete pomocí °ady £ísel ˆ 1

0

lg(1− x)√
x

dx.

3. Vy²et°ete spojitost funkce

F (a) =

ˆ +∞

0

sin(ax)√
x(1 + x)

dx

na jejím de�ni£ním oboru.

4. Najd¥te de�ni£ní obor funkce

F (b) =

ˆ 1

0

xb − x4

lg(x)
dx.

Vy²et°ete na n¥m spojitost funkce F , najd¥te její derivaci a s její pomocí funkci F vyjád°ete pomocí elemen-
tárních funkcí.

1. zápo£tová písemka, var. B

1. Spo£t¥te

lim
n→+∞

ˆ 1

0

cos(x/n)√
x

dx.
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2. Vyjád°ete pomocí °ady £ísel ˆ 1

0

lg(1−
√
x)

x
dx.

3. Vy²et°ete spojitost funkce

F (a) =

ˆ +∞

0

sin(x)

1 + xa
dx

na jejím de�ni£ním oboru.

4. Najd¥te de�ni£ní obor funkce

F (a) =

ˆ +∞

0

e−4x2 − e−ax2

x
dx.

Vy²et°ete na n¥m spojitost funkce F , najd¥te její derivaci a s její pomocí funkci F vyjád°ete pomocí elemen-
tárních funkcí.

1. zápo£tová písemka, var. C

1. Spo£t¥te

lim
n→+∞

ˆ +∞

0

arctg(nx)

1 + x2
dx.

2. Vyjád°ete pomocí °ady £ísel ˆ +∞

0
lg(1− e−x) dx.

3. Vy²et°ete spojitost funkce

F (a) =

ˆ +∞

1
2

cos(x)

xa
dx

na jejím de�ni£ním oboru.

4. Najd¥te de�ni£ní obor funkce

F (b) =

ˆ +∞

0
e−ax

sin(x)

x
dx.

Najd¥te její derivaci a s její pomocí funkci F vyjád°ete pomocí elementárních funkcí.

1. zápo£tová písemka, var. D

1. Spo£t¥te

lim
n→+∞

ˆ π

0

cos( nx
nx+1)

x
2
3

dx.

2. Vyjád°ete pomocí °ady £ísel ˆ 1

0

1√
x

lg
1

1− x
dx.

3. Vy²et°ete spojitost funkce

F (a) =

ˆ 10

0

sin(x)

xa
dx

na jejím de�ni£ním oboru.
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4. Najd¥te de�ni£ní obor funkce

F (a) =

ˆ +∞

1
xa−1e−x dx.

Najd¥te její první a druhou derivaci jako integrál a s její pomocí vy²et°ete monotonii a konvexitu funkce F .

1. test, var. E

1. Evaluate

lim
n→+∞

ˆ +∞

0

arctg(nx)

1 + x2
dx.

2. Express as series of numbers ˆ +∞

0
lg(1− e−x) dx.

3. Study continuity of the function

F (a) =

ˆ +∞

1
2

cos(x)

xa
dx

on its domain.

4. Find domain of the function

F (b) =

ˆ +∞

0
e−ax

sin(x)

x
dx.

Find its derivative and express it by means of elementary functions.

2. test, var. A

1. Bu¤ M = {(x, y) ∈ R2; |x− 1| < y,−x+ 2y − 3 < 0}. Rozhodn¥te, zda je mnoºina m¥°itelná. Stanovisko co
nejpodrobn¥ji od·vodn¥te. Spo£t¥te ˆ

M
y d(x, y).

Pokud pouºíváte n¥jakou v¥tu, ospravedl¬te její pouºití.

2. Bu¤M = {(x, y) ∈ R2;x2 +y2 < 1, y > 1/(4x), x, y > 0}. Rozhodn¥te, zda je mnoºina m¥°itelná. Stanovisko
co nejpodrobn¥ji od·vodn¥te. Spo£t¥te λ2(M). Pokud pouºíváte n¥jakou v¥tu, ospravedl¬te její pouºití.
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2. test, var. B

1. Bu¤ M = {(x, y) ∈ R2;x < |y|, 0 > |2y + 1| − x}. Rozhodn¥te, zda je mnoºina m¥°itelná. Stanovisko co
nejpodrobn¥ji od·vodn¥te. Spo£t¥te ˆ

M
x d(x, y).

Pokud pouºíváte n¥jakou v¥tu, ospravedl¬te její pouºití.

2. Bu¤ M = {(x, y) ∈ R2;x2 + y2 < 1, x2 + (y − 2)2 < 4}. Rozhodn¥te, zda je mnoºina m¥°itelná. Stanovisko
co nejpodrobn¥ji od·vodn¥te. Spo£t¥te λ2(M). Pokud pouºíváte n¥jakou v¥tu, ospravedl¬te její pouºití.
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2. test, var. C

1. Bu¤ M = {(x, y) ∈ R2;x < y < x2, x ∈ (−1, 2)}. Rozhodn¥te, zda je mnoºina m¥°itelná. Stanovisko co
nejpodrobn¥ji od·vodn¥te. Spo£t¥te ˆ

M
xy d(x, y).

Pokud pouºíváte n¥jakou v¥tu, ospravedl¬te její pouºití.

2. Bu¤ M = {(x, y) ∈ R2; (x2 + y2)2 < xy, x > 0, x > y}. Rozhodn¥te, zda je mnoºina m¥°itelná. Stanovisko co
nejpodrobn¥ji od·vodn¥te. Spo£t¥te ˆ

M
x4 d(x, y).

Pokud pouºíváte n¥jakou v¥tu, ospravedl¬te její pouºití.
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2. test, var. D

1. Bu¤ M = {(x, y) ∈ R2; y− 4x > 0, 0 < 4− (x− 1)2− y}. Rozhodn¥te, zda je mnoºina m¥°itelná. Stanovisko
co nejpodrobn¥ji od·vodn¥te. Spo£t¥te ˆ

M
x2 + y d(x, y).

Pokud pouºíváte n¥jakou v¥tu, ospravedl¬te její pouºití.

2. Bu¤ M = {(x, y) ∈ R2; (x2 + y2)2 < x2y, x > y, x > 0}. Rozhodn¥te, zda je mnoºina m¥°itelná. Stanovisko
co nejpodrobn¥ji od·vodn¥te. Spo£t¥te ˆ

M
xy d(x, y).

Pokud pouºíváte n¥jakou v¥tu, ospravedl¬te její pouºití.
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14 Zkou²kové písemky

1. zkou²ková písemka

1. Vyjád°ete následující integrál jako °adu. Pe£liv¥ ov¥°te p°edpoklady v¥t, které budete pouºívat.
ˆ +∞

0
x lg(1 + exp(−x2)) dx.

2. Funkce F je de�novaná p°edpisem

F (a) =

ˆ π
2

0

lg(1 + a sin2(x))

sin2(x)
dx.

Ur£ete její de�ni£ní obor a na celém de�ni£ním oboru ji vypo£t¥te. Podrobn¥ ov¥°te p°edpoklady pouºitých
v¥t.

3. Mnoºina M je ur£ena p°edpisem

M = {(x, y, z) ∈ R3;x2 + y2 + y2 < 4, x2 + y2 > 1, x > y}.

Podrobn¥ od·vodn¥te, pro£ je mnoºina m¥°itelná a spo£t¥te její míru λ3. Pokud budete pouºívat n¥jaké
v¥ty ov¥°te podrobn¥ jejich p°edpoklady. Není pot°eba p°epo£ítávat standardní substituce (polární, válcové,
sférické sou°adnice).
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2. zkou²ková písemka

1. (10 bod·) Funkce F je de�novaná p°edpisem

F (a) =

ˆ π
2

0

arctg(a sin(x))

sin(x)
dx.

Ur£ete její de�ni£ní obor a na celém de�ni£ním oboru ji vypo£t¥te. Podrobn¥ ov¥°te p°edpoklady pouºitých
v¥t.

2. (10 bod·) Pouºijte dv¥ma r·znými zp·soby Fubiniho v¥tu na integrál
ˆ

(0,+∞)2

1

t+ 1

1

tx2 + 1
d(t, x).

Pomocí výsledk· spo£t¥te integrál
´ +∞

0
lg(x)
1−x2 dx.

Podrobn¥ od·vodn¥te, pro£ je moºné pouºít Fubiniho v¥tu.

3. (10 bod·) Vyjád°ete
´ +∞

0
lg(x)
1−x2 dx jako °adu. Pe£liv¥ ov¥°te p°edpoklady v¥t, které budete pouºívat. Po-

stupujte podle návodu: i) Nejd°íve vyjád°ete °adou integrál
´ 1

0
lg(x)
1−x2 dx. ii) Integrál

´ +∞
1

lg(x)
1−x2 dx p°eve¤te

pomocí vhodné substituce na integrál z i). iii) Vyjád°ete celý integrál
´ +∞

0
lg(x)
1−x2 dx jako °adu a tuto °adu

se£t¥te pomocí výsledku z p°íkladu 1).
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3. zkou²ková písemka

1. (10 bod·) De�nujme funkce F : D(F ) ⊂ R→ R a G : R× N→ R p°edpisem

F (a) =

ˆ +∞

0
e−ax

sin(x)

x
dx, G(a, n) =

ˆ n

0
e−ax

sin(x)

x
dx.

Ukaºte, ºe:

(a) Pro a > 0 platí limn→+∞G(a, n) = F (a).

(b) Pro n ∈ N platí lima→0+G(a, n) =
´ n

0
sin(x)
x dx.

(c) Spo£t¥te limitu posloupnosti {F (m)}+∞m=1.

2. (10 bod·) Ur£ete de�ni£ní obor funkce F de�nované vý²e a na jejím de�ni£ním oboru ji spo£t¥te. Spo£t¥te
také lima→0+ F (a).

3. (10 bod·) Spo£tete λ2(M), je-li mnoºina M de�nována p°edpisem

M = {(x, y) ∈ R2; y <
8

4 + x2
, y >

x2

4
, y >

x

2
}.
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4. zkou²ková písemka

1. (10 bod·) Spo£tete λ3(M), je-li mnoºina M de�nována p°edpisem

M = {(x, y, z) ∈ R3; (x2 + y2 + z2)2 < xyz, y > 0}.

2. (10 bod·) De�nujme funkci F : D(F ) ⊂ R→ R p°edpisem

F (a) =

ˆ +∞

1

arctg(ax)

x2
√
x2 − 1

dx.

Najd¥te de�ni£ní obor F a spo£t¥te F (0), limn→+∞ F (n) a limn→+∞ F (−n). Zjist¥te, kde je funkce F spojitá.

3. (10 bod·) Pro funkci z p°edchozího p°íkladu vy²et°ete její monotonii. Spo£t¥te limity F v krajních bodech
D(F ) a F ′(0), F ′(+∞−) a F ′(−∞+). Ur£ete H(F ).
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5. zkou²ková písemka

Nezapome¬te podrobn¥ ov¥°it p°edpoklady pouºitých v¥t.

1. (10 bod·) Vyjád°ete následující integrál jako °adu.

ˆ 1

0
x lg(x) lg(1 + x) dx.

2. (10 bod·) De�nujme

F (a) =

ˆ +∞

0

e−x − e−ax

x
cos(x) dx.

Spo£t¥te F na D(F ).

3. (10 bod·) Mnoºina M je ur£ena p°edpisem

M = {(x, y, z) ∈ R3;x2 + y2 < 2x, x < z, y < z, z < 4}.

Podrobn¥ od·vodn¥te, pro£ je mnoºina m¥°itelná, a spo£t¥te její míru λ3(M). Pokud budete pouºívat n¥jaké
v¥ty, ov¥°te podrobn¥ jejich p°edpoklady. Není pot°eba p°epo£ítávat standardní substituce (polární, válcové,
sférické sou°adnice).
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