Zapoctovy problém ¢. 2
NOFY126 — Klasicka elektrodynamika, LS 2023

vzorové reSeni

Méjme vlnovod ohranic¢eny kuzelovou plochou a
rovnikovou rovinou. Neboli, zajimé nés prostor
popsany ve sférickych soutradnicich (r, ¥, ¢) in-
tervalem thlu 9 € (0, 5).

Uvnitt tohoto vlnovodu uvazujme pole E a
B s harmonickym ¢asovym prubéhem majici
nasledujici tvar:

-1 .
E= ;E(r, 9)e ey,
1 .
B = ;B(T, 19) e_“’Jt é;o .

Uvnitt vlnovodu neuvazujte zadné zdroje.

V dané oblasti rozepiste explicitné vsechny
komponenty Maxwellovych rovnic ve sférickych
soufadnicich.

Po zkriceni harmonického faktoru e=** budou dvé vysledné rovnice nadéle obsahovat frekvenci w a dvé
na w zaviset nebudou.

Resent:

S pouzitim zndmych vztahu pro vyjadieni divergence a rotace vektorovych poli v ortogonalnich soufadnicich,
konkrétné sférickych, a zndmych Laméovych koeficientu, dostdvame

V-E=0, = ﬁ%(sinﬁ%E)zO, = %(sinﬁE):
V-B=0, = Tsilnﬁ%<sim9%3>=0, N %(sinﬂB)—O,
a
ﬁxE—k%E:(%%E—iwlB)e@: ,
6x§-é%é=(—%§ i E)a9 [%83(@119%3)}%:0,

a tedy relevantni rovnice davaji

9 . 5} w
29 (sinv E) =0, EE = ZEB, (1)
a% (sind B) =0, %CB :i%E. (2)

Zintegrujte rovnice neobsahujici frekvenci.

Nezapomerite, ze integraéni konstanta podle jedné proménné muze zaviset na druhé proménné.

Regent:
0 0
%(smﬁE)—O, %(smﬂB)—O,
sindF = E’(r) , sinyB = B(r) ,
B(r9) = 200 B(r.0) = 20)



3) Obdrzené vztahy pro E a B dosadte do rovnic s frekvenci. Dostanete dvé zavislé diferencidlni rovnice.

Substituci jedné do druhé je dekaplujete. Rovnice vyfteste.

Resend:

V prvnim kroku se zbavime thlové zdvislosti, v druhém kroku obé rovnice derivujeme dle radialni
soufadnice a konecne ve tfetim kroku pouzijeme rovnice pro prvni derivace.

—F =i, %chz‘%E,
D poiep, O ep=i%p,

2 2
Th=0ep, e =i%h,

2 2 2 2
%Azf%EA7 %cl%:f%c]é,

Vidime, ze se jedna o rovnice pro harmonicky oscildtor s feSenim

E(r) = Eye'c" + E_e ",

[

kde E. a E. jsou konstanty. Reseni pro B bude mit stejny tvar, ovSem konstanty jsou jiz omezené
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Napiste vysledné komplexni feSeni pro E a B. Napiste odpovidajici realné feseni pro E aB.
Regent:

Komplexni feseni je ddno

= 1 wo P
WGt — L r—jwt) =
E — (E>>€zcr 1w E<<6 =T 7,&))6197
- 1 1 cwo 1 Cwo s
B — CE>>elCT 1wt CE<<6 P r—iwt ew’

a realné tedy

s

1
=— (E>> cos (Er — wt) + FE cos (gr +wt)) €y,
7 sin c c

- 1 1 1
B - <E>> cos (gr—wt> — —E cos (wr—l—wt)) €y -
rsind \ ¢ c c c

Vyberte feseni reprezentujici ‘odchazejici’ vinu, tj. feseni, u kterého se vlnoplocha §ifi od stredu.

V dalsim uvazujte pouze toto odchézejici feSeni.
Reseni:
Odchézejici fesenf mé fazi Zr — wt a tedy
- 1 w N
E=——F cos (—r — wt) €y,
rsin ¢ c
1

rsind ¢

- w
B = E cos (—r—wt) €y -
c
Urcete plosny proud na hranicich vinovodu ‘vedouci’ nalezenou elektromagnetickou vinu uvniti vlnovodu.

Konkrétné, vné vinovodu uvazujte nulové EaBa pouzijte standardn{ podminky (zndmé z magneto-
statiky) pro navazovani nespojitého magnetického pole na hranici.

Reseni:

Plosny proud na hranici vlnovodu je ddn skokem tecnych slozek magnetické indukce

ol = 71 % (é+ _ é,) :



kde mame uvazovat nulovou magnetickou indukci vné vlnovodu, B_ = 0.

Pro ¢ = ¥, je normala dovnitt vlnovodu déna 77 = €y

L 1 Ey w . E cos (%r — wt) .
Hol = €y X - —cos|—r—wt)eé, = - €p -
rsind, c¢ c crsind,
Pro ¥ = § je normdla dovniti vlnovodu ddna 7 = —€y
E w
. R 1 Ey w . > COS (;r — wt) R
Hol' = —€y X —————cos | —1 —wt) €, = — €y -
rsinl ¢ c cr

2
Spoctéte proud skrze kruznici r = r, = konst na obou hranicich vlnovodu.
Resend:

Budeme integrovat pies kruznici s polomérem r = r,, proud tekouci dovnirr
2 [ - o 2 [ - o . w
Iy, (10) = €oc U-e.ds = eoc U €rosintd, dp = 2meycEy, “To ~ wt ),
a proud tekouci ven (¢ili vezmeme opacéné znaménko u €é,) proud tekouci dovnitf
I5(ro) = oc® | T+ (=&) ds = —eoc? | T+ Evrosindy dp = 2meocEs, (— t
= (7o) = €oc U (=€) ds = —eoc” | U €Eprosind, dp = 2meqcEy ~To—wt).

Vidime, ze nedochézi k hromadéni naboje.

Spoctéte Poyntinguv vektor uvniti vinovodu.

Reseni:

EoC

S:EOC2EXB:2.72
r2sin” 9

w
Ei cos? (—r - wt) €.
c
Spoctéte tok energie skrze plochu r = r, = konst.
Resen:
Hustota toku energie danou plochou je dana prumétem Poytnigova vektoru do sméru normaly. Hustotu
musime integrovat ptes celou plochu r = r, vlnovodu
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= 27TEOCE3> cos? (gr — wt) / ——do
c

w
= 27T€OCEE> cos? (—r —wt
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kde jse vyuzili znalosti ffo Ldy = [Intan g]i.



