10 Izomorfismus — dobry sluha, ale zly pan

Resgeni
verze ze dne 21. dubna 2025.

Cile cviceni: Cilem dnesniho cvic¢eni je to, abychom po jeho skonceni chapali, jak dobfe a ttulno je na
svété s izomorfismy. Ochocené izomorfismy nam pomohou s odhalovanim vsech generatori cyklickych grup.
Naopak, invarianty izomorfismi, tedy vlastnosti grupy, které musi izomorfismus zachovat, ndm odhali i
situaci, kde s laskyplnou pomoci izomorfismu pocitat nemiizeme. Nakonec s tspéchem vyuzijeme dvojici
ochocenych izomorfismi, které ndm poskytuje ¢inska véta o zbytcich.

Ulohy, které bychom uré¢ité méli umét Fesit:

Uloha 10.1. Dokaite, Ze jsou izomorfni grupy:
(a) (R,+,—,0)a (RT,-, 71 1), kde R™ mnozina kladnych redlnych &isel,
(b) aditivni grupa Zg a multiplikativni grupa Z3 (najdéte konkrétni izomorfismus),
(c) soudin aditivnich grup Zs, x Z, a multiplikativni grupa Z;.

Reseni. (a) Z pfipomenime si, ze exponencidla r — e” pfedstavuje rostouci spojité zobrazeni R — RT,
tedy jde o bijekci, kterda pro kazdé r,s € R splituje podminku e"™* = ¢" - €®, coz znamena, ze jde o
izomorfismus grupy (R, +, —,0) na grupu (R*, -, 71 1).

(b) Tentokrat nejprve najdeme generatory obou cyklickych grup Zg a Z%, v prvnim piikladé si vezmeme
napfiklad generator 1. V druhém pripadé staci diky Lagrangeové vété otestovat, zda druha a tfeti mocnina
zvoleného prvku neni rovna jedné, najdeme napiiklad generator 3, nebotf 3% = 2 # 1, 33 = 6 # 1). Nyni
definujeme zobrazeni podobné jako v (a) pfedpisem f(j) = 3/. Vidime, Ze

F(j + k) = 3UFHImed® = 37Fh = 37 38 = f(j) - f(k) € Z3,
a protoze jde o prosty homomorfismus mezi dvéma grupami fadu 6, je f izomorfismus.
(c) Vidime, ze Z§ = {1,3,5,7}, nebot prvky okruhu Zg jsou invertibilni, pravé kdyz jsou nesoudélné
s ¢islem 8. Dale snadno spocitame, ze
3=52=7"=1, 3-5=7, 3-7T=5, 5-7T=3.
Definujeme-li bijekci f: Zy x Zy — Z§ napiiklad podminkami

f((0,0)) =1, f((()? 1)) =3, f((l,O)) =9, f((1> 1)) =T,

snadnou diskusi ovétime, ze f(a + 3) = f(a) + f(B) pro vSechny hodnoty «, 8 € Zy X Zs, tedy f je
izomorfismus a grupy Zs X Zy a Z§ jsou tudiz izomorfni.

Uloha 10.2. Ukaite, Ze nejsou izomorfni dvojice grup (a) Zs a Sz, (b) ZaZ xZ, (c) QaQ x Q.

Reseni. Tentokrat budeme hledat néjaky invariant, tedy vlastnost, kterou by izomorfismus musel zacho-
vat, ovSem splnuje ji jen jedna z grup a druhé nikoli.

(a) Grupy nemohou byt izomorfni, protoZe grupa Zg je komutativni, zatimco grupa permutaci S3 komu-
tativni neni.

(b) Tentokrat si vS§imneme, Ze je grupa Z na rozdil od Z x Z cyklicka.

(c) Miizeme uvazit vlastnost, ze pro kazdé dva nenulové prvky #, 5 grupy Q existuji nenulova celd u, v € Z,
pro néz u - § = v - 5 (staci polozit u = cb a v = ad), coz v grupé Q x Q napiiklad pro prvky (1,0) a (0,1)
urcité neplati.



Vyse uvedené se da ekvivalentné tict i tak, ze kazdé dvé netrividlni podgrupy Q maji netrivialni prinik,
coz v Q x Q neni pravda.

Komu se nelibi diikaz pomoci invariantu, mtize alternativné nahlédnout, ze kazdy homomorfismus ¢: Q —
Q X @Q je urcen svou hodnotou (1) = (r, s) a Ze toto zobrazeni nemuze byt na.

Uloha 10.3. Rozhodnéte, zda jsou cyklické grupy (a) S;  (b) Az (c) Zi, (d) Z3,.
Reseni. (a) Grupa Sz neni ani komutativni (napifklad (12)(23) # (23)(12)), proto nemtize byt cyklick4,
nebot vSechny cyklické grupy jsou abelovské.

(b) Grupa Aj je fadu 3, proto je jako kazda grupa prvociselného fadu diky Lagrangeové vété cyklicka,
kazdy nejednotkovy prvek totiz generuje cyklickou podgrupu fadu vétsiho nez jedna, ktery musi byt uz
roven fadu celé grupy.

(c) Vyuzijeme algebraickou verzi ¢inské véty o zbytcich (véta 15.6), kterd nam ¥iké, ze Z37, = Zj; x Zj.
Snadno zjistime, ze grupy Z3, Z; jsou dvouprvkové, tedy cyklické, mame
Zﬁ%ngZZ%ngZg.

Protoze jsou vSechny prvky grupy Zs x Z, fadu nejvyse 2, grupa neni cyklickéd, a proto cyklickd neni ani
ji izomorfni grupa Zj,.
(d) Opét vyuzijeme vétu 15.6 spolu s vétou 16.7, kterd ¥k, Ze koneénd multiplikativni grupa télesa je
cyklickd, v nasem pripadé tedy, ze Z3 = Zg a dostavame

Ly = Ly X Ly = 7y X Lg = Lg
tedy grupa Z3, je cyklickd grupa radu 6.
Uloha 10.4. Najdéte vSechny generatory zadané grupy (a) Zis, (b) Z2.
Reseni. (a) Hleddme prvky nosné mnoziny Zis, které jsou nesoudélné s dvanactkou. Vime, Ze je jich prave
©(12) = 4, a snadno zjistime, Ze se jedna o prvky 1, 5, 7, 11.

(b) Grupa Z* je multiplikativni grupa koneéného télesa, tedy cyklickd grupa fadu 6. Opét tedy predem
znédme pocet generatort, jichZ je pravé ¢(6) = 2, a protoZze podle Lagrangeovy véty jsou jediné mozné
rady prvki Z3 jen 1, 2, 3, 6 a

32=2#1,3=6+#1 a 5°=4+#1,5°=6+#1
(u druhého prvku stacilo uvazit 5 = 371) a vidime, Ze mame dva generatory 3, 5 grupy Z:.

Uloha 10.5. Jaké jsou maximalni mozné fady prvkt v grupéach (a) Zis, (b) Z3q, (c) Z3,, (d) Z%,?
Zkuste néjaké takové prvky najit.

ReSeni. (a) Zg je cyklicka grupa fadu 18, tedy obsahuje (18) = 6 generatort, tedy prvki maximélniho
mozného fadu 18. Vime, zZe je pfedstavuji pravée ¢isla nesoudélna s 18, tedy prvky 1, 5, 7, 11, 13, 17.

(b) Protoze je Z3, multiplikativni grupa konecného télesa, je opét cyklicka, tedy prvkem maximalniho
mozného tadu 28 je jakykoli generator, napriklad prvek 2.

(c) Protoze diky vété 15.6 mame Zk, = 7% x 7% = 7y X Zg, vidime, Ze 6(a,b) = (6a,6b) = 0 pro vSechna
(a,b) € Zsy X Zg, tedy maji vSechny prvky grup Zs x Zg i Z3, jako fad délitel 6, pfimo fadu 6 jsou potom,
jak mizeme zkusmo zjistit, prvky 5, 17, 2, 19, 10, 11.

(d) Stejnou tvahou jako v (c) zjistime, ze v8echny prvky grupy Z3, = Z5 X Z} X Zix = 7y X Z4 maji za
rad délitel 4, a z nich pravé prvky 7,13, 23,17 € Zj3, jsou radu 4.



A na zavér si dame jesté jeden divoky slalom mezi izomorfismy:

Uloha 10.6. Pro devitiprvkové téleso T = Zs[a]/(a? + 1) najdéte generator grupy 7*. Kolik m4 tato
grupa generatoru celkem?

Reseni. Vime, Ze téleso 7' mé 9 prvki, tedy podle véty 16.7 je jeho multiplikativni grupa T* cyklicka fadu
8 a ta m4 podle tvrzeni 16.4 pravé o(8) = 4 generatorti. Zkusmo zjistime, ze (o + 1)* = (2a)? = 2 # 1,
tedy a + 1 je prvek radu 8, tedy jeden z generator.

Uloha 10.7. Rozhodnéte, zda jsou izomorfni grupy:
(a) Zi a K = {id, (12)(34), (13)(24), (14)(23)} < Sy,
(b) GL2(Z2) a Sa,

(c) Z34 a Zis,

x (d) R a R2

ReSeni. V tloze 10.1(c) jsme si v&imli, Ze Zj = Zy x Z,. Podobné ukazeme o bijekci g: Zy x Zo — K
definované

9((0,0)) =id, g((0,1)) = (12)(34), g((1,0)) = (13)(24), g((1,1)) = (14)(23),

Ze jde o homomorfismus. Protoze jsou obé grupy komutativni a pro kazdé a plati, ze
9((0,0) + ) =idog(a),  gla+a)=g((0,0)) =id = g(a) o g(a),
staCi uvazit, ze
9((0,1) +(1,0)) = g((1, 1)) = (14)(23) = (12)(34) o (13)(24) = ¢((0,1)) + ¢((1,0)),

9((0,1) + (1,1)) = g((1,0)) = (13)(24) = (12)(34) o (14)(23) = g((0, 1)) + g((1, 1)),
9((1,0) + (1,1)) = g((0,1)) = (12)(34) = (13)(24) o (14)(23) = g((1,0)) + g((1, 1)),
abychom zjistili, Ze je g izomorfismus. Relace , byt izomorfni“ je tranzitivni, proto Z§ = K.

(b) Protoze GL9(Zs) permutuje mnozinu nenulovych vektorii vektorového prostoru Z32, které jsou pravé
3, jsou grupy izomorfni — pokud bychom oznacili bijekci b: {1,2,3} — Z2 \ {(0,0)}, pak je zobrazeni
t: GLy(Zy) — Sz dané vztahem ¢ (f) = b~! fb dosvédeujicim izomorfismem.

(c) Diky tvrzeni 15.6 a 10.1(c) mame
Z;4gZ§XZ§gZQXZQXZ2,

cozZ je grupa, jejiz vsechny nejednotkové prvky jsou fadu 2. Opét pomoci tvrzeni 15.6 a véty 16.7 dostavame
izomorfismy
Lis 2Ly X L: = Ty X Ly,

coz je grupa, ktera obsahuje prvek fadu 4, a proto grupy Z3, a Zj; nejsou izomorfni.

(d) Podivame-li se na R a R? jako na vektorové prostory nad télesem Q, pak jejich baze maji stejnou
mohutnost (kontinua), tudiz jde o izomorfni vektorové prostory. Onen izomorfismus prostort je nutné také
izomorfismem komutativnich grup.

Uloha 10.8. Napiste vSechny podgrupy grupy (a) Z, (b) Zis, (c) Zi;, (d) Z*,. Jak jsou podgrupy
uspotradany inkluzi?



ResSeni. (a) Podgrupy grupy Z jsou pravé idealy okruhu celjch ¢isel, o némz jsme dokazali, Ze jde o obor
hlavnich ideéld, tedy to jsou mnoziny nasobku (k) = kZ pro k € NU{0}. Usporadany jsou pomoci inverzni
relace délitelnosti, tj. (a) C (b) pravé kdyz b | a, pficemz a | 0 pro vSechna a.
(b) I tentokrat sta¢i uvazit cyklické podgrupy kZ,s = (k) pro k, ktera déli 18 (a nulu), a usporadani je
analogické tomu pro Z.
(c) Protoze je 23 prvoéislo, je okruh Zss télesem a jeho multiplikativni grupa Z3, je cyklickd fadu 22, a
proto izomorfni aditivni cyklické grupé Zs,. To znamena, ze ma grupa Zj, kromé trivialnich podgrup praveé
jednu cyklickou podgrupu fadu 2 a jednu cyklickou podgrupu fadu 11. Okamzité vidime, ze (22) = (—1)
je podgrupa fadu 2, a protoze napiiklad 2 je v Z3, prvek radu 11, vidime, ze
{1} € (2),(22) € Z33

jsou vSechny podgrupy grupy Zj,.
(d) Stejné jako v (c) nahlédneme, Ze je grupa Z:. cyklicka fadu 16. Snadno spocitame, ze 3% = 9* = 13% =
(—4)* = —1 = 16 tedy 3 je generator grupy Z3,, tudiz

{1} € (16) € (13) € (9) € (3) = Zi;
jsou vSechny podgrupy grupy Zj-
Uloha 10.9. Rozlozte grupy (a) Zis, (b) Ziy, (c) Z3,, (d) Z3, z alohy 10.5 na direktni soucin co
nejvice netrivialnich cyklickych grup
Reseni. Vyuzijeme algebraickou verzi énské véty o zbytcich (véta 15.6) pro multiplikativni grupy okruhu
Z,, a vétu 16.7, kterd riké, ze multiplikativni grupa télesa Z, pro prvocislo p je cyklickd, tedy izomorfni
aditivni grupé Z,_;.
(a) napt. (2) x (9) ~ Zg X Zs
(b) na,pf. <12> X <16> >~ Z4 X Z7
(c) napf. (8) x (13) x (16) =~ Zy X Zgy X Zs
(d) napt. (21) x (25) ~ Zy X Zs
Uloha 10.10. Ukazte, ze Dy ~ S5 X Zs.
Uloha 10.11. Ukazte obecnéji, Ze pro licha n plati Dy, ~ Dy, X Z, ale pro suda ne.

Reseni. Nejprve nahlédneme, 7e je kazda symetrie Sestitthelnika jednozna¢né urcena permutaci jeho tii
uhlopfticek a znaménkem permutace jeho vrcholl, tedy zobrazenim

©(s) = (permutace os, sgn(permutace vrcholi)).

Rozmyslime si po slozkach, ze jde o homomorfismus. Pokud je symetrie s vysledkem slozeni dvou symetrii
S1, S2, tj. § = Sy 0 81, z nichz kazda permutuje thlopficky odpovidajici permutaci m; (i = 1,2), pak jejich
slozeni permutuje thlopiicky permutaci 75 o m1. Podobné i pro permutace vrcholt a jelikoz sgn je grupovy
homomorfismus, ziskdvame slucitelnost zobrazeni ¢ i v druhé slozce. Celkem méame ¢(s2051) = (s2)p(s1).
Navic je ¢ na a tedy i prosté, jelikoz jde o kone¢né mnoziny stejné velikosti. Tedy jadrem ¢ je pouze identita
(toto si lze rozmyslet i naopak, nebot pro zadanou permutaci os jsou dvé rtizné symetrie: v piipadé trojcykli
bud rotaci o k7 /3, nebo o (k + 3)7/3, v pfipadé dvojcykli reflexe kolem os hli mezi permutovanymi
uhlopfickami.

Uloha 10.12. Nésledujici z¢asti vyplnéné tabulky zadavaji binarni grupovou operaci e, tj. v butice pifslu-
sici fadku = a sloupci y se nachazi x e y. Dopliite zbytek tabulky.

alblcld

(a) a b (b)
b

d|c

Qo e




ResSeni. (a) Z informace, Ze aeb = b, plyne, Ze a musi byt neutralni prvek operace, tedy nejprve dostavame
hodnoty prvniho fadku a sloupce a protoze prvek b musi mit v grupé inverzni prvek, doplnime tabulku
jedinym moznym zptsobem:

e|lalb e|alb e|alb
b — a — alb
b b blb

(b) I v druhém ptipadé nejprve odhalime neutralni prvek — protoze a @ d = b a b ® a = d, nemize jim byt
zddny z prvki a, b, d, a zbyva tak jediny kandidat c. Déale snadno uvéazime, ze b @ d musi mit posledni
nepouzitou hodnotu na radku, tedy hodnotu a. Rovnéz vime, Ze bed musi mit posledni nepouzitou hodnotu
v sloupci, tedy bed = a a d e d = c. Protoze b= = b # a, mame a~* # b, tedy a b # ¢, kde vime, Ze ¢
je neutralni prvek, tudiz zbyva jen a @ b = d. Nakonec uz jen doplnime hodnoty tak, abychom v kazdém
radku i sloupci s vysledky operace méli kazdou hodnotu pravé jednou:

ela|blc|d ela|blc|d elal|lb|c|d ela|b|c|d
a b a b a alb a dlal|b
b|d|c — bld|c — bld|c|b — bld|lc|bla
c c clalblc|d clalblc|d
d d d d d dlc

Jedné se o grupu izomorfni grupé Zs X Zs.
g g
Uloha 10.13. Rozhodnéte, zda existuje unarni operace ’ a prvek e takové, aby nasledujici ¢tvefice byly
grupami:
(a) (Q+> ) ,7 6)7
(b) (Z7 B /7 6),
(c) (@\{0},%",¢e), kde axb=a-b].

Reseni. (a) Ano, neutrélni prvek vzhledem k nésobeni je e = 1 a operace inverzniho prvku je zobrazeni
a =-.

b) Protoze operace minus neni asociativni (napiiklad (0 — 1) — 1 # 0 — (1 — 1)), nemtZe jit o grupovou
bindrni operaci, proto vhodné operace " a prvek e neexistuji.

(c) Ne, protoze pokud by existoval neutralni prvek a, dostali bychom pro libovolné zaporné a, ze 0 > a =
axe=la-e| > 0. tedy spor.



