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1 ELEKTROSTATIKA

Elektrostatika

Zaklady vektorové analyzy, opakovani.

1. Ovéite Gaussovu vétu pro vektorové pole
A=V(a? +y*—227) .

Spoététe a porovnejte §,., A.dS a Iy V.A dV pro objem V ve
tvaru valce s osou totoZnou s osou z a se stiedem v pocatku
soufadnic.

2. Naleznéte silo¢ary pro pole A

3. Ukazte v kartézskych soufadnicich s pomoci pravidla
o derivaci slozené funkce, ze pro sféricky symetrickou skaldrni
funkei f(|7]) plati

V() = 2
M) = £+ 2 f = ) = f)

Gaussova véta.

Priklady pouziti Gaussovy véty pii hledani elektrostického pole
symetrickych zdroju.

4. Pole vytvafené zdrojem ve tvaru koule vyplnéné konstantni
nabojovou hustotou. Zduraznit vyznam spojitosti E=-Vo
a ¢ v misté napojeni vnitintho a vnéjsiho feseni. Ovéfit Pois-
sonovu rovnici.

5. Pole vytvarené zdrojem ve tvaru nekonecné dlouhého vélce
za predpokladu zavislosti potencidlu ve tvaru ®(R).

6. Idealizovany deskovy kondenzdtor za piedpokladu ®(z). Ne-
spojitost E. Plosny naboj. Jednotky @, E. Elektricka pevnost
vzduchu a SiOs, t.j. jak “velky” je jeden Volt.

7. Deskovy kondenzator s uzemnénymi elektodami, uvniti kon-
stantni ndbojova hustota.

8. Superpozice tloh 6 a 7.

9. Uvazujte elektricky potencidl pro vodikovy atom

q ay\ _zr
o(r) = (1 7) ol
(r) 4meg a + r ¢

Naleznéte nabojovou hustotu, jenz je jeho zdrojem.
Pov8imnéte si, pfitomnosti bodového naboje +q v cen-
tru a jej obklopujiciho oblaku s celkovym nabojem —q.

Urceni potencialu piimou integraci.

10. Rovnomeérné nabité usecka.

Q lnzfaf

8mep a  z+a—

R?+ (2 —a)?

PR 2) = R2 + (2 + a)?

11. Rovnomérné nabita kruznice. Uplné eliptické integraly.
Resen{ v [Kvasnica, str. 328], pozor na chybné znaménko
v definici A.

Kiivocaré souradnice.

12. Porovnejte V2r2Py(cosf) s V(222 — 2% — y?). Prvni
pocitejte podle formulek pro derivovani ve sférickych
soufadnicich, druhy jednoduse v soufadnicich kartézskych.
Ukazte, ze oba vysledky predstavuji totéz pole vyjadiené jed-
nou ve sférickych a jednou v kartézskych souradnicich.

13. Naleznéte divergence poli z piikladu 12.

14. Naleznéte néjaky polynom 3. stupné Ps v z,y,z2
spliujici V2P3 = 0. Pievedte jej do sférickych soufadnic,
identifikujte thlovou &ast.  Spocététe V2P; jesté jednou
ve sférickych soufadnicich, nezapomenout zminit rozdéléni
Laplaceova operatoru na radidlni a uhlovou ¢ast. Pozn. Pfi
troSe snahy si studenti “vyberou” takovy polynom, ktery vede
pfimo na redlnou ¢i imagindrni ¢ast Ys,,, m = 0,1, 2,3. Zminit
kulové funkce.

15. Hledat “radidln{” ®(s) feseni Laplaceovy rovnice v
protahlych elipsoiddlnich souradnicich

V82 —a? sinv cos¢
Vs2 —a? sinv sing

= ScCOosv

T =

Y

Postup: Ukézat, ze s = const. jsou elipsy s ohnisky v koncich
usecky z €< —a..a >. Spocist Laméovy koeficinety. Nalézt
feseni Laplaceovy rovnice V2®(s) = 0. Indetifikovat dvé inte-
gracni konstanty jako ndboj a potencidl v nekone¢nu. Ukéazat,
ze transformaci potencidlu z tlohy 10 dostaneme tentyz po-
tencial.

Kapacita.

16. Kapacita vodice ve tvaru koule. Zopakovat i kdyz se to
déla na prednésce.

17. Koaxialni kondenzator. Pole vné i uvnitf.

18. Matice kapacit pro dvé velmi vzdalené koule.  Di-
agondlni ¢leny i vzdjemné kapacity lze odhadnout tak, ze
koule nahradime bodovymi naboji a prepoklddame, ze v
jejich blizkosti nejsou ekvipotencidlni plochy deformované
piitomnosti druhého néboje. Zduraznit zdporné znaménko ko-
eficientu Cqs.

19. Varia¢ni princip pro elektrostatiku. Ukazte pro jeden
kone¢ny vodi¢ ve vesmiru s potencidlem na povrchu U, ze pro
kazdé ® () spliujici hraniéni podminky ®(0V) = U, ®(c0) = 0
splituje funkciondl energie W[®] nerovnost

W] = %O/ch]?czv > %CUQ

a dava tak moznost nalézt horni odhad kapacity vodivého
télesa. Zminit, ze takto lze dokdzat, ze vejde-li se téleso A
dovniti télesa B musi pro kapacity platit C4 < Cp (domaci
tloha pro zvidavé studenty).



1.1 ZAKLADY VEKTOROVE ANALYZY, OPAKOVANI

Priklad 1-1: (Gaussova véta)

Ukol: Ovérte Gaussovu vétu pro vektorové pole
A=V(a® +y? —222)

Déle spoctéte a porovnejte 515 A-dS a / V-AdV pro objem V ve tvaru vélce s osou totoznou
v \%

15}

s osou z a se stfedem v pocatku souradnic a s vyskou 2h.

v Reseni:
Integraéni oblast (objem) Va2 +yi<a® A |z <h

Vypocitani tvaru pole A (vypocitdni gradientu):

0 (acQ)
89c 20
L 2
Y
—4
0 (—22?) :
0z
Vypocitani divergence pole Aa dopocitani objemového integralu
2z
- 0 0 0 - o
V-A=(—, =, = ) —92492-4=0 = V-AdV =0
(6:0 Oy 32) Y * ./v
—4z
Plocha horni podstavy:
0
dS = dSii=rdr dp |0
1

2 a
/T~ ds :7ra2:/ / 1rdr de
s o Jo

Nyn{ misto T dosadime /1 pro zjisténi toku horni podstavou:

0 2m a
I = / A-dS :/ (Qx 2y —4h) 0| rdrde :/ / —4hr dr dp = —4nha®
S S 1 0

0

Tok spodni podstavou:

B 2z 0
z=-h = A=1[2y], n=10
4h -1

O 27 a
I :/A'- ds :/ (22, 2y, 4h) | O |rdr dy :/ / —4hr dr dp = —Anha®
S S 0 0



Celkovy tok podstavami:

Tok plastém:

dS = dS7@ = dzadei,

I3 =

Celkovy tok hranici oblasti 0V:

/f_f ds :/ (2acos<p, 2asin ¢, z)
S S

I, + I, = —87ha?

cos ¢
= |singp
0
cos @

sin ¢

I, + I + Iy = —87ha® + 8wha® =

Cimz jsme ovérili, ze pro toto pole plati Gaussova véta, nebot:

Priklad 1-2: (Silocary)

Ukol:

v Reseni:

27 h
dz ady =/ /
0 0o J-n

I3 = 2a® - 27 - 2h = 87ha?

2a cos @
2asin @
z

. A=

J

6~E&f:0:¢
ov

LN

Z o vime (z minula vime, haha vtipek):

A= §(x2+y2 —22%) =

Ledvinkovo ponauceni:

Naleznéte silo¢ary pro vyse uvedené pole A

—

2x

2y
—4z

A=V (2% +y? - 222

= 2z€, + 2y€, — 4z€,

2a cos® ¢ + 2asin? ¢ dz a dyp

Rovnice silo¢ary pro neznamou kiivku Z(s) — fesi diferencialni rovnici =

) _ M)A (#s)
T M) Aule)
W) 2s)- 4y(9)
EO) s Ants)




Volme: A =1

Pak dostaneme soustavu:

dz x
5= 2z(s) = ——Z/ds = ln(xo)— 2s

dy - Y\

L= 2y(s) = = 2/ ds = In (y0> = 2s
d —4z(s) = ———4/d = In(=)=-4
ds A8 o s 20/ 5

Aplikujeme exponencidlu pro vyjadieni jednotlivychslozek:

r = xoe* T = ToU
— 2s 2s __ —

Y=Y e - e =u — Y = You

z=zye 1 z = zou "2

kde zq, yo, 20 jsou pocatecni podminky

Priklad 1-3: (Radialné symetrickd funkce)

Ukol: Ukazte v kartézskych souradnicich s pomoci pravidla o derivaci slozené funkce, ze pro sféricky
symetrickou skaldrni funkei f(|7]) plati:

V(7)) = fé.

Af= 4 = @) = o)

r=+/22+y2+ 22 ... sférickd souradnice

Derivace slozené funkce:
9 flg(z,y,2)) = 4/ %
gz’ Y dg Oz

Kartézsky ptipad:
o (2,20, 21)
K

oz’ Oy Oz
af(r) s 1 2x N
= P )y = 1)
ox 2 /2 2 2 r ; S
nre 0= 10 0,4, 9= 1) = 0 || ¥

) ) e = 1) ST

oy Vg2 T (T
af(ry .. 1 2z PPN kde & znaci polohovy vektor

0z _f(r)i $2+y2—|—z2 _f T);



Nyni spoc¢itame vyraz pro Laplaceuv operator:

r
Mezivypocet
0 ., .T N , x\’ " x\2 1-r—xa—; " T\2 o, T—T7
M= 2410 (5) =50 (5) PO =10 (5) + )
N " x\2 1 2? N "(r
sl 0= (5) r0 (3= %) = oS e L 2o
Celkem tedy dostavame
o 2 l 2 / 2 /
. 2 2 2 ! ’ /
\V4 A:f//( )(rz %+ i2> + fr(gr) (7,2 71‘2+T‘2 y2+7‘2722) f"(’l")+ fr(;) (2 2) f”(T)+2f (T)
3r2—r2
7'2 — 1

Tedy vidime, ze plati:

AJ) ="+ 2

Dalsi rovnosti ovérime pfimym zderivovanim zadanych vyrazi:

T% (T‘Qf/)/ _ Ti? (QTfI(T) + TQfH(T)) _ f”(?‘) + %f’(?‘) /
Loy = (s er0) = L0 + 70 40 20) = 0+ 20 Y



1.2 GAUSSOVA VETA
= Priklady Gaussovy véty pri hledani elektrostatického pole symetrickych zdroji.

Opakovani
V.-E= e ... diferencidlni tvar, Maxwellova rovnice
€0
Gaussova véta: 1
% E-dS = —Qq ... integréalni tvar
o €0

Symetrie vhodné pro Gaussovu vétu:

§£ E~d§:§£ EﬂdS:El/ dS = E| Spq
o0 o0 o0

Priklad 1-4: (E, ®, Poissonova rovnice)

Zadani: Méjme pole vytvarené zdrojem ve tvaru koule vyplnéné konstantni nabojovou hustotou.
Ukol: Vypocitejte pomoci Gaussova zdkona tvar elektrického pole E v celém prostoru. Zdiaraznéte
vyznam spojitosti £ = —V® a ® v misté napojeni vnitiniho a vnéjsiho reseni. Ovérte Poissonovu
rovnici.
v Redeni:

Konstantni nabojova hustota ¢ = %, polomér koule r = a, integrac¢ni oblast €2 je koule o poloméru 7.
sTa

3
E=E,é,
o Jednotlivé pripady pro E:

1 4
r<a: E| 4mr?=— .0 - —qrd
€0 3
or . .
F=— ... linearni rust az do a
360
1 4
r>a: E, -4nr? = — .9 —md®
€o 3
3
a
E, = o L ... kvadraticky pokles od a
3eor?  4mepr?
_ L oa , DR )
r=a: Ei(a7)=FE, (a") = 3en = vyrazy se rovnaji, zddny skok na rozhrani
€0

o Nyni spo¢itdme potencidl ®(r)



Vyjdeme nyni ze vzorecku E= —@@, ktery aplikujeme na vyse uvedené E

do(r)
S dr

1
(&) (@) e
d(I)(T‘) 360 380 2

Era 0\ & %/ dr — O(r) = . 0
_(3€o>7’2 r>a —(3§)<—T+Bf> r>a
0

Pokladdme B = 0, nebot v nekone¢nu chceme nulovy potencial.

E, =

Konstantu A urc¢ime z podminky spojitosti objemové rozlozeného naboje, pro » = a musi platit:

=) () - ()5

<;a2+A>_a2 = A:—a2f7a = AZ**GQ

Pro potencial ®(r) tak dostdvame vyraz:

o Ovéfeni Poissonovy rovnice (pouze pro r < a, kde jsou zdroje (nédboje)):

N 0?® o (3a®—r2\" 0
AP(r<a)=V-(V¥)=—=—-[—r— ) =——
(r<a) (Vo) =57 = 3 < 2 ) 3¢0
Meélo ale vyjit:
Ad(r<a)=-2
€o
Priklad 1-5: (Pole (ne)konec¢né dlouhého vélce)
Zadani: Pole vytvarené zdrojem ve tvaru nekonecné dlouhého valce za predpokladu zavislosti

potencidlu ve tvaru ®(R).

Ledvinka se ale rozhodl pocitat pro koneény valec o vysce h.

v Reseni:
Pro hustotu naboje plati nasledujici rozlozent:
2

x2+y2 < a ...0

22497 > a2 .0

# E.d§:/// 2av
v v €0

Déle si rozepiseme:

EN|



R=+/22+y% ... vdlcova soufadnice

Leva strana rovnice:

E. dS = Er 27nRh
[°A%

Prava strana rovnice:

// 2av
v €o



Priklad 1-6: (Idedlni deskovy kondensator)

Zadani:

Idealizovany deskovy kondenzétor za predpokladu ®(z). Nespojitost E. Plosny néboj. Jed-
notky @, E. Elektrickd pevnost vzduchu a SiOa, t.j. jak ,velky” je jeden Volt.



Priklad 1-7: (Deskovy kondensator s uzemnénymi elektrodami)

Zadani:

Deskovy kondenzator s uzemnénymi elektodami, uvnit konstantni ndbojova hustota.

10



Priklad 1-8: (Superposice 6 a 7)

Zadani:

Ukol:

11



Priklad 1-9: (Vodikovy atom)

Zadani: Uvazujte elektricky potencial pro vodikovy atom
q ay o
o(r) = (1+2)e .
(r) dmega T

Naleznéte nabojovou hustotu, jenz je jeho zdrojem. Povsimnéte si, pritomnosti bodového
naboje +q v centru a jej obklopujiciho oblaku s celkovym nabojem —gq.

Urceni potencidlu primou integraci.

v Reseni:

12



1.3 URCENI POTENCIALU PRIMOU INTEGRACI

Priklad 1-10: (Rovnomérné nabita tisecka)

Zadani: Rovnomeérné nabitd usecka.

B(R, 2) — Q 2= R? 4+ (z — a)?

-~ 8Tmepa s 4 q— R?+ (2 +a)?

v Reseni:

13



Priklad 1-11: (Rovnomérné nabiti kruznice)

Zadéani:

Rovnomérné nabitd kruznice. Uplné eliptické integraly. Reseni v [Kvasnica, str. 328], pozor
na chybné znaménko v definici A.

14



1.4 KRIVOCARE SOURADNICE

Priklad 1-12: (Sférické a kartézské souradnice)

Zadani:  Porovnejte V2r?Py(cosf) s V (222 — 22 — y?). Prvn{ poéitejte podle formulek pro derivo-
vani ve sférickych souradnicich, druhy jednoduse v souradnicich kartézskych. Ukazte, ze oba
vysledky predstavuji totéz pole vyjadiené jednou ve sférickych a jednou v kartézskych sou-
radnicich.

15



Priklad 1-13: (Divergence poli)

Zadani:

Naleznéte divergence poli z prikladu 12.

16



Priklad 1-14: (Laplacetv opérator)

Zadani:

v Reseni:

Naleznéte néjaky polynom 3 . stupné P; v z,y,z spliujici V2P; = 0. Pievedte jej do
sférickych souradnic, identifikujte tthlovou c¢ést.

Spocététe V2P; jesté jednou ve sférickych soufadnicich, nezapomenout zminit rozdéléni
Laplaceova operatoru na radidlni a thlovou ¢ast.

Pozndmka: PTi trose snahy si studenti ,vyberou” takovy polynom, ktery vede primo

na redlnou ¢i imaginarni ¢ast Ys,,,m = 0,1,2,3. Zminit kulové funkce.

17



Priklad 1-15: (Radidlni feSeni Laplaceovy rovnice)

Zadani:

Hledat "radidlni{"®(s) feSeni Laplaceovy rovnice v protéhlych elipsoiddlnich soufadnicich

Tz =182 —a?sinvcos¢
y =152 —a?sinvsin¢

T = SCOSv

Postup: Ukazat, Ze s = const. jsou elipsy s ohnisky v koncich tsecky z € (—a, a). Spocist La-
méovy koeficinety. Nalézt feseni Laplaceovy rovnice V2®(s) = 0. Indetifikovat dvé integraéni
konstanty jako naboj a potencial v nekone¢nu. Ukézat, ze transformaci potencialu z tlohy 10
dostaneme tentyz potencidl.

18



1.5 KAPACITA

Priklad 1-16: (Kapacita vodice ve tvaru koule)

Zadani: Kapacita vodice ve tvaru koule. Zopakovat i kdyz se to déla na prednéasce.

v Reseni:

19



Priklad 1-17: (Koaxialni kondensator)

Zadani:

v Resendi:

Koaxialni kondenzator. Pole vné i uvnitr.

20



Priklad 1-18: (Matice kapacit)

Zadani:

Matice kapacit pro dvé velmi vzdalené koule. Diagonalni ¢leny i vzajemné kapacity 1ze odhad-
nout tak, ze koule nahradime bodovymi naboji a prepokladame, zZe v jejich blizkosti nejsou
ekvipotencidlni plochy deformované pritomnosti druhého naboje. Zdtraznit zaporné znaménko
koeficientu C1s.

21



Priklad 1-19: (Variaéni princip pro elektrostatiku)

Zadani:

Variac¢ni princip pro elektrostatiku. Ukazte pro jeden konec¢ny vodi¢ ve vesmiru s potencidlem
na povrchu U, Ze pro kazdé ® (&) spliiujici hranién{ podminky ®(0V) = U, ®(o0) = 0 spliluje
funkciondl energie W[®] nerovnost

1
W(e] = %O/[V@Pdv > SoU?

a dava tak moznost nalézt horni odhad kapacity vodivého télesa. Zminit, ze takto lze dokazat,
Ze vejde-li se téleso A dovnitt télesa B mus{ pro kapacity platit C4 < C'p (doméci tloha pro
zvidavé studenty).

22



2 KAPACITY

Bodovy naboj pobliz vodivé koule
Ukazte, ze Greenova tloha

A () =~ 25— 7) &

na oblasti 2 = R3\ K,(0), tedy prostoru s vyhatou kouli o poloméru a se stfedem v pocatku, a s hraniénimi
podminkami ®(c0) =0 a ®(K,(0)) = U m4 FeSeni

op(i) = L2 4 9 ( L e 14,,|> 2)

7 " ameg \[F—7'| |F|F—TF

L
Pii odvozovani je asi nejjednodussi pouzit nazornou identitu |aii — 8| = |am — 7|, kde 71 a m jsou jednotkové
vektory. Pfipomeiite, ze ®#(7) = G(¥,7) z prednasky polozime-li U = 0.

Kapacita dvou vodivych kouli

Pro dv& vodivé koule K,(0) a K;(d€,) na nichz je ddna hranién{ podminka ®(K,(0)) = U, a ®(K(dé,)) = U,
zkonstruujte potencial ve tvaru nekonecné rady

q;
3
(1) = Z|F—slez\ |7 — (d — s5)é] (3)

kde ¢; je obrazem ¢;_; a ¢} je obrazem g¢;_1 a tyto obrazy se nachazeji ve vzdalenostech s; resp. s; od stfedu
piislusnych kouli. Protoze vzor a obraz dohromady prisp€ji nulovym napétim na povrchu piislusné koule, jsou to
¢leny go a g, které nejsou obrazem nic¢eho a uréuji hodnoty napéti na koulich. Proto plati

qo = alU,, ¢q,=>bU, asamozfejmé sy = sy, =10 (4)

Ze vztahu vzor-obraz dostavame naboje obrazi

a , b
. , ¢ = —————qi_ 5
i e QZI 4 R (5)
a jejich polohu
2 2
a , b
S; = _—F, S, = — 6
! d—S;_l ¢ d—si_l ( )
Misto integrovani elektrické indukce pres povrch kouli zjistime naboj uvniti jako soucet
Qa = 470 qi, Qv = 4me0 Y (7)
i=0 i=0
Protoze rada konverguje nejhiife jako geometricka rfada s kvocientem %TZ) ma pro vzdalené koule smysl i

prvni clen. Ukazte, ze jde o vzajemné kapacity.

Ukazte, ze v prvnim pfibizeni roste pii nabijeni jedné z kouli potencial na druhé vybité, stejné jako kdyby tam
viibec nebyla a uvazovali jsme jen potencidl v jejim miste.
Vzajemné kapacity pro inZenyry

Popiste nazorné tlohu o matici kapacit dvou vodi¢tt pomoci II-¢lanku tvoreného kondenzatory a z rovnosti energii
zkonstruujte matici kapacit.

A c B
0---=11----0

Ca --- --- Cb

23



Priklad 2-1: (Bodovy ndboj pobliz vodivé koule)

Zadani:

Ukazte, ze Greenova tloha

AdqH(T) = —Q(i(f’f )
€0
na oblasti Q = R3\ K,(0), tedy prostoru s vyiiatou koulf o poloméru a se stiedem v poéatku,
a s hraniénimi podminkami ®(c0) = 0 a ® (K,(0)) = U m4 FeSeni

Ua Q 1 a 1
B (7) = -2 _a
=T T <|f—f’| 7] |f—w'|>

47T€0

2 v 7 7 . . . e vz ’ . . — —
kde 7" = 27" Pii odvozovani je asi nejjednodussi pouzit nazornou identitu |aii — fmi| =
’
i

|am — B7i|, kde 7 a m jsou jednotkové vektory. Piipomerite, ze ®m (7) = G (F,7) z prednéasky
polozime-li U = 0.
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Priklad 2-2: (Kapacita dvou vodivych kouli)

Zadani:

Pro dvé vodivé koule K,(0) a K} (d€,) na nichZz je ddna hraniéni podminka ® (K,(0)) = U,
a @ (Kp (de,)) = U, zkonstruujte potencidl ve tvaru nekonecéné rady

oo

qi q;
(i) = :
M=) Feal T F@-DEl

kde g; je obrazem ¢;_; a ¢, je obrazem g;_1 a tyto obrazy se nachézeji ve vzdélenostech s; resp.
s} od stfedu p¥islusnych kouli. Protoze vzor a obraz dohromady p¥ispéji nulovym napétim na
povrchu pifslusné koule, jsou to ¢leny gg a ¢, které nejsou obrazem niceho a urcéuji hodnoty
napéti na koulich. Proto plati

qo = al,, qy=>bU, asamoziejmé sy = s;, =0

Ze vztahu vzor-obraz dostavame naboje obrazu

e b
L e C e B
a jejich polohu
a? , b2
8 = ——7—i, s = —m8—
! d—Sg_l d—Sifl

Misto integrovani elektrické indukce pres povrch kouli zjistime naboj uvniti jako soucet

Qu =470 Y qi, Qu =470 > gy

=0 i=0

max(a,b)

.y ma pro vzdalené¢

Protoze fada konverguje nejhure jako geometricka rada s kvocientem
koule smysl i prvni ¢len. Ukazte, ze jde o vzédjemné kapacity.

Ukazte, ze v prvnim pfibizeni roste pti nabijeni jedné z kouli potencidl na druhé vybité, stejné
jako kdyby tam viubec nebyla a uvazovali jsme jen potencial v jejim misteé.
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Priklad 2-3: (Vzajemné kapacity pro inZenyry)

Zadani:

Popiste nazorné tlohu o matici kapacit dvou vodi¢t pomoci II-¢lanku tvoreného kondenzatory
a z rovnosti energii zkonstruujte matici kapacit.

A C B
0--—-11----0
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3 MULTIPOLOVY ROZVOJ

Multipélovy rozvoj pro axialné symetrické zdroje

1. Uvazujte definici Legendreovych polynomu

iy e %M M)

Ukazte, ze
a) Py(w) =1, Pi(w) = w, Py(w) = 3w? — 1. Je vhodné nejprve vyuzit vztahu
1 1. 3,

e =1t ot

Vitl 2 TRt T
(jen v krajnim pifpadné poéitat derivace (1/s) = (w — z)/s>, (1/5)" = (3w? — dow + 22> — 1)/s°)
b) P(w) je polynom stupné ! v proménné w,
c) P(£1) = (£1)!,
d) jsou-li r a ¥ sférické souradnice (zkuste polozit z = a/r),

Pi(cos 9)

A
A}

=0. (2)
Povsimnéte si, ze generujici vzorec pro Legenderovy polynomy (1) souvisi s potencidlem ndboje umisténého
na ose z ve vzdalenosti a od pocatku.

2. Ukazte, ze elektrostatické pole axidlné symetrického zdroje 1ze na ose z > 0 a daleko od zdroju psat ve tvaru

@ = = = _—
r=0y=02) = g5 3)
kde koeficienty ¢; jsou dany vlastnostmi zdroje
qz—/ p(&)(r') Py(cos O )d*a’ (4)

3. Ukazte, Ze za predpokladu, ze pole daleko od zdroji lze rozvinout do fady v 1/ (to je dusledkem piedpokladu
obecného multipdlového rozvoje, jaké plati i pro tento specidlni piipad), je pole buzené zdrojem popséno
multipélovym rozvojem

r9) = ——3 gL 5)

Areg = pitl

Poznamka. Legendrovy polynomy jsou vzorovym piikladem ortogonélni baze funkei, na rozdil od kulovych
funkef je jejich normalizace a faze volena vztahem Pj(1) = 1 a tak relace ortogonality vypadd ndsledovné

1 1
/ P(z)Py(z)dz = / Py(cos )Py (cos F)dcos ) = S (6)
~1 ~1 21+1

a uplnost doklada vzorec

> 20+ 1Pl(cos )Py (cos ') = §(cos ) — cos ') = —5(19 ?') (7)
= 2 sin ¢

Zde je explicitné pripomenut vztah §(f(z)) = 1/f" §(z — zo).
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Piiklad. Jako prototyp netrividlniho elektrostatického pole ndm poslouzi rovnomeérbé nabitd tycka (néboj
Q, délka 2a):

Q, z—a—+/p*+(z—a)?
dmep®P(r) = — In
meo®(7) 2 z+a—+/p?+(z+a)?

Uvazujme hodnoty potencidlu na poloose z > 0

2 14 a
4W60(I)<Z)_anz+a+\/(z+a) —Ql z—i—a_Ql + 2

20 z—a+/(z—a? 2a Yi—a 2 nl—%

Pfi uvézeni rozvoje In(1 +z) =z — 2% + %13 — ity %mg’ + ... dostaneme

dmeo®(z) = % (1 + % (g)Q + é (%)4 + % (%)6 + ) (10)

Protoze platf, ze Pj(cos0) = 1, musi Q,Qa?/3,Qa"/5 atd. byt koeficienty qo,qo,q4 atd. v multipélovém
rozvoji .
Ovérime, zda koeficienty souhlasi:

(8)

q = Q |1z|' Py(cos ) dz, cost) = — = sgn z (11)
a

—a ||

Pro licha [ je integrand lich4 funkce (nebot Poiy1(£1) = £1) a tak nenulové zustanou jen sudé koeficienty

2n
Q 12
qon = on 1(1 ( )

totozné s témi, jaké jsme urcili z rozvoje potencidlu podél osy z.

Figure 1: Srovnani ekvipotencial pole nabité tise¢ky a prvnich tfech nenulovych ¢lenu multipélového rozvoje.
Povsimnéte si, jak se projevuje existence poloméru koncergence fady v 1/r. Polomér konvergence je 1.
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Priklad 3-1: (Legendreovy polynomy)

Zadani: Uvazujte definici Legendreovych polynomu

1 =
_ = ' Pj(w).
V1 —2zw + 22 ; (w)

Ukazte, ze

a) Py(w)=1,Pi(w) =w, Py(w) = 2w? — }. Je vhodné nejprve vyuzit vztahu

1 1, 3
=1——t+-t*F...

Vv1i+t 2 8

— jen v krajnim pripadné pocitat derivace z vyrazu

1 /_(w—;v) 1 ”_3w2—4xw—|—2m2—1
s) s \s) 0

b) P;(w) je polynom stupné [ v proménné w,
&) A1) = (+1)

d) jsou-li r a ¥ sférické soutadnice (zkuste polozit x = a/r ),

Py(cos )

=0
T

Povsimnéte si, ze generujici vzorec pro Legenderovy polynomy (1) souvisi s potencidlem naboje
umisténého na ose z ve vzdalenosti a od pocatku.
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Priklad 3-2: (Pole axidlné symetrického zdroje)

Zadani:

Ukazte, ze elektrostatické pole axidlné symetrického zdroje 1ze na ose z > 0 a daleko od zdroju

psat ve tvaru
o0

1 @
(I)($ =0,y = 072> - Areo Z RS
=0

kde koeficienty ¢; jsou dédny vlastnostmi zdroje

q = / p () (r’)l P (cos?') d®z’
v

30



Priklad 3-3: (Obecny multipdlovy rozvoj)

Zadani:

Ukazte, 7Ze za predpokladu, ze pole daleko od zdroju lze rozvinout do fady v 1/r (to je disled-
kem predpokladi obecného multipélového rozvoje, jaké plati i pro tento specidlni piipad), je
pole buzené zdrojem popsiano multipélovym rozvojem

o(r,0) = 1 quPl(cosﬁ)

4meg ritl
1=0

Poznamka. Legendrovy polynomy jsou vzorovym piikladem ortogonalni baze funkei, na roz-
dil od kulovych funkef je jejich normalizace a fdze volena vztahem Pj(1) = 1 a tak relace
ortogonality vypada nésledovné

1 1
/ Pi(2)Py(z)dz = / P(cos )Py (cos¥)d cos ) = 2 o
1 1 2l + 1

a uplnost doklada vzorec

o0

20+ 1 N N1 Y
; 5 Pi(cosP) Py (cos®') = & (costd cosﬁ)——sinﬂé(ﬁ ¥

Zde je explicitné pfipomenut vztah §(f(z)) = 1/ (x — x0).
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Priklad 3-4: (Rovnomérné nabita tycka)

Zadani: Priklad. Jako prototyp netrividlniho elektrostatického pole nam poslouzi rovnomérbé nabita
tycka (ndboj @, délka 2a) :

anz—af P2+ (z—a)?

20 z4+a—\/p*+(z2+a)?

dmeg®(7) =

Uvazujme hodnoty potenciilu na poloose z > 0

2 B n a
2 z—a++/(z—a) 20 z—a 2a 1-—3%

2 14a
47T60(I)(Z):anz+a+\/(z+a) 7Q1nz+a7Q1 + 2

Pfi uvdzeni rozvoje In(1 + z) = x — %xz + %x3 — ix‘l + éx‘r’ + ... dostaneme

) =% (1o (4) 5 (9) 41 () )

Protoze plati, ze P;(cos0) = 1, musi Q,Qa?/3,Qa*/5 atd. byt koeficienty qo,q2,qs atd. v
multipélovém rozvoji . Ovéfime, zda koeficienty souhlasi:

=sgnz

qQ z/ %|z|lﬂ(cosﬂ)dz, cosd = —

a E

Pro lichd [ je integrand lichd funkce (nebot Psriq(£1) = £1) a tak nenulové ztstanou jen
sudé koeficienty
Q 2n

T o1

totozné s témi, jaké jsme urcili z rozvoje potencidlu podél osy z.

q2n

/

O

| 1/5

)
‘\‘

Figure 1: Srovnéani ekvipotencial pole nabité usecky a prvnich tfech nenulovych ¢lentt multipélového rozvoje.
Povsimnéte si, jak se projevuje existence poloméru koncergence fady v 1/r. Polomér konvergence je 1.

v Reseni:
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4 MAGNETOSTATIKA

Cviceni z Klasické elektrodynamiky — stacionarni a pole

Ampérav zakon

e Naleznéte magnetické pole v koaxidlnim vedeni, kde ve vnitinim véalcovém vodié¢i o poloméru a protékd rovnomérné rozlozend
objemova proudova hustota odpovidajici celkovému proudu I a na plasti valce s polomérem b > a teCe rovnomérné rozlozeny
plosny proud —1I.

Vektorovy potencial

e Naleznéte vektorovy potencidl pro magnetické pole z minulé tlohy.

e Naleznéte vektorovy potencidl pro homogenni magnetické pole a) B = Byé,, b) B = Byii, kde 7i je jednotkovy smérovy
vektor. Spoctéte magneticky tok jako [ B-dS a jako § A - dl.

Dipél

e Procvicte si manipulaci s V spocetnim poli elektrického a magnetického dip6lu z piislusnych potencialu.
Biot-Savart-Laplace

e Naleznéte B kruhoveé smycky. Neni ¢as dokonéit integraci az do podoby eliptickych integrélu, takze je dobré aspoi nalézt
pole na ose, a pokud to ¢as dovoli pak i to, Ze v prvni aproximaci je daleko pole dipdlové. Ukézat, ze hodnota megnetického
dip6lového momentu vyjde jakou soucin plochy a proudu.

Superpozice poli

e Magnetické pole placatého nekoneéné dlouhého vodice s homogennim proudem spocit jako superpozici polf ptimkovych vodiéu.
Nezapomenout na diskuzi nespojitosti magnetického pole v plose vodice.

Indukénost

e Uvazujte (¢asem uvidime, ze kvuli skinefektu), ze v koaxidlnim vedeni (poloméry a,b) tece na obou vodi¢ich rovnomérné
rozlozend plosnd proudova hustota odpovidajici celkovému proudu I a —I. Naleznété indukénost tseku takového vedeni.
Ovétte, ze indukénost spoctena z magnetického toku resp. z energie magnetického pole souhlasi.

Ampérav zakon pro vektorovy potencidl 21
e Podle udlohy z Kvasnicovy ucebnici (str. 362) naleznéte magnetické pole
rotujici nabité koule. Diskutujte pro potencidl A vlastnosti vnitiniho a vnéjsiho
feSeni a také jejich navazovani jak pro rovnomeérné nabitou kouli tak i sféru. .

Ukazte / zduranéte, ze A(féy) # (Af)eEp.
Magneticka pole v materidalu

e Naleznéte pole BaH jaka budi permanentni magnet ve tvaru koule vy- -2

robeny z dokonale magneticky tvrdého materidlu s konstantni magnetizaci M

rovnobéznou s osou z. Jde o stejné pole, jako vySe, ale tentokrat jej hlede-

jte jako navézani homogenniho pole uvnit¥ a dipélového venku se zamérenim g

o4

na podminky na rozhrani. Ukazte, ze vSude na povrchu koule lze opravdu
splnit podminky Div B = 0, Rot H = 0. Ukazte, Ze tyto podminky daji
dipélovy moment koule rovny sou¢inu objemu koule a magnetizace a ze uvnite

je H=—M/3a B =+2M/3.
Magnetické sily

e Naleznéte silu, jiz na sebe pusobi ¢étvercovd smycka o strané a a piimy nekoneéné dlouhy vodic I

lezici v roviné sycky, protékaji-li jimi proudy I a I’ orientované dle obrazku. b >

1. Silu spoctéte z Lorentzovy sily na nosice ndboje ve ¢tvercové smycce. e

2. Silu urc¢te na zdkladé pfiblizeni a << b, kdy lze ¢tvercovou smycku povazovat za dipdl. 4\ A Y

Elektromagneticka indukce a
g

e Spoctéte jak velky proud I’ se indukuje uvniti étvercové smycky, méni-li se proud je-li proud I
v zavislosti na case. Predpokladejte, ze odpor kruhové smycky je zanedbatelny, tedy Ze relaxaéni
doba je mnohem delsi, nez (naptiklad) period proudu I. Vlastni indukénost ¢tvercové smycky
L = fuopa, kde f je faktor, feknéme 3, z4visly na tloustce drdtu smycky atp.
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Priklad 4-1: (Ampéruv zékon)

Zadani: Meéjme 2 nekonecné dlouhé koaxidlni vodivé valce u misténé kolinedrné s osou z, jak je
vyobrazeno na obrazku.

Vnitini valec ma polomér R; a je vyplnén vodivym materidlem. Vnéjsi valec je duty
ama polomér R,.

Vnéjsim valcem tece proud —I a vnitinim valcem protéka proud +I. Ve vnitrnim valci je

konstantni objemova proudova hustota 5 = j €,. Na povrchu vnéjstho vélce je konstantni
plosné hustota proudu jg = j €s

plosny proud —1

Ukol: Vypocitejte, jak vypada magnetické pole B v celém prostoru.

v Reeni:
Jsme v magnetostatice a tudiz: A ~5+ %{ =0

0X

(]

Postup: Vyuzijeme Ampérova zakona

b Bedi—p [
ox %
——

Iy,

Integracni oblast: 0% = kruznice se stfedem v 0 = 9K r(0)

T . I
515 B-dl = yg B.-é,dl = B,2rR = [Ampér. z.] = poIs = |B, = Ho >
0K r(0) 0K R(0) 2R

Nyni vypoc¢itdme, ¢emu se rovnd Iy pro 3 ruzné integracni oblasti (vizte obrdzek)

e uvnitf vnitiniho vélce R < Ry
e mezi valci Ri < R< Ry
e vneé valcu Ry <R
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R< R IE:]T%I
Is=YRi<R<Ry Ix=1I
Ry <R Is =1+ (—1I)=0 (uzavieny obvod) o

Alternativné muizeme pocitat s vyuzitim j a js , a oba vysledky porovnat pti znalosti:

= (7] = I
J_ .7 _ﬂ_R%7
R<R;y:
é' Cﬁ Z/,L()IZ
0%
B, 2R = pomR%j
Ri<R<Ry:
B-dl = pols
oS
B, 27R = puomR3j
Ry < R:

515 B dl = pols
o

B, 21R = po (R}j — 27 Rojs)

4
B,2tR=po(I—-1)=0

=

,_|7|_ I
]S—]S—2ﬂ_R2
= B,=1p
D
poj R3
B, = Mo
= =~ 3 R

B

_ po(RYj — 2Ryjs)

=

_ (B R
o°R = Mo j2R JSR

Ovérime hodnoty magnetického pole na rozhranni. Vyuzijeme Maxwellovy rovnice a skokové podminky magne-

tického pole.

B,(R;)= lm B, = lim 5XR=EXR,

R—R] R—R;

. . poj R poj \/
B,(R})= lim B, = lim M2 _HJp
ol R ngj v Rggjf 2 R 2

Na rozhranni R; tedy nepozorujeme zadny skok v B, nebot B,(R{)— By,(R7)=0
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Na rozhranni R, je situace odlisna:

poj Ry -
- 7372 = —HoJs

. R?

_ . R
Bo(R) - Bolty) = o (i gk — ispe

Tedy skok na rozhranni jest dan vyrazem:

S

X [E] =17 x {6—52} Z—Mojs

Priklad 4-2: (Vektorovy potencidl magnetického pole)

Ukol: Pro magnetické pole B vypocitané v minulém prikladu ovérte jeho korektnost a odvodte tvar
jeho vektorového potencidlu potencidlu A

V minulém prikladu ndm vyslo magnetické pole B ve tvaru:
B =FkR"€,

—

V-B=0

Rozepiseme si v obecném tvaru a nédsledné dosadime:

[ 1 0 0 0
V-B=———|—(hohsB ——(h1hsB ——(h1hoB
hihohsg aQ1(2 ° 1)+5(Z2(1 ? 2)+3Q3( th2Bs)
kde: q1 = R, g2 = ¢, g3 =2
hi=hp=1 hs=hy,=R, hy=h,=1

B = B1&, + Baé + B3 = 0¢g + kR"€, + 0¢,
Tedy celkem dostaneme:

0
. 9 9 9 -
B= 171 |am o B T g R+ 57 (R-0)| =0 v

e Podivame se jesté na druhou Maxwellovu rovnici pro B (pro staciondrni proudy):
VxB= Moj
Pozndmka: V Maxwellovych rovnicich vystupuje vzdy objemova hustota proudu, rovnice popisuji 3D pole.

—

Bereme tedy b = kR"é,

L ér Reé, ée.
V xB= = Or O, 0.|— kdyz dand véc nezavisi na dané soufadnici, piSeme rovnou 0 —
Br RB, B.
L1 ér RE, €, 1
VxB=—lor 0 0|= &0k (kR =[k(n+ DR,
0 RB, 0
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Zkontrolujeme dosazenim:

5 o ,UOI 1 11 I . /
B=—=(1 1 z = 506z = z
R< Ry V x o R%( +1)R e MOwae L J€

- = I 1 .
R <R< Ry VxB:uL(—H—l)R*l*léz:“Logzzo \/
27 21
... témito body prostoru neprochéazi zadny proud
Ry <R B=0 = VxB=0 \/

... témito body prostoru neprochazi zadny proud

5o 1
e Jdeme odvodit vektorovy potencial A z B pro k = ;(}32:
iy

R<R, kRé,

— R2
B=qR <R<R k€
Ry < R 0
Vime, ze plati vzorecanek:
VxA=B
Dale vime, ze:
0
VB =9 x (9 4) = 9 ($7) - AT = o
AA = —poj
j = jé.; j je konstantni ve sméru z (stacionarni proudy), = €, je konstantni vektor

A(flzé'z) = ng(Az) = 7/ujzé‘z

— —&,0rA,

0
0 0 A,

Zacéneme s pripadem dosazeni do levé strany rovnice B pro R < R;

(B=)kRE, = —¢, OrA.

OA.,
kR = —
=g

k/RdR = A,

k

A, = —ERQ +C
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Pokracujeme s pripadem dosazeni do levé strany rovnice B pro R < R< Ry

, R2
(Bﬂhﬁ@z—%%&
kR—% _ ~0A;
R OR
1
kR} | —dR = -A,
'/ R
R ... kde jsme zvolili
— 2 bl
4. = —kRiIn ( Rz) integracn{ konstantu Cy = In(Ry)
ko
R < Ry *iR + 4
> spojité A.; spojitd Or A,
A = 2 (R
z Ri<R< Ry —k‘Rlln —_—
Ry
> spojité A,; nespojitd OrA, = j, plosné
Ry < R 0

Priklad 4-3: (Vektorovy potencidl jiného pole)

Zadani: Meéjme homogenni magnetické vektorové pole dané predpisem:
B(&) = By = Boé.
Ukol: Spocitejte vektorovy potencidl A tohoto pole.
v Regeni:
. L €% e e
B=DBye,=VxA=1|0, 0, O,
Ay A, A,
0A 0A
=—-—-* = 09,A,=0.A,=0 (pozn. zkrdceny z4pis derivace)
Jy 0z
0A, 0A,
= — 0, A, =0, A, =0
0z ox ' -
0A 0A
B,=—*Y- —*=p
ox Jy 0

Tusime, Ze vektorovy potencidl A neni ddn jednoznacné.

Zkusime najit jeho ruzné varianty.
e Polozime druhou derivaci v B, rovnou nule.
e Polozime prvni derivaci v B, rovnou nule.

e Vezmeme aritméticky prumér téchto dvou feseni.
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A
942230 = A,=zBy+(C=0)

ox - B B
oA = |A=F(y2) =R,
_ 6; =By = A,=-yBy+(C=0)

Graficky pak tyto potenciadly vypadaji nasledovné:

l¢ TTy
M

b | 4]

1
f_
\S

Ponauceni: Nelze sestavit vektorovy potencial A se stejnymi symetriemi, jako ma é, derivace by nam ho
vynulovaly, sviné jedny!

Pole ma ale kalibrac¢ni volnost, pricteme-li gradient tohoto pole, nic se nezméni:
A= Ax) + Vx
X = ary

a: = Ay, A

A= (=By + ay, az, 0)

- o Byo
Ay = (0, +Bz, 0)a = By Xa = —
Byo Byo
- By Bz BO : BfE(] = = T - —
A(¢):<_27 +77 0>a:2 X Xy = — 5 X 2 2 y
- o B(y—yo) B(.’E—,’Eo) 0 X,z =0
@ =\~ 9 ’ 2 ’
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Priklad 4-4: (Stokesova véta)

Zadani: Méjme stejné pole, jako z predchoziho prikladu, tot jest:
B(&) = By = Boé.

Déle méjme plochu v roviné z = 0, na niz je toto pole kolmé. Plocha ma tvar kruhu
o poloméru R.

o]l

=7

Ukol: Pomoci Stokesovy véty spoctéte magneticky tok ®p touto plochou.

v Resendi:

Uvedeme si nejprve Stokesovu vétu:

ygzﬁ. 7:/E(ﬁxﬁ).di

Rotace sezere jednu dimensi (ddme 2 vektory a vypadne jen 1)

Vyuzijeme nyni, ze:

Dostaneme:

27 R R
PS: /B- ds :/Boé’z-é'z ds :/ / By |J|dr dy 2271'30/ rdr = ByrR?
s s =~ 0 0 0

A=Bope B B \/
20 = 701%@1, &, dl = 703 27R = BynR?
N——

ds

z minulého prikladu -
(P:
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Priklad 4-5: (Biot-Savartiv zékon)

Zadani: Méjme smycku ve tvaru kruznice, se stredem na ose z v pocatku, jiz prochazi proud I, vizte
obrazek.

Ukol:  Urcete B (7), kde ... bod zkouméani pole.

v Resendi:

Vyuzijeme Biot-Savartova zakona:

= dJ
I_’_I
B»_@/ dJ (7)) x (F—=7")
Cdrw |7 — )
Parametrisujeme si body na kruznici:
a'(¢') = acos(¢’)
7' =<y (') = asin(y’) ... tady zkouméme proud

Z'(¢")=2=0 ... pokladdme

-/

Déle plati: dJ’ =1- dl

)
A jesté si parametrisujeme i orientovany kruznicovy element di .

dz’ = —asin(yp’) dp’
a'={ dy’ = acos(¢’) dp’ | Z axialni symetrie pak volime slozky 7 jako:
dz"=0
=R
=< y=0... poklaidame | ... tady zkoumame magnetické pole
z=2z
R — acos(¢’) R — acos(¢’)
F—7" = 0—asin(¢) | = | —asin(y)
z—0 z

7 — 7] = \/R2 ~ 2Racos(¢') +a? cos’ (') + a?sin’(¢) +22 = /R2 4 a2 22 — 2Rcos(y)

—=a2

€ ey g, z acos(p’)
' x (F—7")=| —asin(¢) acos(¢’) 0= z asin(y’)
R —acos(¢’) —asin(¢’) =z a?sin?(¢’) — acos(¢’) (R — acos(y'))
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Celkem dostavame:

I s /
BI:’[ZL z acos(p’) dy’
T J—x (R?4+ a2+ 22 —2Rcos(¢))?
wol [T z asin(p’) , S " o
By = — / - dep " =0 ... lichy integrand pfes symetrické meze
A J_x (R? + a2 + 22 — 2Rcos(¢'))?
I ™ 2 _ R /
BZ_ZL\/ a® —a Rcos(y’) _dg!
T J-n (R?+a? + 22 — 2Rcos(¢'))?

=>Dale bychom museli Tesit pomoci eliptickych integrali.

Zajim4 nas alesponi hodnota na ose z (R = 0):

™ /
B,(R=0) = ’MLI/ M dp’ =0 ...(vede na ksin(—n) = ksin(m) = 0)
T J_. (a2 + 22)2

B(R:o):“‘ﬂ/w“20'“0':“0]"2
? Ar J_. (a2—|—22)%
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Priklad 4-6: (Magneticky dip6l)

Zadani: Méjme magnetické pole smycky na ose z (R = 0) z pfedchoziho piikladu zadané rovnici:
- ‘LL()I R2 =
Bsmyéka(R - 0) - B 1 z

3
2 (24 R
Déle méjme jeho pribliznou dipélovou aproximaci pro R < z (daleko)

o 3(1 - 7)F — mr?

B =20
P 75
Ukol: Porovnanim téchto vyraza pro z — co odvodte magneticky moment m.
v Reeni:
Spocteme limitu
.= . pol R} pol R}
lim Bsmyéka = lim 7713 z 7713 z
Z—00 Z—00 (2,2 + R%) 2 Z|

Zkouméme chovani magnetického pole pouze na ose z, tedy: m = m.é€,

Upravime vyraz pro dipélovy rozvoj dosazenim téchto hodnot:

éd' _ o 3mzz 2€, — 22m, e, _ @3mz€z —m,€, _ @&6
P 4y |z]° 47 |z|3 21 |2]3 ¢

Odsud porovnanim obou vztahil (Bgmycka & Baip) dostdvdme, cemu se musi rovnat m,:
my

=IR? = |m,=IrR}
T

Tedy: ’ m=m,€, = IWR%@

Ovéreni (alternativni metodou):

Ledvinkovo moudro: ,Vsechny momenty zacinaji na ¥ x ...”

1 - P x dl B R xe 27 R
m:*ygfde=I§£rx :I/ PO ZC g dp =17
2 2 o Jo 2 2

2
1

dl < 71
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Priklad 4-7: (Superposice poli)

Zadani: Méjme placaty nekonecné dlouhy vodic, jimz tece homogenni proud [ tak, jak je zndzornéno

na obrazku.

Ukol: Urcete magnetické pole tohoto vodice skrze superposici poli pfimkovych vodi¢t. Nezapomente
na diskuzi nespojitosti magnetického pole v plose vodice.

v Reseni:
e V celém prikladu vzhledem ke geometrii problému nic nezavisi na z, mazeme tak volit z = 0.

Vyuzijeme Biot-Savartova zakona:

= 47
—
po [ dJ (7)) x (F—F")
B L
" 477/ |7 —
1Y (z,y)
I w— 4 =rdv [T *
- - B —a a !
js = jsdS =1 —_— —>
- I, / X
Js = %ez €T

Ledvinkovo moudro: , Pri posouvdni se slozky neméni, meni se pouze souradnice.”

' ' ' Dilezité! Budeme scitat vektory, proto potiebujeme prejit do kartézskych souradnic. ' ' '

V cylindrickych soufadnicich mame pro €, (7 /N
=
€
x cos ¥
cr= |y | =|sing
z 0
L loeg 1 [ °me 1 (7Y X
€op="——5—=—| cosp |==|=
he Op R 0 R 0

Vyjadiime si magnetické pole vodice v bodé (x,y) (vyuzijeme Ampérova zakona):

yg B quMo/Jﬂ"dq
o% 5
———
Iy,

5, = ol g ol )
"7 9xR™¥ " 2rR2 T
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Déle budeme poditat v bodé (2/,y), tedy provedeme:

x
Yy —

z

Tedy vypocitdme magnetické pole vodide v x':

- I
B, = Ho

Vyjadrime si integracni element:

21 ((x —2’)% +

I
dl =jgda’ = — da’
2a

é:

_ v 1 - x
= | B du = arctg
Y

1 [ 2x—-4a
By:*/ _($/2$)2dw/:
2 ) o (@—a)+y

Tedy celkové dostavame:

5 Mo 1
dB = — — B ———
/2 2m2a J_, (v —a')2 +y?

—a T
> — arctg <
Y

substituce
s=(x—a')?+9?

ds = =2(x — 2’) da’

y?)

¢ (_ya z

(—y, x—2a’, 0)

B $/7 O) dx'

substituce

du = —

+a>
Yy

1 /@“)2*?/2 ds 1
— = e
( 2

Ly
Y

z+a)2+y2? S

. arctg (I;“) — arctg
B=f- 1 ((w+a)2+y2
dma 2 (x—a)?2+y?

0

()
|

« Kontrola:

Pro a — 0 bychom méli dostat po aplikaci I’'Hospitalova pravidla tvar pole pro nabity drat:

d x—a %
Ey arctg J =
d ’ 1
I<—arctg<x+x)>— Y
x Yy

lim B, =
a—0

lim

(1)
1+ (H)z Y2+ (o — )’
Yy
<(+1) o Yy
B T 2 2t (w—a)
* (T)
(=2y) Mo Y Mo
4 2 4+y?2 27

a—0 0\ 2
<x—a’> +y
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0
2
lin})By:Iir%—(x—;ﬂ/) ~—ZOI: 2_‘7_ 2.7';0
a a—
7 (4a” )24y 7 TV AT

Pro a — 0 dostavame: .
Bla=0)= ujé,

o Prozkoumame jesté nespojitost magnetického pole v plose vodice:

lim B, = ML (-3)-7]- ol

y—0+ 4ma 2 2 4a
‘u()[ |:7T ’/Ti| ‘LL()I

1 By, =— |=4+=| =—

yi%lf T 4wa L2 * 2 4a

Magnetické pole roviny pak vypada nasledovné:
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Piiklad 4-8: (Pole kone¢ného solenoidu)

Zadani: Méjme konec¢ny solenoid se stfedem v pocatku souradnic a vyskou 2L. Dratem protéka prou-
dova hustota j. Hustota vinuti je n = %, kde N je pocet smycek a [ jest délka solenoidu.

<
L Ry

—> R

Predpokladejme, ze civka je husté navinutd v kruznicich, mizeme tedy integrovat a zanedbat
prispévek j..

Ukol: Vypocitejte, jaké magnetické pole B tento solenoid budi.

v Reseni:
Vypocitame pro nekonecny solenoid:

Solenoidem protéka plosny proud:

js=1Iné,

Postup: Budeme scitat feSeni pro jednotlivé smycky.

é(ﬁ:@ln(R)/w /27r ((z—2)cosy’, (z—2")sing/, Rfysginga’) s s’
2w —oc0 JO . 2\ 2
<R2+y2 —2yRsin ¢’ + (z — 2') )

mame N/OO (z=7) 373
- (aJr(z—z’)Q)

Prohodime potadi integrace:

Vime, ze:
/ dx _ T 1
(a? + x2)3/2 VaZt+a? a?
2 / : / Oo
. 1 _ R—
B(F) = Ho ln(R)/ (cos @', sing’, (Z2 : )2( y51.n<pl)> dy’
4 0 \/R2+y2—2yRsingp’+(z—z2)2 R? 4+ y? - 2yRsing

Pole mé jen z-slozku:

2 : !
Ho R — ysin(y') /
B, = In(R 2 d
4 n( )/0 R? 4+ y2 — 2yRsin ¢’ v
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B # B(r) ...tricek se Stokesovou vétou:

)

ale } I

Js
~—

9
he
7,

musi se vyrusit

Eout = Bout éz Ein = Bin gz Bin h — Bout h = *,Uijs h
——
fekneme si Boyy = 0 0
hBin = — o Inh
Bin = —Ho In

Priklad 4-9: (Pole rotujici nabité sféry)

Zadani: V ramci kvazistaciondrniho priblizeni budeme hledat pole, jaké vytvaii otacejici se rovnomérné
nabitd sféra ( s konstantni hustotou plosného naboje o) o poloméru a. Stied sféry polozime
do pocatku souradnic. Sféra rotuje okolo osy z s thlovou rychlosti w.

Vzhledem k symetrii budeme pouzivat obvyklé sférické soutadnice r, 6, .

Ukol: Urcete tvar poli BaA.

v Reseni:

Ledvinkova rada: ,Vylouc¢ime Biot-Savarta, dostali bychom totiz [ /7.7

Postup:

(1.) Vzhledem ke geometrii problému volime sférické soufadnice.

Velice uzitecna vlastnost: r = konst. = a je zaroven i hranici problému.
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(2.)

(3.)

(4.)

Q

Nébojova hustota o = rovnomeérneé rozlozené na povrchu sféry samoziejmeé budi sféricky symetrické

(4ma?)
elektrické pole
0 r<a
EO = o a2 .
——€ T>a
Eo T

Pro nas Priklad 1-je ale dilezité, ze pohybujici se ndbojova hustota vytvari plosnou nabojovou hustotu
js =00 =0 (3 x F) = owasinb &,
kde asin # predstavuje vzdalenost bodu na sféfe od osy rotace.

Ledvinkovo moudro: , Veétsina bdzovych vektori v krivocarych souradnicich neni konstantni.”

Dipélové priblizeni:

Zacneme tim, ze i kdybychom nedokazali najit pole blizko u sféry, u vzdaleného pole lokalizovaného
proudu ve velkych vzdalenostech dominuje dipélové magnetické pole uréené magnetickym momentem

1 - 1 1
m = i/ijst :i/FX (owasinbé,) dS :fiowa2/sin9€9d5.

P1i vypoctu integralu vektorové hustoty musime prejit ke kartézskym slozkam, protoze kiivocary bazovy
vektor (napft. € ) se méni z mista na misto. Nejsndze to uéinime tak, Ze spocteme projekci m do vSech t¥{
kartézskych sméra, které, jako konstanty, lze prevést pres integracni znaménko. Pro €, - m bude integrand
umérny cos ¢ a integrace pres ¢ € (0,27) vyjde 0 . ProtozZe €, - € = — sin 6, nevymizi ovsem slozka m..
Pii jejim vypoctu jesté pouzijeme [ sin? §d2 = 87/3, coz dd [sinféy dS = —8ma?/3€, a nésledné

I
m = -Qda’.
3Q

Pro dalsi postup je klicové, ze magneticky dipélovy moment miti ve sméru osy z, coz vidime i z toho, ze
proudové pole si lze pfedstavit jako mnoho na sebe nasklddanych kruhovych proudovych smycek (rovno-
bézek na sfére), kazd4 ocividné s dipdlovym momentem ve sméru €,. Vektorovy potencidl dipélového pole

je podle znamého vzorecku
i o M X T g mysing
= — = — (&4
dr 13 dr 12 v

kde jsme pouzili dany smér m = m.é€,.

Poissonova rovnica:

V tento okamzik je tedy vidét, Ze méame nadéji postoupit dale nez jen k dipdlovému priblizeni. Rovnice,

vvvvv

0
ﬁxézﬁx(ﬁxﬂ)ziiﬁﬁﬁiAgzuﬁ

AA = —poj

-

Oddvodnéni: Nulovy ¢len V (ﬁ . A) nebot A = A,(r, 0)€, a divergence ma tvar:

= = 1 9 0 9
VA= —— | —(heh3A1) + 5—(hih3Az) + ——(h1ho A
h1h2h3 |:8q1( 273 1) 8(]2( 1743 2) 6(]3( 1742 3)

kde: ¢ =, g2 =0, q3=¢
hlihril, hgihgir, hgih@:TSina
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A jedina slozka, kterd by mohla byt nenulova se vynuluje derivaci, A, nezavisi na ¢

0 .
%Aw(r, 8)e, =0

(5.) Volba néasady g(6):

Vidime, ze A j maji stejné chovani ~ sinfé,. Proto budeme hledat v celém prostoru vektorovy po-

tencial ve tvaru: B
A= A,2, = [(rg(60) &, = f(r)sin(9) &,

(6.) Vypolet VXA a VxVxA
e, réy rsin(6)é,
VxA= L |0 % % = % [, f(r)2sin(0) cos(0)r — rép(r f(r)) sin®(0)]
1o o f(r)sin(f) - rsin(0) r?sin(6)

Lamého koef.

VxA= gf cos() €, — 1(rf)’sin(&) €o
r r

e ré rsin(0)e, ér rép rsin(6)é,
0
Vx¥xd=r| o % o0 =] P 2 0
2L cos(6) - 1 f(TTf)/ sin(6) - r 0 % cos(f) —(rf) sin(0) 0

-
r2sin(0)

2f

- o 1 2
xVxA= —rsin® 0, (rf)” + rsin® ora”] = {—T(rf)” + ﬂf} sin(f)é,

<l

Tedy pro vektorovy potencial A plati:

AA=A(fsin(f)e,) = -V xVxA= [i(rf)” — ;f} sin(6)é,

2
Komentdr:  ¢len — f je tam navic a jesté k tomu tlustej!
r
Vsimnéte si, ze vyraz v hranaté zdvorce neni Af(r), protoze A (Agep) # (AAy) Ep. Mi-
zZete se ptat, co je specidlniho na vyrazu sinve,, Ze beze zmény proleze laplacidnem. Tato
vlastnost je spolecné tzv. vektorovym harmonickym funkcim. Polovinu lze zapsat ve tvaru
Y, =7 x VY. Spoctéte Af(r)Y,} .

(7.) Pole mimo zdroje

Mimo zdroje plati Laplaceova rovnice, tedy: AA=0

1 w2,
T(Tf) 7"2 =0

Resime tedy Eulerovu diferencidlni rovnici:
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Odsud:
2”2 =0

ne{-2, 1}

(n+1Dnr"? -
n+1ln=2 =
Obyéejné diferencidlni rovnice Eulerova typu maji mocninna feseni, konkrétné zde f = ar + Sr~2. Pohle-
dem na rovnici A = f(r)sin(f) €, vidime, ze odpovidaji homogennimu a dipélovému magnetickému poli.
(Podobné tomu bylo i v elektrostatice.) Pro nase zadani budeme uvazovat homogenni pole uvniti sféry a
dipélové magnetické pole vné, jinak by v poc¢atku resp. nekonecnu pole rostlo nade vSechny meze.

Psin(6) - r ... homogenni pole (uvnit¥)

Qsin(0) - 7“%

r<a
A, =sin(f)- f =

r>a ... dip6lové pole (venku)

Dosazenim poloméru a dostaneme:

Q
PZE

Psin(f) a = Qsin(@)% =

(8.) Podminky na rozhranni (skokové podminky)
Q

i) 7 x [é} = 1o
5_ oo 71 y 2 1 /o "
B =V x A = vypoditano vyse = — f cos(#) €. — —(rf) sin(0) €
r T

Rozdélime za f pro pripad uvniti a venku:

Pr r<a ... homogenni pole (uvnit¥)
=490
- r>a ... dip6lové pole (venku)
r
2 1 B N
;Pr cos(0) €, — ;(Pr ) sin(0) €y = 2P cos() €. — 2P sin(6) &y r<a
S PP Liary Q
= r . - - . =
e cos(d) €, — - <7‘2) sin(f) €y = 3 (2 cos(f)é, + Sln(9)69> r>a

Konstantu P urcuje hodnota skoku tecné slozky:

—

7 X [B} = ju0Js
Dosadime

0

- Q - R . -
- B(r)’rﬁa,} =€, X 52 cos(0)e—="2P cos(6)e, +$ sin(f) ey — (—2Psin(0)) & | =

vynuluje vektorovy soucin
=eé, X (

it x [B(r)|

r—at

20

+ QP) sin(0) €y = &€, x (P + 2P)sin(#) € = 3P sin(f) €,

Tedy dostavame:

-

3Psin(0) €, = pojs = poowa sin(f) €,
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(9.) Ovéreni dipdlové aproximace:

Pro r > a (vné) jsou A i B polemi dipdlu.

i Lo M X T m = me,
Ao g3 7=Tre,
. 140 . 1 Pecost
Aaip = 47 r2 sin 62, Paip = dmey 12
I T A 7 -y . -
m = 3 ¥x dJ ... pro kazdy zdroj, kdyz jsem daleko

bude takto vypadat pole
Prtvodic je kolmy na €,

Ledvinkova rada: Zkusme spocitat z-slozku m..

1
m,=m-¢&, = 3 / e, - [aé} x (owasin(0) €,) (a® sin(0)2m do )}
é.- le-xé,) =—é-ée =sin(h)
———

sférické souradnice

=&y

€, = Vz=V(rcos(d))

! 2 4
— 2 = _—_ = =
/ (1 z)dz 2 33

-1

/ sin(f) (1 — cos*()) df
0
_1 4,2 " 3 _é 4
m, = —a"oc°w2n | sin°(0)df = —7wa” ow

Ledvinkuv frk: ,Rozumite, jd sice pisu strasne, ale pisu strasné po svym.”

(10.) Findlni vypocet:

Dosadime:

" 4 4
A aip = Ho ™ sin(f) €, = 4M02 . §7TCL4O'(4) sin(0) €, = Kol sin() €,
o

Jiz zndm, jak vypada f(r) vné koule (dipdlové pole):

£ )| Q Pd® 1 41 po at
r =L = — = =a°-[p0wa = — — 0w
r>a  p2 r2 r2 3/‘0 3 2
Dopocteme A
4
A= f(r)sin(9) €, = %% owsin(0) €,
r

Na sfére mizeme navazat homogenni pole uvniti s dipélovym polem venku.

52



Priklad 4-10: (Napojeni magnetickych poli)

Zadani: Naleznéte pole BaH jaka budi permanentni magnet ve tvaru koule vyrobeny z dokonale
magneticky tvrdého materidlu s konstantni magnetizaci M rovnobé&znou s osou z. Jde o stejné
pole, jako vyse, ale tentokrat jej hledejte jako navazani homogenniho pole uvnitr a dipélového
venku se zamérenim na podminky na rozhrani.

1 B,

Ukol: Naleznéte pole BadH.

Ukazte, ze vsude na povrchu koule lze opravdu splnit podminky Div B= 0, Rot H=0. Ukazte,
ze tyto podminky daji dip6élovy moment koule rovny souc¢inu objemu koule a magnetizace a ze

uvniti je H = —M /3 a B = +2M /3

v Reseni:

1.) M = Mé&,, kde M ... konstantni, pro 8(a —r), r <a =  uvnitf

2.) Ukazte, Ze lze napojit

L] H1 = ]:Iléiz7 Bl = Blgz ... uvnitr
= - g 3(m - F)F — mr? .
. Bzzungz——s . vné
47 T

neméme volné proudy => 7 [B] =0
iix[H =0 3 rovnice, 3 neznadmé
magnetisace jest pouze uvniti, proto 1 => B, = ,uo(ﬁl + M)

Na rozhranni plati:

aer

T

€, = V(rcos()) = cos(#)é, — sin(f)ép

Ledvinkiv frk: ,Kalkulus je takovd kriZovka.”
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—

B = Bl(cos(ﬁ)é} - sin(@)é’g)

i-[B] = (202 B)cos) =0 = | B — L0

m

a3

( cos(f)e, — sin(9)€0)

. B
Hy= =2
Ho
7 x [H] = sin(0)@ (ﬂﬂf ) =0
- ¥ \4ra3 Y
H,,B; =7 —  Chceme, aby platilo: B = 1o (ﬁ + M)
B -B
m==-m > | -"T,iy
o dra )

Mty fom2
Mg — -
Ho 4dma3 4dma3

3pom
M =
HO= Zrad
Velikost magnetického dip6lového momentu nam vychazi:
4 -

m= —ma’M
3

Celkem tedy dostavame, ze:
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Priklad 4-11: (Magneticka sila mezi 2 draty)

Zadani: Méjme rovny drat, jimz prochéazi proud I; a drat ve tvaru ¢tverce o strané a, jimz prochazi
proud I. Ctvercovy drat je ve vzdalenosti b od rovného dréatu.
Z
; > P
N N
7 S 7
y A
A | odvodime B R
b X X
. 1T a AN B
1
X

Ukol: Spoctéte silu F , kterou na sebe tyto dva draty plisobi.

v Reseni:

Ledvinkova rada: NepouZijeme vzorecek pro silu mezi 2 smyckami (museli bychom pocitat 2 integraly, kdyz mizme
pocitat jen jeden.

Vyuzijeme toho, ze vime, jak vypada magnetické pole pifimého vodice.

o -y T, o T,
€¢:§6I+E€y — (yZO) = egpzﬁy
4
I = I = I
By = 5OR€V’ (y:0) ,;0 ]_};gy (y:()) /;0 1é.y
T T T

V Lorentzové sile mame ¢len: ¢ (17 X E), potfebujeme néjak nahradit nezndmou rychlost ¢
ﬁg = /12 d_22 X él

Vime téz, ze

dJ =jdv =1dl

Fy=Foa+...+ Fp

g I L\ [ L
FQAZ/Ideé}Xgolgy:—gz<M012)/ dz = K128 5
0 0

T 27h 2t b
S oLy a
F =
20 = Ca 2t a+b
Fyp + Fop =0 ... neprispivaji, lakomci hnusny!

= polils (1 1 .
PRl (o g
2m (a atb)©
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Elektromagneticka indukce

Protoze kvazistacionarni aproximace pripousti i dostatecné pomalu se ménici proudy, je mozné
v jejim ramci popsat, co se bude dit, kdyz ke sfére pridélame kliku a mechanickym ptusobenim
budeme ménit rychlost jejiho otdceni. Budeme predpokladat, ze naboje jsou ke sfére prilepené a
pri takovém procesu museji respektovat, jak kouli otacime. Moment sily pusobici na tyto naboje
se tedy prenese na kliku stejné jako mechanicky vykon. Za téchto predpokladi mame model
konzervativniho systému, (v opacném piipadé by se ¢ast nasi prace mohla pfeménit na teplo) a
muzeme sledovat, jak se nase prace uklada do magnetického pole. V kvazistacionarnim priblizeni
je hustota energie elektrického pole zanedbatelna.

Pivodni elektrostatické pole EO = —V®( nyni doplni jesté elektrické pole El, které se objevi
v disledku zmény magnetického pole. To jsme vlastné jiz spocetli, protoze zname vektorovy
potencial a tedy El = —8tff.

Alternatvneé lze vyjit ze zdkladniho zdkona elektromagnetické indukce

. d/ .
E-dl=—— B-dS. 15
fa‘ﬂ dt P ( )

V tomto “obvyklém”, ale pracnéjsim postupu k urceni elektrického pole z Faradayova indukéniho zédkona potrebujeme tytéz
predpoklady (konstantni ®; v disledku symetrie tilohy) jako vySe. Symetrie tlohy Fik4, ze indukované elektrické pole F1
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Obrazek 1: Vlevo: silo¢dry magnetického pole (13) vzniklého rotaci nabité sférické slupky. Jasné vidime kombinaci
homogenniho pole uvnitt a dipélového venku. Vpravo: Poyntingtv vektor (21) pii roztaceni sféry, kdy se méni
magnetické pole a indukované pole elektrické spolu s magnetickym polem dé pravé §1. Proudocéary tohoto vek-
torvého pole ukazuji, jak S, dopliiuje energii magnetického pole, kterd pfi roztidceni koule roste. Hustota energie
magnetického pole je zndzornéna stupni Sedi — homogenni magnetické pole unviti sféry odpovida bilé, vné sféry je
pole slabsi.



bude mit silo¢ary v podobé kruznic. Ty volime za hranice 9%, kazda takova kruznice je urcena ¢ a r. Plochu, kterd ma
tuto kruznici za hranici pak ale zvolime tak, aby se ndm dobre pocital ptislusny plosny integral — tedy sféricky vrchlik s
vrcholovym polotihlem 9 a polomérem rsin®. Pii této volbé je dS = &,r?sin 0dY dy a celd integrace probihd na konstatnim
r, tedy bud pouze unvitf nebo pouze vné sféry. Podle (8) je B-dSs = (2/7) f cos 92 sin dd dp. Vaztah (15) tak ma podobu

]{ E‘~dﬂl:27rrsin19Et,,=fd/B dS—f— (fr2msin® ). (16)
% dt

Po vydéleni tedy )
o = —fsind. (17)

I indukované elektrické pole tedy je

. . 1 r r<a
Ey = —0,A = —-ppowasin Ve, < g3 . (18)
3 ) r>a
r

V kvazistacionarnim ptiblizeni je toto indukované elektrické pole ur¢eno okamzitou hodnotou w a
to i daleko od sféry.

Zachovani energie — diferencialni pohled

V kvazistacionarnim priblizeni ve vakuu méa zakon zachovani energie podobu
—j E=0wy+V-8S. (19)

Podivejme se, jak v nasem konkrétnim piipadé dochazi k “vzniku” Poyntingova toku S=ExHv
mistech “pracujicich” proudi, a jak tento tok pak v prostoru “dopliuje” energii magnetického pole
v = |B2/(2u0). Piedeviim zdrojem vykonu je v naSem pi{padé pouze nabité sféra, ve zbytku
prostoru jde o obycejnou rovnici kontinuity. To zjednodusi interpretaci, protoze magneticka energie
energie na jednom misté vznika, jinde se jen uklada. U zdroje s konecnym objemem bychom toto
v objemu zdroje na prvni pohled neodlisili.
Poyntmguv vektor spocteme snadno, pro dalsi diskusi jej ale rozdélime na S =S+ Sl, kde
Sg—onHasl—Ele Poté

0 r<a
SRy g , (20)
2p0€0 — sin Ve, r>a
r
- cawB, R€R = —rsind(sinde, + cosvey) r<a
= (2 sin e, — cosvéy) sin r>a
,

Vyznam Sy si ukézeme pozdéji, vzhledem ke axidlni symetrii tlohy je V - Sy=0a tedy S, se nijak
neprojevi v ZZE. Pole Si mii{ uvnitf sféry primo k ose z (nikoli k pocatku), vné sféry mitfi také
k ose, ale oklikou, viz obrazek. V nasem pripadé pole 51 podél prodoucar slabne, jak se V - 51
spotrebovava na zménu magnetického pole.

Nespojitosti magnetického pole nas nuti v misté sféry pocitat v ZZE s plosnymi divergencemi

—

~Jo-E=1i-[9). (22)
Lze snadno ovérit, ze vyraz levé strané, tj soucin (2) a (18) souhlasi se skokem

2uB
S,] = % sin? 9. (23)
Tato rovnost znamena, ze vykon, kterym tdhneme za kousicek sféry je stejny, jako vykon, ktery

tento kousicek sféry dsti v podobé Poyntingova vektoru do svého okoli.



Zachovani energie — integralni pohled

Opét poznamenejme, ze v kvazistacionarnim priblizeni je prace potfebna pouze na vytvoreni mag-
netického pole. Nejprve spocteme vykon potfebny k otaceni klikou. Plosna hustota sily ptisobici
na naboj na sfére je . . B
fs =o({Eo} + En). (24)

Hustota momentu sily je

dM = o7 x ({Ey} + Ey)dS. (25)
Symbol {Eo} predstavuje primér hodnot na obou stranach sféry, ale protoze Ey vzhledem ke
svému sméru otdceni nebrani (€, x €, = 0), potfebujeme k vypoctu momentu sily pouze hodnotu
indukovaného elektrického pole E. Celkovy moment sily je tedy

M = /JFX EydS = —aaépoawa/sinﬂa X €,dS. (26)

Pouzijeme stejny postup jako pii vypoctu (4) a najedeme
M = —%r,uoaQa‘lcﬁ, (27)
vytvarené magnetické pole vzdoruje roztaceni & stejné jako setrvacnik, u kterého by platilo M =

—Jda.
Energii magnetického pole spocteme objemovou integraci | B|2/(2u), kde podle (13) je

Ly ) 1 r<a
Bl*=B 6 1 , 28
B ’ %(005219+Zsin219) r>a 29
coz po vyintegrovani dé energii magnetického pole v celém objemu
3
Wi = B2, (29)

Ho
pro zajimavost: uvnitt je dvakrat vice energie nez venku, proto jsou také v podobném poméru
(opacéné mitici) radiélni slozky pole (21) nad a pod povrchem sféry.
Nyni je otazkou delsiho nédsobeni ovérit, ze mechanicky vykon se spotfebuje na zménu magnet-
ického pole . .
Wy = —w.M. (30)
7 hlediska pracovnika u kliky se kvazistacionarni rovnice redukuji na prostou variantu setr-
vacnosti — energie se chovd podle Wy, = Jw?/2, kde

Mo 2 3
= —0Q"a". 31
5@ (31)
Je takova predstava konzistentni? Kam se podél moment hybnosti L= f Mdt?
V Maxwellové teorii je elektromagnetickému poli prisouzena i hybnost s hustotou § = S /2. Je
to pravé doposud ,zbytecnd” slozka Sy, kterd dé (s pouzitim predchézejicich zkuSenosti a vztahu
pococ® = 1) lehce spocitatelny integral

E:/Fme:JQ (32)

Je zajimavé, ze tento moment hybnosti je ulozen pouze vné sféry, Epa tedy i Sp uvnitf stéry kvuli
symetrii vymizi.



Zachovani energie — elektricky obvod

Magnetické pole obvykle nevytvarime klikou. V nasem pripadé lze otacejici plosny naboj nahradit
vodi¢em navinutym na povrch sféry. Abychom vinutim aproximovali plosnou proudovou hustotu
(2), musime zavity na povrch sféry navinout tak, aby pocet zaviti na jednotku délky poledniku
byl imérny sin 1.

Obrazek 2: Vlevo: Ukéazka, jak navinout vinuti u kterého pocet zaviti na jednotku délky poledniku je tmérny
sind. Vpravo: Plocha vystupujici ve Faradayové indukénim zakoné. Napéti indukované v civce je ddno zménou
magnetického toku skrze tuto plochu. Pro ndzornost jsou uvazovany jen 3 zavity.

V tomto ptipadé by ve vztazich bylo potfeba nahradit proud [(js),ad¥ = 20wa® po povrchu
vodice sou¢inem NI, kde N je pocet zavitu a I je proud v navinutém vodi¢i. Pro energii magnet-
ického pole pak dostaneme alternativu vztahu (29) ve tvaru Wy, = LI?/2, podobné dynamickou
rovnici (27) nahradi vztah pro indukované napéti U; = —LI , zachovani energie pak ilustruje
Wi = —IU;. Pokud byste chtéli misto energie, kterd piedstavuje objemovy integral, poéitat in-
dukénost civky L jako magneticky tok vinutim civky pfi jednotkovém proudu, je tfeba magneticky
tok pocitat pres plochu ohrani¢enou zavity navinutého vodice, jak je vidét na obrazku.

Protoze v této situaci neni zdrojem magnetického pole nabojova hustota, neni moment hybnosti
pole piimo svazan se zdrojem magnetického pole — v zavislosti na situaci mize a nemusi celkovy
moment hybnosti L vymizet. Na rozdil od kliky ale nejsou ptivody k civce urcéeny k prenosu
momentu sily.

Zavér

Kvazistacionarni priblizeni jiz obsahuje velkou paletu déji. Okamzita souvislost poli a zdroju ale
umoznuje vystacit s jednoduchou mechanickou analogii. Je zajimavé, ze jev elektromagnetické
indukce je podobny tomu, jak pri roztaceni setrvacniku pottebujeme prekonavat jeho setrvacnost.

Vysoka symetrie tlohy umoznuje resit i kompletni Maxwellovy rovnice. Bohuzel toto reseni jiz
neni natolik prehledné, aby snadno popsalo, jak presné pri otaceni klikou vznika elektomagnetické
vinéni.



5 KELEKTROMAGNETICKE VLNY

Klasicka elektrodynamika — Naméty na cviceni IV

Retardované feSeni vlnové rovnice

Priklad X.1 v Kvasnicové ucebnici: Ukazte, Ze

1 9 p(r' t — ="y 1
A - — — / c d3 ro_ = +
< c? 8t2> 47e | — 77| " Eop(r, )

TE vlna jako superpozice rovinnych viny

Uvazujte sifeni elektromagnetické viny v prostoru mezi dvéma rovnobéznymi vodivymi rovinami
x =0 a x = a. Uvazujte dvé rovinné viny s ky = ke, + k€)= k(cosa &€, £ sina €,). Obé viny
budou mit stejnou amplitudu a polarizaci ve sméru £y = E¢,. Ukazte, ze pro vhodné hodnoty
k. (dale uvazujte nejnizsi feseni) spliiuje vlna vznikla superpozici
i E+—.E_ ’ I B+—.B_

24 2
hrani¢ni podminky pokud na hranici predpoklddame plosné proudy a naboje. Ukazte, Ze 1ze oblast
mezi obéma rovinami zazit na obdélnikovy vlnovod libovolné vysky.

Paklize oznac¢ime vysku vlnovodu b, a pouzivame efektivni intenzity a proudové hustoty, mi-
zeme spocist vykon prochéazejici vinovodem

a také utlum
1LdP . ps 2a cos? a + 4bsin?

Pdz  cug ab cos a

kde se predpoklada plosny Ohmuv zakon ve tvaru E = pgjg, kde ps = p/d (na uvazovanych

frekvencich je velmi maléd hloubka vniku, takze plosné proudy jsou dobrym pfiblizenim). Joulevy

ztraty na jednotku délky vinovodu jsou pak dany integralem podél obvodu obdélniku § p2]52|2dl .
Zajimavé je, ze bezrozmérny faktor

clg A

£ 0

takze itlum vlnovodu je zhruba dan pomérem geometrickych veli¢in: obvodu, plochy, vlnové délky
a hloubky vniku.
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