
Řešeńı 1. zápočtového testu z Diskrétńı matematiky

Př́ıklad 1. (3b) Napǐste definici prosté (injektivńı) funkce.

Definice 1. Funkci f : X → Y nazýváme prostou, plat́ı-li ∀x1, x2 ∈ X :

f(x1) = f(x2)⇒ x1 = x2.

Př́ıklad 2. (4b) Matematickou indukćı dokažte, že pro všechna n ∈ N je výraz 6n2 + 2n
dělitelný čtyřmi.

Důkaz: Tvrzeńı dokážeme pro n = 1. Následně dokážeme implikaci T (i) ⇒ T (i + 1), kde
T (i) je výrok “uvedená rovnost plat́ı pro n = i”.

• n = 1: 6 + 2 = 8, což je dělitelné čtyřmi.

• n = i + 1 (předpokládáme T (i), tedy že 6i2 + 2i je dělitelné čtyřmi):

6(i+1)2 +2(i+1) = 6(i2 +2i+1)+2i+2 = 6i2 +12i+6+2i+2 = (6i2 +2i)+(12i+8).

Přitom prvńı závorka je dělitelná čtyřkou z indukce, z druhé závorky je možné vytknout
čtyřku při zachováńı celoč́ıselnosti.
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Př́ıklad 3. (4b) Kolika r̊uznými zp̊usoby je možné rozdělit n nerozlǐsitelných kuliček do
k přihrádek tak, aby žádná přihrádka nebyla prázdná. Na následuj́ıćım obrázku je př́ıklad
několika takových rozděleńı pro n = 8, k = 4:

Důkaz: Předvedeme si dvě řešeńı, nejprve úlohu vyřeš́ıme př́ımo, poté ji převedeme na
poč́ıtáńı něčeho, co známe ze cvičeńı.

Jak zakódovat všechna uvažovaná rozděleńı kuliček? Kuličky jsou nerozlǐsitelné, takže je
prostě nějak fixně seřad́ıme do řady. To lze provést právě jedńım zp̊usobem (jiná seřazeńı jsou
nerozlǐsitelná). Těchto n kuliček chceme rozdělit na k neprázdných hromádek, což můžeme
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provést tak, že na k − 1 pozic mezi kuličkami umı́st́ıme oddělovače. Toto je ilustrováno na
daľśım obrázku, kde jsou zakódovány tři výše uvedená rozděleńı kuliček.

Docháźıme k tomu, že počet rozděleńı bude
(
n−1
k−1

)
, protože z množiny n−1 pozic chceme vybrat

k − 1 pro umı́stěńı oddělovač̊u. Vzhledem k tomu, že vyb́ıráme k − 1 prvkové podmnožiny,
budou vybrané oddělovače rozdělovat kuličky do k skupin. Žádná z nich nebude prázdná,
protože pozice dvou vybraných odělovač̊u se vždy lǐśı alespoň o 1. Nakonec každé rozděleńı
bude započ́ıtáno právě jednou.

Druhé řešeńı využ́ıvá úlohu udělanou na cvičeńı. Odvodili jsme, že pokud chceme rozdělit n′

kuliček do k′ přihrádek (z nichž některé mohou být prázdné) lze to udělat
(
n′+k′−1
k′−1

)
zp̊usoby.

Můžeme se tedy pod́ıvat na naše přihrádky a do každé na začátku umı́stit jednu kuličku. To
lze provést jediným rozlǐsitelným zp̊usobem a zbytek (n−k) kuliček pak můžeme rozdělit jako
v př́ıkladu z cvičeńı – platnost podmı́nky neprázdnosti přihrádek jsme již vynutili. Dosazeńım
n′ = n− k a k′ = k do předchoźıho vzorce dostáváme:(

n− k + k − 1

k − 1

)
=

(
n− 1

k − 1

)
.
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Př́ıklad 4. (4b) Necht’ R a S jsou nějaké ekvivalence na množině {1 . . . n} pro n ∈ N, n ≥ 10.
Které z následuj́ıćıch relaćı jsou nutně ekvivalence? (Bud’ ukažte, že daná relace muśı být
ekvivalenćı, nebo nalezněte protipř́ıklad – tzn. takové ekvivalence R,S, že uvedená relace
ekvivalenćı neńı.)

• R ∪ S

• R ∩ S

• R \ S

• R ◦ S

Důkaz: Řešeńı je následuj́ıćı:
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• R ∪ S – obecně neńı ekvivalence

Př́ıklad, kdy R ∪ S je ekvivalence: R je nějaká ekvivalence a jako S zvoĺıme stejnou
ekvivalenci (nebo třeba identitu či např́ıklad ekvivalenci, která je zjemněńım R). Potom
R ∪ S = R, tedy opět ekvivalence.

Př́ıklad, kdy R ∪ S neńı ekvivalence: Jako R vezmeme ekvivalenci na {1, . . . , 10}, která
má dvě tř́ıdy ekvivalence: {1, . . . , 5} a {6, . . . 10}. Jako S vezmeme ekvivalenci se tř́ıdami
{1, . . . , 4} a {5, . . . , 10}. Plat́ı 1(R∪S)5 a 5(R∪S)10. Neplat́ı ale 1(R∪S)10, sjednoceńı
tedy porušuje transitivitu.

• R ∩ S – je vždy ekvivalence

R∩S je určitě reflexivńı, to pr̊unik dvou reflexivńıch relaćı. R∩S bude také symetrická.
Jak R, tak S jsou obě symetrické. Obě obsahuj́ı nějakou dvojici (x, y) právě tehdy, když
obsahuj́ı tu opačnou, (y, x). I pr̊unik tedy bude obsahovat (x, y) právě tehdy, když bude
obsahovat (y, x).

Necht’ pr̊unik R ∩ S obsahuje (x, y) a zároveň (y, z). Chceme ukázat, že obsahuje i
(x, z), tedy že relace je transitivńı. Pokud ale prvńı dvě uvedené dvojice jsou obsaženy
v pr̊uniku, jsou obsaženy jak v R, tak v S. Ty jsou obě transitivńı, takže R i s S muśı
obsahovat (x, z). Pokud je (x, z) obsažená v obou množinách, je obsažená i v pr̊uniku.

• R \ S – neńı v netriviálńıch př́ıpadech nikdy ekvivalence.

Pro n > 0 výsledná relace neńı ani reflexivńı.

• R ◦ S – obecně neńı ekvivalence

Ukážeme, že neńı nutné symetrická. Vezmeme jako R ekvivalenci na {1, 2, 3} s rozkla-
dem na tř́ıdy ekvivalence {{1, 2}, {3}}. Za S vezmeme ekvivalenci s rozkladem na tř́ıdy
ekvivalence {{1}, {2, 3}}. Plat́ı 1(R ◦ S)3, protože 1R2 ∧ 2S3. Neplat́ı ale 3(R ◦ S)1,
nebot’ 3 je v relaci R jen sama se sebou a z trojky se v S dostaneme jen do prvk̊u 2, 3.

Mezi př́ıpady, kdy R ◦ S naopak je ekvivalenćı, patř́ı (jsou nějaké daľśı?):

– R libovolná ekvivalence, S identita (nebo naopak),

– R libovolná ekvivalence, S = R.
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Př́ıklad 5. (5b – bonusový př́ıklad) Kolik existuje r̊uzných 10-ciferných č́ısel obsahuj́ıćıch
čtyři č́ıslice 4, tři č́ıslice 3, dvě č́ıslice 2 a jednu 1? Mezi započ́ıtávaná č́ısla tedy patř́ı např.:
4444333221, 4343434212, 24132433444, . . .

Důkaz: Všech 10 č́ıslic, které máme k dispozici, dokážeme seřadit 10! r̊uznými zp̊usoby.
Některá z těchto seřazeńı ale budou představovat stejná č́ısla. Pokud např́ıklad vezmeme č́ıslo
4343344221, můžeme čtyři č́ıslice 4 proházet 4! zp̊usoby a pokaždé to povede ke stejnému č́ıslu.
Stejně tak můžeme popřeházet výskyty trojek – pokud na nějaké mı́sto umı́st́ıme mı́sto prvńı
trojky jej́ı druhou kopii, nic to na č́ıslu nezměńı. Uvedeným postupem tedy vygenerujeme
každé č́ıslo 4! · 3! · 2! · 1! zp̊usoby.
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Výsledek tedy bude:

10!

4! · 3! · 2! · 1!
, což je multinomický koeficient

(
10

4, 3, 2, 1

)
�

Odhady

Minule jsme si ukázali následuj́ıćı nerovnosti:(
n

k

)
≤ 2n ≤ nn

1

n + 1
2n ≤

(
n

bn/2c

)
≤ 2n

Plat́ı tedy: (
2m

m

)
≤ 22m

Existuje i těsněǰśı odhad (přednáška):

22m

2
√
m
≤

(
2m

m

)
≤ 22m√

2m

Př́ıklady

Př́ıklad 6. Nalezněte pro každé n posloupnost r̊uzných reálných č́ısel, která nemá monotónńı
podposloupnost délky n + 1.

Př́ıklad 7. Necht’ X = {1, 2, 3}2. Definujeme relaci � na X následovně:

(a1, a2) � (b1, b2)⇔ a1 < b1 ∨ (a1 = b1 ∧ a2 < b2).

Je � uspořádáńı? Co když definici � změńıme takto (viz konec řádku):

(a1, a2) � (b1, b2)⇔ a1 < b1 ∨ (a1 = b1 ∧ a2 > b2).
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