Reseni 1. zdpoctového testu z Diskrétni matematiky

Piiklad 1. (3b) Napiste definici prosté (injektivni) funkce.

Definice 1. Funkci f : X — Y nazyvame prostou, plati-li Va1, z9 € X :

f(x1) = f(x2) = 21 = 2.

Piiklad 2. (4b) Matematickou indukci dokazte, Ze pro viechna n € N je vyraz 6n? + 2n
délitelny ¢tyimi.

Dukaz: Tvrzeni dokdzeme pro n = 1. Nésledné dokdzeme implikaci T'(i) = T(i + 1), kde
T(i) je vyrok “wvedend rovnost plati pron =1i”.

e n=1:642=8, coz je délitelné ¢tyfmi.
e n =i+ 1 (predpokldddme T'(7), tedy Ze 6i% + 2i je délitelné ctyimi):
6(i+1)24+2(i+1) = 6(i2+2i+1)+2i+2 = 6i> +12i +6+2i +2 = (65> +2i) + (12i +8).

Pritom prvni zavorka je délitelnd ¢tyrkou z indukce, z druhé zavorky je mozné vytknout
¢tyrku pii zachovani celociselnosti.
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Priklad 3. (4b) Kolika riznymi zpusoby je mozné rozdélit n nerozlisitelnych kulicek do
k prihradek tak, aby zaddna piihrddka nebyla prazdna. Na nésledujicim obrizku je ptiklad
nékolika takovych rozdéleni pro n = 8,k = 4:
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Dikaz: Piedvedeme si dvé feSeni, nejprve tlohu vyte§ime piimo, poté ji pfevedeme na
pocitani néceho, co zndme ze cviceni.

Jak zakdédovat vSechna uvazovand rozdéleni kulicek? Kulicky jsou nerozlisitelné, takze je
prosté néjak fixné sefadime do tady. To lze provést pravé jednim zpusobem (jina sefazeni jsou
nerozligitelnd). Téchto n kulicek chceme rozdélit na k nepréazdnych hromédek, coz muzeme



provést tak, ze na k — 1 pozic mezi kulickami umistime oddélovace. Toto je ilustrovano na
dalsim obrazku, kde jsou zakdédovéany tii vyse uvedend rozdéleni kulicek.

Dochézime k tomu, Ze pocet rozdéleni bude (Zj), protoze z mnoziny n—1 pozic chceme vybrat
k — 1 pro umisténi oddélova¢i. Vzhledem k tomu, ze vybirame k — 1 prvkové podmnoziny,
budou vybrané oddélovace rozdélovat kulicky do k skupin. Zédnd z nich nebude prazdn4,
protoze pozice dvou vybranych odélovacu se vzdy lisi alespon o 1. Nakonec kazdé rozdéleni
bude zapocitano pravé jednou.

Druhé feseni vyuziva tlohu udélanou na cviceni. Odvodili jsme, ze pokud chceme rozdélit n’
kulicek do k" prihrddek (z nichz nékteré mohou byt prazdné) lze to udélat (",]':,lill_ 1) zpusoby.
Muzeme se tedy podivat na naSe piihradky a do kazdé na zacatku umistit jednu kulicku. To
1ze provést jedinym rozlisitelnym zpusobem a zbytek (n— k) kulicek pak muzeme rozdélit jako
v ptikladu z cvi¢eni — platnost podminky neprazdnosti prihradek jsme jiz vynutili. Dosazenim
n' =n —k a k' = k do predchoziho vzorce dostavame:
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Piiklad 4. (4b) Necht R a S jsou né&jaké ekvivalence na mnoziné {1...n} pron € N,n > 10.
Které z ndsledujicich relaci jsou nutné ekvivalence? (Bud ukazte, Ze dand relace musi byt
ekvivalenci, nebo naleznéte protipiiklad — tzn. takové ekvivalence R,S, Ze uvedend relace
ekvivalenci neni.)

e« RUS
e RNS
e R\ S
e RoS

Dikaz: Reseni je nasledujici:



e RUS — obecné neni ekvivalence

Piiklad, kdy R U S je ekvivalence: R je néjakd ekvivalence a jako S zvolime stejnou
ekvivalenci (nebo tfeba identitu ¢i napiiklad ekvivalenci, kterd je zjemnénim R). Potom
RUS = R, tedy opét ekvivalence.

Piiklad, kdy RU S neni ekvivalence: Jako R vezmeme ekvivalenci na {1,...,10}, ktera
mé dveé tiidy ekvivalence: {1,...,5} a {6,...10}. Jako S vezmeme ekvivalenci se tfidami
{1,...,4} a{5,...,10}. Plati 1(RUS)5 a 5(RUS)10. Neplati ale 1(RUS)10, sjednoceni
tedy porusuje transitivitu.

e RN S — je vzdy ekvivalence

RN S je urcité reflexivni, to pranik dvou reflexivnich relaci. RN.S bude také symetricka.
Jak R, tak S jsou obé symetrické. Obé obsahuji néjakou dvojici (z,y) praveé tehdy, kdyz
obsahuji tu opacnou, (y,x). I prunik tedy bude obsahovat (z,y) prave tehdy, kdyz bude
obsahovat (y,x).

Necht prunik R N S obsahuje (z,y) a zdroven (y,z). Chceme ukdzat, Ze obsahuje i
(x, z), tedy zZe relace je transitivni. Pokud ale prvni dvé uvedené dvojice jsou obsazeny
v pruniku, jsou obsazeny jak v R, tak v .S. Ty jsou obé transitivni, takze R i s S musi
obsahovat (x, z). Pokud je (z, z) obsazena v obou mnozinéch, je obsazend i v pruniku.

e R\ S —neni v netrividlnich pfipadech nikdy ekvivalence.

Pro n > 0 vysledna relace neni ani reflexivni.

e R oS — obecné neni ekvivalence

Ukézeme, zZe neni nutné symetrickd. Vezmeme jako R ekvivalenci na {1,2,3} s rozkla-
dem na t¥idy ekvivalence {{1,2},{3}}. Za S vezmeme ekvivalenci s rozkladem na tridy
ekvivalence {{1},{2,3}}. Plati 1(R o S5)3, protoze 1R2 A 253. Neplati ale 3(R o S)1,
nebot 3 je v relaci R jen sama se sebou a z trojky se v S dostaneme jen do prvka 2, 3.

Mezi piipady, kdy R oS naopak je ekvivalenci, pati{ (jsou néjaké dalsi?):

— R libovolna ekvivalence, S identita (nebo naopak),

— R libovolna ekvivalence, S = R.
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Piiklad 5. (5b — bonusovy piiklad) Kolik existuje ruznych 10-cifernych ¢isel obsahujicich
CtyTi ¢islice 4, tii cislice 3, dvé ¢islice 2 a jednu 17 Mezi zapoc¢itavana ¢isla tedy patii napf.:
4444333221, 4343434212, 24132433444, . ..

Dukaz: Vsech 10 c¢islic, které mame k dispozici, dokdzeme sefadit 10! ruznymi zpusoby.
Néktera z téchto sefazeni ale budou predstavovat stejnd ¢isla. Pokud napfiklad vezmeme ¢islo
4343344221, muzeme ¢tyfi Cislice 4 prohézet 4! zptusoby a pokazdé to povede ke stejnému &islu.
Stejné tak muzeme popiehdzet vyskyty trojek — pokud na néjaké misto umistime misto prvni
trojky jeji druhou kopii, nic to na ¢islu nezméni. Uvedenym postupem tedy vygenerujeme
kazdé ¢islo 4! - 3!- 2! - 1! zpusoby.



Vysledek tedy bude:
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Minule jsme si ukézali nasledujici nerovnosti:
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Priklady

Plati tedy:

Piiklad 6. Naleznéte pro kazdé n posloupnost riznych realnych ¢isel, kterd nema monoténni
podposloupnost délky n + 1.

Pi#iklad 7. Necht X = {1,2,3}2. Definujeme relaci < na X nasledovné:
(al,az) = (bl,bg) Sap < bV (a1 =biANas < bg).
Je < usporadéni? Co kdyz definici < zménime takto (viz konec rddku):

(al,ag) = (bl,bg) Sap <b Vv (a1 =bi ANag > bg).



