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Zkoušková ṕısemka z Matematické analýzy I
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• Nezapomeňte podepsat všechny paṕıry, které chcete odevzdat. Nemuśıte odevzdávat paṕıry s pomocnými
výpočty.

• M̊užete psát i na paṕır se zadáńım. Paṕır se zadáńım je nutno podepsat a odevzdat, i když jste na něj
nic nenapsali.

• Neńı povoleno použ́ıvat kalkulačky a jinou elektroniku ani přinesené ṕısemné materiály.

• Své odpovědi muśıte zd̊uvodnit.

• Tvrzeńı z přednášky m̊užete použ́ıvat bez d̊ukaz̊u, pokud neńı uvedeno jinak, je však nutno uvést, které
tvrzeńı použ́ıváte.

1. Uvažujme funkci f(x) = |x|(x+ 2)3 definovanou na R.
(a) [3 b.] Má tato funkce derivaci v bodě x = 0?

(b) [4 b.] Najděte všechny lokálńı a globálńı extrémy této funkce.

(c) [3 b.] Najděte maximálńı intervaly, na nichž je tato funkce monotónńı (tj. nerostoućı nebo nekle-
saj́ıćı), a maximálńı intervaly, na nichž je ryze monotónńı (tj. rostoućı nebo klesaj́ıćı).

2. (a) [3 b.] Definujte, co je limes superior posloupnosti č́ısel.

(b) [3 b.] Najděte př́ıklad posloupnosti č́ısel (an)
∞
n=1, pro niž plat́ı lim supn→∞ an = +∞, ale neplat́ı

limn→∞ an = +∞. Nezapomeňte zd̊uvodnit, proč má váš př́ıklad uvedené vlastnosti.

(c) [4 b.] Mějme dvě posloupnosti č́ısel (an)
∞
n=1 a (bn)

∞
n=1. Předpokládejme, že plat́ı

lim sup
n→∞

an = 10 a lim sup
n→∞

bn = 20.

Lze z těchto informaćı určit, čemu se rovná limes superior posloupnosti a1+b1, a2+b2, a3+b3, . . . ?

3. (a) [3 b.] Necht’ I je libovolný interval. Napǐste, co to znamená, že funkce f : I → R je stejnoměrně
spojitá na I.

(b) [3 b.] Uved’te př́ıklad funkce f : (−1, 1) → R, která je spojitá v každém bodě x ∈ (−1, 1), ale neńı
stejnoměrně spojitá na intervalu (−1, 1).

(c) [4 b.] Necht’ f : R → R je funkce, která pro každé dva r̊uzné body x, y ∈ R splňuje |f(x)−f(y)| ≤
10|x− y|. Dokažte, že f je stejnoměrně spojitá na R.

4. (a) [3 b.] Napǐste, jak je definován Newton̊uv integrál funkce f na nějakém intervalu (A,B).

(b) [3 b.] Existuje funkce, která je spojitá na intervalu (−1, 1), ale neńı na intervalu (−1, 1) newto-
novsky integrovatelná?

(c) [4 b.] Rozhodněte, zda existuje následuj́ıćı integrál, a pokud ano, určete jeho hodnotu:

(N)

∫ 2

−1
x2 sgn(x) dx,

kde funkce sgn(x) je definována obvyklým zp̊usobem: sgn(x) = −1 pro x < 0, sgn(0) = 0 a
sgn(x) = 1 pro x > 0.


