Pocetni postupy - Matematika pro fysiky 11
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1 FOURIEROVY RADY

Pocetni postup

Zadani: Méjme funkei f(z), kterou mame rozvinout ve Fourierovu fadu na intervalu [a, b]

@ Nejprve si zadanou funkei f(z) nakreslime

Pokud mame v zadané funkci parametr (napf. p), vypiSeme si jednotlivé piipady v zavislosti na jeho
volbé (napt. p >0, p =0, p <0)

@ Prozkoumame délku intervalu, na ktery je funkce ze zadani ztzena

a) Obecnd perioda délky L =b—a

. , : : 2 (L2 21k
Fourierova rada pro periodu délky L a = Z / F(x) cos ( 7TL x) da ke N,
a = 2k > 2mkx e
fN;—i—Zakcos( 7 >+Zbkb‘in< i ) o (L2 ok
k=1 k=1 bk—L/L/Zf(x)sin( 7er> dz keN
b) Perioda délky L = 27
. v . 7 1 ™
Fourierova fada pro periodu délky L ap = — #(z) cos (kz) dz k€N
™ —T
fo—i—Zakcos kzx) —|—Zbksm kx) 1 [
k=1 b = — f(z)sin (kx) dx keN
™ —T

@ Zkoumédme sudost/lichost funkce:

o Pokud je f(x) na zGZeném intervalu lichA = sinovy rozvoj = |Va; =0
o Pokud je f(z) na ziZeném intervalu sudd =  cosinovy rozvoj =

@ Pokud neméame lichou funkci, tedy a; # 0 nejprve za¢neme s vypoctem ag

L/2 1 T
—/ , resp. ag = — f(x)dz
i —Tr

L/2

@ Déle spocitdme (pokud nejsou rovny 0) ai a by

@ Nakonec koeficienty ag, ar a by dosadime do vzorce pro Fourierovu radu:

a > . 2rkx
fNO_g_Zakcos( )—i—kz_lbksm( 7 )

respektive

f~*+2akcos (kz) + Zbksm (kx)



Dodatec¢né ukoly

Vysetrovani konvergence
Dirichlet-Jordanovo kritérium
« V bodech, kde je f spojitd — FR konverguje a plati rovnost f(z) =3

= 1
o V bodech nespojitosti funkce f je souéet > FR = 5( lim f(z)+ lim f(z) )

1—)10 T

Véta o konvergenci Fourierovy rady
Necht existuje derivace funkce f az na koneéné mnoho bodi a f i f jsou po ¢dstech spojité.

f@*) + fa7)

5 coz ve spojitém bodé dava

Pak je soucet Fourierovy rady dan vyrazem:
hodnotu funkce f(z)

Jest-li navic f spojitd, je konvergence Fourierovy rady dokonce stejnomérna.

@ Pokud je zadand funkce f kombinaci spojitych funkei na jejim ztZeni (intervalu (a,b)) z véty

o konvergenci FR plati, Ze konvergence FR jest zde lokdlné stejnomérna.

X Pokud by funkce f uvnitf intevalu nebyla spojitd, konvergovala by pouze bodové (za pred-
pokladu, 7Ze by v kazdém bodé nespojitosti alespoii existovaly vlastni limity zleva a zprava).

e Zbyva nam tedy prozkoumat, jak se funkce chova v krajnich bodech a a b

o Pokud v krajnich bodech existuji vlastni limity a rovnaji se = Tfada konverguje stejno-
mérné na [a, b]

e V opacném piipadé konverguje fada pouze lokalné stejnomérné na (a,b), pokud je splnén
bod

Vysetrovani konvergence pro formalné zderivovanou radu

O derivaci

o0
Jest-li n € Ny takové, ze Zk" (lax| + |bx|) < oo,
k=1
pak trigonometricka rada s koeficienty ay,br konverguje stejnomérné na R, soucet
jest 2m-periodickd funkce t¥idy C™ a tadu lze az n-krat derivovat clen po ¢lenu, s tim, ze plati
rovnosti mezi derivacemi souctu a soucty derivaci.

@ V obecném ptipadé zndme podobu Fourierovy fady, u niz zderivujeme obé strany:

ag > 2rkx > . 2rkx
2+;akcos( 7 > +k§_:1bk51n( 7

d d
@f(x)wa

@ Vyjde ndm nova funkce g(z) = f’(x) s novou FR, pro niz opét ovéiime jeji konvergenci jako vyse



Aplikace Parsevalovy rovnosti

2 2 2 [* s a3 — o 2
—_ = — = — b
Wy =7 ) GP =G+ (Lt +i
1 2 1 2 CL(QJ S 2 2
— = — = — b
gy =5 ) 0= G (a2

Parsevalova rovnost (L)

Parsevalova rovnost (27)

@ Zintegrujeme f? pies inverval délky periody (0 a7 L resp. 0 az 27)

®)

1

Vynésobime normovacim prefaktorem 7 resp. —
™

@ Do levé strany rovnosti dosadime koeficienty ag, ax a by



2 PRIKLAD NA RESIDUOVOU VETU

Typy integrala
P1i vypoctu residui rozdélujeme integraly do nésledujicich typu dle zpisobu feseni a pouzitych integrac¢nich
kontur:

A) P¥{my vypocet

B) Integraly typu fiooo f(x) dx
oo

C) Integrily typu [ e *®R(z) dx a fﬁﬂ R(cost,sint) de  alias ,, sin a cos”

oo
D) Integréily typu fgo " 1f(x)dz a f:; z* 1(1 — )@ f(x)dx alias ,pacman a ¢inka”
E) Integréily typu fgo f(x)log(x) de alias ,logaritmus”

F) Integraly obsahujici exponencidlu alias ,ziletka”

Priklady zakladnich integrac¢nich kontur

CNCN

3
X
pulkruznice »pacman” »Ziletka”



Dominik Beck - Typologie priklad
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A navic plati rastovd podminka: max |f(2)|Rlog R g
{z€C: Im 2>0, |z|=R}

(e’ 00 k
Celkove: 2 / f(z)logx do + iw/ f(z)dax =2mi Z Resq, (f(2)log 2)
0 0 =

Logaritmus jako inversni funkce k exponencidle v C

iArg (w)

e =w=|wle & z=Ln|w|+Ln(e?e®) = Injw| +iArg(z)
~——

»klasicky”
logaritmus

. k

o 2

Celkové jsme dostali /0 z  f(z)da = % Z Resq, 27 f(2)
=1

Zkusme zavést rozsifeni fce 27 1(1 — 2)~* na holomorfni funkci. Za¢neme piepisem do vhodnégjsiho tvaru:

a—1 —a 1 z ¢
27 (1 —x) =
rz\l—z
—_————
Nepracujeme s jednotlivymi pracujeme s nimi
funkcemi oddélené dohromady
. k
v / ! a—1 —a 21 1 z @ iTa s
Celkové méme 21l —2)"f(x)dx = ——— Z Res,, ——— f(2) — €™ lim f(z)
0 1—627””,1 T 21—z Z—00
j=




3 FOURIEROVA TRANSFORMACE

Vzorecéek: Fourierova transformace (FT)

f:R" = C,fe L' (R"), ¢cR"... v 1D - navijeci frekvence” , z € R™... ,v 1D - &as navijeni”
FT: / f(x) e 2™ dg €< (R")

Zpétna FT: flz)=F () (=) f(&) TTEdE e S (R

(a pokud pfejmenujeme proménné) &) =FHE© = f(x) ™ dy e .7 (R")
RTL

Vzorecky:

+.tBn
aﬁl ’ f . — 91,02 QAn
P = ¥ =x2y?.
Oxy'0xy° ...0xn

Derivace v multiindexu: DAf = -

Pozndmka:  DP f: znaéi derivaci fce n proménnych podle multiindexu 3, ktery ma n slozek

Konvoluce: (fxg)(x) = /]R" flz—y)g(y) dy

Zakladni vlastnosti Fourierovy transformace:

« FHHE©O=FH (=), FUNEO=FF)©, FHE=F©
o F(flz—2))=e"™CF(f)(§), VzeRr
o FE—n)=F (2" f(2)) (€), VneR"

o F(fem)©) = el F(f () (f) Ve £0

o fsudd/lichd v z; = F(f) sudd/lichd v &,
« F(DUf) (&) = 2mig)* F(F)(E), FHDYF) (&) = (—2mi&)*F 1 (£)(€)
o DYF(FE) = F((=2miz)* f(2)) (€), D (F1(f)) (&) = F~ ((2miz)* f(2)) (€)

. [F(g)dx = F(f)gdz, totéz pro F~!
R™ Rn

o F(f*9)(©) =F(f)E) Fla)(€), totéz pro F~*



Pocetni postup (Definice FT pro L')

ZadAni: Méjme funkei f(x) pro niz chceme spocitat Fourierovu transformaci F(f(z))

Vysvétlete také, jakou definici Fourierovy transformace pouzivite a proc.

@ Nejprve si zadanou funkei f(x) nakreslime
@ Daéle zkoumame tzv. hrani¢ni pokles:
VID:  lim f(2)- lz' <1 = feL'Y(R)

Obecné: VanD:  lim f(z)-|z[" <1 = feL'YR")
T—r00

Tedy v 1D funkce f(z) klesd na okoli nekonecen rychleji nez W = feL'R)
x

Piipadné v nD funkce f(x) klesd na okoli nekonecen rychleji nez = feLYR")

1
||
@ Pokud je toto splnéno, mtizeme pouzit definici Fourierovy transformace v prostoru L'

oo .
Flr@)@=[ fa) et
— 00

Déle goniometrickymi vzorci pro sin a cos a Eulerovym vzorcem €'Y = cos(¢) + isin(yp) a piipadné
rozkladem ¢i slozenim na Re a Im c¢ast dopocitdme dany integrél

@ Nékdy ale musime stejné pouzit Residuovou vétu, jako v pifpadé L2

Pokud nemtZzeme pouzit definici pro L', stdle nejsme ztraceni, mfizeme se pokusit vyuzit definice pro L2
na nasledujici strance!



Pocetni postup (Definice FT pro L?)

@ Pokud ale funkce nelezi v L', zkoumdme, zda lezi alesponi v L?, zkouméme opét hraniéni pokles:
VID:  lim (f)? z]' <1 = feL*R)

Obecné:  VnD:  lim (f(z))* |z[" <1 = fecL*R")

T—00

1
Tedy v 1D funkce f2(z) klesa na okolf nekoneéen rychleji nez W = felL*R)
x

Pifpadné v nD funkce f2(x) kles4 na okoli nekonecen rychleji nez = feL*R")

1
||
@ Pokud je toto splnéno, mizeme pouzit definici Fourierovy transformace v prostoru L2

R
F(f(z)) (&) = lim /_R f(z) e 2™ % dz ... residuovou vétou

R—o0

Déle provadime upravy tak, aby nam zbyl v integrandu exponencidlni tvar, ktery si budeme moci
parametrizovat a a dostat néco jako:

R

I, ;== lim h(z) € dx
R—o00 R

kde h(z) je zpravidla néjaké funkce typu L ale ne nutné, tedy nase a(¢) ndm pak urcuje polorovinu
obihani, na dalsi strané si uvedeme Jordanovo lemma.

@ Pokud méame problém v 0, zménime typ integralu na p.v.



Pocetni postup (Definice FT pro L?) - pokradovani

Jordanovo lemma

Necht pro Ry > 0 je Q := {z € C : Im 2z > 0,|2| > Ro},
f: C — C spojita na

L 3
Definujeme Tp(t) = Re', t € [0,71] a Mg= i |f] r'R
R
Déle necht plati R>0
y 00 &= R—
« BUD a=0 a RMp—0 proR — +oo St R

e NEBO a>0 a Mr—0 proR— +x

Pak ' je horni ptlkruznice, t € [0, 7] a plati

L (2)e"**dz — 0 pro R — oo (’)
R
Pokud Im z < 0, (a opét) |z| > Ry
L 3
Pak volime T'g(t) = Re', t € [, 27] -00 ¢ =R R—>co

R>0
A vyzadujeme, aby platilo ‘\\
M

e« BUD =0 a RMpr—0 proR— +0

e NEBO a<0 a Mr—0 proR—+x

Tedy (2)e**dz — 0 pro R — oo
I'r

@ Dale aplikujeme residuovou vétu
Residuovd véta
Residuova véta, koneéna varianta

Necht T' je kladné orientovand po ¢astech C' kiivka, k& € N,
a1,a3,...,a; € Int T

f holomorfni na T' C {ay,as,...,a;} aspojitd na T C {ay,...,ax}
& [ jedmoduchs
. edmoducha,
Fak / @) az = 2t Z Resq; f (F) klaélmé oriemtovama
r J=1 kvivka

10



Poéetni postup (Definice FT pro L?) - pokradovani II

@ Pii vypoctu kofenti jmenovatele (alias péli) se ndm mohou hodit nésledujici tricky:

Pozorovani: O dcisle ¢ se da uvazovat jako o ,rotaci o 90°”, thel cilového c¢isla = %

2
Priklad: 2" =2 < z= V2 Piiklad: :2"=-1 <& z= /-1
s el 2 , , vs . i
1) Zjistit thel cilového éisla, zde 2i — ¢ = 5 1) Zjistit tihel cilového &isla, zde —1 — ¢ =7
2) Pievést do exponencidlniho tvaru: 2) Prevést do exponencidlniho tvaru:
VIt = ¥z 2o = Y2eit Visle'n = ¥z Ze'% = efn
3) Hledan{ kofeni ve tvaru: {/|z| el(F+25t) 3) Hledéni kofent ve tvaru: {/|z| o (52
k=0: 2z = 2e(Ft0) k=0: 2= (70
k‘ =1: zZ1 = \n/iez<ﬁ+27;’) k‘ = 1 : 21 = el(%+2rwl)
o om(ne (m, 2m(n—1)
k=n—1: Zpn_1 = wel(ﬁ+2 (n 1)) k=n—1: Zn_1 = el(n+ n )
k=n: Zn = 20 k=n: Zn = 20
@ V zévislosti na poctu pélu v Int ¢ volime nasledujici pocetni postup k vypoctu Residua:
Vzorecky: Pravidla pro vypocet residui (v bodé a) (Pravidla)

[0] Res, f =c_1 (+ koeficient Laurentovy fady)
f ma v a odstranitelnou singularitu = Res, f=0

1 n—
f mé v a pdl ndsobnosti (nejvyse) n € N = Res, f = liin o1 (f(2)(z— a)”)( 2

specidlné:  f ma v a pdl nasobnosti 1 = Res, f=lim f(2)(z — a)

z—a

specidlné:  f a g jsou holomorfni na okoli a, g(a) = 0; ¢'(a) #0 = Res, (f) =
g

specidlné:  f holomorfni na okoli a, g mé v a p6l ndsobnosti 1 = Res,(fg) = f(a) Resa(g)

11



Pocetni postup (Definice FT pro L?) - pokradovani ITI

@ Pokud obihdme nulu nebo jiné realné ¢islo v ramci p.v.integralu, mize se nam hodit dale:

Lemma o obchdzeni polu ndsobnosti 1

Budiz f spojitd na 0 < |z —a| <rg, 0<arg(z—a)<b, kdeb e (0,2n] N
NechtEIZhg;f(z)(zfa):AE(C b
Potom = }1_1% . f(z)dz = iAb, a a+ro

kde C, znaci kladné probéhnuty oblouk kruznice |z — a| = r vytaty uhlem b

Lemma o obchazeni péli nasobnosti 1 (LOOPN1) (pro vypocet residua)

Necht f mé v bodé a pdl ndsobnosti 1. 0<a<p<2m 0<p<m B %
e
fy,,:a—kpe”, t € |, f] ,/ E\
4
! a ¢
Potom : pg%l+Lpf:(5—a)i‘ReSaf \\\_//l

@ Nyni si vyjadiime pro intervaly &, kdy plati, ze @ > 0 resp. @ < 0 resp. @ = 0 a dostaneme tak

chovan{ vysledné transformované funkce F(f(x))(§)

Déle muzeme mit jesté jeden specialni pripad, kdy mizeme vyuzit periodicity komplexni exponencialy,
tedy potfebujeme takovy tvar integrandu, ktery vykazuje periodické chovani.

Takové pripady jsou:
o C(ista komplexni exponenciila
o komplexni exponencidla vynasobena hyperbolickymi funkcemi

o x/sinh(x)

Im
N N P1
img
NP4 a Y2 Y

0 903, Re

N
/

12



4 DISTRIBUCE

Ekvivalentni znadeni: (T, ¢) = T(y)

Definice 1 (Zakladni distribuce).

» Regularni distribuce Ty: (tj. dané ,obycejnou funkei” f)

L. () ={feQ—=RVkpt. K CQ: fe LK)}

Pro f € Li.(Q) def. Ty € D'(Q) = (T}, ) = / frede Yo € D(Q) (dualita)
Q

Kde Ty — nazyvame reguldrni distribuce s hustotou f, f je generujici funkce distribuce Ty

Pozndmka: Ty=1T, < f=g skorovsudev

o Diracova distribuce d,: Proax € R" def. (d,, ¢) = ¢(x) Yy € D(R™)

Pozndmka 1: 6, neni regularn{ distribuce, neodpovidéd zadné (generujici) funkei

Pozndmka 2: Casto zna¢ime § = §;

+ Distribuce ve smyslu hlavni hodnoty 7}, , 1:

o0

plz) o

VYo € D(R)

p-v-g P

Proz e R def. T,,1€D(R) := <T v.ls <p> = p.v./

— 00

13



Vzorecky: Zakladni operace s distribucemi

Posunuti 7, o b € R", (kde 2 =R"):

« (nTp) =(Tirwy) = [Ta¢](@)=¢-b)
Skalovani Sy koeficientem A > 0, (kde 2 = R"™):
1 T
. <SAT,90> = <Ta sté S0> [S§ 90] () =¢ (X)

Soudin distribuce s hladkou funkci:

e TED(Q), aeC®(Q), pak aT €D'(Q) — aT(p)=T(ap) Ve D)

Priklad: xdp i {(xdo, ) = (do, Tp) = x(p(x)‘zzo =0 = ad=

Derivace distribuce:

« T € D'(Q),« multiindex dimense N, (2 C RY) : (DT, @) := (=1)lel(T, Do) Yo € D(Q)
Zobrazeni T +— DT jest spojité vzhledem k —*
Priklad: Derivace Diracovy distribuce: (D6, @) = (6, (—1)I*ID%p) = (—1) [D*¢] (0)
— specidlné pro d = 1, (tedy Q2 = R) : (60, ) = (=1)"p™(0)

1 prozx € [0,00) !
Piiklad: Y(z) = X[o,00) =

0 proz <0 0 N

T >

Y € Li,. (R)...3 reguldrni distribuce Ty

Ty ) = Ty, =) = = [ V' do == [ do = =[5 = = (0= 9(0) = 9(0) = 6(¢)

Definice 2 (Konvoluce distribuci). (24.3.13)
Necht T, G € D’ (RN ) a distribuce T'® G pripousti prodlouZeni (spojité vudi slabé* konvergenci distribucf)

(T(x) ® Gy), p(z +y)) := lim (T(x) ® Gy), (2, y)¢(z +y)) pro viechna ¢ € D (RY),

kde {ni},—; € D (R?Y) spliuje g, — 1 v R*Y a navic je naSe limita nezavisld na volbé posloup. {n;}re ;.

Pak distribuci T * G (konvoluce distribuci T'a G ) definujeme predpisem:

(T*G,p) = (T(z) ® G(y),p(z +y)) pro viechna ¢ € D (RY).

14



Véta 1. O vlastnostech konvoluce distribuct (24.3.17)

Necht T,G € D' (RY) a o € (NU {0})".
(i) Jestlize existuje T % G, pak existuje i G* T a plati T« G = G * T (tedy konvoluce je komutativni).
(ii) Jestlize existuje T * G, pak existuji i D*T * G a T * D*G a plati
DT * G) = D°T * G = T * D°G.

(iii) Konvoluce distribuci viak NENT asociativni, napi. plati:

(Tl * D(S()) * TH = TO * TH = TO ale T1 (D50 * TH) = T1 * (50 = T1

15



Pocetni postup

Zadani: Méame zjednodusit zapis distribuce obsahujici konvoluci distribuci a derivaci Diracovych 0
distribuci, tak, aby byl vysledek zapsan pomoci linedrnich kombinaci Diracovy distribuce
a jeji derivace s nosi¢em ve vhodnych bodech.

@ Pokud mame v zadéni vice konvoluci, tak nejprve vyjadiime si kazdou z nich zvlast

@ (2. vlastnost konvoluce distribuc{) nam fiké, Ze multiindexovou derivaci muZeme prohazovat z jedné
konvoluované distribuce na druhou

@ T %6 =T (kovoluce distribuce T' s Diracem dava opét pivodni distribuci T")

@ Aplikujeme distribuci na testovaci funkei (T, ¢}, na testovaci funkei mtizeme piehodit derivace i dalsi
prefaktory, kterych se potfebujeme zbavit

@ Pro derivace distribuce plati stejnd pravidla jako pro derivaci ,,derivaci normalni fce”

@ (0a, ) = p(a) Aplikace Diraca sediciho v bodé a na testovaci funkci vyplivne testovaci funkci
vy¢islenou v bodé a

@ Rovnost distribuci, na néz aplikujeme testovaci funkci, plati i pro distribuce samotné (H, ¢) =
(G, ) = H = G.V zivéru si tedy muzeme odpustit testovaci funkce a psdt rovnou rovnost
distribuci.
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5 KONVOLUCNI ROVNICE

Pocetni postup

Zadani: Naleznéte Teseni konvoluéni rovnice (tedy naleznéte temperovanou distribuci G)

Reste nejprve formélné, za predpokladu, Ze konvoluce existuje a plati piislusné véty
o Fourierové transformaci, po ziskani vysledku vysvétlete, ze postup slo vyuzit; specialné
vysvétlete, ze konvoluce mé smysl a ze jeji Fourierova transformace méa ocekdvany tvar,
ktery mé smysl v temperovanych distribucich.

17



6 SLABA* KONVERGENCE DISTRIBUCI

Pocetni postup

Zadani: Méjme

®
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