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Ptipomeinime z prvni pifednasky ortogonalni projekci
Py € End(R™) do sméru nenulového vektoru x € R™:

X.y

Pe(y) = 7%
* 12

Zvolme B; = (rx) bazi prostoru (x) a By = (uy,...,u,_1)
né&jakou bazi ortogonalniho doplitku x*. Pro bazi R™ ve tvaru
B = (rx,uy,...,u,—1) ma reprezentace Pyx jednoduchy tvar
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[Px}g =
0 0 0

Mame tedy dvojici podprostortt Wy := (x), Wy := x* takovych,
ze sjednocenim jejich bazi Bj, By vznikne béze celého prostoru.
Pravé takova konfigurace se popisuje pomoci direktniho souctu.



DEFINICE

Necht V' je vektorovy prostor nad F a Wy, Ws jeho dva
podprostory. Pak jejich souctern Wi + W je mnoZina vSech
vektorl, které 1ze zapsat jako soucet wy + we, kde w; € W;.
Pokud navic W1 N Wy = 0, nazyvame Wy + Wy direkini soucet
podprostori a oznafujeme jej Wy @ Wa. Pokud Wy @ We =V,
pak Wy je doplnikem podprostoru Wy ve V.
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TVRZENT

Pokud Wy "Wy = 0, pak lze kaZdy prvek W1 & Wy zapsat jako
soucet vektoru z w1 € W1 a vektoru wo € Wy prdvé jednim
zptisobem.

DUKAZ.

Sta¢i ukézat jednozna¢nost. Pokud by existovaly wq,w] € Wi,
wa, wh € W takove, ze wy + we = w) + wh, pak

wy — wj = wh — we. Leva strana rovnosti patii do Wy, prava do
Wa, musi tedy byt obé nula. O
Plati Wi + Wy = (W7 U W), tedy soucet podprostorti je takée
podprostor. Miizeme takto snadno definovat soucet libovolného
mnoZstvi podprostori:

DEFINICE
Necht W je mnozina podprostorii prostoru W. Pak definujeme
jejich soucet jako

> wee( U w)
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VETA (O DIMENZI SPOJENI A PRUNIKU)
Necht Wi, Wy <V, oba koneéné dimenze. Pak

dim W7 + Wy = dim Wy 4+ dim Wy — dim W7 N Wy

DUKAZ.

Necht (u1,...,up) je baze Wi N Wa. Dopliime ji na bazi
(u1,...,Up,v1,...,7q) prostoru Wi a na bézi
(w1,...,up,w1,...,w,) prostoru Wo. Zbyva pak ukazat, ze

(UL, ooy Up, V1, e ey Vg, WH, - .., Wy) je bazi W1 + Wo &. O

Pro direktni soucet tedy plati dim Wy & Wy = dim Wy 4 dim Whs.
Navic posloupnost (By, B2), kde B; je baze W;, je bazi

W1 @& Wy, Cheeme definovat direktni soucet vice nez dvou
podprostorii tak, aby pro néj platily analogické vlastnosti.
Ocividny prvni napad (v8echny priniky nulové) nefunguje é.
Zalozime tedy definici na tvrzeni z predchoziho snimku.



DEFINICE

Necht Wq,..., W, < V. Pak soutet W =Wy +...4+ Wy
oznacime za direking, pokud lze kazdy vektor w € W zapsat jako
souet wy + ...+ wg, kde w; € W;, pravé jednim zptsobem.
Oznacujeme jej pak

k
Wle@...@sz@Wi
=1

VETA

Necht Wy, ..., Wy, <V jsou konecné dimenze. Pak
dmWi; & ... W, =dimW; + ...+ dim W,

DUKAZ.

Necht B; je baze W;, pak ukadzeme, ze (By,..., By) je baze
Wid...oW; &. O]



Uvazujme dva vektorové prostory a jejich rozklady na direktnf
soucet V=V, @ Vo a W = W7 & Wy a jejich dimenze

n =mny+ng a m =mi +ma. Pokud Bj je baze V;, B = (By, Bo)
baze V, v = vy + vg, kde v; € V; a x; := [v;]P7, miiZzeme
reprezentaci vektoru v zapsat blokovym zdpisem

e () ()

Aritmeticky vektor o n slozkach je zde zapsan jako vektor
slozeny ze dvou blokt, jimiz jsou aritmetické vektory o ny, resp.
no slozkach.

Oznacme ¢1 : V4 — V linearni zobrazeni vlofen? definované
predpisem ¢1(v1) = v1 € V. Jeho reprezentace pak spliuje

[]B,x1 = [u]5, [n] P = [n]® = <);1>

e em) —. (En1)7 kde 0 € Fr2xn1
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Podobné 1ze definovat g : Vo — V. Dale zavedme linearni
zobrazeni projekce m; : W — W; tak, Ze pro libovolny w € W,
w = wy + wy, kde w; € Wy, je mi(w) = w;. Pokud C = (C1, Cy)
je baze W slozena z bazi Wy, Ws a [w;]%" =: y;, pak

1% (31) = g l® = % =,

Tedy [m]S' = (e1] ... |em, o] ... [0) =: (Em, 0), kde 0 € Fm1xmz,
Uvazujme nyni f € Hom(V, W) s reprezentaci [f]§ = A € F™x»
a Ctyfi zobrazeni f;; € Hom(V;, Wj), fi; = mio fou;. Pro fia
mame reprezentaci

i) = GGG, = (B 004 (T) = A eFmon

kde A1 je matice vznikla vySkrtnutim poslednich ne sloupct a
poslednich my Fadka z matice A.



Analogicky lze zavést matice

121G = IS NG a)E, = (B, o>A( )::Amewm

) = Aar e
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ul$s = (215115 = 0 B) 4 (5

0

[f22]g§ = [WQ]g2[f]g[L2]g2 =(0 Em,)A (E > —: Agy € X2

A A12>

Ty davaji dohromady blokovy zdpis matice A = <
Az Ago

TVRZENI

Necht n = ny +ng, m =mq + ma, p=p1 + p2, A € F™*",
B € F"*P s bloky A;; € F™i*", B;; € F"*Pi. Pak soucin
C := AB md blokovy zdpis

(Cn Clz) _ (AnBu + A12B21 A1 Big + A12322>
Co1 Coo A21B11 + A2 B A21Bia 4 A2 Bao



Dtikaz lze provést rozepsanim

ni

n
Cij =Y by = Zazkbk] + Z @ik bj
k=1

k=ni1+1

a interpretaci obou sum jako elementt souc¢inu néjakych bloku
matic A, B. Nebo si mizeme rozmyslet, ze pro ¢,r € {1,2}

mgofogou, = (mgo fou)o(mogor,)+(mgofor)o(mogor,),

kde g € Hom(U, V), U = U; @ Us, ¢} je vlozeni U; do U a 7} je
projekce V na V;.

Protoze direktni s¢itanec v rozkladu V = V; & V5 mize byt sdm
direktnim sou¢tem néjakych svych podprostord, mohou mit i
jednotlivé bloky matice samy blokovou strukturu. Tvrzeni se
pak snadno zobecni pro matice s libovolnym blokovym
¢lenénim, pouze musi pro kazdy vyskytujici se soucin bloku

A By; mit blok Aj stejné sloupci, jako mé blok By, fadkd.



Pro f GEnd(V), V=Vi®...®V,shazi B= (Bl,...,Bk),
kde B; je baze V;, jsou diagonalni bloky [f]B ¢tvercové matice

[ fii]gz, a pokud jsou zaroveii mimodiagonalni bloky nulové,
mluvime o blokové diagondlni matict, jsou-li nulové jen na jedné
strané diagonaly, o blokové horni/dolni trojihelnikové matici.

TVRZENI
Necht A = diag(A11, A2z, ..., Axk) je blokové diagondlni matice.
Pak

1. Vp e N: AP = diag(A},, ..., AY,) a jsou-li viechny Aj;
requldrni, pak 1 AP = diag(A{T, ..., A})

2. rank(A) = rank(A;;) + rank(Age) + ... + rank(Agx)
3. Tr(A) = Tr(A11) + Tr(Ag2) + ... + Tr(Akk)

4. det(A) = det(Aj1) det(Agz) ... det(Agk)

5. 0(A) =0(A11)U...Uc(Akk)

Navic éasti 3,4 a 5 plati i pro horni/dolni trogihelnikovou matici
s tymaz diagondlnimi bloky.



DUKAZ.

Staci uvazovat k = 2 a A = diag(A’, A”), kde A" € FP*P,

A" € F9%9 p+ g =n. Body 1 a 3 jsou jasné, v bodé 4 lze v
definici determinantu uvazovat pouze permutace m € S, pro néz
(i) < p pro v8echna i € {1,...,p}. RozloZme 7 na nezéavislé
cykly, pak m = /7", kde 7’ je slozeni cykli na mnoziné
{1,...,p} a 7" slozeni cykli na mnoziné {p+1,...,n}.
Ozna¢me p’ € S, permutaci, ktera vznikne zazenim 7’ na
mnozinu {1,...,p} a p” € S, permutaci definovanou

p"(i) = 7" (i) — p. Pak je det(A) = Y g SENTaA1r(1) - - Upr(n)
= Z Z S0 (T )1, (1) - Gt () At 1ptp (1) -+ - Cprgpt 7 (@)
o' €Sy p' €S,

= Z sg(p)a) 1y - - A () Z sgn(p”)al iy - - Gy

p'ESp P €S,

7 bodu 4 plyne 5 &. Bod 2 plyne pomoci ERU na A’, A” &.
Zobecnéni 3,4,5 na horni/dolni trojihelnikové matice . O



PRIKLAD

Necht x € R", ||x|| =1, Px(y) = (x.y)x a B = (Bi, B2) je baze
slozend z bazi (x) a x*. Ozna¢me 0,,_1 nulovou matici z
Fr—1xn=1 3 o, _1 nulovy vektor z F*~!. Pak

1 ol 0 ol
P B _ n—1 P B _ n—1
[ X]B <0n1 0n1> ’ [ XL]B <0n1 Enl)

a matice zrcadleni Z,1 = Id —2Px ma blokovy tvar

-1 of
B __ n—1
zati= (o )

Pokud n = 3 a Bs je ortonormalni baze x, pak matice rotace
okolo osy (x) o tthel ¢ vzhledem k bézi B je

[Rx0B = <0 R ]Bz> =|0 cos¢ —sing
2 ¢.B, 0 sing cos¢



PRIKLAD

Uvazujme blokové horni trojahelnikovou matici D := (61 g),

kde A € FP*P (C € F9%? jsou regularni. Pak je i D regularni & a
protoze

Al —AT'BCT\ (A B\ [(A'A A'B-A"'B
0 c! 0 Cc) \ 0 clc ’

je prvnf matice rovna D~!. Srovnejte s vypoétem inverzni
matice k 2 X 2 matici s elementy a,b,c z F, a,c # 0:

abil_ic—b_é—ﬁ
0 ¢ _ac()a_O%

Mezi tvary blokového a neblokového inverzu je zfejma analogie,
aZ na to, ze matice A™!, B,C~! na rozdil od prvka a=1,b, ¢!
nekomutujf a nemusi jit ani v jiném pofadi vynasobit.



Jako ilustraci pouziti blokovych matic v dikazech uvedme

TVRZENI
Necht A, B € F"*™. Pak 0(AB) = o(BA) véetné ndsobnosti.

DUKAZ.
Vypoctem ovéfime, Ze

E, —-A\ (AB 0,\ (E, A\ (0, 0,

On  En B 0,)\0, E,)] \B BA
Levé strana mé tvar RCR™!, tedy matice C' a matice C’ na
pravé strané jsou podobné a maji stejné vlastni ¢isla véetné
nasobnosti. Protoze C' i C’ jsou obé blokové dolni
trojuhelnikové, plati pro né o(C) = o(AB) U o (0,),
o(C") =o(BA)Uoc(0,) vietnd nasobnosti.
Tvrzeni i dikaz se snadno zobecni na obdélnikové matice

AeCm*n B e C™™ pouze se bude u AB a BA ligit
algebraickd nasobnost vlastniho ¢isla nula.



