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P°ipome¬me z první p°edná²ky ortogonální projekci
Px ∈ End(Rn) do sm¥ru nenulového vektoru x ∈ Rn:

Px(y) =
x.y

‖x‖2
x

Zvolme B1 = (rx) bázi prostoru 〈x〉 a B2 = (u1, . . . ,un−1)
n¥jakou bázi ortogonálního dopl¬ku x⊥. Pro bázi Rn ve tvaru
B = (rx,u1, . . . ,un−1) má reprezentace Px jednoduchý tvar

[Px]
B
B =


1 0 . . . 0
0 0 . . . 0
...

. . .
...

0 0 . . . 0


Máme tedy dvojici podprostor· W1 := 〈x〉, W2 := x⊥ takových,
ºe sjednocením jejich bází B1, B2 vznikne báze celého prostoru.
Práv¥ taková kon�gurace se popisuje pomocí direktního sou£tu.



Definice
Nech´ V je vektorový prostor nad F a W1,W2 jeho dva
podprostory. Pak jejich sou£tem W1 +W2 je mnoºina v²ech
vektor·, které lze zapsat jako sou£et w1 + w2, kde wi ∈Wi.
Pokud navíc W1 ∩W2 = 0, nazýváme W1 +W2 direktní sou£et
podprostor· a ozna£ujeme jej W1 ⊕W2. Pokud W1 ⊕W2 = V ,
pak W2 je dopl¬kem podprostoru W1 ve V .

P°íklady

I

〈1
0
0

〉⊕〈
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1
0
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0

〉
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0
1
0

〉+

〈0
1
0

 ,

0
0
1

〉 = R3, ale ne s ⊕.
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0
1
0
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0
0
1

〉 = R3.



Tvrzení
Pokud W1 ∩W2 = 0, pak lze kaºdý prvek W1 ⊕W2 zapsat jako
sou£et vektoru z w1 ∈W1 a vektoru w2 ∈W2 práv¥ jedním
zp·sobem.

D·kaz.
Sta£í ukázat jednozna£nost. Pokud by existovaly w1, w

′
1 ∈W1,

w2, w
′
2 ∈W2 takové, ºe w1 + w2 = w′1 + w′2, pak

w1 − w′1 = w′2 − w2. Levá strana rovnosti pat°í do W1, pravá do
W2, musí tedy být ob¥ nula.
Platí W1 +W2 = 〈W1 ∪W2〉, tedy sou£et podprostor· je také
podprostor. M·ºeme takto snadno de�novat sou£et libovolného
mnoºství podprostor·:

Definice
Nech´ W je mnoºina podprostor· prostoru W . Pak de�nujeme
jejich sou£et jako

∑
W∈W

W :=

〈 ⋃
W∈W

W

〉



V¥ta (O dimenzi spojení a pr·niku)

Nech´ W1,W2 ≤ V , oba kone£né dimenze. Pak

dimW1 +W2 = dimW1 + dimW2 − dimW1 ∩W2

D·kaz.
Nech´ (u1, . . . , up) je báze W1 ∩W2. Dopl¬me ji na bázi
(u1, . . . , up, v1, . . . , vq) prostoru W1 a na bázi
(u1, . . . , up, w1, . . . , wr) prostoru W2. Zbývá pak ukázat, ºe
(u1, . . . , up, v1, . . . , vq, w1, . . . , wr) je bází W1 +W2 ♣.
Pro direktní sou£et tedy platí dimW1⊕W2 = dimW1 +dimW2.
Navíc posloupnost (B1, B2), kde Bi je báze Wi, je bází
W1 ⊕W2. Chceme de�novat direktní sou£et více neº dvou
podprostor· tak, aby pro n¥j platily analogické vlastnosti.
O£ividný první nápad (v²echny pr·niky nulové) nefunguje ♣.
Zaloºíme tedy de�nici na tvrzení z p°edchozího snímku.



Definice
Nech´ W1, . . . ,Wk ≤ V . Pak sou£et W =W1 + . . .+Wk

ozna£íme za direktní, pokud lze kaºdý vektor w ∈W zapsat jako
sou£et w1 + . . .+ wk, kde wi ∈Wi, práv¥ jedním zp·sobem.
Ozna£ujeme jej pak

W =W1 ⊕ . . .⊕Wk ≡
k⊕
i=1

Wi

V¥ta
Nech´ W1, . . . ,Wk ≤ V jsou kone£né dimenze. Pak

dimW1 ⊕ . . .⊕Wk = dimW1 + . . .+ dimWk

D·kaz.
Nech´ Bi je báze Wi, pak ukáºeme, ºe (B1, . . . , Bk) je báze
W1 ⊕ . . .⊕Wk ♣.



Uvaºujme dva vektorové prostory a jejich rozklady na direktní
sou£et V = V1 ⊕ V2 a W =W1 ⊕W2 a jejich dimenze
n = n1 + n2 a m = m1 +m2. Pokud Bj je báze Vj , B = (B1, B2)
báze V , v = v1 + v2, kde vi ∈ Vi a xi := [vi]

Bi , m·ºeme
reprezentaci vektoru v zapsat blokovým zápisem

[v]B ≡ x =

(
x1

x2

)
≡
(
[v1]

B1

[v2]
B2

)
Aritmetický vektor o n sloºkách je zde zapsán jako vektor
sloºený ze dvou blok·, jimiº jsou aritmetické vektory o n1, resp.
n2 sloºkách.
Ozna£me ι1 : V1 → V lineární zobrazení vloºení de�nované
p°edpisem ι1(v1) = v1 ∈ V . Jeho reprezentace pak spl¬uje

[ι1]
B
B1

x1 = [ι1]
B
B1

[v1]
B1 = [v1]

B =

(
x1

o

)

Tedy [ι1]
B
B1

=

(
e1
o

∣∣∣∣e2o
∣∣∣∣. . .∣∣∣∣en1

o

)
=:

(
En1

0

)
, kde 0 ∈ Fn2×n1 .



Podobn¥ lze de�novat ι2 : V2 → V . Dále zave¤me lineární
zobrazení projekce πi :W →Wi tak, ºe pro libovolný w ∈W ,
w = w1 + w2, kde wi ∈Wi, je πi(w) = wi. Pokud C = (C1, C2)
je báze W sloºená z bází W1,W2 a [wi]

Ci =: yi, pak

[π1]
C1
C

(
y1

y2

)
= [π1]

C1
C [w]C = [w1]

C1 = y1

Tedy [π1]
C1
C = (e1| . . . |em1 |o| . . . |o) =: (Em1 0), kde 0 ∈ Fm1×m2 .

Uvaºujme nyní f ∈ Hom(V,W ) s reprezentací [f ]CB = A ∈ Fm×n
a £ty°i zobrazení fij ∈ Hom(Vi,Wj), fij = πi ◦ f ◦ ιj . Pro f11
máme reprezentaci

[f11]
C1
B1

= [π1]
C1
C [f ]CB[ι1]

B
B1

=
(
Em1 0

)
A

(
En1

0

)
=: A11 ∈ Fm1×n1 ,

kde A11 je matice vzniklá vy²krtnutím posledních n2 sloupc· a
posledních m2 °ádk· z matice A.



Analogicky lze zavést matice

[f12]
C1
B2

= [π1]
C1
C [f ]CB[ι2]

B
B2

=
(
Em1 0

)
A

(
0
En2

)
=: A12 ∈ Fm1×n2

[f21]
C2
B1

= [π2]
C2
C [f ]CB[ι1]

B
B1

=
(
0 Em2

)
A

(
En1

0

)
=: A21 ∈ Fm2×n1

[f22]
C2
B2

= [π2]
C2
C [f ]CB[ι2]

B
B2

=
(
0 Em2

)
A

(
0
En2

)
=: A22 ∈ Fm2×n2

Ty dávají dohromady blokový zápis matice A =

(
A11 A12

A21 A22

)
.

Tvrzení
Nech´ n = n1 + n2, m = m1 +m2, p = p1 + p2, A ∈ Fm×n,
B ∈ Fn×p s bloky Aij ∈ Fmi×nj , Bij ∈ Fni×pj . Pak sou£in
C := AB má blokový zápis(

C11 C12

C21 C22

)
=

(
A11B11 +A12B21 A11B12 +A12B22

A21B11 +A22B21 A21B12 +A22B22

)



D·kaz lze provést rozepsáním

cij =

n∑
k=1

aikbkj =

n1∑
k=1

aikbkj +

n∑
k=n1+1

aikbkj

a interpretací obou sum jako element· sou£inu n¥jakých blok·
matic A,B. Nebo si m·ºeme rozmyslet, ºe pro q, r ∈ {1, 2}

πq ◦f ◦g ◦ ι′r = (πq ◦f ◦ ι1)◦ (π′1 ◦g ◦ ι′r)+(πq ◦f ◦ ι2)◦ (π′2 ◦g ◦ ι′r),

kde g ∈ Hom(U, V ), U = U1 ⊕ U2, ι′i je vloºení Ui do U a π′i je
projekce V na Vi.
Protoºe direktní s£ítanec v rozkladu V = V1 ⊕ V2 m·ºe být sám
direktním sou£tem n¥jakých svých podprostor·, mohou mít i
jednotlivé bloky matice samy blokovou strukturu. Tvrzení se
pak snadno zobecní pro matice s libovolným blokovým
£len¥ním, pouze musí pro kaºdý vyskytující se sou£in blok·
AikBkj mít blok Aik stejn¥ sloupc·, jako má blok Bkj °ádk·.



Pro f ∈ End(V ), V = V1 ⊕ . . .⊕ Vk s bází B = (B1, . . . , Bk),
kde Bi je báze Vi, jsou diagonální bloky [f ]BB £tvercové matice
[fii]

Bi
Bi
, a pokud jsou zárove¬ mimodiagonální bloky nulové,

mluvíme o blokov¥ diagonální matici, jsou-li nulové jen na jedné
stran¥ diagonály, o blokov¥ horní/dolní trojúhelníkové matici.

Tvrzení
Nech´ A = diag(A11, A22, . . . , Akk) je blokov¥ diagonální matice.
Pak

1. ∀p ∈ N : Ap = diag(Ap11, . . . , A
p
kk) a jsou-li v²echny Aii

regulární, pak i A−p = diag(A−p11 , . . . , A
−p
kk )

2. rank(A) = rank(A11) + rank(A22) + . . .+ rank(Akk)

3. Tr(A) = Tr(A11) + Tr(A22) + . . .+Tr(Akk)

4. det(A) = det(A11) det(A22) . . . det(Akk)

5. σ(A) = σ(A11) ∪ . . . ∪ σ(Akk)
Navíc £ásti 3,4 a 5 platí i pro horní/dolní trojúhelníkovou matici
s týmiº diagonálními bloky.



D·kaz.
Sta£í uvaºovat k = 2 a A = diag(A′, A′′), kde A′ ∈ Fp×p,
A′′ ∈ Fq×q, p+ q = n. Body 1 a 3 jsou jasné, v bod¥ 4 lze v
de�nici determinantu uvaºovat pouze permutace π ∈ Sn, pro n¥º
π(i) ≤ p pro v²echna i ∈ {1, . . . , p}. Rozloºme π na nezávislé
cykly, pak π = π′π′′, kde π′ je sloºení cykl· na mnoºin¥
{1, . . . , p} a π′′ sloºení cykl· na mnoºin¥ {p+ 1, . . . , n}.
Ozna£me ρ′ ∈ Sp permutaci, která vznikne zúºením π′ na
mnoºinu {1, . . . , p} a ρ′′ ∈ Sq permutaci de�novanou
ρ′′(i) = π′′(i)− p. Pak je det(A) =

∑
π∈Sn

sgnπa1π(1) . . . anπ(n)

=
∑
ρ′∈Sp

∑
ρ′′∈Sq

sgn(π′π′′)a1ρ′(1) . . . apρ′(p)ap+1,p+ρ′′(1) . . . ap+q,p+ρ′′(q)

=
∑
ρ′∈Sp

sgn(ρ′)a′1ρ′(1) . . . a
′
pρ′(p)

∑
ρ′′∈Sq

sgn(ρ′′)a′′1ρ′′(1) . . . a
′′
qρ′′(q)

Z bodu 4 plyne 5 ♣. Bod 2 plyne pomocí E�Ú na A′, A′′ ♣.
Zobecn¥ní 3,4,5 na horní/dolní trojúhelníkové matice ♣.



P°íklad
Nech´ x ∈ Rn, ‖x‖ = 1, Px(y) = (x.y)x a B = (B1, B2) je báze
sloºená z bází 〈x〉 a x⊥. Ozna£me 0n−1 nulovou matici z
Fn−1×n−1 a on−1 nulový vektor z Fn−1. Pak

[Px]
B
B =

(
1 oTn−1

on−1 0n−1

)
, [Px⊥ ]BB =

(
0 oTn−1

on−1 En−1

)
a matice zrcadlení Zx⊥ = Id−2Px má blokový tvar

[Zx⊥ ]BB =

(
−1 oTn−1
on−1 En−1

)
Pokud n = 3 a B2 je ortonormální báze x⊥, pak matice rotace
okolo osy 〈x〉 o úhel φ vzhledem k bázi B je

[Rx,φ]
B
B =

(
1 oT2
o2 [Rφ]

B2
B2

)
=

1 0 0
0 cosφ − sinφ
0 sinφ cosφ





P°íklad

Uvaºujme blokov¥ horní trojúhelníkovou matici D :=

(
A B
0 C

)
,

kde A ∈ Fp×p, C ∈ Fq×q jsou regulární. Pak je i D regulární ♣ a
protoºe(

A−1 −A−1BC−1
0 C−1

)(
A B
0 C

)
=

(
A−1A A−1B −A−1B

0 C−1C

)
,

je první matice rovna D−1. Srovnejte s výpo£tem inverzní
matice k 2× 2 matici s elementy a, b, c z F, a, c 6= 0:(

a b
0 c

)−1
=

1

ac

(
c −b
0 a

)
=

(
1
a − b

ac
0 1

c

)
Mezi tvary blokového a neblokového inverzu je z°ejmá analogie,
aº na to, ºe matice A−1, B,C−1 na rozdíl od prvk· a−1, b, c−1

nekomutují a nemusí jít ani v jiném po°adí vynásobit.



Jako ilustraci pouºití blokových matic v d·kazech uve¤me

Tvrzení
Nech´ A,B ∈ Fn×n. Pak σ(AB) = σ(BA) v£etn¥ násobností.

D·kaz.
Výpo£tem ov¥°íme, ºe(

En −A
0n En

)(
AB 0n
B 0n

)(
En A
0n En

)
=

(
0n 0n
B BA

)
Levá strana má tvar RCR−1, tedy matice C a matice C ′ na
pravé stran¥ jsou podobné a mají stejná vlastní £ísla v£etn¥
násobností. Protoºe C i C ′ jsou ob¥ blokov¥ dolní
trojúhelníkové, platí pro n¥ σ(C) = σ(AB) ∪ σ(0n),
σ(C ′) = σ(BA) ∪ σ(0n) v£etn¥ násobností.
Tvrzení i d·kaz se snadno zobecní na obdélníkové matice
A ∈ Cm×n, B ∈ Cn×m, pouze se bude u AB a BA li²it
algebraická násobnost vlastního £ísla nula.


