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• Nezapomeňte podepsat všechny paṕıry, které chcete odevzdat. Nemuśıte odevzdávat paṕıry s pomocnými výpočty.

• M̊užete psát i na paṕır se zadáńım. Paṕır se zadáńım je nutno podepsat a odevzdat, i když jste na něj nic
nenapsali.

• Během ṕısemné části zkoušky nem̊užete odcházet ze zkouškové mı́stnosti. M̊užete ovšem ṕısemnou část ukončit
před časovým limitem.

• Nejsou povoleny kalkulačky, hodinky či jiná elektronika, ani přinesené ṕısemné materiály.

• Své odpovědi muśıte zd̊uvodnit.

• Tvrzeńı z přednášky m̊užete použ́ıvat bez d̊ukaz̊u, pokud neńı uvedeno jinak, je však nutno uvést, které tvrzeńı
použ́ıváte.

1. Uvažujme funkci f : R→ R definovanou vzorcem f(x) = |x2 − 1|(x + 1).

(a) [3 b.] V kterých bodech R má tato funkce vlastńı derivaci?

(b) [3 b.] Najděte všechny body, v nichž tato funkce nabývá lokálńı či globálńı extrémy, a určete, o jaký typ
extrému se jedná (zda jen lokálńı nebo i globálńı, zda minimum nebo maximum).

(c) [4 b.] Najděte co největš́ı otevřený interval I obsahuj́ıćı nulu, na němž je tato funkce konvexńı nebo konkávńı,
a uved’te, zda je f na I konvexńı, nebo zda je tam konkávńı.

2. (a) [3 b.] Uvažujme nekonečnou řadu
∑∞

n=1 an, kde (an) je posloupnost reálných č́ısel. Napǐste, jak je definována
posloupnost částečných součt̊u řady

∑∞
n=1 an a jak je definován součet řady

∑∞
n=1 an.

(b) [4 b.] Necht’ (bn)∞n=1 je posloupnost nezáporných reálných č́ısel. Uvažujme následuj́ıćı dvě vlastnosti:
(I) Řada

∑∞
n=1 bn je konvergentńı.

(II) Řada
∑∞

n=1
bn

n je konvergentńı.
Plyne z vlastnosti (I) vlastnost (II)? Plyne z vlastnosti (II) vlastnost (I)?

(c) [3 b.] Rozhodněte, zda je řada
∑∞

n=1 cos
(

1
2n

)
konvergentńı.

3. (a) [3 b.] Napǐste, jak je definován Taylor̊uv polynom řádu n funkce f v bodě A.

(b) [3 b.] Zformulujte větu, která charakterizuje Taylor̊uv polynom pomoćı limity. Nemuśıte tu větu dokazovat.

(c) [4 b.] Najděte přirozené č́ıslo k ∈ N takové, aby následuj́ıćı limita byla vlastńı a nenulová:

lim
x→0

(sin(x)− x) · exp(x) · (exp(x)− 1)
xk

.

Jaká je pro toto k hodnota té limity?

4. (a) [3 b.] Uved’te př́ıklad funkce f : [−1, 1] → R, která je riemannovsky integrovatelná na intervalu [−1, 1], ale
neńı newtonovsky integrovatelná na intervalu (−1, 1). Nezapomeňte zd̊uvodnit, proč má váš př́ıklad hledané
vlastnosti.

(b) [3 b.] Napǐste vzorec pro výpočet délky křivky zadané pomoćı parametrizace ϕ : I → Rd, kde I = [A, B] je
kompaktńı interval.

(c) [4 b.] Mějme funkci ϕ : [0, 1] → R2 danou předpisem ϕ(t) = (exp(t) sin(t), exp(t) cos(t)). Spoč́ıtejte délku
křivky s parametrizaćı ϕ. Smı́te zde bez d̊ukazu využ́ıt rovnost sin2(t) + cos2(t) = 1, platnou pro všechna
t ∈ R.


