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Otaceni kolem pevné osy

e téleso rotuje kolem osy pevné ukotvené vzhledem k i.s.s.
e 1 stupen volnosti — staly smér vektord ¢ = ¢(t) resp. o = a(t)

e plati 2. impulsova véta %é =ME

e moment vnéjsi sily Ize rozlozit na slozku M ! rovnobé&Znou s osou rotace a slozku

— — —

M E+ kolmou k ose: ME=MElr ME+L

e pUsobenim momentu MEt by se ménil smér osy

ME* je kompenzovan ukotvenim osy (vazbova sila)




Moment hybnosti rotujiciho hm. bodu

e moment hybnosti b, kazdého h.b.

Ize podobné rozlozZit na slozku b
rovnobéznou s 0sou rotace a
slozku b kolmou k ose:

b, =b'+b

e vyuzijeme geometrické vliastnosti
(V, =@, xI, > T, LV,):

b, =, xmyV, [=mv,r,

e vektory b'.b*,b, &, R, .F, lezi
v roviné kolmeé k vektoru v,

e prumét do sméru osy otaceni
bl =b, sina, =myv,r, sina, =
\ﬁr_J
Rk
=m, v, R = mka)ksz

-
R @,




Pohybova rovnice pro otaceni kolem osy

Predpokladejme, Ze kolem osy rotuje jediné tuhé téleso, tj. vSechny hmotné body rotuji
stejnou uhlovou rychlosti @.

N N N
e prumét celkového momentu hybnosti B'=> bl => maR{ =0) mR; =Jo
k=1 k=1 k=1 3

e zaveden moment setrvadnosti Jvidiose B!'=Jw

N
e moment setrvacnosti s.h.b. vuci ose J= ka R/

e protuhé téleso (R(F) vzdalenost od osy) J=| p(F)[R(F)['dV

e pramét 2. impulsové véty do sméru osy éth” =MFl
e ipro volné soustavy (J =konst) plati gt(Jco) =MFl!

. , d 2(0 do Ell
e pro tuhé soustavy (J =Kkonst) plati J =J =Je=M



Obecny tvar pohyboveé rovnice

2
e pohybova rovnice pro otaceni kolem osy J C(ijt? — MEI
p . d2r
e ma obdobnou strukturu jako 2.NZ mdt2 =F

e obecna struktura pohybovych rovnic:

v s

konstantni vlastnost objektu x charakteristika pohybu = vnéjsi silové pusobeni




Zakon zachovani momentu hybnosti

zobecnime predchozi odvozeni na pripad, kdy hmotné body mohou kolem
spolec¢né osy rotovat riznymi uhlovymi rychlostmi

N N
e pramét celkového momentu hybnosti B'=> bl => maR;
k=1 k=1
N
e pramét 2. impulsové véty do sméru osy gt(z m o, Rfj =MF
k=1
N
e pokud moment vné&jsi ch sil nulovy (ZZMH) > mw RZ = konst.

k=1

N
e pro soustavu slozenou z nékolika tuhych téles ZJka)k = konst.
k=1



Steinerova veta

osa otaceni o, prochazi hmotnym stfedem télesa m.
osa otacCeni o0 ve vzdalenosti d rovnobézna s osou o, v
zvolme kartézskou soustavu soufadnic dle nakresu ;
Ry 4

N ) R Xy
moment setrvacnosti vzhledem k ose o,  J, =Zmi (Rf)

i=1

S N ) Y

moment setrvacnosti vzhledem k ose o J =Zmi R/ d ’ ¥

i=1 . 1 o
vzdalenost i-t¢ého hm. bodu od osy o, (Ref =(x f+(x )
vzdalenost i-tého hmotného bodu od osy 0 R = (xl' —d)2 +(x; )2
spojenim predchozich vylou¢ime x; R = (RiS )2 +(x1i —d)2 —(xli )2



Steinerova veta

N i 2
Emi[x1 =
N VY ~ _ N SN \
e upravime J=J,+> m, (xl') +y m2xd+> md?=>"m, (xl')
i=1 i=1 i=1 i=1
ZdZN:mixli Ma®
i=1
e zUstanou ¢leny J=J, +Md? +2dimixli =J, +Md? +2dM x;
i=1 “‘6
MXx;

e protoze x; predstavuje prvni soufadnici hmotného stfedu a ten lezi v po&atku,
bude posledni ¢len roven nule J=J,+Md’

Steinerova véta: Moment setrvacnosti vuci libovolné ose 0 je roven souctu
momentu setrvacnosti vuci ose prochazejici hmotnym stfedem télesa rovnobézné
S 0sou 0 a soucCinu hmotnosti télesa se Ctvercem vzdalenosti obou os.




Kineticka energie pri otaceni kolem osy

soustava hmotnych bodu pohybuijicich se individualnimi rychlostmi v, vici
hmotnému stfedu soustavy, ktery se vUuci poCatku inercialni s.s. pohybuje rychlosti v,

N
Kdénigova véta E, = 1\752|V| + zlmn\_iczn
2 ~ 2
EkI
tuhé téleso se otaci kolem pevné osy uhlovou rychlosti @

a) osa prochazi hmotnym stredem, ten je v klidu vudi |.s.s.

e Kkineticka energie je rovna vnitfni kinetické energii rotujici soustavy h.b.
N

E, =E, :Z;m V2

n'cn
n=1

e rychlost hmotného bodu vuéi hm. stfedu V, =@0xT,

e velikost rychlosti pomoci vzdalenosti bodu od osy v, = @R,
N

e kineticka energie E = ;Zman o° = ;\]Sa)2
=1

%f_/
J 10

S




Kineticka energie pri otaceni kolem osy

b) osa v klidu vicéi l.s.s., neprochazi hm. stfredem

e pfi rotaci nezavisi uhlova rychlost na bodu, vuci kterému ji uvazujeme
e o0su otaceni muzeme premistit do libovolné zvoleného bodu télesa a rychlost v,

hmotného bodu vudi |.s.s. bude pak sloZzena z okamzité rychlosti tohoto
zvoleného bodu a z rotacni slozky, v niz vystupuje vzdy stejna hodnota @

e zvolime za vztazny bod hmotny strfed télesa — tj. uvazujeme rotaci kolem
hmotného stredu, ktery se otaci kolem aktualni osy rotace

e rychlost n-tého hmotného bodu vicil.s.s. V, =V, +wxT,
%r_/

—

cn

e podle Konigovy véty se kineticka energie bude skladat z vnitfni kinetické energie
vuci hmotnému stfedu a z kinetické energie hmotného stfedu

E, = ;vjm +E,

N
e vnitini kineticka energie (viz bod a) E, = 1Zman2 w° = 1Jsa)2
e 2

J 11




Kineticka energie pri otaceni kolem osy

e hmotny stfed se otaci spolecné s télesem uhlovou rychlosti @
e rychlost pohybu hmotného stfedu kolem skuteCné osy rotace Ize vyjadfit pomoci
vzdalenosti R, hmotného stfedu od osy

V. = wR,
e celkova kineticka energie
E, = - MR%0 + = J,0% = - (MR? + J, Jo?
2 2 2 3 ; Y
e podle Steinerovy véty pfedstavuje J moment setrvacnosti vici aktualni ose

otaceni

Zaver: Vyraz E, = ;sz je obecnym vyjadrenim kinetické energie télesa otacejiciho

se kolem pevné osy.
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Tezka kladka

pohybova rovnice (2. imp. véta) J O;at) =R(FR-F,)
vysledna sila pusobici na levé zavazi ma=mg-F
vysledna sila pusobici na praveé zavazi m,a=F, —m,g
obvodova rychlost a uhlova rychlost V=Rw

do

derivaci ziskame vztah mezi zrychlenimi a=R—

dosazeno do pohyboveé rovnice
uprava
uprava

vyjadieno zrychleni

dif. rovnice pro uhlovou rychlost

proménné separovane, integrace

dt

a

J R- R(mg-ma-m,g—-m,a)
a

J ?-F ma -+ m,a=mg—m,g

J
(?"' m, + mz)a = (ml - mz)g
_ (ml _mz)g

F\\’]2+ m, +m,

a=RI? _, do=2gt
at R

a

a

A

m,

2T

-

Idwzj;dt — a)::t+a)0 —>¢:;:t2+a)ot+gpo

13



Téezka kladka — alternativne pomoci ZZME

e narust pot. energie pfi poklesu
levého zavazi o h

e ziskana kineticka energie

o ZZME
e obvodova rychlost a uhlova rychlost

e dosazeni do ZZME

e Uprava

e rychlost v zavislosti na h

e rychlost v zavislosti na draze

e porovnanim ziskame zrychleni

AE , =-m,gh+m,gh

AE, = 1m1v2 +1m2v2 NP
2 2 2

AE, = -AE,

V=Rw

1 1 1 2
2m1v2 +2m2v2 +EJ ézz mlgh—ngh////////

1(m1 +m, + F‘gz)vz = (m, —m,)gh

2

V= 2(m1—m2)(::;]h al@
\nh+m2+R2 6
1

h="at? 1v? A

v =at

a= (ml_mz)g m1D
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Valeni po naklonéné roviné

e pohybova rovnice pro hm. stied FE=Ma,

e vné&jSi sily jsou prumét tihy do sméru pohybu a sila tfeni
Mgsina—T = Ma,

e druhy neznamy parametr (tfeci sila) vychazi z 2. IV

—=TR
dt
e vztah posuvné a uhlové rychlosti vV, =Rw
e vztah mezi zrychlenimi a, = R(Lat)
e dosazenim do druhé rovnice J ;S =T %
e dosazenim do prvni rovnice Mgsina —J asz = Ma,
R
P , Mg sin
e lze vyjadrit zrychleni S 3
M + RZ

Zaveér: Cim vétsi J nebo mensi polomér, tim pomalejSi pohyb

15



Valeni po naklonéneé rovine - ZZME

posun z vysky h do vysky h,

e h: potencialni energie E (h):Mgh1
e h,: kineticka energie E, (h, )— Mv +;Ja)
e h,: potencialni energie E,(h, )=Mgh2
e ZZME Mgh, = —Mv +;Ja) +Mgh,
1,v: 1 J
Uprav h fMZ “J S =T M+
b p y (hl ) 2 R2 2( sz S
e rychlost v zav. na vySce Vv, = 2Mg(h13h ) = 2Mgsta hl__ n, g
J J sina h-h
\ M + R? M + R? — )
%K—J
|
e posunuti podél nakl. roviny s =m
sin o
e zrychleni podél nakl. roviny a, = Mg sta
M+ —-

RZ

16



Fyzicke kyvadlo

tuhé téleso v tihovém poli zavéSeno na vodorovné ose neprochazejici hm. stfedem — fyzické kyvadlo

e 2.imp.véta JZ—?z—Mgrsingo p
e minus v rovnici — moment sily pusobi zrychleni proti vychylce ¢
2

e Uhlovou rychlost vyjadfit pomoci uhlové vychylky = (3;'[0 — (2? = (jjtgo O

. : de :
e pohybova rovnice J e =—Mgrsin ¢ y,
e feSeni komplikované — nebudeme provadét

2

e ZzjednoduSeni pro malé uhly ¢, kde sing = ¢ J th =—-Mgre
e rovnice ve tvaru jako pro harmonicky kmit = feseni @ =0sin(Qt +a)
e plati (sinx)" =—sinx, a proto — JDQ? sin(Qt + ) = ~Mgrdsin(Qt + ) M§ |
e po zjednodudeni JO? = Mgr wmmy
e Uhlova frekvence kmita Q je konstanta Q= J@
e !l nesmésSovat s proménnou uhlovou rychlosti otaceni kyvadla o = ?j_(to XQ)

_2m_

e doba kmitu kyvadla (dvojnasobek doby kyvu) -2 2 /ML a
gr

17

http://commons.wikimedia.org/wiki/File%3AO0scillating pendulum.gif
Oscillating pendulum [CC-BY-SA-3.0 (http://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0)], by Ruryk (Own work), from Wikimedia Commons




Matematicke kyvadlo

e hmotnost soustfedéna v jediném h.b. hmotnosti M, nehmotny zavés deélky |

e moment setrvacnosti h.b. J =MI?
e vzdalenost hm. stfedu od osy otageni r=I ////////
2
e doba kmitu matematického kyvadla T=2r M =27 ! ©
Mgl 9

e problémy déla prakticka realizace zavésu:

o vlastni hmotnost nite

o nedrzi rovinu kmitu N e

M—~——
Redukovana délka fyzického kyvadla
e J . _
e senazyvavyraz |l = VPR ktery ma rozmer delky
r p
e s timto oznaCenim prejde rovnice pro periodu kmitu fyzického kyvadla T =27 ML
gr

na tvar formalné shodny s rovnici pro periodu kmitu matematického kyvadla

T:27r\/E
g

18



Reverzni kyvadlo

kyvadlo Ize uzit k méreni tihového zrychleni

problém s realizaci ,nehmotného” zavésu a s urCenim jeho presné délky
fyzické kyvadlo — lepSi reprodukovatelnost méreni

nutno presné stanovit redukovanou délku fyzického kyvadla
redukovanou délku lze pfesné urcCit v pripadé tzv. reverzniho kyvadla

Princip reverzniho kyvadla

meéjme téleso, které muze kyvat na dvou rovnobéznych osach

osy O a O’ budiz ve vzdalenostech r a r’od hm. stfedu

budeme zkoumat, za jakych podminek budou mit malé kmity stejnou periodu pro
obé osy

perioda pro osu O

perioda pro osu O’

bude platit T' =T, pokud

podle Steinerovy véty
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r —d-—cgp
Reverzni kyvadilo oy
—b-L
, J,+Mr'?  J +Mr?
e dosazenim , =
r r
. . oo, d +MrrJ
e upraveno na rovnici pro nezname r re—r'—=—+—>2=0
Mr M
o zfejmé feSeni r=r
vyhovuje pro vSechny osy ve vzdalenosti r od hm. stfedu
C e . J.+Mr* ]
e druhé reSeni z vlastnosti kvadr. rce r+r, == v avel |,
r r

e soucCet obou feSeni roven redukované délce kyvadla K+ =r+r, =1
e druhym feSenim jsou opét vSechny osy ve vzdalenosti r, =1. —r od hm. stfedu

Ma-li téleso (reverzni kyvadlo) dvé rovnobézné osy nestejné vzdalené od hmotného stfedu,
vuci kterym kyve (malymi kmity) se stejnou periodou, pfi¢emz hmotny stfed lezZi v roviné
urCené osami, pak vzdalenost os je rovna redukované délce kyvadla.

Technické feSeni:
o tyC s pevnymi osami
o po tyCi lze posouvat zavazi a tim posouvat hm. stfed
o zavazi se ,vyladi® tak, aby doby kmitu byly shodné
o pak je vzdalenost os rovna redukované délce, tu je nutno co nejpresnéji zmérit
o perioda v naladéném stavu muze pak byt uzita pro vypocet tihového zrychleni
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