Jméno:

Zkouskova pisemka z Matematické analyzy [
13. 9. 2024

Cas: 90 minut.

e Nezapomerite podepsat vSechny papiry, které chcete odevzdat. Nemusite odevzddvat papiry s pomocnymi vipocty.

o MuizZete psdat i ma papir se zaddnim. Papir se zaddnim je nutno podepsat a odevzdat, i kdyZ jste ma mnéj nic
nenapsali.

e Neni povoleno pouzivat kalkulacky, mobily ¢i jinou elektroniku ani prinesené pisemné materidly.
e Své odpovédi musite zdivodnit.

o Turzeni z prednasky muzete pouzZivat bez dukazi, pokud meni uvedeno jinak, je vsak nutno uvést, které tvrzeni
pouZivdte.

1. Definujme funkci f: R — R pfedpisem

14z
= prox #0
flz) = {’ | ’
0 pro z = 0.

(a) [3 b.] V kterych bodech R je tato funkce spojitd? Pokud je v néjakém bodé nespojitd, je v tomto bodé
aspon spojitd zleva nebo zprava?

(b) [3 b.] Urcete, v kterych bodech ma funkce f (vlastni ¢i nevlastni) derivaci. Pokud v néjakém bodé derivaci
nemd, urcete zda ma aspon (vlastni ¢i nevlastni) jednostranné derivace.

(c) [4 b.] Najdéte vsechny lokdlni a globalni extrémy této funkce a urcete, o jaky druh extrému se jednd (zda
globdlni ¢ jen lokdlni, zda minimum nebo maximum). Urcete téz limity f pro x — +o0 a pro & — —oo,
pokud existuji.

2. (a) [3 b.] Definujte, co je to hromadny bod posloupnosti (a,,).
(b) [4 b.] Necht (an)22q, (bn)22; a (cn)22; jsou til posloupnosti, spliujici pro kazdé n € N nerovnosti a,, >
by, > cp. Jestlize je redlné ¢islo H € R hromadnym bodem (a,) i (¢,), plyne z toho, ze H je i hromadnym
bodem b,,7

(¢) [3 b.] Najdéte posloupnost, jejiz mnozina hromadnych bodu je presné rovna NU {400}, a zduvodnéte, pro¢
ma vaSe posloupnost pozadovanou vlastnost.

3. (a) [6 b.] Zformulujte a dokazte Lagrangeovu vétu o stfedn{ hodnoté. (V dikazu muzete vyuzivat jiné véty a
lemmata z prednésky, aniz byste je dokazovali.)

(b) [4b.] Necht f: R — R je spojitd funkce na R a nechf A < B jsou dvé reélna éisla. Oznac¢me I = ff f(x)dx.
Dokazte, ze existuje C' € (A, B) takové, ze

F(0) = 1

Zd&-1i se vam to tézké, dokazte aspon toto slabsi tvrzeni: pokud I = 0, tak existuje C' € (4, B) takové, ze
f(C) = 0. (Ndpoveda: uvazujte primitivn{ funkei k funkci f a pouzijte Lagrangeovu, resp. Rolleovu vétu.)

4. (a) [3 b.] Napiste, jak se definuje soucet nekonetné rady > .-, a,, kde a, je néjakd redlnd posloupnost.
Vysvétlete, co znamenad, ze fada je konvergentni.

(b) [3b.] Necht f: [1,400) — R je monoténni funkce. Zformulujte tvrzeni, které poskytuje horni a dolni odhad
na kone¢ny soucet f(1) + f(2) + -+ f(n) pomoci integrélu. Nemusite to tvrzeni dokazovat.

(c) [4b.] Rozhodnéte, zda je fada Y oo, Smgl%/") konvergentni, a najdéte co nejlepsi horni a dolnf odhad na jeji

soucet, nejlépe s vyuzitim integrélu.



