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Zkoušková ṕısemka z Matematické analýzy I
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• Nezapomeňte podepsat všechny paṕıry, které chcete odevzdat. Nemuśıte odevzdávat paṕıry s pomocnými výpočty.

• M̊užete psát i na paṕır se zadáńım. Paṕır se zadáńım je nutno podepsat a odevzdat, i když jste na něj nic
nenapsali.

• Neńı povoleno použ́ıvat kalkulačky, mobily či jinou elektroniku ani přinesené ṕısemné materiály.

• Své odpovědi muśıte zd̊uvodnit.

• Tvrzeńı z přednášky m̊užete použ́ıvat bez d̊ukaz̊u, pokud neńı uvedeno jinak, je však nutno uvést, které tvrzeńı
použ́ıváte.

1. Definujme funkci f : R→ R předpisem

f(x) =

{∣∣ 1+x
x

∣∣ pro x 6= 0
0 pro x = 0.

(a) [3 b.] V kterých bodech R je tato funkce spojitá? Pokud je v nějakém bodě nespojitá, je v tomto bodě
aspoň spojitá zleva nebo zprava?

(b) [3 b.] Určete, v kterých bodech má funkce f (vlastńı či nevlastńı) derivaci. Pokud v nějakém bodě derivaci
nemá, určete zda má aspoň (vlastńı či nevlastńı) jednostranné derivace.

(c) [4 b.] Najděte všechny lokálńı a globálńı extrémy této funkce a určete, o jaký druh extrému se jedná (zda
globálńı či jen lokálńı, zda minimum nebo maximum). Určete též limity f pro x → +∞ a pro x → −∞,
pokud existuj́ı.

2. (a) [3 b.] Definujte, co je to hromadný bod posloupnosti (an).

(b) [4 b.] Necht’ (an)∞n=1, (bn)∞n=1 a (cn)∞n=1 jsou tři posloupnosti, splňuj́ıćı pro každé n ∈ N nerovnosti an ≥
bn ≥ cn. Jestliže je reálné č́ıslo H ∈ R hromadným bodem (an) i (cn), plyne z toho, že H je i hromadným
bodem bn?

(c) [3 b.] Najděte posloupnost, jej́ıž množina hromadných bod̊u je přesně rovna N∪{+∞}, a zd̊uvodněte, proč
má vaše posloupnost požadovanou vlastnost.

3. (a) [6 b.] Zformulujte a dokažte Lagrangeovu větu o středńı hodnotě. (V d̊ukazu můžete využ́ıvat jiné věty a
lemmata z přednášky, aniž byste je dokazovali.)

(b) [4 b.] Necht’ f : R→ R je spojitá funkce na R a necht’ A < B jsou dvě reálná č́ısla. Označme I =
∫ B

A
f(x) dx.

Dokažte, že existuje C ∈ (A, B) takové, že

f(C) =
I

B −A
.

Zdá-li se vám to těžké, dokažte aspoň toto slabš́ı tvrzeńı: pokud I = 0, tak existuje C ∈ (A, B) takové, že
f(C) = 0. (Nápověda: uvažujte primitivńı funkci k funkci f a použijte Lagrangeovu, resp. Rolleovu větu.)

4. (a) [3 b.] Napǐste, jak se definuje součet nekonečné řady
∑∞

n=1 an, kde an je nějaká reálná posloupnost.
Vysvětlete, co znamená, že řada je konvergentńı.

(b) [3 b.] Necht’ f : [1, +∞)→ R je monotónńı funkce. Zformulujte tvrzeńı, které poskytuje horńı a dolńı odhad
na konečný součet f(1) + f(2) + · · ·+ f(n) pomoćı integrálu. Nemuśıte to tvrzeńı dokazovat.

(c) [4 b.] Rozhodněte, zda je řada
∑∞

n=1
sin(1/n)

n2 konvergentńı, a najděte co nejlepš́ı horńı a dolńı odhad na jej́ı
součet, nejlépe s využit́ım integrálu.


