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Diagonalizace n× n matice A je hledání diagonální matice

D =

(
λ1 ... 0
...
. . .

...
0 ... λn

)
=: diag(λ1, . . . , λn), spl¬ující

A = RDR−1

pro n¥jakou regulární matici R. Protoºe Dk =

 λk1 ... 0

...
. . .

...
0 ... λkn

 a

Ak = RDR−1RDR−1 . . . RDR−1︸ ︷︷ ︸
k

= RDkR−1,

sta£í nám znalost D a R k nalezení libovolné mocniny matice A.
Protoºe A = [FA]KK , lze vztah D = R−1AR chápat jako
transforma£ní formuli

[FA]BB = [Id]BK [FA]KK [Id]KB ,

pro n¥jakou vhodnou bázi B, zvanou báze z vlastních vektor·.



Definice

Nech´ V je vektorový prostor nad F. �íslo λ ∈ F je vlastním

£íslem endomor�smu f ∈ End(V ), pakliºe pro n¥jaký nenulový
vektor v ∈ V platí f(v) = λv. Kaºdý vektor, který toto spl¬uje,
se nazývá vlastním vektorem f p°íslu²ným vlastnímu £íslu λ.

Podmínku f(v) = λv lze p°epsat jako (f − λ Id)(v) = 0. Vlastní
vektory jsou tedy prvky Vλ := Ker(f − λ Id) neboli vlastního
podprostoru endomor�smu f p°íslu²ného vlastnímu £íslu λ.

Dle de�nice je λ vlastní £íslo f , pakliºe Ker(f − λ Id) 6= 0. Je-li
dimV = n a C báze V , nastává to práv¥ kdyº [f − λ Id]CC je
singulární matice. V ozna£ení [f ]CC = A to znamená, ºe

det(A− λE) ≡

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 − λ a12 . . . a1n

a21 a22 − λ
...

...
. . .

an1 . . . ann − λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0



Pro n = 2 a n = 3 máme∣∣∣∣a11 − λ a12
a21 a22 − λ

∣∣∣∣ = (−λ)2 + (a11 + a22)(−λ) + (a11a22 − a21a12)

= λ2 − TrA λ+ detA

det(A− λE) = (−λ)3 + (TrA)(−λ)2 + (Tr(adj(A)))(−λ) + detA

Charakteristický polynom pA(λ) := det(A− λE) matice

A ∈ Fn×n má tedy
I stupe¬ n, s koe�cientem (−1)n u λn

I absolutní £len p(0) = det(A− 0E) = detA

I koe�cient (−1)n−1 TrA u λn−1 a −Tr(adj(A)) u λ.
I obecný koe�cient u λn−k roven (−1)n−k

∑
|I|=k det(AII),

kde AII je k × k podmatice A vzniklá vynecháním v²ech
°ádk· a sloupc·, jejichº indexy nejsou v mnoºin¥ I ♣.

Charakteristický polynom endomor�smu f je det(f − λ Id), £ili
charakteristický polynom jeho libovolné matice [f ]CC .



P°íklady

1. Zobrazení f : Pn(x,R)→ Pn(x,R) de�nované jako derivace
polynomu [f(p)](x) := d

dxp(x) má jediné vlastní £íslo 0,
vlastní podprostor je tvo°en konstantními polynomy.

2. Vlastními £ísly D = diag(d1, . . . , dn) jsou d1, . . . , dn a
p°íslu²né vlastní podprostory jsou (pro p°ípad vzájemn¥
r·zných di) lineární obaly prvk· kanonické báze
〈e1〉, . . . , 〈en〉 ∈ Cn.

3. Pokud Ax = λx a A je regulární, pak A−1x = λ−1x, £ili
inverzní matice má stejné vlastní podprostory, ale
p°evrácená vlastní £ísla.

4. Pokud A = Q−1BQ, pak Ax = λx znamená BQx = λQx,
tedy λ je vlastním £íslem B s vlastním vektorem Qx.
Podobné matice mají tedy stejná vlastní £ísla.

5. det(AT − λE) = det(A− λE)T = det(A− λE), tedy AT má
stejná vlastní £ísla jako A.



Vlastní £ísla lze tedy nalézt jako ko°eny charakteristického
polynomu. Teorie se zjednodu²²í, kdyº budeme moci
p°edpokládat, ºe A je komplexní matice a vlastní £ísla také
hledáme v C. Opíráme se p°itom o tzv. Základní v¥tu algebry:

V¥ta

Kaºdý nekonstantní polynom s komplexními koe�cienty má

alespo¬ jeden ko°en v C.

D·kaz je nad rámec kurzu. M·ºeme ale odvodit jednoduchý
d·sledek:

D·sledek

Nech´ p(x) je polynom stupn¥ n > 0 s komplexními koe�cienty.

Pak má n komplexních ko°en· v£etn¥ násobností.

D·kaz indukcí. Pro n = 1 zjevn¥ platí. Nech´ x0 ∈ C je ko°en
p(x) =

∑n
i=0 aix

i. Pak p(x) = p(x)− p(x0) =
∑n

i=0 ai(x
i − xi0),

coº lze zapsat jako(x− x0)q(x), kde q(x) je polynom stupn¥
n− 1. Ten má z induk£ního p°edpokladu n− 1 ko°en· v£etn¥
násobností. Tedy p(x) má n ko°en· v£etn¥ násobností.



Mnoºina v²ech vlastních £ísel matice A se nazývá její spektrum,
zna£í se σ(A). Pro λi ∈ σ(A) je jeho algebraická násobnost

de�nována jako násobnost λi coby ko°enu pA(λ), a jeho
geometrická násobnost jako dimenze prostoru Ker(A− λiE).
Analogicky jsou de�novány tytéº pojmy pro endomor�smus.

Lemma

Nech´ V je vektorový prostor nad F dimenze n, f ∈ End(V ) a

pro v²echny prvky mnoºiny M = {λ1, . . . , λk} je zvolena n¥jaká

báze Bi prostoru Vλi . Pak je mnoºina B = B1 ∪ . . . ∪Bk
lineárn¥ nezávislá.

Je-li V nad C, M = σ(f) a kaºdé vlastní £íslo f má stejnou
algebraickou i geometrickou násobnost, pak má |B| = n a je to
tedy na základ¥ lemmatu báze V . Speciáln¥ to musí nastat v
p°ípad¥, ºe jsou v²echny algebraické násobnosti v²ech λi ∈ σ(f)
rovny jedné. Protoºe dim Ker(f − λi Id) je vºdy alespo¬ 1, má B
alespo¬ n prvk·, a protoºe je LN, musí jich mít práv¥ n.



D·kaz.

Uvaºujme mnoºinu N ⊂ V nenulových vektor·, v níº kaºdý
prvek pat°í jinému vlastnímu prostoru Vλi . Je-li N LZ, lze z ní
vybrat bázi N ′ = {vi1 , . . . , viq} jejího lineárního obalu, kde
vij ∈ Vλij , a vyjád°it n¥jaký vj ∈ N \N ′ jako vj =

∑q
p=1 rpvip .

Je-li vj ∈ Vλj , pak f(vj) = λjvj =
∑q

p=1 rpλjvip , ale zárove¬

f(vj) =

q∑
p=1

rpf(vip) =

q∑
p=1

rpλipvip

Tedy
∑q

p=1 rp(λip − λj)vip = 0. Protoºe ºádný rozdíl λip − λj
není 0 a i n¥které rp musí být nenulové, je to ve sporu s lineární
nezávislostí N ′. Tedy N nem·ºe být LZ.
Ozna£me nyní Bi = (wi1, . . . , wini) a uvaºujme LK ve tvaru∑n1

i1=1 r1i1w1i1 + . . .+
∑nk

ik=1 rkikwkik = o. Ozna£me jednotlivé
sumy jako v1, . . . , vk, pak vj ∈ Vλj . Podle prvního odstavce musí
být v²echny vj nulové, a protoºe Bj je LN, musí být pak nulové
i v²echny koe�cienty rjij . Tedy B je LN.



P°edpokládejme nyní, ºe pro f ∈ End(V ) v prostoru V máme
bázi B = (v1, . . . , vn) sloºenou z vlastních vektor· f . Pokud
vi ∈ Vλ pro n¥jaké λi ∈ σ(f), pak f(vi) = λivi, neboli
[f(vi)]

B = λiei. Pak ale

[f ]BB =
(
[f(v1)]

B
∣∣. . .∣∣[f(vn)]B

)
=

λ1 . . . 0
...

. . .
...

0 . . . λn


V tomto vztahu na rozdíl od p°edchozích dvou snímk· nemusí
být v²echna λi vzájemn¥ r·zná. Speciáln¥ pro f = FA s bází z
vlastních vektor· B = (v1, . . . ,vn) máme

A ≡ [FA]KK = [Id]KB [FA]BB [Id]BK =

= (v1| . . . |vn)

λ1 . . . 0
...

. . .
...

0 . . . λn

 (v1| . . . |vn)−1



P°íklad

Diagonalizujme matici A =

(
1 1
−3 5

)
. Char. polynom je

pA(λ) = λ2 − TrA λ+ detA = λ2 − 6λ+ 8 = (λ− 2)(λ− 4)

Tedy σ(A) = {2, 4}. Vlastní podprostory pak jsou

V4 = Ker

(
−3 1
−3 1

)
=

〈(
1
3

)〉
, V2 = Ker

(
−1 1
−3 3

)
=

〈(
1
1

)〉
Tedy

A =

(
1 1
−3 5

)
=

(
1 1
3 1

)(
4 0
0 2

)
1

(−2)

(
1 −1
−3 1

)



Má-li A v£etn¥ násobností n vlastních £ísel, pak je její
charakteristický polynom rozloºitelný, tj.

pA(λ) ≡ (−λ)n + TrA(−λ)n−1 + . . .+ det(A)

= (λ1 − λ)(λ2 − λ) . . . (λn − λ)

= (−λ)n + (λ1 + . . .+ λn)(−λ)n−1 + . . .+ λ1λ2 . . . λn

Z porovnání absolutních £len· vidíme, ºe detA je roven sou£inu
v²ech n vlastních £ísel a TrA je rovna sou£tu v²ech vlastních
£ísel. Charakteristický polynom, vlastní £ísla a jejich algebraické
i geometrické násobnosti, stopa, determinant i ostatní
koe�cienty charakteristického polynomu se nem¥ní p°i
podobnostní transformaci A→ R−1AR. Jsou to tedy invarianty,
lze je zavést i pro endomor�smy, se zachováním vztah· mezi
nimi. Jeden takový je (pro 2× 2 matice) ♣,

detA =
1

2
(Tr(A)2 − Tr(A2))

Koe�cienty pA(λ) lze vºdy vyjád°it pomocí Tr(Ak), k ≤ n ♣.



N¥které endomor�smy a matice diagonalizovatelné nejsou,
protoºe LN mnoºina B = B1 ∪ . . .∪Bk neobsahuje dost vektor·,
aby to byla báze. P°íkladem je t°eba matice

A =

(
0 1
0 0

)
⇒ σ(A) = {0}, tedy V0 =

〈(
1
0

)〉
,

nebo endomor�smus D prostoru V = Pn(x,C), který p°i°azuje
polynomu p(x) jeho první derivaci podle x. Pokud de�nujeme ve
V bázi C = (1, x, x

2

2 , . . . ,
xn

n! ), spojuje ji D do °etízku

0 1�
Doo x�

Doo x2

2
�Doo . . .�Doo xn−1

(n−1)!
�Doo xn

n!
�Doo ,

z n¥hoº lze vy£íst, ºe [D]CC =


0 1 0 ... 0 0
0 0 1 ... 0 0
...

. . . 0 0
0 0 0 ... 1 0
0 0 0 ... 0 1
0 0 0 ... 0 0

. Matice tohoto

typu se objevují v teorii Jordanova tvaru, která °e²í otázku
matic, které diagonalizovatelné nejsou. Více v letním semestru.



P°íklad

Rotace v rovin¥ R2 o pravý úhel má matici vzhledem ke K

[FA]KK ≡ A =

(
cos π2 − sin π

2
sin π

2 cos π2

)
=

(
0 −1
1 0

)
∈ R2×2

Ta má charakteristický polynom λ2 + 1, tedy nemá reálná
vlastní £ísla, ani nemá v R2 ºádné vlastní vektory. Chápeme-li
ale FA jako endomor�smus prostoru C2, pak σ(A) = {i,−i} a
p°íslu²né vlastní podprostory jsou 〈(1,−i)〉, resp. 〈(1, i)〉.
Diagonalizace pak má tvar(

0 −1
1 0

)
=

(
1 1
−i i

)(
i 0
0 −i

)
1

2i

(
i −1
i 1

)

Pro obecnou matici rotace se analogicky spo£ítá ♣, ºe(
cosα − sinα
sinα cosα

)
=

(
1 1
−i i

)(
eiα 0
0 e−iα

)
1

2i

(
i −1
i 1

)



Nech´ A ∈ Cm×n, pak Ā ozna£uje matici stejného typu, jejíº
kaºdý element āij je komplexn¥ sdruºený k odpovídajícímu
elementu aij matice A. Matice A+ := ĀT se nazývá matice
hermitovsky sdruºená k matici A. Protoºe AB = ĀB̄, platí u
hermitovského sdruºení sou£inu analogická vlastnost jako u
transponování sou£inu, a sice (AB)+ = B+A+ ♣.
Pokud A+ = A, °íkáme, ºe A je hermitovská matice.

V¥ta

Nech´ A ∈ Cn×n je hermitovská matice. Pak kaºdé její vlastní

£íslo je reálné.

D·kaz.

Pokud λ ∈ C, v ∈ Cn spl¬ují Av = λv, máme i v+A+ = λ̄v+ a

λv+v = v+Av = v+A+v = λ̄v+v

Protoºe v+v =
∑n

i=1 |vi|2 6= 0 pro v 6= 0, musí být λ = λ̄.



Speciálním p°ípadem hermitovské matice je reálná symetrická
matice, tedy A = AT . Pokud λ ∈ R je její vlastní £íslo, pak i
A− λE je reálná matice a báze jejího jádra sestává z vektor· z
Rn.

Tvrzení

Nech´ A ∈ Rn×n je symetrická matice, λ, µ ∈ σ(A), v,w ∈ Rn,
v ∈ Vλ, w ∈ Vµ. Pak v ⊥ w.

D·kaz.

Z Av = λv a Aw = µw plyne, ºe

µvTw = vTAw = vTATw = (Av)Tw = λvTw

Protoºe λ 6= µ, musí být vTw = 0, neboli v ⊥ w.

Má-li matice A n vzájemn¥ r·zných vlastních £ísel, je v bázi z
vlastních vektor· kaºdý vektor kolmý na kaºdý jiný. Takové bázi
se °íká ortogonální. V letním semestru ukáºeme, ºe ortogonální
bázi z vlastních vektor· lze najít pro kaºdou symetrickou matici.



Z kaºdé ortogonální báze (v1, . . . ,vn) v Rn lze vytvo°it bázi
( v1
‖v1‖ , . . . ,

vn
‖vn‖) , která je stále ortogonální a navíc má kaºdý

vektor normu 1. Taková báze se nazývá ortonormální. Protoºe
‖v‖2 = vTv, plyne odtud

Tvrzení

Nech´ B = (u1, . . . ,un) je ortonormální báze Rn, U = [Id]KB .

Pak UT = U−1.

D·kaz.

Platí UTU = (u1| . . . |un)T (u1| . . . |un) = E.

Reálná £tvercová matice U s vlastností UTU = E se nazývá
ortogonální matice. Pokud tedy A je reálná n× n symetrická
matice, která má n vzájemn¥ r·zných vlastních £ísel, víme, ºe
musí existovat ortogonální matice U taková, ºe UTAU je
diagonální.



N¥kolik pozorování k ortogonálním maticím:

1. Endomor�smus FR ∈ End(Rn), kde R je ortogonální,
zachovává normu, nebo´ ‖Rv‖2 = vTRTRv = ‖v‖2.

2. Zachovává i skalární sou£in, protoºe ten lze vyjád°it pomocí
norem vTw = 1

4(‖v + w‖2 − ‖v −w‖2) ♣.
3. Matice rotace vzhledem ke kanonické bázi je tedy

ortogonální matice.

4. Mnoºina v²ech n× n ortogonálních matic tvo°í grupu, tedy
speciáln¥ i matice UTRU , kde U,R jsou ortogonální, je
ortogonální. ♣. Pokud tedy B je ortonormální báze a
U = [Id]KB , pak [FR]BB je ortogonální matice.

5. Chápeme-li FR jako endomor�smus Cn a v ∈ C je jeho
vlastní vektor p°íslu²ný vlastnímu £íslu λ ∈ C, pak

λ̄λv+v = (Rv)+(Rv) = v+R+Rv = v+RTRv = v+v,

tedy vlastní £ísla FR leºí na jednotkové kruºnici v C.


