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Diagonalizace n x n matice A je hledani diagonalni matice

A1 ... O
D= < Dol ) =: diag(A1, ..., An), spliwjici
0 ... \n

A=RDR™!

AP0
pro né&jakou regularni matici R. Protoze D¥ = | . .. a
0 .. Xk

A* = RDR'RDR™'...RDR™' = RD*R™!,
k

stac¢i ndm znalost D a R k nalezeni libovolné mocniny matice A.
Protoze A = [F4]¥, 1ze vztah D = R™1AR chapat jako
transformacni formuli

[Falp = )3 [Falk 0d]3,

pro néjakou vhodnou bazi B, zvanou bdze z vlasinich veklori.



DEFINICE

Necht V je vektorovy prostor nad F. Cislo A € F je vlastnim
¢islem endomorfismu f € End(V'), paklize pro né&jaky nenulovy
vektor v € V plati f(v) = Av. Kazdy vektor, ktery toto spliiuje,
se nazyva vlastnim vektorem f prisluSnym vlastnimu ¢islu .

Podminku f(v) = Av lze piepsat jako (f — AId)(v) = 0. Vlastni
vektory jsou tedy prvky V) := Ker(f — A1d) neboli vlastniho
podprostoru endomorfismu f prislusného vlastnimu ¢islu X.

Dle definice je A vlastni &islo f, paklize Ker(f — A1d) # 0. Je-li
dimV =n a C baze V, nastava to pravé kdyz [f — AId]S je
singuldrni matice. V oznaceni [f]S = A to znamena, 7e

all — A ai12 e A1n

det(A-AE)=| @ 2 A

anl Ann — A



Pron =2 an =3 mame

- A
a1l N (=A% + (a11 + a2) (=) + (a11a22 — agaz)
as1 aze — A

= A2 —TrAX+detA

det(A — AE) = (=\)3 4 (Tr A)(=\)? + (Tr(adj(A)))(=A) + det A
Charakteristicky polynom pa(A) := det(A — AE) matice
A € F™™ ma tedy

» stupenl n, s koeficientem (—1)" u A"

» absolutni ¢len p(0) = det(A — OF) = det A

» koeficient (—1)" ' Tr A u A" ! a —Tr(adj(4)) u .

» obecny koeficient u A" ¥ roven (—1)"~% > 11—k det(Arr),
kde Ajr je k x k podmatice A vznikla vynechanim vSech
Fadkii a sloupct, jejichz indexy nejsou v mnozing I &.

Charakteristicky polynom endomorfismu f je det(f — \1d), ¢ili
charakteristicky polynom jeho libovolné matice [f]%.



PRIKLADY

1. Zobrazeni f: P"(z,R) — P"(z,R) definované jako derivace
polynomu [f(p)](z) := Lp(x) mé jediné vlastni &islo 0,
vlastni podprostor je tvoren konstantnimi polynomy.

2. Vlastnimi ¢isly D = diag(dy,...,d,) jsou dy,...,d, a
piislusné vlastni podprostory jsou (pro pfipad vzajemné
riznych d;) linedrni obaly prvka kanonické baze
(e1),...,(en) € C".

3. Pokud Az = Az a A je regularni, pak A~'ex = A1z, ¢ili
inverzni matice ma stejné vlastni podprostory, ale
prevracend vlastni ¢isla.

4. Pokud A = Q7'BQ, pak Az = Az znamend BQz = \Qx,
tedy A je vlastnim ¢&islem B s vlastnim vektorem Qux.
Podobné matice maji tedy stejna vlastni éisla.

5. det(AT — AE) = det(A — AE)T = det(A — AE), tedy AT ma
stejné vlastni ¢isla jako A.



Vlastni ¢isla lze tedy nalézt jako kofeny charakteristického
polynomu. Teorie se zjednodussi, kdyz budeme moci
predpokladat, ze A je komplexni matice a vlastni ¢isla také
hledame v C. Opirdame se pfitom o tzv. Zakladni vétu algebry:

VETA
KazZdy nekonstantni polynom s kompleznimi koeficienty md
alespoti jeden kofen v C.

Dikaz je nad ramec kurzu. MtZeme ale odvodit jednoduchy
disledek:

DUSLEDEK
Necht p(z) je polynom stupné n > 0 s kompleznimi koeficienty.
Pak md n komplexnich kotfeni véetné ndsobnosti.

Diikaz indukci. Pro n = 1 zjevné plati. Necht zq € C je kofen
p(x) = YL aix’. Pak p(z) = p(a) — p(xo) = iy ai(z’ — xf),
coz lze zapsat jako(x — xg)gq(x), kde g(x) je polynom stupné

n — 1. Ten méa z induk¢éniho predpokladu n — 1 kofenu véetné
nasobnosti. Tedy p(z) méa n kofent veetné nasobnosti.



MnoZina vSech vlastnich ¢isel matice A se nazyva jeji spektrum,
znali se o(A). Pro \; € 0(A) je jeho algebraickd ndsobnost
definovana jako nasobnost \; coby kofenu p4(A), a jeho
geomelrickd ndsobnost jako dimenze prostoru Ker(A — \E).
Analogicky jsou definovany tytéz pojmy pro endomorfismus.

LEMMA
Necht V' je vektorovy prostor nad F dimenze n, f € End(V) a
pro vechny proky mnoziny M = {\1,..., \x} je zvolena néjakd

baze B; prostoru Vy,. Pak je mnoZina B = B U...U By,
linedrné nezdvisld.

Je-li V nad C, M = o(f) a kazdé vlastni ¢islo f ma stejnou
algebraickou i geometrickou nésobnost, pak ma |B| = n a je to
tedy na zakladé lemmatu baze V. Specialné to musi nastat v
piipadsé, Ze jsou vSechny algebraické nasobnosti vSech A; € o(f)
rovny jedné. Protoze dim Ker(f — \; Id) je vzdy alespon 1, ma B
alespoit n prvki, a protoze je LN, musi jich mit pravé n.



DUKAZ.

Uvazujme mnozinu N C V nenulovych vektori, v niz kazdy
prvek patii jinému vlastnimu prostoru V). Je-li N LZ, lze z ni
vybrat bazi N = {v;,,...,v;,} jejiho linedrniho obalu, kde

vi; € Vi, a vyjadiit néjaky v; € N \ NV jako vj = 370 v,
Je-li v; € Vi, pak f(vj) = \ju; = Zgzl TpAjV;,, ale zaroven

q q
) = Z rpf(vip) = Z TP)‘ipvip
p=1 p=1

Tedy Zp 17p(Ai, — Aj)vi, = 0. Protoze zadny rozdil A;, — A;
neni 0 a i nektere rp musi byt nenulové, je to ve sporu s linedrn{
nezavislosti N’. Tedy N nemitize byt LZ.

Ozna¢me nyni B; = (w1, . .., Wip,) a uvazujme LK ve tvaru

n1 s g . — “me ol
Zil:l Tl Wiiy + -« + Zik:l Thiy Wi, = 0. Ozna¢me jednotlivé
sumy jako vy,. .., v, pak v; € V). Podle prvniho odstavce musi

byt vSechny v; nulové, a protoze Bj je LN, musi byt pak nulové
1 vSechny koeficienty rj;;. Tedy B je LN. O



Ptredpokladejme nyni, 7e pro f € End(V') v prostoru V' mame
bazi B = (v1,...,v,) slozenou z vlastnich vektori f. Pokud
v; € V) pro néjaké \; € o(f), pak f(v;) = \jv;, neboli
[f(v)]? = \e;. Pak ale

15 = @] Jf@a)l®) = [+
0 ... A\
V tomto vztahu na rozdil od pfedchozich dvou snimki nemusi

byt v8echna \; vzajemné rizna. Specidlné pro f = F4 s bazi z
vlastnich vektori B = (vi,...,V,) mame

A= [Falk [Id f{

= (vi]... [vn) Vil va)™



PRIKLAD

L 1>. Char. polynom je

Diagonalizujme matici A = <_3 5

paAN) =22 —TrA X +det A=)X2 -6\ +8=(\—2)(\—4)

Tedy o(A) = {2,4}. Vlastni podprostory pak jsou

i () ((8) ) (1) =((1))
1= (4= )6 ) e (5 )



Ma-li A vCetné nasobnosti n vlastnich ¢isel, pak je jejf
charakteristicky polynom rozlozitelny, tj.

(=) 4+ Tr A(=N)""1 4 .. 4 det(A)
=A1=ANA2=A)...(A\p =)

(N "+ A+ F X)) A,

pa(N)

7 porovnani absolutnich ¢lent vidime, Ze det A je roven soucinu
vSech n vlastnich Cisel a Tr A je rovna souctu vSech vlastnich
¢isel. Charakteristicky polynom, vlastni ¢isla a jejich algebraické
i geometrické nasobnosti, stopa, determinant i ostatni
koeficienty charakteristického polynomu se neméni pii
podobnostni transformaci A — R~ AR. Jsou to tedy invarianty,
lze je zavést i pro endomorfismy, se zachovanim vztaht mezi
nimi. Jeden takovy je (pro 2 x 2 matice) o,

det A — %(Tr(A)2 — Tr(A2))

Koeficienty pa(\) Ize vidy vyjadfit pomoci Tr(A%), k < n &.



Nékteré endomorfismy a matice diagonalizovatelné nejsou,
protoze LN mnozina B = B; U. ..U By neobsahuje dost vektori,
aby to byla baze. Piikladem je tfeba matice

A:<8 (1)> = o(4) = {0}, tedy V0:<(é>>

nebo endomorfismus D prostoru V = P"(x, C), ktery pfifazuje
polynomu p(z) jeho prvni derivaci podle x. Pokud definujeme ve

"

V bazi C = (1, z, %, ..., ), spojuje ji D do Tetizku

i Remsy

9

0= 1D D g2 D D, gn-l D gn
2 n!

[es]e)
O
o

z ného lze vyéist, ze [D]S = . Matice tohoto

oOOoO—O [e]e)
oO—OO (o)

OO+
[es]enlen)
[es]enlen)

typu se objevuji v teorii Jordanova tvaru, kterd fesi otazku
matic, které diagonalizovatelné nejsou. Vice v letnim semestru.



PRIKLAD
Rotace v roviné R? o pravy thel ma matici vzhledem ke K

[Fa=4= (COS? —sm 2) = <(1) _01> e R?2x?

3 s s
Sin 9 COS 9

Ta mé charakteristicky polynom A? 4 1, tedy neméa realna
vlastni ¢isla, ani nema v R? Zadné vlastni vektory. Chapeme-li
ale Fy jako endomorfismus prostoru C2, pak o(A) = {i,—i} a
prislusné vlastni podprostory jsou ((1,—i)), resp. ((1,1)).
Diagonalizace pak mé tvar

0 -1\ _ (1 1\ (i O0\1/fi -1
1 0/) \—=i ¢)J\0 —i)2i\s 1
Pro obecnou matici rotace se analogicky spocita &, ze

cosa —sina) (1 1 el 0 i 7 —1
sina  cosa J  \—i i 0 e)9i\i 1



Necht A € C"™*", pak A oznatuje matici stejného typu, jejiz
kazdy element a;; je komplexné sdruzeny k odpovidajicimu
elementu a;; matice A. Matice AT := AT se nazyva matice
hermitovsky sdrufend k matici A. Protoze AB = AB, plati u
hermitovského sdruzeni sou¢inu analogickd vlastnost jako u
transponovani soucinu, a sice (AB)T = BT AT &.

Pokud AT = A, fikame, Ze A je hermitovskd matice.

VETA
Necht A € C™*" je hermitovskd matice. Pak kaZdé jeji vlastni
¢islo je redlné.

DUKAZ. )
Pokud X € C, v € C" spliiuji Av = v, mame i vtAT = AvT a

Wiv=viAv=vtATv=)\vTv

Protoze viv = 3" |v;]? # 0 pro v # 0, musi byt A = A. O



Specidlnim pripadem hermitovské matice je realna symetricka
matice, tedy A = AT. Pokud X € R je jeji vlastni &islo, pak i

A — \FE je redlna matice a baze jejiho jadra sestava z vektori z
R™.

TVRZENI

Necht A € R™™ je symetrickd matice, \,u € o(A), v,w € R",
veV\,,weV, Pakv Lw.

DUKAZ.
Z Av = \v a Aw = uw plyne, Ze

pviw =vliAw = v ATw = (Av)Tw = Awvl'w

Protoze \ # u, musi byt vI'w = 0, neboli v L w. O

Ma-li matice A n vzajemné ruznych vlastnich ¢isel, je v bazi z
vlastnich vektort kazdy vektor kolmy na kazdy jiny. Takové bazi
se Tik& ortogondlni. V letnim semestru ukdZeme, Ze ortogonalni
bézi z vlastnich vektort lze najit pro kazdou symetrickou matici.



Z kazdeé ortogonélni baze (vi,...,vy,) v R" lze vytvofit bézi

(m, ce ﬁ) , ktera je stale ortogonalni a navic méa kazdy
n

vektor normu 1. Takova baze se nazyva ortonormdlni. Protoze

|v||? = vT'v, plyne odtud

TVRZENI

Necht B = (uy,...,u,) je ortonormdlni bdaze R", U = [Id]X.
Pak UT =UL.

DUKAZ.

Plati UTU = (w]...|u,)" (uy]...|u,) = E. O

Realné ¢tvercova matice U s vlastnosti UTU = F se nazyva
ortogondlni matice. Pokud tedy A je realna n x n symetricka
matice, kterd ma n vzijemné riiznych vlastnich ¢isel, vime, Ze
musi existovat ortogonalni matice U takova, ze UT AU je
diagonélni.



Neékolik pozorovani k ortogonélnim maticim:

1.

Endomorfismus Fr € End(R"), kde R je ortogondlni,
zachovava normu, nebot |Rv||?> = vI RTRv = ||v||%.

. Zachovava i skalarni souéin, protoZe ten lze vyjadrit pomoci

norem viw = %(Hv + w2 —[v—w|?) &.

. Matice rotace vzhledem ke kanonické bazi je tedy

ortogonalni matice.

. Mnozina v8ech n x n ortogondlnich matic tvoii grupu, tedy

specialné i matice UT RU, kde U, R jsou ortogonalni, je
ortogonélni. &. Pokud tedy B je ortonormalni baze a
U = [Id)8, pak [Fr]Z je ortogonalni matice.

. Chapeme-li Fr jako endomorfismus C™ a v € C je jeho

vlastni vektor pFislugny vlastnimu ¢islu A € C, pak
MvTv = (Rv)T(Rv) = v RTRv = vTRTRv = vTv,

tedy vlastni ¢isla Fr leZi na jednotkové kruznici v C.



