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Je-li T tenzor typu (p, q), pak dosazenim vektoru ¢i kovektoru
do nékterého argumentu ziskdme vektor nebo kovektor stupné
p+ ¢ — 1. Necht napt. g € TY(V) je bilinearni forma a v € V,
pak je zobrazeni
g(-,v):V = F
u— g(u,v)

linearni forma a podobné g(v, -). Vzhledem k bazi je
g(u,v) = g;ju'v’, soufadnice obou linedrnich forem tedy budou

[9(,0)]B = (91507, - - ., gnj¥?)
l9(v,-)]B = (gilvia . ,gmvi)

Podobné z tenzoru T' := T;ei ®el € THV) dostaneme dosazenim
v eV vektor T'(-,v) := T}eiej (v) = ij%i se soufadnicemi

[T(-, )] = (levj, e ,T]nvj)T



Kazdému T € T} (V) tedy lze pFitadit operator T predpisem
Tv :=T(-,v),

jeho# reprezentace [T|8 = (T;)?]:l = [T g. Toto piifazeni je
kanonicky izomorfismus mezi T{ (V) a End V.

Podobné k g € T9(V) je piifazen b, :€ Hom(V, V*), definovany

Budeme piedpokladat, Ze g je symetrickd regularni bilinearn{
forma, pak je b, izomorfismus, nazyva se spusténs indezu. Pokud
(V,g) je unitarni prostor, pak se predpoklada, ze spusténi
indexu pifslusi skalarnimu soucinu (metrickému tenzoru) g a
soutadnice kovektoru byv byvaji oznaceny misto (byv); = g;;0’
pouze v;. Ze symetrie g a interpretace v jako prvku (V*)* pak

(bgv)(u) = g(u,v) = g(v,u) = v(g(-;u)) = (voby)(u)



Z rovnosti bgv = v o by mizeme definovat spousténi indexii pro
libovolny tenzor T4 (V') s p > 0. Naptiklad pro T € T$(V) je
T(bg-,-,0g,-) tenzor typu (1,3) vznikly spusténim prvniho a
tfettho indexu. Jeho soufadnice jsou

b . b j ibj
Ta ed = (bgew € ’bgew ed) = T(gai€’, € 7nge]7 ed) = 9aige; T ]d

Piseme T ¢ misto Tacd7

byly spustény a které ne.

abychom dokézali rozlisit, které indexy

Inverzni operace ke spusténi se nazyva zdviZeni indexu a znadi
f4- Lze ji téz definovat pomoci dudlniho metrického tenzoru
L' e T3(V), uréen¢ho & predpisem

g =gYe;®ej, kde g9 g = O}
Je-li a € V* pak
fga =g (-, @) = g7ejej(@) = g7 aje; €V,

tedy (fg0)" = g¥ ;. Podobné jako u b, pak f,a = avo f,.



Zpét k operatorim. Stopa T € End(V') je rovna
n . . .
TT=> (Tp)i=T = (Tfea® ) (e’ &) = T(e' e;)
i=1

Na volbé baze B nezalezi & a Tr mtzeme chapat jako zobrazeni
z TH(V) do skalarii T (V) := F. Konstrukci lze zobecnit:

DEFINICE
Necht V' je vektorovy prostor, (e;)} je baze V., p >0, g >0,
ac{l,...,p},be{l,...,q}. Zobrazeni

Cap 1 TP(V) = TP} (V)

T—T(...,e....€e,...)
a b

se nazyva kontrakce tenzoru (nékdy téz ziZeni nebo stopa) pres
a-ty kontravariantni a b-ty kovariantnf index.



Na unitdrnim prostoru lze zkombinovat kontrakci a
zdvihani/spousténi indexu. Pokud ¢ je metricky tenzor a napf.
T € TY(V) trilinearni forma, pak

Ejie] =g kT k@j CllT( ’ 7jj ) € Tlo(v)

Ze symetrie g plyne, Ze Tiji, tedy kovektor vyse lze zapsat i jako
C12T (84, -, -)- Kovektory

T ej CHT( ﬁg-, ) nebo Tjiiej = ClgT(‘, ﬁg-, )

se ale od néj obecné lisi.

Pokud v € V, @ € V*, Ize hodnotu a(v) = a;v* chapat jako
kontrakeci C11(v ® «) tenzorového soucinu. Analogicky lze
pomoci tenzorového soudinu a kontrakei zapsat hodnotu
libovolného tenzoru stupné p + ¢ na (ko-)vektorech v, ..., w:

T(w,...,w)=(Co...cC)(T®VR...0w),
Jr
ptaq



DEFINICE
Necht T € Tg(V). Pak definujeme tiplnou symetrizaci, resp.
iplnou antisymetrizaci tenzoru T' pfedpisem Vvy,...,v4 € V

1
[rs(T)](v1,...,vq) := P Z T(Vp(1)s -+ Vp(q)), TESD-
" pESy

1
[WA(T)KUD R Ul]) = a Z Sgn(p)T(Up(1)> s 7vp(q))
pPESy

Pro piipad bilinearni formy definice fika, ze

1
[WS(T)]ab = i(Tab + Tba) = T(ab)
1

[T4(T)]ap = i(Tab — Tha) =1 Ty

Zde jsme zavedli tradi¢ni zavorkovou notaci pro symetrizaci a
antisymetrizaci indexi.



Vlastnost Typ = T{qp) + Tjap znamena, ze kazdy tenzor typu
(0,2) je mozné (jednozna¢né) rozlozit na jeho symetrickou a
antisymetrickou ¢ast

T =Type" ®e’ = Tiapye” ® el + Tape” @ e’
1 1
= T(ab)§(€a e+’ ®e”) + T[ab}i(e” e’ — e’ ®e)
= T(aye'™ + Tiape,
kde (”;1) tenzort e(@) tvoif bazi prostoru viech symetrickych

bilinearnich forem S3(V) a (}) tenzori el bazi prostoru viech
antisymetrickych bilinearnich forem Ay(V'). Analogicky &

n+qg—1

diqu(V):< ; > dimAq(V):<Z>.

Pro ¢ > 2 ale dim Sy (V) + dim Ay (V) < dim T (V'), takie uz
neplati, Ze kazda g-linearni forma je soudtem uplné symetrické a
iplné antisymetrické formy.



