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Je-li T tenzor typu (p, q), pak dosazením vektoru £i kovektoru
do n¥kterého argumentu získáme vektor nebo kovektor stupn¥
p+ q − 1. Nech´ nap°. g ∈ T 0

2 (V ) je bilineární forma a v ∈ V ,
pak je zobrazení

g(·, v) :V → F
u 7→ g(u, v)

lineární forma a podobn¥ g(v, ·). Vzhledem k bázi je
g(u, v) = giju

ivj , sou°adnice obou lineárních forem tedy budou

[g(·, v)]B = (g1jv
j , . . . , gnjv

j)

[g(v, ·)]B = (gi1v
i, . . . , ginv

i)

Podobn¥ z tenzoru T := T ijei⊗ ej ∈ T 1
1 (V ) dostaneme dosazením

v ∈ V vektor T (·, v) := T ijeie
j(v) = T ijv

jei se sou°adnicemi

[T (·, v)]B := (T 1
j v

j , . . . , Tnj v
j)T



Kaºdému T ∈ T 1
1 (V ) tedy lze p°i°adit operátor T p°edpisem

Tv := T (·, v),

jehoº reprezentace [T]BB = (T ij )
n
i,j=1 ≡ [T ]B. Toto p°i°azení je

kanonický izomor�smus mezi T 1
1 (V ) a EndV .

Podobn¥ k g ∈ T 0
2 (V ) je p°i°azen [g :∈ Hom(V, V ∗), de�novaný

[gv := g(·, v)

Budeme p°edpokládat, ºe g je symetrická regulární bilineární
forma, pak je [g izomor�smus, nazývá se spu²t¥ní indexu. Pokud
(V, g) je unitární prostor, pak se p°edpokládá, ºe spu²t¥ní
indexu p°íslu²í skalárnímu sou£inu (metrickému tenzoru) g a
sou°adnice kovektoru [gv bývají ozna£eny místo ([gv)i = gijv

j

pouze vi. Ze symetrie g a interpretace v jako prvku (V ∗)∗ pak

([gv)(u) = g(u, v) = g(v, u) = v(g(·, u)) = (v ◦ [g)(u)



Z rovnosti [gv = v ◦ [g m·ºeme de�novat spou²t¥ní index· pro
libovolný tenzor T pq (V ) s p > 0. Nap°íklad pro T ∈ T 3

1 (V ) je
T ([g·, ·, [g·, ·) tenzor typu (1, 3) vzniklý spu²t¥ním prvního a
t°etího indexu. Jeho sou°adnice jsou

T b
a cd := T ([gea, e

b, [gec, ed) = T (gaie
i, eb, gcje

j , ed) = gaigcjT
ibj
d

Pí²eme T b
a cd místo T bacd, abychom dokázali rozli²it, které indexy

byly spu²t¥ny a které ne.

Inverzní operace ke spu²t¥ní se nazývá zdviºení indexu a zna£í
]g. Lze ji téº de�novat pomocí duálního metrického tenzoru

g−1 ∈ T 2
0 (V ), ur£eného ♣ p°edpisem

g−1 = gijei ⊗ ej , kde gijgjk = δik

Je-li α ∈ V ∗ pak

]gα := g−1(·, α) = gijeiej(α) = gijαjei ∈ V,

tedy (]gα)i = gijαj . Podobn¥ jako u [g pak ]gα = α ◦ ]g.



Zp¥t k operátor·m. Stopa T ∈ End(V ) je rovna

TrT =

n∑
i=1

([T]B)ii ≡ T ii = (T ab ea ⊗ eb)(ei, ei) ≡ T (ei, ei)

Na volb¥ báze B nezáleºí ♣ a Tr m·ºeme chápat jako zobrazení
z T 1

1 (V ) do skalár· T 0
0 (V ) := F. Konstrukci lze zobecnit:

Definice

Nech´ V je vektorový prostor, (ei)
n
1 je báze V , p > 0, q > 0,

a ∈ {1, . . . , p}, b ∈ {1, . . . , q}. Zobrazení

Cab : T pq (V )→ T p−1q−1 (V )

T 7→ T (. . . , ei
a
, . . . , ei

b
, . . .)

se nazývá kontrakce tenzoru (n¥kdy téº zúºení nebo stopa) p°es
a-tý kontravariantní a b-tý kovariantní index.



Na unitárním prostoru lze zkombinovat kontrakci a
zdvihání/spou²t¥ní indexu. Pokud g je metrický tenzor a nap°.
T ∈ T 0

3 (V ) trilineární forma, pak

T i
ij e

j = gikTijke
j = C11T (·, ·, ]g·) ∈ T 0

1 (V )

Ze symetrie g plyne, ºe T iji, tedy kovektor vý²e lze zapsat i jako
C12T (]g·, ·, ·). Kovektory

T i
i je

j ≡ C11T (·, ]g·, ·) nebo T i
j ie

j ≡ C12T (·, ]g·, ·)

se ale od n¥j obecn¥ li²í.
Pokud v ∈ V , α ∈ V ∗, lze hodnotu α(v) = αiv

i chápat jako
kontrakci C11(v ⊗ α) tenzorového sou£inu. Analogicky lze
pomocí tenzorového sou£inu a kontrakcí zapsat hodnotu
libovolného tenzoru stupn¥ p+ q na (ko-)vektorech v, . . . , w:

T (v, . . . , w) = (C ◦ . . . ◦ C)︸ ︷︷ ︸
p+q

(T ⊗ v ⊗ . . .⊗ w),



Definice

Nech´ T ∈ T 0
q (V ). Pak de�nujeme úplnou symetrizaci, resp.

úplnou antisymetrizaci tenzoru T p°edpisem ∀v1, . . . , vq ∈ V

[πS(T )](v1, . . . , vq) :=
1

q!

∑
ρ∈Sq

T (vρ(1), . . . , vρ(q)), resp.

[πA(T )](v1, . . . , vq) :=
1

q!

∑
ρ∈Sq

sgn(ρ)T (vρ(1), . . . , vρ(q))

Pro p°ípad bilineární formy de�nice °íká, ºe

[πS(T )]ab =
1

2
(Tab + Tba) =: T(ab)

[πA(T )]ab =
1

2
(Tab − Tba) =: T[ab]

Zde jsme zavedli tradi£ní závorkovou notaci pro symetrizaci a
antisymetrizaci index·.



Vlastnost Tab = T(ab) + T[ab] znamená, ºe kaºdý tenzor typu
(0, 2) je moºné (jednozna£n¥) rozloºit na jeho symetrickou a
antisymetrickou £ást

T = Tabe
a ⊗ eb = T(ab)e

a ⊗ eb + T[ab]e
a ⊗ eb

= T(ab)
1

2
(ea ⊗ eb + eb ⊗ ea) + T[ab]

1

2
(ea ⊗ eb − eb ⊗ ea)

= T(ab)e
(ab) + T[ab]e

[ab],

kde
(
n+1
2

)
tenzor· e(ab) tvo°í bázi prostoru v²ech symetrických

bilineárních forem S2(V ) a
(
n
2

)
tenzor· e[ab] bázi prostoru v²ech

antisymetrických bilineárních forem Λ2(V ). Analogicky ♣

dimSq(V ) =

(
n+ q − 1

q

)
, dim Λq(V ) =

(
n

q

)
.

Pro q > 2 ale dimSq(V ) + dim Λq(V ) < dimT 0
q (V ), takºe uº

neplatí, ºe kaºdá q-lineární forma je sou£tem úpln¥ symetrické a
úpln¥ antisymetrické formy.


