1 Nasi novi kamaradi: Eukleidés a Bézout

Resgeni
Verze ze dne 17. Gnora 2025

Cile cviceni: Dukladné si procviéime Eukleidiv algoritmus nad celymi ¢isly, zejména si uvédomime,
7e s jeho pomoci umime pocitat inverzni prvky v konec¢nych télesech a také nékteré kongruence.

Algorithm 1 Rozsiteny Eukleidtv algoritmus
Require: a, b€ Z,a>b>0
Ensure: d = NSD(a, b), koeficienty u, v takové, Ze d = ua + vb (tj. Bézoutovy)
ag < a, a; < b
ug 1,990
up 0,01 <1
141
while a; # 0 do
q < a;_1 div a; > Celociselny podil, téZ |a;_1/a;)|
(ai+17ui+1a Ui—i—l) <~ (Cli—l, Uz’—l,Uz‘—l) —q- (ai; Us, Ui)
141+ 1
return (ai,l, Ui—1, ’Uifl)

Ulohy, které bychom ur¢ité méli umét Fesit:
Uloha 1.1. Najdéte NSD(37,10) a piislusné Bézoutovy koeficienty. Spoéitejte 107! v télese Zs;.

Reseni. Nejprve pouzijeme Eukleidv algoritmus na vstup 37 a 10, v prvnim sloupci tabulky uvadime
zbytky a v druhém a tietim sloupci mezivysledky pro vypocet Bézoutovych koeficientii:

Qi | Uy U;
371 1 0
101 0O 1
7T 1] -3
3|—-1| 4
1 3 | —11
0

Zjistili jsme, ze 1 = 3 - 37 — 11 - 10. Odtud vidime, ze —11 je feSenim kongruence
10z =1 (mod 37),
V télese Zs7, kde pocitdme modulo 37, tedy plati 1071 = —11 = 26.
Uloha 1.2. Najdéte NSD(1023,96) a piislusné Bézoutovy koeficienty.
Reseni. Stejnym postupem jako v spocitame, ze NSD(1023,96) = 3 = (—3) - 1023 4 32 - 96.
Uloha 1.3. Najdéte néjaké celo¢iselné feseni rovnice 1023z + 96y = 18.

ReSeni. Sta¢i nAm pienasobit Bézoutovu rovnost z 3 = (—3)- 1023 + 32 - 96 hodnotou 6 = %, abychom
dostali Feseni 19 = (—18) - 1023 + 192 - 96.

Uloha 1.4. Najdéte 277! v télese Zy;.



Reseni. Stejné jako v pouzijeme Eukleidiv algoritmus

a; | U | Uy
41 1 0
271 0 | 1
147 1 | -1
13| -1 2
1 2 |1=3
0

Protoze 1 = 2 - 41 — 3 - 27, dostavame, ze 27 1 = —3 = 38 v t&lese Zy;.

Pripomenime si, Ze je-li n € N, pak pro celd ¢isla a, b definujeme a = b (mod n) prdvé tehdy, kdyz
n | (a—">b). Proa =0 (modm) ac=d (modm) plati aJc = b0Od (mod m), kde O je nékterd
z operaci +, —, - a dokonce a =b (mod m) < ac = be (mod mc), co? je ekvivalentni ac = be (mod m)
za predpokladu, Ze ¢ a m jsou nesoudeélnd.

Uloha 1.5. Vyfeste v celjch ¢islech nésledujici kongruence:

(d) 6z =2 (mod 8) (pozor na zménu modulu, kdyz ,délime dvojkou*),

ReSeni. (a) Notace znamend, Ze hleddme vSechna takova x, Ze () mod 8 = 2, proto miZeme piimo
napsat obecné feseni x = 2 + 8k pro libovolné £k € Z.

(b) Pienéasobime-li kongruenci 3z = 2 (mod 5) hodnotou 2 = 37! (mod 5), dostaneme
r=2-3x=2-2=4 (mod 5)

Nyni tvahou z (a) dostdvame obecné fesSeni tvaru z = 4 + 5k pro k € Z.

(c) Postupujeme jako vySe a vyuzijeme kongruenci 277! = 38 = —3 (mod 41) spoétenou v tloze [1.4]
Obdobnou tvahou jako v (b) dostaneme

r=38-2Tx=16=(—3)-16 = —-7=34 (mod 41),

a proto x = 34 4+ 41k pro k € Z.

(d) Nejprve kongruenci ekvivalentné upravime na 3z = 1 (mod 4), odkud pfedchozim postupem snadno
obdrzime obecné Teseni x = 3 + 4k pro k € Z.

Uloha 1.6. Ukazte, ze n?> = 1 (mod 8) pro kazdé liché n € N.
Reseni. Je-li n = 2k + 1 pro k € N, pak
n?=0Qk+1)? =4k +4k+1=4k(k+1)+1=1 (mod 8),

protoze soucin k(k + 1) je sudy.



A ted néco pro zabavu a rozsifeni obzoru:
Uloha 1.7. Najdéte NSD(89,55) a piislusné Bézoutovy koeficienty. Jak se na vypoctu a vysledku
projevi, ze jedna o dva po sobé jdouci ¢leny Fibonacciho posloupnosti?

Reseni. Eukleidiv algoritmus nam da 1 = (—21) - 89 + 34 - 55, véimneme si, Ze v jeho pritbéhu jsou
vSechny hodnoty ¢; = 1, posledni dvé nenulové hodnoty a; jsou 2 a 1, proto jsou Bézoutovy koeficienty
az na znaménko rovnéz po sobé jdouci ¢leny Fibonacciho posloupnosti.

Uloha 1.8. Spoctéte NSD(22 — 1,23! — 1) a pifslusné Bézoutovy koeficienty.

Reseni. Déleni se zbytkem je u nagich ¢isel snadné, pouzijeme tedy standardné Eukleid@v algoritmus

a; U; (5

292 _ 111 0

221 —11 0 1

230 -1 1 _261 _ 230
1 —2202 423 11
0

a dostavame 1 = (—2) - (292 — 1) + (262 4230 + 1) - (231 — 1).
Uloha 1.9. Spoctéte NSD(2k + 1,3k + 1) a piislusné Bézoutovy koeficienty v zavislosti na k € N.

Reseni. Postupujeme opét standardné Eukleidovym algoritmem:

a; U; V;
3k+1] 1
2k+1|1 0 | 1

k 1 ]-1

1 -2] 3

0

atedy 1 =(—2)-(3k+1)+3-(2k+1).

Uloha 1.10. Spoététe nejvétstho spoleéného délitele polynomt p = 2% — a® — 42> —x + 1 a ¢ =
2t — 423 4+ 522 — 42+ 1 s reélnymi koeficienty. (Pro tuto tilohu sice jesté nemame dostatecné ,teoretické
zazemi“, ale mozna by $lo pouzit podobné postupy jako pro cela ¢isla?)

ResSeni. Provedeme analogii Eukleidova algoritmu s pomoci déleni se zbytkem. Polynom p mod ¢ je
roven 7 = 33 — 922 + 3z. Pii dalsim déleni si mfizeme uvédomit, ze zbytek po déleni polynomem
323 — 922 + 3z bude stejny, jako zbytek po déleni polynomem 2° — 322 + x, &mZ si mfizeme trochu
usnadnit praci (pokud by se po nés chtély i Bézoutovy koeficienty, tak bychom to ale museli zohlednit)
a ziskat tak dalsi polynom s = g mod r = 22 — 3z + 1, ktery je zjevné délitelem r, a je tedy hledanym
NSD.

Uloha 1.11. Uréete zbytky po déleni (bez pomoci Eulerovy véty, pokud vite, co to je): (a) 33'° mod 10,
(b) 7777 mod 9.

ReSeni. (a) 331 =31 =9 = (~1)°> = -1 =9 (mod 10)
(b) 77T = (_2)777 — (—8)777/3 =1777/3 —_ 1 (mod 9)

Uloha 1.12. Je mozné uvazovat inverzni prvek a~' také modulo m, které neni prvoéislo? Co tieba
297! nebo 337! v okruhu Zsy? Jak to souvisi s (ne)soudélnosti?

Reseni. Protoze jsou NSD(29,39) = 1, obvyklym zpfisobem spocteme 297! = 35. Naopak 337!
v Zsg neexistuje, protoze NSD(33,39) = 3 > 1. Obecné si mizeme uvédomit, ze a € Z;, pravé
kdyz NSD(a,b) = 1. Zpétnou implikaci dostaneme s vyuzitim Bézoutovych koeficientd, a pokud
¢ = NSD(a,b) > 1, pak pro kazdé celé x mame c | az, a proto ax # 1 (mod b).
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Uloha 1.13. Naleznéte a dokazte podminku pro nenulova celd &sla a, b, m ekvivalentni tomu, Ze
kongruence ax = b (mod m) mé néjaké Feseni.
Reseni. Dokazeme, 7e kongruence m4 feseni pravé tehdy, kdyz NSD(a, m) | b. Oznaéme d = NSD(a, m).

Predpokladejme, ze kongruence mé feseni z; pak tedy plati m | (ax — b), neboli ax — b = km pro néjaké
k € Z. Preusporadanim dostavame b = ax — km, kde prava strana je délitelna d, tedy také d | b.

Na druhou stranu, pokud d | b, pomoci Bézoutovy véty nalezneme 2/, k' € Z splijici 2’a + kK'm = d.
JelikoZ je b/d celé ¢islo, mtizeme polozit © = bx'/d, k = bk/d a méme ax + km = b, neboli ax = b
(mod m).

Uloha 1.14. Vyfeste v celjch &islech nasledujici kongruence:

+

(a) 2>+ 5z =0 (mod 19),
(b) 22 =1 (mod p) pro p prvodéislo,
*x (¢) 22+ 102+6=0 (mod 17).
Reseni. (a) Mtizeme tilohu nejprve fesit v télese Zjg:

2 +5r=x(x+5) =0,

coz znamena, ze v Zig bud x = 0 nebo x = —5 = 14. Odtud dostéavame, ze x € Z je TeSeni pravé kdyz
x =0 nebo x = 14 (mod 19) a mnozinou vsech Feseni je {19k | k € Z} U {14+ 19k | k € Z}.

(b) Kongruence je ekvivalentni podmince p | > — 1 = (z + 1)(x — 1), proto s vyuzitim charakterizace
prvocisel dostavame obecné teseni +1 + kp pro vsechna k € Z.

(c) Staci nahlédnout, ze
(r—1)(z—-6)=2>—Te+6=2>+102+6=0 (mod 17)

a pak postupovat obdobné jako v (a), abychom dostali mnozinu v8ech feSeni tvaru {1 + 17k | k €
ZYU {6+ 17k | k € Z).

Uloha 1.15. Vyfeste soustavu kongruenci 4+ 2y = 3 (mod 12), 3z + 4y = 9 (mod 12).

Reseni. MtZeme postupovat napf. tak, Ze z prvni kongruence vyjadiime = = 3 — 2y, dosazenim do
druhé pak mame 2y = 0 (mod 12), neboli y = 0 (mod 6). Z prvni kongruence pak dostavime x = 3
(mod 12).

Uloha 1.16. Najdéte vsechna z,y,z,w € Z spliujici 2% + y? + 22 = 15w? (Ndvod: Teste nejprve
kongruenci modulo 8.)

Reseni. Predpokladejme, Ze existuje nenulové FeSeni; pak existuje i takové feSeni, kde jsou vSechna
¢tyTi ¢isla nesoudélnd. Snadno nahlédneme, zZe libovolna druhd mocnina mize byt pouze 0, 1 nebo 4
modulo 8. Vyzkousenim mnoha moznosti zjistime, Ze leva strana rovnosti miize byt kongruentni pouze
0,1, 2, 3, 4, 5, 6 modulo 8, zatimco prava pouze 0, 4, 7. Musi tedy nastat pripad, kdy jsou obé strany
bud 0 nebo 4, coz ale nastane pouze v piipadé, Ze jsou vSechna ¢isla sudé, coz je spor s nesoudélnosti.

Uloha 1.17. Pomoci modularni aritmetiky odvodte kritéria délitelnosti pro &isla 9 a 11.

Uloha 1.18. Ukaite, 7e stoleti (pokud se nezméni kalendai) nikdy nebudou zacinat stiedou, patkem
ani nedéli. (1. ledna 2001 bylo pondéli.)



Ulohy ze soutézi (pro zahnani akutni nudy):

Uloha 1.19. Jaka je hodnota pfirozeného &isla n, pokud nejmensi spole¢ny nasobek 60 a n je o 777
vetsi nez nejvétsi spolecny délitel 60 a n?

Reseni. Chceme vyfesit rovnici nsn(60,n) = 777 + NSD(60,n), kde nsn je nejmensi spole¢ny nésobek
a NSD je nejvétsi spolecny délitel. Nejvétsi spolecny délitel 60 a n déli 60, takze je to jedno z ¢isel 1, 2,
3,5, 6,10, 12, 20, 30 nebo 60. Obé strany rovnice jsou délitelné 60 a jedind mozna hodnota NSD(60,n),
ktera tohle spliiuje, je 3. Ale pak NSD(60,n) = 780 a 60 - n = 3 - 780, takze n = 39.

Uloha 1.20. Najdéte nejmensi piirozené ¢&slo n, pro které je 11 - 19 - n rovno soudinu tif po sobé
jdoucich celych ¢isel.

Reseni. Protoze 11 a 19 jsou prvocisla, musi byt jedno z téchto t¥i po sobé jdoucich &isel délitelné 11
a jedno (ne nutné jiné) 19. Protoze je soucin kladny, musi i tato t¥i ¢isla byt kladna. Hledame tedy co
nejmensi kladné nasobky 11 a 19, které se lisi nanejvys o 2. Nejmensi takové jsou 3-19 = 57 a 5-11 = 55.
Pak uz mezi né staci jen doplnit 56 a tato tii po sobé jdouci ¢isla vynasobit: 55 - 56 - 57 = 11 - 19 - 840.
Hledanym ¢islem n je tedy 840.

Uloha 1.21. Pfirozené ¢slo mé 25! riznych kladngch délitelii. Kolik nejvice z nich miize byt patou
mocninou prvocisla?

Reseni. Cislo p{'p3? - - - pi*, kde p; jsou riizna prvoéisla, méa pravé (a; +1)(ag +1) - - - (ai + 1) kladnych
délitelt. Z toho vidime, ze nejvyssi pocet patych mocnin prvocisel, které mohou délit zadané cislo,
je roven nejvyssimu moznému poctu Cinitelt vétsich nebo rovnych Sesti v néjakém rozkladu ¢isla 25!.
Rozlozime proto ¢islo 25! na prvocinitele

25! =222 .310.56.73.112.13.17-19-23

a poskladdme z téchto prvocisel co nejvice cinitelti vétsich nebo rovnych Sesti. Prvocisla vétsi nez 5
nechdme samotna, viechny pétky a trojky spojime s dvojkami a koneéné prepiseme 2° na 82. Dohromady
tak dostaneme ¢islo 27.
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