7 Polynomy interpolac¢ni i symetrické

Reseni
verze ze dne 31. biezna 2025.
Cile cviceni: Zjistime, Ze schopnost feSeni soustav kongruenci, kterou jsme diive nabyli pro celd ¢isla, je
dobte aplikovatelna i pro polynomy nad télesy. Krom toho se blize seznamime se symetrickymi polynomy

a zjistime, jak pomoci Vietovych vzorci pracovat s koeficienty polynomi, aniz bychom piimo nasli jejich
kofeny.

Ulohy, které bychom uré¢ité méli umét Fesit:

Uloha 7.1. Najdéte polynom f nejmensiho mozného stupné spliujici
(a) fE€Zslz], f=2+1 (mod 2*+ 1) a f =2 (mod 2% + 1),
(b) f€Qlz], f(0)=1, f(1) =0, f(2) =2,
(c) f € (Zs]a]/(a®* +a+1))[z], f=2 (mod 2° + ), f=a+1 (mod 2* + z).

Reseni. (a) Budeme postupovat obdobné jako v 2. sérii pfi FeSeni soustav linedrnich kongruenci na Z.
Obecné feseni druhé kongruence f =z (mod 2%+ 1) tvaru x + s(x® + 1) pro s € Zs[z] dosadime do prvni
kongruence a ekvivalentné (tentokrat t¥eba bez explicitniho vyuziti Eukleidova algoritmu) upravujeme

fz=z+s(@+1)=z+s(—r+1)=2+1 (mod z*+ 1),
poté odecteme od obou stran kongruence r a dostaneme s(—x + 1) = 1 (mod 2? + 1). Protoze —(1 +
r)(1—z)=2?—-1= -2 (mod 22 + 1), vidime, Ze
—2s=s(z>-1)=s(—z+1)(-x—1)=(-x—1) (mod 2°+ 1),
proto s = 2(—z — 1) = (3z + 3) (mod 22 + 1). Jako FeSeni nejmensiho stupné dostavame tudiz polynom
f=xz+s(@+1) =2+ Br+3)(23+1) =32+ 323 + 42 + 3.
(b) Mizeme bud ulohu pfevést na kongruence

f=1 (modz), f=0 (modz-1), f=2 (moduz—2)

a pak budeme postupovat obdobné jako v (a), nebo miizeme najit feSeni pomoci Lagrangeova interpolac-
niho polynomu (viz dusledek 9.2 ve skriptech):

le,(x—l)($—2)+o_(x—0)(x—2) (z—0)(z—1)

(0—1)(0—2) 1-0)(1-2)  ~ (2-0)(2-1)

1
= 5(z-a;z:2‘ — 5z + 2).

(c) Pfitomnosti ¢tyfprvkového télesa (které zde budeme znacit T') se nenechdme vyvést z miry a z prvni
kongruence vyjadiime f =z + s(z? + a), kde s € T'[x]. Dosazeni do druhé kongruence zpiisobi

r+s(z*+a)=a+1 (mod2®+ 1)
neboli
s(t+a)=z+a+1 (mod2z®+ 1)

(v zévorce u s jsme nahradili 2% za jemu kongruentni z). Nyni mtZeme Eukleidovym algoritmem najit
inverzni prvek k x + o modulo 2% + z, nebo miizeme diky rozkladu 2% + x = z(x + 1) a Cinské zbytkové
vété ekvivalentné resit dveé kongruence
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s(x+a)=sa=a+1 (mod x)
s(r+a)=s(a+1)=a (mod x+ 1)
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odkud snadno vidime s = x + a (mod z* + ). Poznamenejme, 7e takto jsme mohli postupovat diky
tomu, Ze NSDrp(z,x + 1) = 1. (Trikové jsme se celému tomuto vypoctu mohli vyhnout, pokud bychom
sivdimli, zZe v +a+1=2>+a+ 1= (z+a)? (mod 22 + z).) Hledany polynom nejmensiho stupné tedy
jer+(z+a)az?+a)=2+az?+ (a+ 1)z + (a+1).

Vsuvka (Gausstuv algoritmus aneb kterak vyjadfeni pomoci elementarnich symetrickych polynomu na-

1ézti). Necht R je obor. Mame-li symetricky polynom fy € Rz, ..., x,], jehoZ nejvyssim termem (v lexi-
kografickém usporadéani) je a1 x52 ... 25 (nezbytné ky > ky > --- > k) a koeficient u onoho ¢&lenu je ¢,

pak pfejdeme k polynomu
_ ki—ko _ko—k3 kn_1—kn kn,
fl—f()_csl Sg T Sn nSn?

kde s; je i-ty elementarni symetricky polynom v zq,...,x,. Dale totéz provedeme s polynomem f; atd.,
dokud jesté je co odcitat. Hledané vyjadieni je souctem toho, co jsme postupné poodcitali.

Uloha 7.2. Naleznéte vyjadieni danych polynomt z Clx,y, z] pomoci elementarnich symetrickych poly-
nomii:

(a) 7%yz + 2y*z + 2Y2?,

(b) 3(y + 2) + y3(z + 2) + 23(x + y).
Reseni. (a) Lexikograficky nejvyssi ¢len je x%yz, odec¢itdme tedy s3~'sy 's} = sis3 a je okamzité vidét,
7e onen zadany polynom uz je ono s;ss.

(b) Roznésobime zévorky; lexikograficky nejvyssi ¢len je 3y, odecitame tedy
s:{’_lsé_osg = s%sz = 23y + 232 + 2% + balyz + 22227 + x4 bayPs + bryz? + 222 + yiz + 2922 + y2B,
takze nyni mame

fi = —2(2*y* + y?2* + 222%) — 5(z?yz + yPzx + 222y).

lexikograficky nejvyssi ¢len je 22y?, odecitdme tedy
—2577 2557088 = —285 = —2(z?y? + 22 + 22?) — 4(2yz + yPra + ZPay),

takze
fo = —(2%yz + 92w + 22ay).

Jako v ¢asti (a) nahlédneme, Ze toto je —s;s3, takZe hledané vyjadfeni je s?sy — 253 — s1s3.

Pro pouceni ¢tenaii zde jesté uvedeme v podstaté tentyz postup, ale zapsany pomoci symetrickych sum
Zsym, coz Teseni typicky zprehledni; vyznam tohoto symbolu bude takovy, ze bude znacit soucet vSech
2%y = 2%y + v’z + ¥’z + 22y + 2%r + xPe.

vyrazi ziskatelnych permutaci nezndmych, tedy napf. Zsym

Zadany symetricky polynom tedy je v tomto znaceni > z%y. Odeéist od néj musime polynom s?s,,

ktery je roven

stsr = (L a) (T ay) = (D 2* + 23 ay) (S aw) = (X ) (X aw) +2(X 2y)” =

sym

sym sym sym sym sym sym sym sym
= (X 2y + Y Pyz) +2(X Py +2 Y 2tyz) = Y Py +2 3 Py + 5 Y 2ty
sym sym sym sym sym sym sym

Z ¢asti (a) vime, Ze > xyz = s183. Zbyva spocitat, ze

S xy? = (Z xy)2 — 23 2%yz = 55 — 25,53,

sym sym sym

sym

takze

f=stss— (23 2’ 4+ 53 2®yz) = s7so — (255 — 4s153 + Hs153) = $752 — 255 — 5183.

sym sym



Uloha 7.3. Ozna¢me a, b, ¢ (komplexni) kofeny polynomu 23+ 3z +4x —11. Necht f = 2®+ra? +sz+t €
C|x] je polynom s kofeny a + b, b + ¢, ¢+ a.

(a) Nahlédnéte, ze ve skutecnosti f € R[z]| (dokonce f € Z[z]),
(b) urcete r,
(c) urcete t.

ReSeni. (a) Neni t&zké nahlédnout, ze permutace a, b, ¢ vede na permutaci a + b, b+ ¢, ¢ + a, takze
koeficienty f, které jsou dle Vietovych vztahti symetrické polynomy v kofenech f, jsou rovnéz symetrické
polynomy v a, b, ¢, tim padem vyjadritelné pomoci koeficientii ptiivodniho polynomu, tedy realné.

Protoze koeficienty f jsou (jakoZto polynomy v a, b, ¢) dokonce prvky Zla, b, ¢|, podle zdkladni véty o
symetrickych polynomech (véta 11.2) je pujde vyjadfit jako prvky Z[sy, s9, s3] (jinymi slovy, v Gaussové
algoritmu se ,nikde nedéli“). Jelikoz jsou hodnoty si, sq, s3 cela ¢isla, budou tedy nutné i koeficienty f
cela cisla.

(b) Koeficient r je

r:—((a+b)+(b+c)+(c+a)) =—-2a+b+c)=-2-(-3)=6.
(c) Zde plati
t=—(a+b)(b+c)(c+a)=—(s150—s3) = —((—3) -4 —11) = 23,

kde s1, S92, s3 jsou elementarni symetrické polynomy v a, b, c.

A kdyby toho bylo snad malo, mame na piidani:
Uloha 7.4. Najdéte viechny polynomy f € Q[x] stupné mensiho nez 3 spliujic
f=x+1 (modax*+1), f(0) = 3.

Reseni. Postupujeme jako v 7.1. Prvni podminku vyjadiime ve tvaru f = (x4 1)+ s(22+1) pro s € Q[z]
tu dosadime do druhé podminky vyjadiené ve formé kongruence f =3 (mod x):

f=@@+D)+s@@*+1)=1+s=3 (mod x),
tedy s =2 (mod z) a jediné feSeni stupné mensiho nez 3 je f = (z + 1)+ 2(z* + 1) = 3 + = + 222

Uloha 7.5. Zdiivodnéte, pro¢ jsou nasledujici (redlné) polynomy symetrické:
(a) H1gz’<jgn($i - Ij)Q € Rlxy, ..., 7,

(b) (.’El + To — T3 — .’I4)(£E1 — T + T3 — 1’4)(1’1 — Ty — I3 + .’E4).

S , / v / . o v v n v
Reseni. (a) Uvedeny sou¢in druhych mocnin muzeme pfepsat na (—1)(2) [Ticizj<n(@i — 25), odkud uz
je symetri¢nost patrnd — pii permutovani nezndmych jen permutujeme také vSechny uspotadané dvojice
neznamych, neboli jen ménime poradi ¢initeld v soucinu.

(b) Neni tézké si rozmyslet, Ze na to, aby byl polynom symetricky, staci, aby se neménil pfi transpozicich
proménnych (jelikoz kazda permutace je sloZzenim transpozic). Znaménka v zévorkach mtizeme chapat jako
(v8echny tii) moznosti, jak rozdélit ¢tyfi prvky na dvé skupiny po dvou; proto kdykoliv prohodime dvé
proménné, tak ve vysledku prohodime ty dvé zavorky, ve kterych maji ony proménné riizna znaménka, a
ta, ve které maji znaménko stejné, se nezmeéni.

Uloha 7.6. Najdéte izomorfismus mezi okruhy Zs[a]/(a*—1) a (Z2, +, —, -, 0,1) s operacemi definovanymi
po slozkach a 0 = (0,0,0,0), 1 = (1,1,1,1).



ResSeni. Nejprve si uvédomime, Ze polynom z* — 1 mé nad Zs étyii kofeny 1, 2, 3, 4, tj. je soudinem
HaEZg(x — a). Z Cinské véty o zbytcich pro polynomy plyne, Ze zobrazeni

p(f) = (f(1), f(2), f(3), f(4))

je bijekce mnozin Zs[a]/(a* — 1) a Z3i. Zbyva si rozmyslet, Ze se dokonce jedné o okruhovy izomorfismus,
tedy Ze plati p(0) = (0,0,0,0), p(1) = (1,1,1,1) a pro viechna a,b € Zs[a]/(a* — 1)

pla£b) = (a(l) £b(1),a(2) £b(2),a(3) £ b(3), a(4) £ b(4)) = p(a) £ p(b)

pla-b) = (a(1) - b(1),a(2) - b(2), a(3) - b(3), a(4) - b(4)) = p(a) - p(b)-

Uloha 7.7. Bud p prvoéislo. S pomoci ¢inské véty o zbytcich pro polynomy ukazte, ze polynom [
a) € Zy[z] je roven polynomu a? — x.

a€lyp (SL’ -

Reseni. Oba polynomy maji za kofen kazdé a € Z, tedy i jejich rozdil mé4 tuto vlastnost. Ten m4 ale
stupen < n, takovy vsak dle ¢inské véty o zbytcich existuje jen jeden, ¢irou nahodou je to pravée 0.

Uloha 7.8. Jsou-li o, 3, v (komplexni) kofeny polynomu x* — 3z + 1, naleznéte polynom, jehoz kofeny
budou

(a) o2, 5%, 72,
(b) a+1,8+1,v+1,
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(Napovéda: Na (b), (c), (d) nejsou potieba Vietovy vzorce.)

ReSeni. (a) Mame s; = 0, s, = —3, s3 = —1. Standardné vyjadiime o?f%y? = s2 = (—1)? = 1,
a?B% + 322 + 72a? = 53 — 25183 = (=3)2 =9, a® + 2 + 4% = s? — 25y = 6. Hledany polynom je tedy
23 — 622 + 9x — 1.

(b) Zde staci v polynomu nahradit x za x — 1, ¢im# obdrzime z® — 322 + 3.

(c) Neni tézké nahlédnout, ze pfechod k prevracenym hodnotam odpovidd obraceni poradi koeficientii
polynomu, hledany polynom tedy je z3 — 322 + 1.

(d) Postupujeme stejné jako v (c), jen vyuzijeme jiz zndmého vysledku z (b), tedy ziskdvame polynom
323 — 3z + 1.

Uloha 7.9. Nechf «, /3 jsou kofeny realného polynomu z? + 2z — 2. Aniz byste urcili hodnoty a a f3,
spoctéte hodnotu ab + ﬂ6. (Napovéda: Bud zatnéte zuby a vyjddiete pomoci elementarnich symetrickych polynomd,

nebo zkuste vymyslet rekurenci pro hodnoty ¢, = a™ + ".)

Reseni. Piimy algoritmicky ttok na symetricky polynom af 4 3% da s8 — 6sis, 4+ 95252 — 253, kde 5, =
a+f=-2asy=af = -2, takze vysledkem je 416. Alternativné si mizeme vSimnout, ze obecné plati

0"+ B = (ot Yo" 4 BT — "B = (ot B ) — a(an 4 ),
Polozime-li tedy t, = o™ + ", mame rekurenci
t, = —2t,_1 + 2t,_o
s poc¢atecnimi hodnotami tqg = 2, t; = —2, pomoci ¢ehoz snadno spocteme tg = 416.

Uloha 7.10 (AIME 2001). Naleznéte soucet kofentt komplexniho polynomu 2! + (3 — z)200.



Reseni. Trikové feseni spociva v tom, Ze pro kazdy kofen r uvedeného polynomu je rovnéz % — r kofenem

a % jisté korenem neni, tedy se koreny sparuji do dvojic se souctem % Jelikoz ma polynom stupen 2000,
mé také (véetné nésobnosti) 2000 komplexnich kofenti, neboli 1000 dvojic se souctem %, takze celkovy
soucet je 500.

Alternativné méizeme pomoci binomické véty rozvinout ¢len (5 — )2, Clen nejvyssiho stupné, tj. —220%t,

se odecte, dalsim ¢lenem bude 2001- % -22°% a tim jesté néasledujicim (jehoZ koeficient udéva soudet kofent)

je —(20201) -1 21999 Soucet kofentl tedy je
(2001) . 1
L2 )i 50
2001 - 3

Uloha 7.11. Pro vSechna z,y, 2 € R dokazte
ot 4yt 2 4+ 322y 4 3022 4 3y%2? > 203y + 202 + 2wy + 2227 4 282 + 2y28
a rozhodnéte, kdy nastava rovnost.

Reseni. Vsechny ¢leny pievedeme na levou stranu, ¢imz dostaneme nerovnost tvaru f > 0, kde f €
Rz, y, z]. Nyni rozlozime f na elementéarni symetrické polynomy a zjistime

f =5} — 65785+ 9s5 = (s7 — 3s9)”.

Vidime, 7e vskutku f > 0 pro vSechna z,y, z € R, pfiem# rovnost nastava pravé za situace s3 = 3sy. Po
rozepsani tato podminka dostane tvar

x2+y2+z2:xy+yz+zx,

coz lze upravit na
(z =9+ (y—2)*+ (2 —2)* = 0.

Vidime tedy, ze rovnost nastane pravé kdyz x =y = z.



