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Jednou z nejstar²ích aplikací determinantu je explicitní ur£ení
°e²ení soustavy lineárních rovnic, tzv. Cramerovo pravidlo:

V¥ta

Nech´ A ∈ Fn×n je regulární matice, b ∈ Fn. Ozna£me Ai,b

matici, která vznikne nahrazením i-tého sloupce A vektorem b.
Pak i-tá sloºka vektoru x, který je jediným °e²ením soustavy

rovnic Ax = b, je rovna

xi =
detAi,b

detA

Jednoduchým p°íkladem uºití Cramerova pravidla je
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D·kaz.

Pro °e²ení SLR Ax = b platí
∑n

j=1 xjaj = b. Pak

detAi,b = det(a1| . . . |ai−1|
n∑

j=1

xjaj |ai+1| . . . |an)

=

n∑
j=1

xj det(a1| . . . |ai−1|aj |ai+1| . . . |an)

= xi det(a1| . . . |ai−1|ai|ai+1| . . . |an) = xi detA

Vyuºili jsme linearitu v i-tém sloupci a fakt, ºe determinant
matice se dv¥ma stejnými sloupci je roven 0. Je-li A regulární,
pak detA 6= 0, po vyd¥lení detA dostáváme vyjád°ení xi.

Cramerovo pravidlo se hodí zejména pro teoretické úvahy,
p°ípadn¥ pro výpo£et konkrétní i-té sloºky °e²ení, která nás
zajímá, jinak je Gaussova eliminace rychlej²í.



Ve v¥t¥ o Laplaceov¥ rozvoji se vyskytly výrazy tvaru
(−1)i+j det(Aij), jimº se °íká algebraický dopln¥k prvku aij .
Matice, která má na pozici ij algebraický dopln¥k prvku aji
(pozor, indexy jsou obrácen¥!) matice A, se nazývá matice

adjungovaná k A a zna£í adj(A). Má jednoduchý vztah k matici
inverzní:

V¥ta

Nech´ A ∈ Fn×n je regulární. Pak A−1 = 1
detA adj(A).

D·kaz.

Jediným °e²ením soustavy rovnic Ax = ej je j-tý sloupec matice
A−1. Podle Cramerova pravidla má xi, tedy element A−1 na
pozici ij, hodnotu 1

detA detAi,ej . Rozvojem podle i-tého sloupce
dostáváme, ºe detAi,ej je roven

det(a1| . . . |ai−1|ej |ai+1| . . . |an) = (−1)j+i detAji = adj(A)ij



P°íklady

A =
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coº je po vy£íslení 1
2
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)
. Pro v¥t²í matice neº 3× 3 se uº

vzorec nevyplatí, ale op¥t je uºite£ný pro teorii a pro získání
konkrétního elementu inverzní matice bez nutnosti spo£ítat
inverzní matici celou.



Je-li A regulární matice, existuje posloupnost elementárních
matic E1, . . . , Ek, která p°evede A na matici jednotkovou:

Ek . . . E2E1A = E

Pak ale A−1 = Ek . . . E2E1 a A = E−11 E−12 . . . E−1k , a protoºe
inverzní matice k elementární matici je elementární, plyne z
toho, ºe kaºdou regulární matici lze zapsat jako sou£in
elementárních matic. Determinant elementární matice umíme
snadno ur£it ♣:

I matice p°i£tení násobku °ádku do jiného °ádku má
determinant 1

I matice vynásobení °ádku £íslem r má determinant r
I matice prohození dvojice °ádk· má determinant −1.



Uvaºujme nyní sou£in AB dvou £tvercových matic, p°i£emº
A = E1E2 . . . Ek, kde Ei jsou elementární matice. Pak jist¥

det(AB) = det(E1(E2 . . . EkB)) = det(E1) det(E2 . . . EkB),

protoºe násobení maticí E1 je °ádková úprava matice
E2 . . . EkB, která zm¥ní její determinant p°esn¥ stejn¥, jako
kdyby se vynásobil £íslem detE1. Opakováním stejné úvahy
zjistíme, ºe

det(AB) = det(E1) det(E2) . . . det(Ek) det(B)

det(A) = det(E1) det(E2) . . . det(Ek)

Odtud plyne (tém¥°, aº na p°ípad A singulární ♣)

V¥ta

Nech´ A,B ∈ Fn×n. Pak detAB = detAdetB.



D·sledek

Nech´ A,R ∈ Fn×n, R regulární. Pak

1. det(R−1) = 1
detR

2. det(R−1AR) = detA

D·kaz.

První bod plyne z

det(R−1) det(R) = det(R−1R) = detE = 1,

druhý z

det(R−1AR) = det(R−1) detAdetR =
1

detR
detAdetR = detA



Podobné matice mají tedy stejný determinant. Pokud A je
matice [f ]BB n¥jakého endomor�smu f ∈ End(V ) vzhledem k
bázi B a A′ = [f ]B

′
B′ je matice téhoº endomor�smu vzhledem k

bázi B′, plyne z transforma£ní formule, ºe detA = detA′.
Následující de�nice je tedy korektní:

Definice

Nech´ V je vektorový prostor kone£né dimenze nad F, B jeho
báze a f ∈ End(V ). Pak determinant endomor�smu f je
determinant jeho matice [f ]BB.

Prohlásíme-li rovnob¥ºnost¥n ur£ený vektory báze B reálného
vektorového prostoru V za jednotku objemu a zapí²eme-li
matici A = [f ]BB jako sou£in elementárních matic E1E2 . . . Ek, je
detA rovno pom¥ru objem· rovnob¥ºnost¥n· ur£ených
posloupnostmi f(B) a B ♣. Pokud je tento pom¥r kladný,
°ekneme, ºe báze B a f(B) mají stejnou orientaci, pokud je
záporný, pak r·znou orientaci. Takto se mnoºina v²ech bází
rozpadne na dv¥ t°ídy ekvivalence ♣, v R3 nazývané pravoto£ivé
a levoto£ivé báze. �íslo det f má tedy význam orientované
zm¥ny objemu p°i zobrazení f .



Dal²í veli£inou, která se zachovává p°i podobnosti je stopa

matice A ∈ F, de�novaná jako TrA =
∑n

i=1 aii, tedy sou£et
prvk· na diagonále. Pro A ∈ Fn×p, B ∈ Fp×q, C ∈ Fq×n platí

TrABC =

n∑
i=1

p∑
j=1

q∑
k=1

aijbjkcki =

p∑
j=1

q∑
k=1

n∑
i=1

bjkckiaij = TrBCA,

tzv. cykli£nost stopy. Odtud pak

TrR−1AR = TrRR−1A = TrA

Proto i stopu lze de�novat pro libovolný endomor�smus
f ∈ End(V ) jako stopu Tr[f ]BB jeho libovolné matice. Dal²í
maticové veli£iny, které lze takto vztáhnout na p°íslu²né
endomor�smy (tzv. invarianty, protoºe nezávisí na zvolené
reprezentaci) potkáme v p°edná²ce o diagonalizaci.


