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Jednou z nejstarsich aplikaci determinantu je explicitni urceni
FeSeni soustavy linedrnich rovnic, tzv. Cramerovo pravidlo:
VETA

Necht A € F™*" je reguldrni matice, b € F". Oznacme A;y,

matici, kterd vznikne nahrazenim i-tého sloupce A vektorem b.

Pak i-td slozka vektoru x, ktery je jedinym FeSenim soustavy
rovnic Ax = b, je rovna

o det Az‘,b
YT et A

Jednoduchym piikladem uziti Cramerova pravidla je
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DUKAZ.
Pro feseni SLR Ax = b plati }3'_, v;a; = b. Pak

n
det A;, = det(aq|...|aj_1] ijaj\aiﬂl o an)

j=1
n
= ajdet(ay]...|a;1|ajlaip]. . |an)
j=1
= Z; det(a1| . ]ai_1|ai|ai+1| . |an) = ; det A

Vyuzili jsme linearitu v ¢-tém sloupci a fakt, Ze determinant
matice se dvéma stejnymi sloupci je roven 0. Je-li A regularni,
pak det A # 0, po vydéleni det A dostéavame vyjadieni z;. O
Cramerovo pravidlo se hodi zejména pro teoretické tvahy,
pifpadné pro vypocet konkrétni i-té slozky FeSeni, kter& nés
zajima, jinak je Gaussova eliminace rychlejsi.



Ve vété o Laplaceové rozvoji se vyskytly vyrazy tvaru

(1) det(A;5), jimZ se ¥ikd algebraicky dopinek prvku a;;.
Matice, kterd mé na pozici ij algebraicky doplnék prvku aj;
(pozor, indexy jsou obracend!) matice A, se nazyva matice
adjungovand k A a znaci adj(A). Ma jednoduchy vztah k matici
inverzni:

VETA
Necht A € F™¥" je requldrni. Pak A~ = deiA adj(A).
DUKAZ.

Jedinym FeSenim soustavy rovnic Ax = e; je j-ty sloupec matice
A~!. Podle Cramerova pravidla ma z;, tedy element A~! na
pozici i, hodnotu ﬁ det A;e;. Rozvojem podle i-tého sloupce
dostavame, 7e det A; e, je roven

det(ay|...|a;_1]ejlait1]. .. |a,) = (—1)7 T det Aj; = adj(A);

O
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coZ je po vyc1slen17 -2 78>.Pro veétsl matice nez 3 X 3 se uz

vzorec nevyplati, ale opét je uziteény pro teorii a pro ziskan{
konkrétniho elementu inverzni matice bez nutnosti spocitat
inverzni matici celou.



Je-li A regularni matice, existuje posloupnost elementarnich
matic Eq, ..., Eg, ktera pfevede A na matici jednotkovou:

Ep...EsE1A=E

-1 _ _ p—lp—1 -1 .

Pak ale A= = Ej,...EboFE1 a A= E[ E, ... E,_, a protoZe
inverzni matice k elementarni matici je elementarni, plyne z
toho, Ze kazdou regularni matici lze zapsat jako soucin
elementérnich matic. Determinant elementarn{ matice umime
snadno urcit é:

» matice pri¢teni nasobku rfadku do jiného fadku méa

determinant 1
» matice vynésobeni fadku &islem r mé determinant r

» matice prohozeni dvojice fadkt ma determinant —1.



Uvazujme nyni souéin AB dvou ¢tvercovych matic, pficem?
A= FE1Fs...Eg, kde E; jsou elementarni matice. Pak jisté

det(AB) = det(El(Eg ce EkB)) = det(El) det(Eg S EkB),

protoze nasobeni matici E; je fadkova dprava matice
E> ... EpB, kterd zméni jeji determinant pfesné stejné, jako
kdyby se vynasobil ¢islem det F;. Opakovanim stejné uvahy
zjistime, Ze
det(AB) = det(E7) det(FEs) . ..det(Ey) det(B)
det(A) = det(Eq) det(Es) ... det(Ey)

Odtud plyne (téméfF, az na ptipad A singuldrni &)

VETA
Necht A, B € F"™"_ Pk det AB = det A det B.



DUSLEDEK
Necht A, R € F™*" R reguldrni. Pak

1. det(R71) = 5
2. det(R7'AR) = det A

DUKAZ.
Prvni bod plyne z

det(R™!)det(R) = det(R"'R) = det E = 1,

druhy z

1
det R

det(R"'AR) = det(R™!)det Adet R =

det Adet R =det A

O



Podobné matice maji tedy stejny determinant. Pokud A je
matice [f]B néjakého endomorfismu f € End(V) vzhledem k
bazi B a A’ = [f]2, je matice téhoz endomorfismu vzhledem k
bazi B, plyne z transformacni formule, ze det A = det A’.
Nasledujici definice je tedy korektni:

DEFINICE
Necht V je vektorovy prostor kone¢né dimenze nad F, B jeho
baze a f € End(V). Pak determinant endomorfismu f je

determinant jeho matice [f]5.

Prohlasime-li rovnobé&znostén uréeny vektory baze B redlného
vektorového prostoru V za jednotku objemu a zapiSeme-li
matici A = [f]5 jako soucin elementarnich matic £y Es ... Ey, je
det A rovno pomeéru objemi rovnobéznostént urcenych
posloupnostmi f(B) a B &. Pokud je tento pomér kladny,
fekneme, ze baze B a f(B) maji stejnou orientaci, pokud je
zéporny, pak riznou orientaci. Takto se mnozina vSech bazi
rozpadne na dvé tf¥idy ekvivalence &, v R? nazyvané pravotocive
a levototivé baze. Cislo det f méa tedy vyznam orientované
zmény objemu p¥i zobrazeni f.



Dalsi veli¢inou, kterad se zachovava pti podobnosti je stopa
matice A € F, definovana jako Tr A = )" | a;, tedy soucet
prvki na diagonale. Pro A € F**P B € FP*4 (C € F4*" plati

p 9 n

n p 4
Tr ABC = ZZ Zaijbjkcki = Z Z ijkckiaij =Tr BCA,

i=1 j=1 k=1 j=1k=1i=1
tzv. cyklicnost stopy. Odtud pak
TTR'AR=TrRR 'A=Tr A

Proto i stopu lze definovat pro libovolny endomorfismus

f € End(V) jako stopu Tr[f]2 jeho libovolné matice. Dalgi
maticové veli¢iny, které lze takto vztahnout na prislusné
endomorfismy (tzv. invarianty, protoze nezavisi na zvolené
reprezentaci) potkame v piednasce o diagonalizaci.



