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1 Zakladni pojmy

Definice 1.1. Graf je usporddani dvojice mnozin G = (V, E), kde V je libovolnd koneéné ne-
prazdnd mnozina a mnozina F je libovolnd podmnozina (‘2/) Mnozinu V' nazyvame mnoZinou
vrchold a mnozinu E mnozinou hran.

Definice 1.2. Graf G’ = (V', E’) je podgrafem grafu G = (V, E), pokud G, G’ jsou grafy a V! C V
al/ CE.

Definice 1.3. Graf G’ = (V', E’) je indukovanym podgrafem grafu G = (V, E), pokud G, G’ jsou
grafya V' CVaFE =EnN (‘g,)

Definice 1.4. Stuperi vrcholu v € G je definovan jako deggv = [{e € E : v € e}|.
Definice 1.5. Cesta je podgraf grafu G ve kterém plati |[E| = |V|—1a |V] > 1.
Definice 1.6. Uplng graf K, = (V, (‘2/))

Definice 1.7. KruZnice je graf ktery méa > 3 vrcholy a ve kterém plati, ze |E| = |V].
Definice 1.8. Souvisly graf je graf v némz 3 cesta mezi libovolnymi 2 vrcholy.

Definice 1.9. Komponenta je maximalni souvisly podgraf, nebo-li podgraf indukovany kterou-
koliv tridou ekvivalence ~¢.

Definice 1.10. Relace ~g: x ~g y pravé kdyZ existuje cesta z = do y (pro z,y € V). ~¢ je
ekvivalence, je tedy reflexivni, symetrickd a tranzitivni.

Definice 1.11. Graf G je 2-souvisly pokud |V| >3 a G \ v je souvisly Vv € V.
Definice 1.12. Strom je souvisly graf bez kruznice ve kterém plati ze |E| = |V| — 1.
Definice 1.13. Kostra grafu G = (V, E) je strom K = (V, E’) takovy, ze E' C E.
Definice 1.14. Rovinny graf je graf majici rovinné nakresleni.

Definice 1.15. Barevnost grafu G je funkce x(G)=minimélni pocet barev potfebny k obarveni k
(fAdnému) obarveni grafu G.

Véta 1.16. x(G) < 6 pro kazdy rovinng graf.
Diikaz. Indukei podle [V].
1. |V|>6

2. G = (V,E) rovinny, |V| = n+ 1, G ma vrchol v takovy ze deggv < 5, G \ v je rovinny, lze
jej obarvit 6 barvami (dle indukénfho pfedpokladu), v dobarvime “volnou” barvou

|
Véta 1.17. x(G) <5 pro kaZdy rovinng graf.

Falesny dikaz indukci. Indukei podle |V|. Sta¢i dokazovat tvrzeni pro rovinné triangulace (kazdéd
sténa je trojuhelnik).

L |[V|>5

2. G=(V,E) rovinny, |[V|=n+1
dobarvime v “volnou” barvou

Pridavanim hran do jiz existujici triangulace nam neda vSechny mozné triangulace.



2 Aplikace linearni algebry

Definice 2.1 (Maticovy popis grafu G = (V, E), |V| =n).

matice sousednosti Ag € {0,1}V*V

1 wwek
(AG)W_{ 0 wé¢FE

matice incidence I € {0,1}V*F

1 wee
(T)ue = { 0 ué¢e

Laplacova matice Lg € ZV*V
degg(u) uw=w

(LG)u'u = -1 U#U,UU S
0 u#v,uv ¢ B

Pozorovani 2.2. Platf
Io 1L = Lg +246.

Driikaz.
(IG : Ig)uu = Z (IG)ue . (Ig)ev = Z (IG)ue ' (IG)’ue =
eeE eclE
degg(u) uw=w
= H{eluceveeecE=¢1 uFv,uv € B

0 u#v,uv ¢ E

Definice 2.3. Sled je posloupnost ujejuges ... ugeptpy1, Vi €; = Uitliy1.

Véta 2.4. VGVE plati
(AE) o = #sledii délky k od u k v.

Dikaz. Indukci podle k.

1. k=0
AL =F
2. k=1
AL = Ag
3. k—1—k
(Alé)uv = (Alé:_l . AG)u’u = Z (Alg;_l)uw . (AG)wv =
weV
= Yo (AF D =
weV, wveFE
= > (#sledii délky k — 1 od u do w) =
weV, wvek

= #sledid délky k od u do v



Véta 2.5 (Cauchy-Biset). Matice A € T"*™, B € T™*™. Matice Ay, . ;,y je podmatice A

obsahujici pouze sloupce {iy, ..., i,}, matice Blitin} je podmatice B obsahujici pouze Fddky
{i1,...,in}. Plati
det(A- B) = > det(A,,) - det(B*)

wC1,2,...,m, |w|=n

Lemma 2.6. VG Vu Vw C E, |w|=n—-1

(V,w) je strom (=kostra G)

. 1
(u)| —
|det D" { 0 (V,w) neni strom (=neni kostra G)

Diikaz. Rozborem ptipadi.

1. pokud (V,w) neni kostra, potom (V,w) neni souvisly, tedy V = V; U V5 tak, 7e w C (‘gl)\/(‘gz);
bez Ujmy na obecnost u € Vi, u ¢ Va, soucet fadk v matici D‘E,u) indexovanych vrcholy z

V je (0,0,...,0), tedy det(DS =0

2. pokud (V,w) je kostra, utrhnu vSechny listy v; a pfislusné hrany e;, v matici Dﬁ,u) usporadam

~ (u)
fadky vy, va, ... a dostavam dolni trojihelnikovu matici, tedy det(D,, ) = £1 a |det(D£,"))| =
1, vyuzijeme faktu Ze kazdy strom ktery ma alespoii 2 vrcholy mé aspon 2 listy

|
Véta 2.7. VG plati
#koster G = det(Lgf)).
Diikaz. Vytvoiime orientovanou matici incidence D¢g tak Ze v matici kazdé hrané e = (u,v)

prifadime orientaci tak ze u jednoho vrcholu zménime znaménko na zaporné. Plati D - Dg = Lg,
protoze

(DG : Dg)uv = Z (DG)ue : (Dg)eu = Z (DG)ue . (DG)Ue -

eclE eckE

degg(u) uw=w
= -1 uFv,uv € E
0 u#v,uv ¢ E

Potom plati D(ij) . Dg)T = L(Cff). Tedy
det(Ly)) = det(DE)-DSTy= 3" det(DW) - det((DV)T) =
wCE, |wl=n

= > det*(D)

wCE, |w|=n—1

3 Multigrafy

Definice 3.1. Multigraf je trojice (V,E,¢),p: E — (‘2/) U (‘1/)

Definice 3.2. Kontrakci hrany v grafu oznacujeme jako G.e a definujeme
V(G.e) = (V(G)\ e) U{z.}

E(G.e)={fIf € E(G)N fne=0}U{wz.|w e V(G) A (wu € E(G)Vwv € E(G)) ANw # u,v}



Kontrakci hrany v multigrafu oznacujeme jako G : e a definujeme

V(G :e) = (V(G)\ p(e)) U fze}

E(G:e) = E(G) \ {e}
N o(f)  w(f)Neple) =
e (f) =19 {z}  o(f) = ¢le)
{w,z.} @(f) ={w,u} nebo {w,v} a w # u,v
Véta 3.3. VG Ve € E(G) multigraf
0 G nesouvisly
1 G =K
HG) = t(G\e) e smycka

t(G\e)+t(G:e) e nenismycka

Diikaz. Hrana e kterd neni smycka. Pro libovolny graf G plati F C E(G) je kostra G, e € F,
potom F'\ {e} je kostra G : e.
7 (G) = {kostry G}

T1(G) = {kostry > e} = |T1(G)| = |[T (G : )| = t(G : )
T5(G) = {e ¢ kostry} = T(G \ ¢) = [T2(G)| = 1(G \ e)
T(G) = Ti(G) U T(G) = 1(G) = |T(G)] = |T(G)| + | Q)| = G : ) + (G \ ¢)

3.1 Chromaticky polynom
Definice 3.4. Pg(x) = #obarveni G pomoci (<) = barev.
Véta 3.5. Pg(z)je polynom stupné n v x a plati

" G nemd Zddné€ hrany

Pa(w) = { Pe\e(7) — Pg.e(z) proec E(G)
Diikaz. Jestlize E(G) = 0, pak Vzobrazeni ¢ : V(G) — {1,...,z} je dobré obarveni. Necht
e € E(G), B(G) = {obarveni G}, potom B(G \ e) = {p|o(u) = p(v)} U {p|p(u) # p(v)}. Tedy

B(G.¢) B(G)
Pa\e(7) = Pa(2) + Pa.e(). u

Pozorovani 3.6. Pg(z) je polynom.

Diikaz. Indukci dle poctu hran G.
1. pokud E(G) = @, potom Pg(z) = =™
2. G—G\eGe

Pg(z) = Pe\e() — Pg.c(x) = P stupné n — P stupné n — 1 = polynom stupné n



3.2 Grafy jako vektory
Pro potfeby nésledujicich tvrzeni budeme brat G = (V, E) jako pevny graf.

Definice 3.7. v = {H|H = (V, F), F C E},+) vektorovy prostor nad GF(2) = {0,1}
e 1-H=H
e 0-H=0=(V,0)
o Hy+Hy= (V.1 + )

Definice 3.8. ¢ = {H € vg|Vx € V : degy(r) =0 mod 2}.

Véta 3.9. &g je vektorovy prostor kruznic a dim(Eg) = |E| — |V] + 1.

Dikaz. Zvolme pévné kostru T. Elementarni kruznice Ve € E(G) \ E(T): K. je kruznice uréend
hranou e a (jedinou) cestou v T mezi koncovymi vrcholy e. |

Diikaz. Eg uzaviené na + a nasobeni skalary.
e He &g =1 -H € &g trividlni
e He &z = 0-H € & plati protoze o = (V, ) € Ea

e Hi,Hy € &g = H1 + Hy € Eg Va € V i degp, +m,(x) = degm, (z) + degn, (x) — 2|{zu|zu €
FiNnF}=2k+2l—2m =0 mod 2

Tvrzeni 3.10. {K,.le € E(G) — E(T)} je bdze Eg.

4 Vytvorujici funkce

Motto Jak explicitné vyjadfit n-ty ¢len posloupnosti 1,1,2,3,5,8,13,...7

4.1 Mnohocleny

Priklad 4.1. I,J mnoziny, I, J C N, &slo r € N. Kolik existuje dvojic (i,7),: € I,j € J takovych
ze i + j = r? Tolik, jaky je koeficient u z” v

) (z2)

Priklad 4.2. Kolika zptusoby muze vydat bankomat ¢astku 10.000,- pokud vydava pouze bankovky
v hodnotéach 200,- a 500,-? Tolika, kolik je koeficient u 2% v

A+t +. .+ 29 (1 + 25 + 2104+ 2109,

Priklad 4.3. Kolika zptisoby miize vydat bankomat ¢astku 10.000,- pokud vydava pouze bankovky
v hodnotéach 200,-, 500,- a 1000,-? Tolika, kolik je koeficient u z'%° v

A+t +. . 429 Q2+ 20+ 4210 (1420 .+ 2190),

Priklad 4.4. Kolika zptisoby miize vydat bankomat ¢astku 10.000,- pokud vydava pouze bankovky
v hodnotach 200,-, 500,- a 1000,- a ma k dispozici 12 bankovek kazdé hodnoty? Tolika, kolik je
koeficient u 2'%° v

A+ +at+. 42 O+ + 20+ 2% (420 4 2199),



Véta 4.5 (Binomickd).
LNz RN (1 o) = () + (ot () oot ("

n

2. Va,b e RVn €N (a+b)" = (7)a"t® + (7)a™ o' + ... + (7)a"b"

Diikaz. Vezméme r € {0,1,...,n}, rozndsobime-li (1 + x)" (nebo-li (z° + 2)™), koeficient u x"
bude roven poétu n-tic (i1,ia,...,i,), kde i1,49,...,4, € {0,1} a iy +i2 + ... + i, = r, tedy je
roven (?) [ ]

Pozorovani 4.6. 1. a 2. jsou ekvivalentni.
Diikaz.
2.1 a=1,b=x
122 (a+b)"=a- 1+ =a"-()+ N2+ G) )2 +...+ (1)) proa#0

4.2 Nekonecéné rady

Definice 4.7. Mocninnd 7ada je definovana jako ag + a1z + asz? + ..., kde ag,a1,... € R.

Priklad 1+z+22+2%+...= = proxz € (—1,1).
Véta 4.8. Necht (ag,a1,...) je posloupnost redlnych ¢isel. Necht 3K € RT |a,| < K™ (pro

o
n € N,n > 1). Potom pro kazdé x € (—%, %) fada a(z) = Z a;x’ konverguje. Tedy a(x) miZeme

i=0
povaZovat za funkci na intervaly (—%7 %) Hodnoty a(x) na libovolné malém okoli 0 jednoznacné
a<">(0)

uréugi posloupnost (ag, a1, ...) protoZe Vn € Ny a,, =

n!

Definice 4.9. (ag,a1,as,...) je posloupnost redlnych éisel. Potom mocninné fada a(z) = ag +
ar1r + azx® + ... je jeji (obycejnd) vytvorujici funkce.
4.2.1 Operace s posloupnostmi

1. a(z) je vytvotujici funkci posloupnosti (ag, a1, .. .)

b(x) je vytvofujici funkei posloupnosti (b, b1, .. .)

S

z)
z)
)

x) - b(z) je vytvorujici funkei posloupnosti (agbg, agby + a1bg, agbs + a1by + asbo, . . .)

+ b(x) je vytvotujici funkei posloupnosti (ag + bg, a1 + b1, .. .)
—b

S

() je vytvotujici funkei posloupnosti (ag — bg, a1 — by, .. .)

a(A\x) je vytvorujici funkei posloupnosti (ag, Aa, \2ag, . . .)

N o R

(
(
af
(
a(z*) je vytvotujici funkei posloupnosti (ag,0,0,...,0,a1,0,0,...,0,az,...)
—— N——
k—1 k—1
8. d/(z) je vytvorujici funkei posloupnosti (a1, 2as, 3as, .. .)
9. [a(x)dz je vytvofujici funkei posloupnosti (0, ag, %, 2.0
10. i je vytvorujici funkei posloupnosti (1,1,...)
11. ﬁ je vytvorujici funkei posloupnosti (1,1, A?,...)

12. % je vytvotujici funkei posloupnosti (a,al, aX?,...)



4.3 Fibonacciho ¢isla
Definice 4.10. a(z) = " ;a,z" je vytvorujici funkei posloupnosti (ag, a1, .. .).

Definice 4.11. Fy =0,F; = 1,F,,12 = F,,11 + F,, pron > 0. F(z) je vytvotrujici funkei posloup-
nosti (Fo, Fa,...).

Lemma 4.12. F(z) — xzF(z) — 2°F(z) je vytvorujici funkce posloupnosti (Fy, Fi —
—— —— ——
(Fo,F1,...) (0,Fo,Fy1,...) (0,0,Fo,F1,...)
Fo,Fy — Fy — Fy, F5 — Fo — Fy,...) nebo-li (0,1,0,0,...), jeji vytvoiugici funkce je x. Tedy x =
A B
F(z) — 2F(x) — 2%2F(x) z éeho# vypljvd F(z) = T ;_ pro i — + pr— kde x1, x2 jsou
a b
=1 e + T e’ odtud F,, = a\] + bA\y a po

F, = % <<1+2¢5>_ (1_2\/5>n>

Je vhodné provést kontrolu uvedeného vztahu.

koteny 1 — x — 2. Po tiprdvé dostdvime F(z)

vycislent

Priklad Fy=1,Fy =4,F;, = 3,F,43 = F42 — 3F, 41 + 8F,, pouZitim postupu 4.12 mizeme
vyjadfit vztah pro n-ty ¢len.

Véta 4.13 (Binomicka). Vr € No (1+2)" = ()2°+ ())at +...+ ([)a" t. (1+2)" je vytvorugici
funkci posloupnosti ((6), (’1), cee (;) ,0,0,...).

Definice 4.14. (}) = T(T_l)(T_i)!“'(r_kH) pror € R, k € Ny.

Véta 4.15 (Zobecnéné binomickd). Vr € R (1+z)" je vytvorujici funkci posloupnosti ((6), (7'), (7'), o).

1 2

Diikaz. Pomoci Taylorova rozvoje funkce (1 + x)” v 0. |

4.4 Binarni stromy
Definice 4.16.
1. o
2. kofen + levy podstrom + pravy podstrom
Definice 4.17. b,, = pocet binarnich stromti s n vrcholy.
Lemma 4.18. by =1, by =1, by =2, b3 =5,..., by, =bobp_1 +b1by_2+babp_3+ ...+ byr_1bo
pron > 1. Obecné tedy 1+ x - b(x) - b(x) = b(z), Tesime tedy kvadratickou rovnici

(0,b0bo,bob1+b1b0,bob2+b1b1+b2bo,...)
b(z) = z(b(x))? +1. Jeji koren je roven b(z) = £V VAT uyhovugict je b(z) = 2412 Podle 4.15
je VI —dax =377, —4’“(%2)33’“ a(l+2)2 =%, (122):5’“. Koeficient u 2° je 1, 1 — /1 — 4z
1

mizeme vydélit 2z a dostdvdme tvar b, = —5(—4)"*! (i_/‘_zl)

5 Ramseyovy véty

Pozorovani 5.1. Méjme 6 osob. Relace “znat se” je symetrickd. Potom 8 se navzdjem znaji nebo
3 se vibec neznagi.

Diikaz. M := mnozina 6 osob, A € M libovolnéa. Podle Dirichletova principu A zni > 3 osoby
nebo A nezné leq 3 osoby.



1. Azna B, C, D

(a) osoby B, C, D se vibec neznaji

(b) dv& z osob B, C, D (napt. B, C) se znaji, potom A, B, C se znaji
2. A nezna zadnou z osob B, C, D

(a) B, C, D se navzajem znaji
(b) dvé z osob B, C, D (napf. B, C) se neznaji

Poznamka 5 osob nestaci.

Véta 5.2 (Ramseyova). VkIn = n(k): G graf na n vrcholech, potom G obsahuje K}, nebo nezd-
vislou mnoZinu k vrcholii.

Véta 5.3 (Ramseyova - nesymetrickd verze). VkViIn = n(k,l): G graf na n vrcholech, potom G
obsahuje Ky, nebo mezdvislou mnozinu | vrchold.

Diikaz. Indukci podle k + 1.
1. k=1nebol =1, potomn =1

2. k,1 > 2, pfedpoklddame ze véta plati pro k’,1’ takové, ze k' +1' < k + I; tedy In(k,l — 1),
In(k — 1,1), ukdzeme, ze véta plati pro n := n(k,l — 1) + n(k — 1,1); bud G graf na n
vrcholech, zvolime libovolny vrchol v € V(G), oznaéme A := {u € V(G) : wv € E(G)},
B :={ueV(G)\ {v}:uv ¢ E(G)}, |A| + |B| = n — 1, podle Dirichletova principu je bud
|A| > n(k —1,1) nebo |B| > n(k,l — 1)

(a) |A] > n(k —1,1), na A existuje Kj_1 nebo [ nezavislych vrcholi
i. pro [ nezavislych vrchold je vSe v poradku
il. vs Kj_1 tvori K,

(b) |B| > n(k,l — 1), na B existuje Kj nebo [ — 1 nezavislych vrchola
i. pokud existuje K, je vSe v poradku

il. v s nezavislou mnozinou [ — 1 vrcholu tvori nezavislou mnozinu ! vrcholi

Tvrzeni 5.4. 5.2 a 5.3 jsou ekvivaletni.
Dikaz. 1 specialni pfipad
I k:=mazx {k,1}
Definice 5.5. r(k,l) := min{n : 5.3 s parametry k,! plati pro n}
Tvrzeni 5.6. Plati r(k,1) < ("[1?).
Dikaz. Indukci podle k + 1.
1. pro k=1 nebo [ =1 plati
2. pro k,1 > 2jer(k,1) <r(k,l—1)+r(k—1,0) < ("% + (55 = 51?)

Definice 5.7. r(k) :=r(k, k)



Poznamka r(3) = 6, r(4) = 18, r(5) € [43,49], r(8) € [282, 1870], r(17) € [8917, 601080389)

Véta 5.8 (Ramseyova - dvoubarevnd verze). VkVIIn = n(k,l): hrany K,, obarveny kaZdd Cervené
nebo modre, tj. ¢: E(K,) — {dervend, modrd}, potom K, obsahje Gerveny Ky nebo modry K.

Tvrzeni 5.9. 5.3 a 5.8 jsou ekvivaletni.
Diikaz. Hrany G < cervené hrany v K,,, nehrany G < modré hrany v K,. ]

Véta 5.10 (Ramseyova - vicebarevna verze). VrVk;Vks ... Vk,.3n = n(k1,..., k): hrany K,, obar-
veny barvami 1,2,....r, potom Fi € {1,...,r} U CV(K,) : |U| =k; a c(uww) =i pro u,v € U.

Dikaz. Indukci podle k1 + ... + k..
1. 3 k; =1, potomn =1

2. k; > 1 pro Vi, pfedpoklddame, Ze plati pro k] + ...+ k. < k1 + ...+ k,; ukdZe se, Ze tvrzeni
plati pro n = n(ky — 1, ke, ..., k) + n(ky, ks — L ks, ..., k) + ..o+ n(ke, .. ko1, ke — 1);
libovolny v € V(G), jeho sousedy v barvé 1 oznacime Aj, sousedy v barvé 2 oznacime A,
..., sousedy v barvé r ozna¢ime A,., podle Dirichletova principu Ji : |4;] > n(ky, ko, ... ki—
1, ceey k‘,-_l, k'r), atd.

|
Véta 5.11. Platin(3,...,3)<1+[e-rl]=n,3) <1+]e-rl].
Dikaz. ny(3) <2+, (n(2,3,...,3)—1) =2+ r(n,_1(3) — 1), tedy
—_———
ny—1(3)
n,(3) = n.(3)—1
3 < L4 (3) <147 (14 (=D +(r—2)(rs (3))
n(3) = m(3)—1
~ 1 11 1 1
| — == —_ _
(3 < T‘;z’! AT TR vy TR
Indukci podle r.
Lr=Ln 3)=2<1(L+4)=11+1) =2
2.r —r—1:n. 3) <14rn_; 3)< 1+(r—1)'22;0171! r = r!%—i—rlzz;&% =
CEDVEEIES DV
|

Dusledek 5.12. 1, (3) < 71-37_ L <X L =e-rln(3) =1+ n, 3) < 1+e-r!
n.(3) <1+ [e-r]

Pozorovani 5.13. Plati n.(2,3,...,3) =n,-1(3,...,3).

Diikaz. Obarvim graf pomoci r — 1 barev a divam se na toto obarveni jako obarveni r barvami
kde prvni barva neni nikde pouzita. V nékteré ze zbyvajicich barev je jednobarevny trojuhelnik.

Obarvim graf pomoci r —1 barev. Nechdm obarvit graf pomoci r barev, prvni barva bud je pouzita
a v8e je v poradku nebo neni pouzita a potom obsahuje jednobarevny trojihelnik a vse je taktéz
v poradku. |
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Domaci cviceni
o n(ky,....ky) <2+>" n(ky,....ki—1,... k) —1
Lemma 5.14 (Schurovo). VraN (< [e-r]]) {1,2,...,N} = AjU.. .UA, : Jidz,y,z € 4; : z+y = z.

Dikaz. 12 ... N A1 U...Uas

12a ... b NN+1gp: ([1-~12V+1]) — {1,2,...,7r}, p(ab) =i : |a — b] € A; o : obarveni hran
n-(3) <14 [e-rl]. Podle 5.2 pro ¢ 3 jednobarevny trojuhelnik. Jida < b < ¢ < N +1: ¢(adb) =
p(be) = plac) =i

r = b—a€A;
= c¢c—be A
= c—ac€ 4
vy, z€ A x+y==z |

Motivace Velkd Fermatova véta n > 3 : x™ + y™ = 2" nema feseni z,y, z € N.

Véta 5.15. VndpoVp > po, p prvocislo 3 netrividlng reseni x™ 4+ y™ = 2™ mod p.

Véta 5.16 (Ramseyova véta - obecnd). VpvrvEINV( M) = 43U, 0 4,34 € (M V) 3iva €
(A) tx € A;.

p

Véta 5.17 (Erdos-Szakerés). VKIN : VX C Ey, |X| = N, X je v obecné poloze JA C X, |A] =k
a body A jsou vrcholy konvexniho k-ihelnika. Potom min N = ES(k).

Diikaz. ES(k) < nP=3(k,5) < ni(k); polozme N = ni(k,5), vezmeme N bodii v obecné poloze,
oznacime je jako X a |X| = N. Obarvime (i( ) = A; U A5, kde A; je barva konvexni ¢tyftuhelnik,
A barva nekonvexnich ¢tyftahelniki. Podle 5.2 34 C X, |A| = k, (‘2) konvexni nebo 34 C X, |A| =

5, (‘2) nekonvexni, druha moznost ale neni mozna; body A jsou tedy vrcholy konvexniho k-tihelnika.
|

Piiklad ES(1) =1, ES(2) =2, ES(3) =3, ES(4) =5

6 Latinské ¢tverce a konec¢né projektivni roviny
Definice 6.1. Latinsky ctverec tadun je A € {1,... ,n}"*" Vi, j # j': Ajj # Aijy a Aji # Ajrs.
Definice 6.2. Konecnd projektivni rovina je mnozinovy systém (B, P), P C 2P spliujici
LVp#p € P:lpnp|=1
2.Vr#yeB3IpeP:z,ycp
3. 34 body a,b, c,d z nichz zadné 3 nelezi na pfimce
3’. B nelze pokryt dvéma piimkami (-3p,q € P:pUq = B)

Definice 6.3. Latinské ¢tverce A,B € {1,...,n}"*", A 1 BjestlizeVa,b€ 1,...,n34,j: A;jj; = a
a Bij =b.

Priklad 6.4.

1 2 3 1 2 3
2 3 1 1L 3 1 2
31 2 2 31
Véta 6.5. Jestlize Ay, ..., As jsou navzdjem ortogondlni latinské ctverce radu n, pakt < n — 1.
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Diikaz. Mé&me t ¢tverct L'', L'2, ... které maji vSechny stejny prvni fadek, potom L € [2...7]
navzdjem ruznd, ¢ riznych Cisel z [2...n], tedy t <n — 1. |

Lemma 6.6. A,B € {1,2,...,n}"*" m € sym(n) m : [1...n] — [1...n] 7(A);; = 7(4s;),
potom A L B prdvé tehdy kdyz n(A) L B.

Diikaz. = Ya,be [1...n] plati 3i,j 7(A);; =aa By =b,a =n"(a) Jij Aij =d a B;j =b,
potom 7(A);; = m(A;j) = n(n 7 (a)) = a

< Vr(A),B,§ =71, jestlize m(A) L B potom §(m(A)) L B, tedy = }(7(A))=A L B

Véta 6.7. Plati |B| = |P| =n?+n+1.

Dikaz. Ay : pri,l = 1,...,n, {2ij} = Poi N Pnj, kazda sikma piimka si bere jeden bod z kazdé
vodorovné p¥imky a jeden bod z pfimky nevlastni, tedy |B| = n? +n + 1. |

Véta 6.8. In—1 navzdjem ortogondlnich ¢tvercu radu n pravé tehdy kdyz 3 konecénad projektivni ro-
vina fddu n. [navzdjem ortogondlni latinsky ctevrec(n) = max{t|3L, ..., L' navzdjem ortogondlni étverce vddu n}].

Dikaz. <« Li—“j = | pravé tehdy kdyz z;; € pi

1. L* je latinsky étverec, VIVi : [pr; N poi| = 1 a z toho ViViTj Lf] =1

2. Lk 1 LR, jestlize Vk # k'VI,U' |p N pev| = 1 potom 3lij : 255 € pr N prryr, tedy
VI,Ui, 5 LY =1V LK =1
= B = {Ag, A1,..., A} U{zli,j = 1,...,n}, P = {{Ao,..., An}.poi = {Ao} U {zi]j =
1.0tz ne Dy = {AntU{zili =1, ... ,n}jm1, o0, Pl = {Ak}U{xiﬂij =1} h=1,..n—1=1,..n};
stali ovétit ze (B, P) je kone¢nd projektivni rovina ¥ddu n ovéfenim axiomt
l.Ve#ydpe P:ax,y€p
— nevlastni x nevlastni: Ay, Ap nevlastni ptimka {Ay,..., A, }
— vlastni x nevlastni: Ay ;; pr 2 xij Ze ij =1
— vlastni x vlastni: x;;, zy;/, plati (n—l—l)n(g) = {{zij, zij },p)|ij # xirjr, ®ij, xirjr €
p€ P} < ("22) -1 protoZe uz vime, ze V dvojice bodi patii nevjvyse jedné pfimce,
plati tedy rovnost, vime tedy ze V dvojice bodu patii pravé jedné primce
2.Vp#£p eP:lpnp|=1
— nevlastni x vlastni: {Ag,..., A} Npr = {4k}
— vlastni x vlastni (ze stejného svazku): pr; N prrr = {Ar} z definice pfimky
— vlastni z ruznych svazkl:
* vodorovna X svisla: jasné po; N pn; = {i;}
* vodorovna X Sikma: p,; N pr = {z;;} takové ze ij =1
x svisla x Sikma: analogicky
 Sikma x sikmé: py N pey D Tij = |pw N per| = 1, jestlize L*¥ 1L LF'| potom
ViU, GLE =1V LE =1

1y

3. plati
|
Véta 6.9. Jestlize n = p? kde p je prvocislo, potom 3 konecnd projektivni rovina Fddu n.
Dikaz. GF(n) je konecné téleso o n prvcich, pokud n = p pak GF(n) = Z,; vezmeme j =
ki+1la P = {{Ao,...,An},pm‘ = {AO} U {$2]|j = 1,...,n}i:1,.,,,npnj = {An} U {LL'Zjll =
L..oon}jmt, bk = {Ar} U{Zikimili = 1, ... on}e=1,. . n—13=1,....n }- n
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7 Grafy

7.1 Hamiltonovské kruznice

Definice 7.1. Hamiltonovskd kruznice v grafu G je uspotadani V(G) = {v1,va,...,v,} takové
ze Vi : ViVig1 € E(G) (Un+1 = 'Ul).

Priklad 7.2. K, ma Hamiltonovskou kruznici pokud n > 3. K,, , mé Hamiltonovskou kruzZnici
pokud m =n > 2.

Tvrzeni 7.3. Uloha jejiz vstupem je graf G a otdzkou zda 3 Hamiltonovska kruznice € G je
NP-tplna.

Véta 7.4 (Dirac). Jestlize Vo € V(G) : dega(x) > 5, potom v G 3 Hamiltonska kruznice.

Véta 7.5 (Ore). Jestlize Vo # y € V(G) : dega(x) + dega(y) > n, potom v G 3 Hamiltonska
kruznice.

Véta 7.6 (Chvétal). Jestlize Vo #y € V(G), zy ¢ E(G) : dega(x) + dega(y) > n, potom v G 3
Hamiltonska kruznice.

Definice 7.7 (Chvéataliv uzévér). [G] definovan algoritmicky jako
while Jz #y, xy ¢ E(G), dega(x) + dega(y) = n
do E(G) := E(G) U {zy}

Lemma 7.8. 7.7 je definovdn jednoznacneé.

Dikaz. G [G1] = G + ey, ea,...,¢e,¢ek, [Ga] = G+ fi1, fa,..., fe, jestlize [G]; # [G]a potom
Ji: e; ¢ [G]a2, vezméme nejmensi takové i; G'=G+eq,...,ei_1, e =xyadegg: (r)+deggi(y) >
n, E(G') € E([Gl2), degig),(x) = degigi(x) a deg),(y) = degigyi(y) a z toho degig, (z) +
degic), (y) > n, tedy e; se musi pridat do [G]s. |

Tvrzeni 7.9. Jestlize VG: [G] = K,,, potom G md Hamiltonovskou kruznici.

Véta 7.10. VG: G md Hamiltonovskou kruznici prdvé tehdy kdyZ [G] md Hamiltonovskou kruz-
nici.
Driikaz.
= Hamiltonskou kruznict nemohu porusit pfidanim hran
< vyplyva z 7.11
n

Lemma 7.11. JestliZe e = zy ¢ E(G), dega(x) + dege(y) > n a G + e md Hamiltonovskou
kruznici, potom i G md Hamiltonovskou kruznici.

Diikaz. Jestlize v G + e existuje Hamiltonovskd kruznice C, pak

1. zy ¢ C, C je Hamiltonovskd kruznice € G

2. zy e C x =v1,02,...,0, =Y
X = {ilzv; € E(G)} C{2,...,n—1}, | X| = degg(z)
Y = Ailisy € E(G)} €{3,....n} [Y] =dega(y)
XUY C {2,...,n}, | XUY|<n-1
IXNY| = |X|[4+|Y]|—-|XUY]|=dege(z)+dega(y) — | XUY|>n—(n—-1)=1

z toho vyplyva ze 3i € X NY a v1v3... 0,1y = VyUp—1...v;x = v1 je Hamiltonovskd
kruznice v G.
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7.2 Problém obchodniho cestujiciho

Definice 7.12. Vstupem je K,,w : E(K,) — RaL,k. Otézkou je zda 3 Hamiltonovskd kruznice
C C E(K,) takové, ze Z w(e) < k?
e€E(C)

Véta 7.13. Problém obchodniho cestujiciho je NP-uplny problém.
Diikaz. Problém nalezeni Hamiltonovske kruznice je stejné tezky jako problém obchodniho ces-

tugictho. Necht K, n = |V(G)|, V(K,) = V(G), a definuji w(uww) = { L weB(G) . Potom

2 w ¢ E(G)
3AC : w(C) = n pravé tehdy kdyz G ma Hamiltonovskou kruZnici. |

Tvrzeni 7.14. Pokud w spliiuje trojihelnikovou nerovnost, tedy Ze w(zz) < w(xy)+w(yz), potom
ezistuje 2-aproximace problému obchodniho cestujiciho.

Algoritmus 7.15 (aproximaéni).  Polynomidlni algoritmus ktery pro VK, ,w najde C kterd je
Tesenim a plati optimdini feSeni < w(C) < 2 - optimdlni Tesent.

1. najdi minimalnt kostru T vici w

2. wvaZ symetrickou orientact T kostry T

3. nakresli T jednim tahem U = vivs . ..

4. dokud 3z kterym U projde geq dvakrdt, zkrat U u vrcholu x
5. vydej U, ktery je Hamiltonovskou kruznici

Diikaz. Necht C je optimélni Hamiltonovskd kruznice. Plati w(T) < w(C) = optimélni fesent,

w(lU) = 2w(T) < 2w(C) = 2 - optimalni fefeni. Tedy w(U’') < w(U) a w(C) < w(U) < 2-
optimalni FeSeni. ]

8 Toky v sitich

Definice 8.1. Sit (G, z,s,¢), kde G = (V, E) je orientovany graf bez smycek kde z,s € V,z # s,
c: F— RS‘.

Definice 8.2. Tok v siti (G, z,s,c) je funkee f : E — RJ takova, ze

1. Yee E: f(e) <c(e)
2. VueV\{z,s}: > fluz)— Y flzu)=0.

urel Tu€l

Definice 8.3. Velikost toku f je definovana jako w(f) = Z flzz) — Z f(zz).
zx€E rz€E

Tvrzeni 8.4. Pro kaZdou sit existuje mazimdlni tok (tj. tok mazimdlni mozné velikosti).

Definice 8.5. Rez (mezi z a s) je libovolnd R C E takova Ze (V, E'\ R) neobsahuje orientovanou
cestu ze z do s.

Definice 8.6. Kapacita mnoZiny E' C E je definovana jako ¢(E') = Z c(e).
ecE’

Definice 8.7. A BCV,ANB=2 S(A,B)={zsye E:x € A,y € B}.

Tvrzeni 8.8. V=AU B,z € A,s € B, potom S(A, B) je fez (takové fezy nazyvdme elemen-
tarni).
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Diikaz. Kazda orientovand cesta ze z do s obsahuje hranu z S(A, B), tedy S(A, B) je fez. |
Tvrzeni 8.9. KaZdj 7ez R obsahuje elementdrni fez.

Diikaz. A=mnozina vSech vrcholt z V, do kterych vede orientovand cesta ze z v grafu (V, E\ R),
z€ A, s¢ A Ukdzeme, ze S(A,V N~ A) C R. Necht uv € S(A,V \ A), kdyby wv ¢ R, potom by
platilo v € A coz je spor, tedy uv € R. |

Tvrzeni 8.10. Kazdy v inkluzi minimdlni vez (fez R takovy, Ze R\ {e} neni fez pro Ve € R) je
elementdrny.

Dikaz. Vyplyva z 8.9. (]

Definice 8.11. f(X,Y) = Z f(zy).
ryeE,xeX,ycYy

Lemma 8.12. VACV,z € A,s ¢ A: Viok f plati w(f) = f(A,V~NA)— f(VNAA).
Dikaz.

Yue AN A{z}: Z fluzx) — Z flzu) = 0

ur€lR Tu€El
+
Y fler) = Y flaz) = w(f)
zx€E rz€E
> (Z Fluz) = ) f(ﬂt)) = w(/f)
u€EA \uzx€FE Tuel

fAAVNA) - f(VNAA) = w(f)

Dusledek 8.13. Pro kaZdy tok f a pro kazdy fez R plati w(f) < ¢(R).

Diikaz. Existuje ACV,z€ A,s ¢ A: S(A,VNA) CR(89),w(f)=f(A, VA -f(VNAA) <L
FAVNA)<ce(SAVNA)) <c(R). [ ]

Definice 8.14. Cesta (v, e1,v1,€2,...,y), kde e; = v;_1v; nebo e; = v;v;,—1 pro Vi.

Definice 8.15. Cesta (vg,ei,...,v,) je nasycend, pokud existuje hrana e; = v;_qv; splitujici
f(ei) = c(e;) nebo existuje hrana e; = v;v;_1 splitujici f(e;) = 0.

Tvrzeni 8.16. Tok je mazimdini (tj. md mazimdlni moznou velikost) pravé kdyz kaZdd cesta ze
z do s je nasycend.

Diikaz.
z S
s .. , A PN .
= Necht existuje nenasycend cesta ("vg ,e1,v1,..., Uy ) ze z do s. Pro kazdou e; = v;_qv;,

definujme £(e;) = c(e;) — f(e;) > 0 a pro kazdou e; = v;v;_1, definujme e(e;) = f(e;) > 0.
Polozme ¢ = min;—y, ., e(e;) > 0. Definujme tok f’ jako f'(e) = f(e) pro e # e; pro Vi a
f'(ei) = f(ei) + ¢, pokud e; = v;_1v; a f'(e;) = f(e;) — €, pokud e; = v;v;_1. Plati tedy
w(f) =w(f)+e>w(f).

< Nechf kazda cesta ze z do s je nasycend, A=mnozina vrcholi do nichz existuje nenasycena
cesta ze z € A, s ¢ A. Plati Ve € S(A,V N\ A) : f(e) = c(e) (jinak spor s definici A),
Ve € S(V N~ A,A) : f(e) = 0 (jinak spor s definici A) a potom w(f) = f(4,V < A) —
FVNAA) = f(AV NA) = (A, VN) = c(S(4,V N A)) tedy f je maximalni, protoze
w(f) < c(S(A,V ~\ A)) pro kazdy tok f.
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Véta 8.17 (O tocich). Pro kazdou sit (G, z, s, ¢) je ?1ta>]<€w(f) = ngnivn ¢(R).
o rez

Diikaz. 3 maximélni tok f a jeho velikost je rovna kapacité n&jakého fezu R = S(A4,V ~\ A) podle
8.16. Rez R mé4 minimalni kapacitu protoze c¢(R') > w(f) = w(f) pro kazdy fez R’. |

Algoritmus 8.18 (Ford,Fulkerson).
1. f(e) =0proVee E
2. dokud existuje menasycend cesta ze z do s opakuy

e najdi nenasycenou cestu P ze z do s
o najdeme prislusné e > 0

e uvylepsime o € tok podle cesty P (dostaneme tok f’ velikosti w(f") = w(f)+¢)
3. tok f je maximdlni tok

Véta 8.19 (O celo¢iselném toku). Jsou-li vSechny kapacity celoéiselné (resp. raciondlni), potom
algoritmus 8.18 skonéi po koneéné mnoha krocich a najde mazimalni tok f takovy Ze f(e) je
celociselny (resp. raciondlni) pro kaZdou hranu e € E.

Diikaz. Pro celociselné kapacity algoritmus zachovava celoc¢iselnost a kazdym krokem zvétsi veli-
kost toku alespon o 1.

Pro racionalni kapacity vynasobime vSechny kapacity vhodnym celym ¢islem, abychom dostali ce-
lo¢iselné kapacity, najdeme celociselny maximalni tok, tok na kazdé hrané znovu vydélime ¢islem
kterym jsme nasobili. [ ]

8.1 Hallova véta

Definice 8.20. M = (M; : i € I) mnozinovy systém. M mé systém ruznijch reprezentanti, pokud
existuje f: I — U M; takova, ze
iel
1. f(i) e My proViel
2. f je prosta.
Priklad 8.21. Pro I = {1,4} naptiklad M; = {1,5,8}, My = {2,5}.

Véta 8.22 (Hallova). M md systém ruznych reprezentantt prdvé tehdy kdyzVJ C I : | U M;| >
iceJ

|7]-

Dikaz.
= Je ziejmé.
< GV,E)kde V =TUXU{z,s}, E={zi:ieI}U{iz:ie€l,x € M;}U{xs:xz € X} kde
X = U M;. Sit (G = (V,E),z,s,1), c(e) = 1 pro Ve € E. Existuje maximalni celo¢iselny tok f,

iel

f(e) je 0 nebo 1 pro Ve € E. Plati w(f) < |I|, pokud w(f) = |I|, pislugné hrany s tokem 1 davaji
systém ruzngch reprezentantd, jinak w(f) < |I], potom existuje fez R velikosti < |I|. J={i € I:
i nelezi ne z4dné hrané R}, Y = {y € X : ys je hranou R} a plati |I \ J|+|Y| < # hran R < |I],
tedy |J|+ |1~ J|+1|Y| < |I| +|J]| a z toho |I| +|Y| < |J| coz je spor s pravou stranou v 8.22. W
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8.2 Dusledky Hallovy véty

Definice 8.23. Pdrovini F' C E(G) takové, ze Vo € V(G) : [{e|lx € e € F'}| < 1. F je perfektni
(parovani) pokud Vo € V(G) : |[{elz € e € F}| =1.

Lemma 8.24. G = (AU B, E) bipartitni graf (E # &), jestlize Vo € A Vy € B : degcx > deggy,
potom 3 pdrovini F C E, |F| = |A].

Dusledek 8.25. JestliZe je bipartitni graf (E # &) requldrni, pak md perfektni parovani.
Diikaz. G je k-regularni, tedy degox = k Vo € AU B a deggx = k > k = deggy. 3 parovani F,
|F| = |A|, potom |E| = |A|-k =|B| -k, tedy |A| = |B]. |
Definice 8.26. Latinsky obdelnik ¥adu k x n,k < n,L € {1,...,n}F*" a v kazdém tadku a
kazdém sloupci se kazdy prvek vyskytuje nejvyse jednou.

Véta 8.27. KazZdy latinsky obdelnik lze priddvdnim radki doplnit na latinsky ¢tverec.

Diikaz. Dokazeme, ze Latinsky obdelnik(k x n) 1ze doplnit na latinsky obdelnik((k+1) x n). M; =
{jli j lze doplnit na misto Lgy1,;} = {1,...,n} N~ {Lnilh = 1,...,k} |M;| = n—k, M;,i =
1,2,...,naUM,; C{1,2,...,n}.Vj € {L,...,n} : |{i]i € M;}| = n — k, z toho plyne, ze {M;}_,

mé systém ruzngch reprezentantd, tedy f : {1,...,n} — {1,...,n}, f(i) # f(¢') pro i # i a
f(i) € M; Vi. Definujme Ly, 1,; = f(i) tedy L € {1,...,n}*+D>" je latinsky obdelnik. [ |

(n!)?

Dusledek 8.28. Latinskych étverca 7ddu n je > ——.
e

Diikaz. V latinsky obdelniku(2 x n) je druhy faddek permutaci 1...n bez pevnych bodi, téch je
%!. Kazdy tento obdelnik lze doplnit na latinsky ctverec. ]

8.3 Mira souvislosti grafu

Definice 8.29. Vicholovy ez v G je A C V(G) takova ze G~ A = G[V(G) \ A] je nesouvisly.
Hranovy 7ez v G je F' C E(G) takova ze G\ F = (V(G), E(G) \ F) je nesouvisly.

Pozndamka 8.30. VG, |V (G)| > 2, ma néjaky hranovy fez, pokud VG, ktery neni uplny, ma néjaky
vrcholovy fez.

Definice 8.31.

K.(G) = min{|F||F je hranovy fez v G}
Ko (G) = min{|A||A je vrcholovy ez v G} kdyz G neni Gplny
v n—1 kdyz G = K,
Lemma 8.32. Plati
K,(G)—1< K,(G~e) <K,(G).
Lemma 8.33. VG plati
Ky(G) < Ke(G).

Dikaz. K.(G) =k, 3F C E(G), G \ F nesouvisly, F = {ey,...,ex}.

H = G\F
Ky(H) = 0=FK.(H)=0
< K,(H)+1=1
K,(H+e,e) < K, (H+e)+1<2

E
)
|

Ky(H+F)<Ky(H+e1,....e5_1)+1<k=K(G).
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Véta 8.34 (Ford-Fulkerson). K.(G) > k prdvé tehdy kdyz Vu # v € V(G) 3 > k hranové

disjunktnich cest z u do v.
Diikaz.

< Predpokladdejme ze K.(G) < k, 3 hranovy fez F C E(G),|F| < k, Ju # v, z u do v
nevede cesta v G\ F. Mezi u a v vede (v G) gegk hranové disjunktnich cest Py, Ps, ..., P.
VilF'N P;| <1, tedy F nemuze pferusit Vk cest, v G \ F vede cesta z u do v coZ je spor.

= Predpokladejme ze K.(G) > k,u # v, definujme sit S:V (S) = V(G), E(S) = {(z,y), (y,z)|{z,y} €

E(@)}, c(zy) = 1,z = u,s = v. PouzZijeme algoritmus 8.18 pro hledani maximalniho toku,
w(fmaz) = h, tedy podle véty 8.17 3 fez F v S, takovy ze c(F) = h. Bez tjmy na obecnosti
predpokladejme Ze fiqa.(zy) € {0,1} a pokud Va # y @ fiae(2y) = 1, pak fiaz(yz) = 0. De-
finujme F = {{z,y}|zy € F}, Fjefez v G, tedy h = |F| > |F| > k. Z toku fy,q, velikosti > k
vyrobime k hranové disjunktnich cest z v do v tak, Ze ponechdm hrany xy, fma(zy) = 1, ty
tvori k hranové disjunktnich orientovanych cest z v do v, ty tvori & hranové neorientovanych
cest z u do v.

Véta 8.35 (Menger). K,(G) > k prdvé tehdy kdyz Yu # v € V(G) 3 > k vrcholové disjunktnich
cest zu do v.

Dikaz.
- G=K, K,G)=n-1
G+#K,
w € E(G)
w ¢ E(G)
1. G =G~ w, K,(G") > k-1, 3k — 1 vrcholové disjunktnich cest z u do v +1 coz je

hrana uv.

2. Definujme sit S jako V(S) = {z1|x € V(G),z # v} U {xz|z € V(G),x # u}, E(S) =
{z1ye|zy € E(G)} U{z2z1|2 € V(G) N {u,v}}, cle) = 1,2 = ug, s = v2. Maximalni tok
je fez I, tedy F.

9 Rovinné grafy

Lemma 9.1. A C V(G) je minimdlni (co do inkluze) ez v G, C1,Cs,...,Cy jsou komponenty
souvislosti G\ A, pak proVz € AVie {l,...,k}:3y € C; : zy € E(G).

Diikaz. Kdyby z x € A nevedla z4dné hrana do C;, pak A’ = A~ {z} by byl fez nebot C; by byla
komponenta souvislosti G \ A’; A’ C A coz je spor s minimalitou A. [ |

Véta 9.2. Jestlize K,(G) > 3,|V(G)| > 5, potom Je € E(G), K,(G -¢e) > 3.

Diikaz. 3G, K,(G) > 3,|V(G)| > 5 ze Ve € E(G),K,(G -e) < 3, tedy 34 C V(G),|A| < 2 7e
G \ A je nesouvisly.

1. A={u},u# 2. (GNu)-e=(G-e)\u, tedy {u} neni fez v G - e
2. A=A{z.} G~ A{u,v} =G e~ {z.}

3.z, ¢ A={z,y} (G~ {z,y})-e=G e~ {z,y} souvisly

4 A= {ze,ye} G Aw, 0,50} = G e {we, ye}
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Ve € E(G)Jy. € V(G) ze G ~ {u,v,y.} je nesouvisly. Oznacme nejvétsi komponentu souvislosti
ktera vznikne po odebrani hrany fezu z grafu K. Vybereme e € E(G) a y. € V(G) tak aby K bylo
nejvétsi mozné. Iz € K'(= (V(G) ~ K) N {u,v,ye}),yez € E(G), potom Fw € V(G) Ze y, z,w
je fez v G. (K U {u,v}) \ {w} indukuje souvisly podgraf G \ {z,y.,w}. Vag € K U {u,v} ~ {w}
3 cesta od a k B v G\ {ye,w}, vezméme nejkratsi takovou cestu, ta je C K U {u,v} ~ {w},
pokud by nebyla, mohli bychom ji zkratit pfes hranu e. Tedy G \ {z,y.,w} mad komponentu
KD KU {u,v}~{w},|K|>|K|+2—1=|K|+1 coZ je sport z maximalitou K. |

Dusledek 9.3. VG, K, (G) > 3 lze vytvofit z Ky “dobrymi” roztaZenimi vrcholi.

Lemma 9.4. Jestlize K,(G) > 2,G rovinny, potom v kaZdém nakresleni hranice kaZdé stény je
(grafova) kruznice.

Diikaz. Pomoci usatého lemma. Mam nakresleni G, v ném vyberu kruznici, ta musi existovat
protoze K, (G) > 2. Pfidavam ucha a indukeci v kazdém kroku kontroluji invariant, tedy Ze hranice
kazdé stény je grafova kruznice.

k=1 2 stény, usi maji stejnou hranici, tedy kruznici

k —1 — k rozdélim né&jakou sténu ohrani¢enou kruznici C cestou U na C7, (s, dostavam nové stény
UC,UCy

|
Lemma 9.5. Vrovinng GVe € E(Q) lze G nakreslit (bez kiiZeni) tak, Ze e je hranici vnéjsi stény.
Diikaz. Pomoci kruhové inverze. |
Lemma 9.6. Pokud G - e md délent K33, potom G ma déleni K3 3.
Dikaz. Rozborem piipadti. [ |

Lemma 9.7. Pokud G - e md déleni K5, potom G md déleni K5 nebo K 3.

Dikaz. Rozborem piipadt. |
Véta 9.8 (Kuratowski). G je rovinng pravé tehdy pokud G neobsahuje déleni K5 ani Ks 3 jako
podgraf.
Dikaz.

— ziejmé

«— matematickou indukci

|[V(G)|] <4 G musi byt rovinny
[V(G)| > 5 (a) G nesouvisly, potom G = G; UGs U ... U Gy, podle indukéniho predpokladu VG,
rovinny
(b) K,(G) = 1, potom Ju artikulace a ¢asti C1,Cs,...,Ck, oznatme G; = (Cy U
{u}, E(G[C1 U{u}])), Go = (CoU...UC, U{u}, E(G[C1U...UC, U{u}])) G; C
G,|V(Gy)| < |[V(G)| a G; nem4 déleni K5, K33, lze pouzit indukéni prepoklad,
tedy G; jsou rovinné, potom nakreslim G, Gs tak, aby u byl na vnéjsi sténé
(¢) Ky(G) =2, potom Ju, v které tvoii vrcholovy fez, ozna¢me G1 = (C1U{u, v}, E(G[C1U
{u,v}]) U{uv})), Ga = (CoU...UC, U{u,v}, E(G[C1U...UCy U{u,v}]) U{uv})
[V(G,)| < |[V(G)| a G; nema déleni K5, K3 3 lze pouzit indukéni pfedpoklad, tedy
G jsou rovinné, vezmu rovinné nakresleni, uv je na hranici vnéjsi stény
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(d) K,(G) > 3 Je € E(G) takové, ze K,(G -e) > 3, tedy |[V(G - e)| < |[V(G)|, 1ze
pouzit indukéni piedpoklad, G - e neméa déleni K5, K3 3, tedy graf G - e je rovinny.
G - e obsahuje sténu ohranic¢enou grafovou kruznici C' a obsahuje vrchol x,. ktery je
kontrahovanou hranou {u,v} pivodniho grafu, sousedi v dé&li C' na tuseky, pokud
vsichni sousedi v jsou ve stejnych usecich, pak je vSe v poradku, opacny pripad
nemize nastat protoze bychom ziskali déleni K3 3 nebo K, tedy graf G je rovinny.

20



