Dimenze a baze

1' Vyberte z mnOEinY X = {(214101114) ’ (413101213) ’ (112131410) ’ (311111112) ’

(4,3,4,0,2)} bazi podprostoru U = < X > vektorového prostoru Zs5.

Staci si uvédomit, které vektory z dan¢ho seznamu jsou linedrni kombinaci ptfedchozich.
Seradime-li si vektory postupné¢ do ftadkii matice, kterou upravime posloupnosti
elementarnich Uprav na ostupnovany tvar (napiiklad nejprve pticteme vhodné nésobky
prvniho fadku k ostatnim a poté pfehodime druhy a tfeti fadek, s nimz stejnym zpusobem
vynulujeme paty a Sesty radek), staci zjistit, kterym fadkim plvodni matice odpovidaji
nenulové fadky odstupiiované matice. Radky piavodni matice si oznaGime Fimskymi
Cislicemi a budeme zaznamendavat vSechna piehazovani radki:

24014|1 240141 240141
43023|1I 00000(|II 0031310
123401 003131 00000II
31112(IV 00121|IV 000001V
43402|V 00434|V 00000V

Ukézalo se, ze fadek II je ndsobkem tadku I a fadky IV a V jsou linearni kombinaci fadki I
a III. Naopak tadek III neni line4arni kombinaci fadku I. Hledanou bazi tvoii tedy naptiklad
prvni a tfeti vektor mnoziny X, tedy mnozina {(2,4,0,1,4), (1,2,3,4,0)}.

S5/11.11.
. Ovétte, Ze mnozina X = {(1,2,1), (2,-1,1), (1,-3,0), (1,7,2), (1,3,2)}
generuje vektorovy prostor R} a vyberte z X bazi R3.

Postupujeme stejné jako v piedchozim ptiklade¢:

1 21 1 1 211 121] 1
2-1111 0-5-1] 11 011} v
1-30|1iii ~ 0-5-11iit ~ 004/ i
1 72|iv 05 1]iv 000/ iit
1 32]v 01 1|v 000|1v

Tim jsme zjistili, Ze podprostor < X > je tiidimenzionalni, tedy< X > = R® a navic 1., 5. a 2.
vektor mnoziny X ur€ité tvoii bazi R’ tj. naptiklad {(1,2,1), (1,3,2), (2,-1,1)} je hledanou
bazi.

. Dopliite linedrné nezavislou posloupnost B = ((2,4,0,1,4), (1,2,1,0,3)) na
bazi aritmetického vektorového prostoru Zs°.

Nejprve najdeme bazi podprostoru < B > tak, aby jeji vektory uspotfadané do matice dali
Gaussovu matici.



24014 ~ 24014
12103 00121
Nyni snadno doplnime matici na odstupniovanou ¢tvercovou matici, jejiz vSechny radky jsou

nenulové, napiiklad vektory kanonické baze (i-ty pridame, pravé kdyz i-ty sloupec matice
neobsahuje pivot) a pfitom si v§imneme, Ze:

24014 24014 24014
01000 00121 12103
00121 ~ 01000 ~ 01000 =A.
00010 00010 00010
00001 00001 00001

Ziejm& ma podprostor generovany ¢adky matice A dimenzi 5, proto je podle Vety 2.22
roven Zs°. Tedy posloupnost ((2,4,0,1,4), (1,2,1,0,3), (0,1,0,0,0), (0,0,0,1,0), (0,0,0,0,1))
tvori bazi Zs® rozsifujici posloupnost B.

. UvazZujme podprostor U =< (2,4,0,1,4), (1,2,1,0,3) > vektorového prostoru
Zs'. Najdéte bazi né&jakého takového podprostoru V, aby UvV = Zs* a prinik U
a V byl nulovy.

Uvazime, Ze jsme Ulohu fakticky vyftesili v pfedchozim ptikladu. Polozme V =< (0,1,0,0,0),
(0,0,0,1,0), (0,0,0,0,1) > (tedy V je podprostor generovany vektory, jimiz jsme (2,4,0,1,4),
(1,2,1,0,3) doplnili na bazi). Potom ziejmé¢ UvV = Zs*. Bud’ dale w vektor priniku U a 'V,
tedy existuji prvky a, b, c, x, y télesa Zs takova, ze

w=x.(2,4,0,1,4) + v.(1,2,1,0,3),
w =2.(0,1,0,0,0) + b.(0,0,0,1,0) + ¢.(0,0,0,0,1),
proto a.(0,1,0,0,0) + b.(0,0,0,1,0) + ¢.(0,0,0,0,1) - x.(2,4,0,1,4) - y.(1,2,1,0,3) = (0,0,0,0,0).

Protoze vSech pét vektord je linedrné nezavislych, mame ptimo z definice a=b=c=x=y=0,
tedy w = 0. Dokazali jsme, Ze bazi hledan¢ho podprostoru W je tedy napiiklad posloupnost
vektoru ((0,1,0,0,0), (0,0,0,1,0), (0,0,0,0,1)).

. Najdéte néjakou bazi podprostorii vektorového prostoru Zs': U = <
(2,1,1,1), (4,2,1,3), (3,4,3,0) >avVv=<x(20,3,4), (1,3,1,2), (1,4,0,2)
>

Obvyklym zpisobem sefadime generujici vektory obou prostorit do matic a upravime je
pomoci elementarnich transformaci:

2111 2111
4213 ~ 0041
3430 0000

2034 ~ 1042
1312 0320



1402 0000

Tedy naptiklad posloupnost vektort ((2,1,1,1), (0,0,4,1)) tvoii bazi podprostoru U a
posloupnost ((1,0,4,2), (0,3,2,0)) tvofi bazi poprostoru V. VSimneme-li si, ze zadné dva
vektory v obou generujicich mnozinach nejsou svymi nasobky, tedy nejsou linearné zavisleé,
pak kazd4d dvojice vektori z mnoziny {(2,1,1,1), (4,2,1,3), (3,4,3,0)} tvofi bazi
dvojdimenzionalniho prostoru U, stejné jako kazda dvojice vektorii z mnoziny {(2,0,3,4),
(1,3,1,2), (1,4,0,2)} tvoti bazi prostoru V.

. Najdéte néjakou bazi spojeni podprostord U a V z pf¥edchoziho p¥ikladu a
dimenzi jejich pridniku.

Ptedné¢ si uvédomme, ze spojeni U a V (zde ho znatme U+V) je podprostor generovany
vSemi vektoru U 1 V. Staci ndm ovSem uvaZovat jen baze U a V, které uz jsme nalezli, tedy
plati, ze U+V = < (2,1,1,1), (0,0,4,1), (1,0,4,2), (0,3,2,0) >. Obvyklym zpiisobem najdeme
bazi spojeni U+V:

2111 2111 2111 2111
0041 0041 0214 0214
10423 Vo214 " Yoo3a4)] " Loo1s
0320 0320 0041 0004

Vidime, Ze bazi U+V tvoii naptiklad posloupnost vektorta (2,1,1,1), (0,2,1,4), (0,0,1,3) a
(0,0,0,4), tedy dim(U+V)=4. To ovSem znamend, ze U+V = Zs (tedy mohli jsme vzit
jakoukoli jinou bazi Zs', naptiklad kanonickou bazi, ktera by byla bazi U+V).

Nyni si sta¢i uvédomit, ze podle véty o dimenzi spojeni a pruniku podprostort je dim(UnV)
= dim(U) + dim(V) - dim(U+V) = 24+2-4 = 0.

. Najdéte néjakou bazi pruniku podprostorii U a V aritmetického vektorového
prostoru 23*: v =< (1,1,1,1), (0,2,1,1), (0,0,1,2) >a V=< (1,2,2,1),
(0,1,2,1), (0707272) >'

Potiebujeme najit vSechny vektory, které¢ lezi zaroven v U 1 ve V, tedy které jsou zaroven
linearnimi kombinacemi generatord U 1 V. Vyjadiime si vektor lezici v pruniku rovnici:

x1.(1,1,1,1) + x2.(0,2,1,1) + x3.(0,0,1,2) = y1.(1,2,2,1) + y2.(0,1,2,1) + y3.(0,0,2,2),
x1.(L1L,1,1) + %2.0,2,1,1) + x3.(0,0,1,2) + y1.(2,1,1,2) + v2.(0,2,1,2) + v3.(0,0,1,1) =
(0,0,0,0).

Budeme hledat mnozinu vSech feSeni homogenni soustavy s matici:

100200 100200 100200 100200
120120 020220 020220 020220
111111 011211 001101 001101

112221 012021 002211 000012



Snadno dopocitame, Ze mnozina vSech feSeni soustavy je tvaru < (1,2,2,1,0,0), (0,2,2,0,1,1)
>, tedy bazi prostoru vSech feseni je naptiklad dvojice (1,2,2,1,0,0), (0,2,2,0,1,1). Zjistili
jsme, ze:

1.(L1,1,1) +2.(0,2,1,1) + 2.(0,0,1,2) = 1.(1,2,2,1) + 0.(0,1,2,1) + 0.(0,0,2,2) = (1,2,2,1),
0.(1,1,1,1) +2.(0,2,1,1) + 2.(0,0,1,2) = 0.(1,2,2,1) + 1.(0,1,2,1) + 1.(0,0,2,2) = (0,1,1,0),

Tedy vektory (1,2,2,1) a (0,1,1,0) lezi v priniku podprostorit U a V. Konecné si uvédomme,
ze libovolné feseni soustavy lze napsat ve tvaru

a:.(1,2,2,1,0,0) + a2.(0,2,2,0,1,1) = (a1,2a1+2a3,2a;+2az,a1,a2,a2),
kde ay 1 a3 lezi v Zs, proto lze kazdy vektor z priniku vyjadfit:

ar.(1,1,1,1) + (2a1+2a2).(0,2,1,1) + (2a+2a2).(0,0,1,2) = a1.(1,2,2,1) + 2,.(0,1,2,1) + as.
(0,0,2,2),
ar.[1.(1,1,1,1) + 2.(0,2,1,1) + 2.(0,0,1,2)] + 22.[2.(0,2,1,1) + 2.(0,0,1,2)] = a1.(1,2,2,1) + as.
(0,1,1,0).

Tim jsme zjistili, ze kazdy vektor z priniku U a V lze napsat ve tvaru a;.1.(1,2,2,1)+as.
(0,1,1,0), tedy posloupnost ((1,2,2,1) a (0,1,1,0)) generuje mnozinu UnV. Zjevné se jedna o
mnozinu linearn¢€ nezavislou, tedy jde o bazi pruniku (neni té¢zké si uvédomit, Zze vysledné
vektory budou jisté linearné nezéavislé, pokud jsme hledali jejich soufadnice vzhlem k bazim
prostori U a V).

Zavérem si jeSté vSimnéme, Ze jsme soustavu nemuseli dopocitavat, nebot’ nam stacilo najit
soutfadnice baze feSeni odpovidajici proménnym y; (posledni 3 soufadnice) nebo x; (prvni 3
souradnice).

. Uréete dimenzi pruiniku podprostort U a V raciondlniho vektorového prostoru
@3, je-li U =< (1,2,1), (1,0,2) >a V=< (1,1,0), (1,-1,1) >.

Obvyklym zplsobem zjistime, ze dim U = dim V = 2 a dim (UvV) = 3, proto podle Véty
2.23 je dim (UnV) =dim U + dim V - dim (UvV) = 1.

12./18.11.

Hodnost matice

. Urdete nad télesem R a Zs hodnost matice A a matice AT, pokud
123

A = 211
143

Ptipomenime, ze hodnost matice je pravé dimenze podprostoru generovan¢ho fadky matice,
kterou miZzeme spocitat jako pocet nenulovych fadki pfislusné Gaussovy matice (viz Véta
4.9 z ptednasky). Upravujme tedy nasi matici posloupnosti elementarnich uprav nad télesem
realnych cisel:



123 ~ 123 ~ 123
211 0-3-5 010
143 020 00-5

Zjistili jsme, Ze hodnost h(A) = 3 nad télesem R. Véta 5.5 z pfednasky ndm tiké, ze h(A) =
h(AT), proto h(A") = 3. Podobné uréime hodnost A nad Zs:

123 123
211 ~ 010
143 000

Tedy nad Zs je h(A) = h(A") = 2.

. Rozhodnéte, zda lze nad télesem Z; pfevést posloupnosti elementarnich

fadkovych uprav matici M z pfedchoziho pf¥ikladu na matici
111
011
001
546

Uvédomme si, Ze matici M lze pievést posloupnosti elementdrnich fadkovych uprav na
matici N prave tehdy, kdyz jsou prostory generované fadky obou matic stejné. V naSem
ptipadé¢ ovSem okamzit¢ vidime, ze h(N) = 3, zatimco h(M) = 2. Tedy poprostory
generované fadky maji riiznou dimenzi, a proto se nemohou rovnat.

Zjistili jsme, Ze M nelze posloupnosti elementarnich tprav prevést na N.

. Rozhodnéte, zda lze nad redlnymi éisly p¥evést posloupnpsti elementarnich
fadkovych Uprav matici A na matici B. kde

123 10-1
A = B =
(111) (121)

Budeme-li matici C definovat jako matici obsahujici postupné vSechny fadky matice A a
matice B, sta¢i ndm zjistit, zda h(A) = h(B) = h(C). Pokud by h(A) = h(B) = h(C), pak
podprostory generované fadky matice A a B (a C) byly shodné, tedy by fadky B bylo mozné
dostat jako linearni kombinaci fadkli A. V opacném piipad¢ by podprostory generované
fadky matice A a B byly rtizné, proto by nebylo mozné matici A posloupnosti elementarnich
uprav prevést na matici B. Okamzit¢ vidime, ze h(A) = h(B) = 2. Zbyva standardnim
zpusobem urcit hodnost matice C:

123 10-1 10-1
111 01 2 01 2
10-1 02 4 00 1

121 022 000



Zjistili jsme, ze h(C) = 3, proto matici A nelze pievést posloupnosti elementarnich
radkovych tprav na matici B.

. Rozhodnéte, zda lze nad télesem R pfevést posloupnosti elementarnich
fadkovych tGprav matici A na matici B pro

123 10-1
A = B =
(111) (135)

Postupujeme-li obdobn¢ jako v piedchozi tloze, zjistime, ze h(A) =h(B)=2a

123 10-1 10-1
o 01 2 01 2
““lioa) " loza) " Hooo)

135 03 6 00 0

tedy 1 h(C) = 2. Matici A proto Ize prevést posloupnosti elementarnich fadkovych tprav na
matici B.

Vsimnéme si, ze jsme také mohli postupovat piimo, t.j. uvédomit si, ze oba fadkové vektory

(1,0,-1) a (1,3,5) matice B dostaneme jako linearni kombinaci fddkovych vektorii matice A.

. Rozhodnéte, zda lze nad télesem R prevést posloupnosti elementarnich
fadkovych Uprav matici A na matici E, pokud

121 100
A = 111 E = 010
123 001

Uvédomime-li si, Ze fadky matice E generuji cely (3-dimenzionalni) vektorovy prostor R’
sta&i nam tentokrat zjistit, zda fadky matice A generuji cely prostor R?, tj. zda h(A)=3:

121 111 111
111 ~ 010 ~ 010
123 012 002

Vidime, Ze h(A) = 3, proto opét l1ze matici A prevést posloupnosti elementarnich uprav na
jednotkovou matici E.

. Bud A a B takové matice typu (n,m) nad télesem T, Ze prostory Wp resp. W
vSech reseni homogennich soustav rovnic s matici A resp. B jsou stejné.
DokazZte, Ze matici A lze posloupnosti elementarnich fadkovych uprav
ptevést na matici B.

Muzeme vyuzit iivahu, kterou jsme udélali v ptikladu 4. Tedy staci ukazat, ze h(A) = h(B) =
h(C), kde matice C obsahuje na fadcich praveé vSechny fadky matic A a B.



Z Véty 5.8 z ptednasky vime, ze dim(Wa) = m - h(A) a dim(Wg) = m - h(B). Protoze navic
dim(W,) = dim(Wp), snadno dostavame, ze h(A) = h(B).

Nyni si uvédomme, jak vypadd mnozina Wc:
We={xzT"Cx'=0"} = {xzT"|Ax'=0" aBx'=0"} = Won Wg =W, = W;.

Tedy i dim(Wc¢) = dim(W,), proto h(A) = h(B) = h(C).

Permutace a determinanty

. Zapiste v cyklickém zapisu a redukovaném cyklického zapisu permutace
123456 123456

P= a q=
341652 136425

Postupné vycerpame vSechny prvky z mnoziny {1, 2, 3, 4, 5, 6}, abychom zapsali cykly

permutaci: p = (13)(246)(5), q = (1)(2365)(4). V redukovaném cyklyckém zapisu
vynechdme vSechny jednocykly: p = (13)(246), q = (2365).

. Méjme p=(135) (4798) (26) a g=(18) (247693) dvé permutace z Sy. Urcete pq,

ap, p ' aq’.

Ptimo pouzitim definice snadno zjistime hodnoty (skladdme zprava doleva):

pq = (1495)(27)(368)

qp = (129)(3587)(46)

p! = (531)(8974)(62)
q" = (81)(396742)

25./19.11.

. Napiste permutace p; = (13475) a p, = (267) (3548) jako soucin transpozic.

Ptipomenime, ze transpozice je permutace, kterd vymeénuje praveé dva prvky, tj. mizeme ji v
redukovaném cyklickém zéapisu zapsat ve tvaru (ab). Reseni ulohy je ziejmé z dikazu Véty
6.9, ktera tika, ze kazdou permutaci lze zapsat jako soucin transpozic. Snadno nahlédnem,
ze plati:

(13475) = (13) . (34) . (47) . (75) = (15) . (17) . (14) . (13),
(267)(3548) = (26) . (67) . (35) . (54) . (48) = (27) . (26) . (38) . (34) . (35).

. Uréete znaménka permutaci p; = (13475), p, = (267) (3548) a p3 = (374) (8135)

z Sg.

Podle definice mé& permutace znaménko +1 (tj. jde o sudou permutaci), pravé kdyz ji
muzeme napsat jako soucin sudého poctu transpozic a permutace ma znaménko -1 (tj. je to



licha permutace), pokud ji muiZzeme napsat jako soucin lichého poctu transpozic. V
predchozim ptikladu jsme vyjadrili permutaci p; jako soucin 4 transpozic, proto znp; = 1, a
permutaci p2 jsme dostali jako soucin 5 transpozic, tedy znp, = -1. Uvazime-li, ze
permutace pz ma stejny typ jako permutace p, (tj ma stejny pocet stejné dlouhych cykla),
snadno nahlédneme, ze permutace p, a p3 dostaneme jako soucin stejného poctu transpozic,
tedy znaménka permutaci py i p3 jsou stejna a zn p3 = -1.

-1

. Spoditejte znaménko permutaci p, q, p ' a gp ! z p#ikladu 2.

Znaménka permutaci p a q muzeme tentokrat urcit pomoci Véty 6.15 z piednasky.
Permutaci p mizeme chapat jako souéin cyklu délky 3, 4 a 2, tedy zn p = (-1’ (- )*'(-1)*"
= 1 a podobng znq = (-1)*'(-1)*' = 1, tedy ob& permutace jsou sudé (maji kladné
znaménko). Dale znp' =znp=1aznqp' =znq.znp' =1.1=1 podle Véty 6.13.

. Spo¢itejte nad télesy R, Zs a Z; determinanty matic:

121

13
21
2272

V obou piipadech determinant spoc¢itime piimo podle definice:

det A=1.1-2.3=-5nad R (=0 nad Zs a =2 nad Z,)
detB=1.02+232+142-102-242-132=20-22=-2nadR (=3 nad Zs a =5 nad
77)

. Spo¢itejte determinanty matic nad télesem racionalnich é&isel:

20000 54300 54305
71000 20000 20002
Moo= 54300 Mz = 12322 M; = 12343
64310 64310 64326
12322 71000 71007

Nebot’ je matice M; dolni trojuhelnikova, staci, abychom vynasobili hodnoty na diagonale,
tj. det M; =2.1.3.1.2 =12.

Matice M, se od matice M; li§i jen pofadim tadkl. Vime, Ze piehozeni fadkl v matici
zméni znaménko determinantu, potfebujeme tedy zjistit, kolik transpozic fadki je zapotiebi,
abychom z matice M; dostal matici M,. Bude-li jich zapotfebi sudy pocet, pak budou
determinanty matic M; a M; stejné, bude-li jich tfeba lichy pocet, pak budou mit
determinanty matic M; a M, opacné znaménko (viz Diisledek 7.7). Potfebujeme tedy zjistit,
zda je permutace (1352), ktera udava permutaci fadkth matice Mj, suda nebo licha.
Okamzité vidime, ze zn (1352) = -1, proto

det My = - det M; =-12.



Vsimnéme-si, ze matici M3 dostaneme z matice M, pfictenim 1. sloupce k sloupci 5. a
vynasobenim 4. sloupce ¢islem 2. Uvédomime-li si, ze pficteni ndsobku tfadku (nebo
sloupce) k jinému tadku (nebo sloupci) nezméni determinant matice a zZe vyndsobeni fadku
nebo sloupce skalarem x adekvatné vynasobi 1 determinant matice, vidime, ze

54300 54300
20000 20000
detMz= det| 12342 = 2.det] 12322 =2 .det M =-24.
64320 64310
71000 71000

26.11.

8. Uréete nad télesem realnych é&isel determinant matice

2211

1-11 0
A:

1 11 1

3 01-2

ProtoZze vime, jak determinant matice A zméni elementarni Upravy a determinant horni
(stejné jako dolni) trojuhelnikové matice spocitime velmi snadno, pfevedeme posloupnosti
elementarnich uprav matici A na odstupfiovany tvar:

1111 1111 1111 1111
detA f1910) = fo20aY> fo201y7 fo201)-=
= - et 12 12 ;
dot Y2211 00-1-1 J 4o YOO0-1 -1 f g Vo011 3
301-2 0-3-2-5 0-6-4-10 00 0-3

. Spoéitejte nad raciondlnimi ¢Eisly determinant matice
1 3-311
3 2 75-9
B = 2 1-12 0
1 2 21-1
2-1 32 7

V matici B sice neobsahuje zadny tfadek ani sloupec vétsi pocet nul, ovSem dva sloupce se
1i$i jen na jedné pozici. Vime, Ze odecteme-li od jednoho z téchto sloupct druhy, nezméni
se hodnota determinantu. Po této Gpravé uz ovSem miizeme pouzit metodu rozvoje podle
sloupce:

detB= det 13311 = det (03-311 = 2.det §3 311
32759 22759 1-12 0
2 1-120 01-120 2 21-1

1 221-1 0221-1 -1 327



2-1 327 0-1 327

Poté odecteme od prvniho fadku trojnasobek druhého fadku. Na prvnim fadku ztistanou dva
nenulové prvky, podle nichz determinant rozvedeme a snadno dopocitame:

00-51
1-1 0 1-12
1-120
detB= 2.det | © 7 ) = 2(5det] 221 ) - 20der| 221
137 132
1327

=-10.(14-1+3+14) - 2.(4+1+12+4+4-3) = -344.

10. spoéitejte nad télesem racionalnich &isel determinant obecné matice nxn,
kde dii=dii+1=1 a di+1i=_1 a jinde je dij=or tj.

1 1000...00
-1 1100... 00O
0-1110... 00

D, = det
0 0000 -11

Rozvedeme-li matici D, podle prvniho sloupce, dostaneme D;, = Dy.1 - det Ap.1. Rozvojem
podle prvniho fadku matice A,.j zjistime, Ze det A,.1= -Dn-2. Tedy plati rekurentni vzorec Dy
= Dy-1 + Dp2. Pfimym vypoctem zjistime, ze D=1 a D,=2.

Dalsi téma



