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2 Automaty a jazyky

Požadavky

• Chomského hierarchie, tř́ıdy automat̊u a gramatik, determinismus a nedeterminismus.
• Uzávěrové vlastnosti tř́ıd jazyk̊u.

2.1 Automaty – Chomského hierarchie, tř́ıdy automat̊u a gramatik, de-
terminismus a nedeterminismus.

• Popǐste jednotlivé tř́ıdy jazyk̊u a jejich vztahy; definujte tř́ıdy pomoćı odpov́ıdaj́ıćıch gra-
matik. Napǐste priklady gramatik pro jednotlivé tř́ıdy.

• Popǐste automaty, ktere tyto tridv jazyku rozpoznávaj́ı i s ohledem na jejich (ne)deterministicnost.

Tř́ıdy automat̊u a gramatik

Definice (Konečný automat)
Konečný automat je pětice A = (Q,X, δ, q0, F ), kde Q je stavový prostor (množina všech
možných stav̊u), X je abeceda (množina symbol̊u), δ je přechodová funkce δ : Q × X → Q,
q0 ∈ Q je poč. stav a F ⊆ Q množina koncových stav̊u.

Definice
Slovo w je posloupnost symbol̊u v abecedě X. Jazyk L je množina slov, tedy L ⊆ X∗, kde X∗ je
množina všech posloupnost́ı symbol̊u abecedy X. λ je prázdná posloupnost symbol̊u. Rozš́ıřená
přechodová funkce je δ∗ : Q × X∗ → Q - tranzitivńı uzávěr δ. Jazyk rozpoznávaný konečným
automatem – regularńı jazyk je L(A) = {w|w ∈ X∗, δ∗(q0, w) ∈ F}. Pravá kongruence je taková
relace ekvivalence na X∗, že ∀u, v, w ∈ X∗ : u ∼ v ⇒ uw ∼ vw.1 Je konečného indexu, jestliže
X∗/ ∼ (rozklad na tř́ıdy ekvivalence) má konečný počet tř́ıd.

Věta (Nerodova)
Jazyk L nad konečnou abecedou X je rozpoznatelný kon. automatem ⇔ existuje pravá kongru-
ence konečného indexu ∼ na X∗ tak, že L je sjednoceńım jistých tř́ıd rozkladu X∗/ ∼.2

Věta (Pumping (iteračńı) lemma)
Pro jazyk rozpoznatelný kon. automatem (tzn. regulárńı) L existuje n ∈ N tak, že libovolné
slovo z ∈ L, |z| ≥ n lze psát jako uvw, kde |uv| ≤ n, |v| ≥ 1 a ∀i ≥ 0 : uviw ∈ L.3

Definice
Dva automaty jsou ekvivalentńı, jestliže přij́ımaj́ı stejný jazyk. Homomorfismus (isomorfismus)
automat̊u je zobrazeńı, zachovávaj́ıćı poč. stav, přech. funkci i konc. stavy (+ prosté a na). Pokud
existuje homomorfismus automat̊u A → B, pak jsou tyto dva ekvivalentńı (jen 1 implikace!).
Dosažitelný stav q - ∃w ∈ X∗ : δ∗(q0, w) = q. Relace ekvivalence je automatovou kongruenćı,
pokud zachovává konc. stavy a přech. funkci. Ke každému automatu existuje redukt - ekvivaletńı
automat bez nedosažitelných a navzájem ekvivalentńıch stav̊u. Ten je určen jednoznačně pro
daný jazyk (až na isomorfismus), proto lze zavést normovaný tvar.

1Pokud dvě r̊uzná slova u, v převedou automat do stejného stavu (=jsou navzájem ekvivalentńı (u ∼ v)), pak
muśı patřit do stejné tř́ıdy rozkladu. Pokud k těmto dvěma slov̊um přidáme stejné slovo zprava, pak tato zřetězená
slova budou opět patřit do stejné tř́ıdy rozkladu (=muśı být navzájem ekvivalentńı (uw ∼ vw)). A toto je právě ta
vlastnost definuj́ıćı pravou kongruenci.
2Důležité tedy je, že pokud je jazyk regulárńı, pak pro něj muśı existovat pravá kongruence, která (což je

nejd̊uležitěǰśı) rozkládá všechna slova jazyka do konečně mnoha tř́ıd.
3Plat́ı i pro konečné jazyky: když je jazyk konečný, tak si za n stač́ı vźıt délku nejdeľśıho slova a pak to pro

všechny slova deľśı než n (tj. žádná) plat́ı taky.
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Poznámka (Operace s jazyky)
S jazyky lze provádět množinové operace (∪,∩), rozd́ıl ({w|w ∈ L1&w /∈ L2}), doplněk ({w|w /∈
L}), dále zřetězeńı (L1 ∙ L2 = {uv|u ∈ L1, v ∈ L2}), mocniny (L0 = λ,Li+1 = Li ∙ L), iterace
(L∗ = L0∪L1∪L2∪...), otočeńı (LR = {uR|u ∈ L}), levý (L2\L1 = {v|uv ∈ L1, u ∈ L2}) i pravý
(L1/L2 = {u|uv ∈ L1, v ∈ L2}) kvocient L1 podle L2 a derivace (kvocienty podle jednoslovného
jazyka). Tř́ıda jazyk̊u rozpoznatelných konečnými automaty je na tyto operace uzavřená.

Definice (Regulárńı jazyky)
Tř́ıda reguláńıch jazyk̊u nad abecedou X je nejmenš́ı tř́ıda, která obsahuje ∅, ∀x ∈ X obsahuje
x a je uzavřená na sjednoceńı, iteraci a zřetězeńı.

Věta (Kleenova)
Jazyk je regulárńı ⇔ je rozpoznatelný konečným automatem.4

Definice (Regulárńı výrazy)
Regulárńı výrazy nad abecedouX = x1, ..., xn jsou nejmenš́ı množina slov v abecedě x1, ..., xn, ∅, λ,+ , ∙,∗ , (, ),
která obsahuje výrazy ∅ a λ a ∀i obsahuje xi a je uzavřená na sjednoceńı (+), zřetězeńı (∙) a
iterace (∗). Hodnota reg. výrazu a je reg. jazyk [a], lze takto reprezentovat každý reg. jazyk.

Definice (Dvoucestné konečné automaty)
Dvoucestný konečný automat je pětice (Q,X, δ, q0, F ), kde oproti kon. automatu je δ : Q×X →
Q× {−1, 0, 1} (tj. pohyb čtećı hlavy). Přij́ımá slovo, pokud výpočet začal vlevo v poč. stavu a
čtećı hlava opustila slovo w vpravo v konc. stavu (mimo slovo konč́ı výpočet okamžitě).

Poznámka
Jazyky přij́ımané dvoucestnými automaty jsou regulárńı - každý dvoucestný automat lze převést
na (nedeterministický) konečný automat.

Definice (Zásobńıkové automaty)
Zásobńıkový automat je sedmice M = (Q,X, Y, δ, q0, Z0, F ), kde proti konečným automat̊um
je Y abeceda pro symboly na zásobńıku, Z0 počátečńı symbol na zásobńıku a funkce instrukćı
δ : Q× (X ∪{λ})×Y → P(Q×Y ∗). Je z principu nedeterministický; vždy se nahrazuje vrchol
zásobńıku, nečte ale pokaždé vstupńı symboly. Instrukci (p, a, Z) → (q, w) lze vykonat, pokud
je automat ve stavu p, na zásobńıku je Z a na vstupu a. Vykonáńı instrukce znamená změnu
stavu, pokud a 6= λ, tak i posun čtećı hlavy a odebráńı Z ze zásobńıku, kam se vlož́ı w (prvńım
ṕısmenem nahoru). Výpočet konč́ı bud’ přečteńım slova, nebo v př́ıpadě, že pro danou situaci
neńı definována instrukce (Situace zás. automatu je trojice (p, u, v), kde p ∈ Q, u je nepřečtený
zbytek slova a v celý zásobńık ).
Přij́ımat slovo je možné bud’ koncovým stavem (slovo je přečteno a automat v konc. stavu),

nebo zásobńıkem (slovo je přečteno a zásobńık prázdný – konc. stavy jsou v takovém př́ıpadě
nezaj́ımavé - F = ∅).

Poznámka
Pro zás. automat přij́ımaj́ıćı konc. stavem vždy existuje ekvivalentńı automat (L(A1) = L(A2))
přij́ımaj́ıćı zásobńıkem a naopak.

Definice (Přepisovaćı systém)
Přepisovaćı (produkčńı) systém je dvojice R = (V, P ), kde V je konečná abeceda a P množina
přepisovaćıch pravidel (uspořádaných dvojic prvk̊u z V ∗). Slovo w se př́ımo přeṕı̌se na z (w ⇒ z),
pokud ∃u, v, x, y ∈ V ∗ : w = xuy, z = xvy, (u, v) ∈ P . Derivace (odvozeńı) je zřetězeńı několika
př́ımých přepsáńı.

4Důkaz se dá indukćı podle počtu hran v nedeterministickém automatu.
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Definice (Formálńı (generativńı) gramatika)
Formálńı gramatika je čtveřice G = (VN , VT , S, P ), kde VN je množina neterminálńıch symbol̊u
(ostatńı znaky např. S), VT množina terminálńıch symbol̊u (”znaky z abecedy”), S startovaćı
symbol (S ∈ VN ) a P množina pravidel. Jazyk generovaný gramatikou je L(G) = {w|w ∈
V ∗T , S ⇒

∗ w}.

Věta
Každý bezkontextový jazyk je rozpoznáván zásobńıkovým automatem, přij́ımaj́ıćım prázdným
zásobńıkem. Stejně pro každý zásobńıkový automat existuje bezkontextová gramatika, která
generuje jazyk j́ım přij́ımaný.

Poznámka (Vlastnosti bezkontextových gramatik)
Bezkontextová gramatika je redukovaná, pokud ∀X ∈ VN existuje terminálńı slovo w ∈ V ∗T
tak, že X ⇒∗ w a nav́ıc ∀X ∈ VN , X 6= S existuj́ı slova u, v tak, že S ⇒∗ uXv. Ke každé
bezkontextové gramatice lze sestrojit ekvivalentńı redukovanou.
Pro každé terminálńı slovo v bezkontextové gramatice existuj́ı derivace, které se lǐśı jen

pořad́ım použit́ı pravidel (a prohozeńım některých pravidel dostanu stejné terminálńı slovo),
proto lze zavést levé (pravé) derivace - tj. kanonické derivace. Pokud X ⇒∗ w, pak existuje i
levá (pravá) derivace. Znázorněńı pr̊uběhu derivaćı je možné určit derivačńım stromem – určuje
jednoznačně pravou/levou derivaci.
Bezkontextová gramatika je v́ıceznačná (nejednoznačná), pokud v ńı existuje slovo, které

má dvě r̊uzné levé derivace; jinak je jednoznačná. Jazyk je jednoznačný, pokud k němu existuje
generuj́ıćı jednoznačná gramatika. Pokud je každá gramatika nějakého jazyka nejednoznačná, je
tento podstatně nejednoznačný.

Definice (Greibachové normálńı forma)
Gramatika je v Greibachové normálńı formě, jsou-li všechna jej́ı pravidla ve tvaru A→ au, kde
a ∈ VT a u ∈ V ∗N . Ke každému bezkontextovému jazyku existuje gramatika v G. normálńı formě
tak, že L(G) = L \ {λ}. Každou bezkontextovou gramatiku lze převést do G. normálńı formy.

Poznámka (Úpravy bezkontextových gramatik)
Spojeńım v́ıce pravidel (A → uBv,B → w1, ...B → wk se převede na A → uw1v|...|uwkv)
dostanu ekvivalentńı gramatiku. Stejně tak odstraněńım levé rekurze (převod přes nový neter-
minál).

Definice (Chomského normálńı forma)
Pro gramatiku v Chomského normálńı formě jsou všechna pravidla tvaru X → Y Z nebo X → a,
kde X,Y, Z ∈ VN , a ∈ VT . Ke každému bezkontextovému jazyku L existuje gramatika G v
Chomského normálńı formě tak, že L(G) = L \ {λ}

Poznámka (Vlastnosti tř́ıdy bezkontextových jazyk̊u)
Tř́ıda bezkontextových jazyk̊u je uzavřená na sjednoceńı, zrcadleńı, řetězeńı, iteraci a pozitivńı
iteraci, substituci a homomorfismus, inverzńı homomorfismus a kvocient s regulárńım jazykem.
Neńı uzavřená na pr̊unik a doplněk.

Definice (Dyck̊uv jazyk)
Dyck̊uv jazyk je definován nad abecedou a1, a

′
1, ...an, a

′
n gramatikou

S → λ|SS|a1Sa
′
1|...|anSa

′
n

Je bezkontextový, popisuje správná uzávorkováńı a lze j́ım popisovat výpočty zásobńıkových
automat̊u, tedy i bezkontextové jazyky.
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Definice (Turing̊uv stroj)
Turing̊uv stroj je pětice T = (Q,X, δ, q0, F ), kde X je abeceda, obsahuj́ıćı symbol ε pro prázdné
poĺıčko, přechodová funkce δ : (Q\F )×X → Q×X×{−1, 0, 1} popisuje změnu stavu, zápis na
pásku a posun hlavy. Výpočet konč́ı, neńı-li definována žádná instrukce (spec. plat́ı pro q ∈ F ).
Konfigurace Turingova stroje jsou údaje, popisuj́ıćı stav výpočtu – nejmenš́ı souvislá část pásky,
obsahuj́ıćı všechny neprázdné buňky a čtenou buňku, vnitřńı stav a poloha hlavy. Krok výpočtu
je uqv ` wpz pro u část slova vlevo od akt. pozice na pásce, v od čteného ṕısmena dál a q stav
stroje. Výpočet je posloupnost krok̊u, slovo w je přij́ımáno, pokud q0w `∗ upv, p ∈ F . Jazyky
(množiny slov bez ε) přij́ımané Turingovými stroji jsou rekurzivně spočetné.

Věta
Každý jazyk typu 0 (s gramatikou s obecnými pravidly) je rekurzivně spočetný.

Chomského hierarchie

Definice (Chomského hierarchie)
Chomského hierarchie je rozděleńı gramatik do 4 tř́ıd podle omezeńı na pravidla:

Poznámka
S L1 ⊃ L2 nastává problém, protože bezkontextové gramatiky umožňuj́ı pravidla tvaru X → λ.
Řešeńım je převod na nevypouštěj́ıćı bezkontextové gramatiky - takové bezkontextové gramatiky,
které nemaj́ı pravidla typu X → λ.

Věta (o nevypouštěj́ıćıch bezkontextových gramatikách)
Ke každé bezkontextové G existuje nevypouštěj́ıćı bezkontextová G0 tak, že

L(G0) = L(G) \ {λ}

Je-li λ ∈ L(G), pak ∃G1, t.ž. L(G1) = L(G) a jediné pravidlo v G1 s λ na pravé straně je S → λ
a S neńı v G1 na pravé straně žádného pravidla.
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Poznámka (Lineárńı gramatiky)
Pro každou gramatiku typu G3 lze sestrojit konečný automat, který přij́ımá právě jazyk j́ı
generovaný, stejně tak pro každý konečný automat lze sestrojit gramatiku G3. Levé lineárńı
gramatiky také generuj́ı regulárńı jazyky, d́ıky uzavřenosti na reverzi. Lineárńı gramatiky, s
pravidly typu X → uY v,X → w, kde X,Y ∈ VN , u, v, w ∈ V ∗T , generuj́ı lineárńı jazyky - silněǰśı
než regulárńı jazyky.

Definice (Separovaná a nevypouštěj́ıćı gramatika)
Separovaná gramatika je gramatika (obecně libovolné tř́ıdy), obsahuj́ıćı pouze pravidla tvaru
α → β, kde bud’ α, β ∈ V +N , nebo α ∈ VN a β ∈ VT ∪ {λ}. Nevypouštěj́ıćı (monotónńı)
gramatika (také se neomezuje na konkrétńı tř́ıdu) je taková, že pro každé pravidlo u→ v plat́ı
|u| ≤ |v|.

Poznámka (Kontextové gramatiky)
Ke každé kontextové gramatice lze sestrojit ekvivalentńı separovanou. Ke každé monotónńı
gramatice lze nalézt ekvivalentńı kontextovou.

Determinismus a nedeterminismus

Definice (Nedeterministický konečný automat)
Nedeterministický konečný automat je pětice (Q,X, δ, S, F ), kde Q je mn. stav̊u, X abeceda, F
mn. konc. stav̊u, S množina počátečńıch stav̊u a δ : Q×X → P(Q) je přechodová funkce. Slovo
w je takovým automatem přij́ımáno, pokud existuje posloupnost stav̊u {qi}ni=1 tak, že q1 ∈ S,
qi+1 ∈ δ(qi, xi), qn+1 ∈ F .

Poznámka
Pro každý nedeterministický konečný automat A lze sestrojit deterministický kon. automat B
tak, že jimi přij́ımané jazyky jsou ekvivalentńı (může to znamenat exponenciálńı nár̊ust počtu
stav̊u).

Definice (Deterministický zásobńıkový automat)
Deterministický zásobńıkový automat je M = (Q,X, Y, δ, q0, Z0, F ) takové, že ∀p ∈ Q, ∀a ∈
(X ∪ {λ}), ∀Z ∈ Y plat́ı |δ(p, a, Z)| ≤ 15 a nav́ıc pokud pro nějaké p, Z je δ(p, λ, Z) 6= ∅, pak
∀a ∈ X je δ(p, a, Z) = ∅6.

Poznámka
Deterministický zásobńıkový automat je slabš́ı než nedeterministický, rozpoznává determin-
istické bezkontextové jazyky koncovým stavem a bezprefixové bezkontextové jazyky prázdným
zásobńıkem (takové jazyky, kde u ∈ L(M)⇒ ∀w ∈ X∗ : uw /∈ L(M)) - když se poprvé zásobńık
automatu vyprázdńı, výpočet určitě konč́ı.
Bezprefixové bezkontextové jazyky jsou vždy deterministické, opačně to neplat́ı. Determin-

istický bezkontextový jazyk lze na bezprefixový převést zřetězeńım s daľśım symbolem, který
neńı v p̊uvodńı abecedě.
Regulárńı jazyky a bezprefixové bezkontextové jazyky jsou neporovnatelné množiny.

Definice (Nedeterministický Turing̊uv stroj)
Nedet. Turing̊uv stroj je pětice T = (Q,X, δ, q0, F ), kde oproti deterministickým je δ : (Q\F )×
X → P(Q ×X × {−1, 0, 1}). Přij́ımá slovo w, pokud existuje nějaký výpočet q0w `∗ upv tak,
že p ∈ F .

5definuje ze v kazdem kroku si nemuzeme vybirat
6definuje ukončeńı vypoctu
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Poznámka
Nedeterministické Turingovy stroje přij́ımaj́ı právě rekurzivně spočetné jazyky, tj. nejsou silněǰśı
než deterministické. Výpočty nedet. stroje lze totiž d́ıky nekonečnosti pásky simulovat deter-
ministickým (např. prohledáváńım do š́ı̌rky).

Definice (Lineárně omezený automat)
Lineárně omezený automat je nedeterministický Turing̊uv stroj s omezenou páskou (např. sym-
boly l a r, které nelze přepsat ani se dostat mimo jejich rozmeźı). Slovo je přij́ımáno, pokud
q0lwr `∗ upv, kde p ∈ F . Prostor výpočtu je omezen délkou vstupńıho slova. Lineárně omezené
automaty přij́ımaj́ı právě kontextové jazyky.

Poznámka (Rozhodnutelnost)
Turing̊uv stroj může nepřijmout slovo bud’ skončeńım výpočtu v nekoncovém stavu, nebo pokud
výpočet nikdy neskonč́ı. Turing̊uv stroj rozhoduje jazyk L, když přij́ımá právě slova tohoto jazyka
a pro libovolné slovo je jeho výpočet konečný. Takové jazyky se nazývaj́ı rekurzivńı.
Problém zastaveńı výpočtu Turingova stroje je algoritmicky nerozhodnutelný (kv̊uli možnosti

jeho simulace jiným Turingovým strojem). Pro bezkontextové jazyky je algoritmicky rozhod-
nutelné, zda dané slovo patř́ı do jazyka. Pro bezkontextovou gramatiku nelze algoritmicky
rozhodnout, zda L(G) = X∗. Pro dvě kontextové gramatiky je nerozhodnutelné, zda jejich
jazyky maj́ı neprázdný pr̊unik.

Report (Hnetynka)
napisal som hierachiu, pravidla gramatik, ake automaty rozpoznavaju jednotlive gramatiky, pre
reg gram veticky o KA a reg jazykoch. Pytal sa ma ako jednotlive automaty pracuju, zadal par
jednoduchych prikladov a chcel zdovodnenie do akych tried patri -nakreslit/opisat slovami KA,
gramatiky, ZA + dokaz pomocou pumping lemma. Pytal sa, do akej triedy by som zaradil rozpoz-
navanie prg jazykov, napr Java. Povedal som kontextove, ale zdovodnit som to velmi nevedel.
Potvrdil ze su to kontextove + ze prave kvoli dobrym znalostam sa pouzivaju bezkontextove v
kombinacii s analyzou kontextu (kedze na poradi jednotlivych riadkov zalezi) (znamka 1-2, ze
zalezi na druhej inf otazke)

Report (Bulej)
napisal som gramatiky, odpovedajuce automaty, vysvetlil inkluzie a to bohato stacilo

Report (Bednarek)
Měl jsem definice hierarchie a srovnáńı s př́ıslušnými automaty, nástin (opravdu lehce) inkluźı
mezi tř́ıdami jazyk̊u, Greibachové a Chomského n.f. plus nějaké př́ıklady jazyk̊u, které dokazuj́ı
ostrou inkluzi, ale bez přesněǰśıch d̊ukaz̊u (kouzelná věta: ”to se ukáže přes pumping lemma”
;-) ) Ptal se mě na srovnáńı deterministických a nedeterministických verźı jednotlivých druh̊u
automat̊u, což jsem věděl. Informatika za jedna.

Report (Kucera)
Toto se obeslo bez problemu, stacilo to definovat, a rict ktere automaty prijimaij ktere jazyky,
umet je definovat. Vety kolem moc zajem nevzbudily ( Nerudovka, pump. lemma):-)

Report (Fiala)
Napsal sem tř́ıdy automat̊u, gramatik, determinismus/nedeterminismus a pak ještě rozhodnutel-
nost. Při procházeńı sem dostával doplňuj́ıćı otázky typu : ”Jak nějak ĺıp omezit odhad o nárustu
počtu stavu při převodu NKA do KA” (zálež́ı na počtu počátečńıch stav̊u a na počtu ”stejnejch”
přechod̊u z jednotlivých stav̊u.), U rozhodnutelnosti náznak d̊ukazu halting problem a daľśı.
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Report (Bednárek)
Tak jsem napsal automat a gramatiku ke každé tř́ıdě jazyk̊u, determ./nedeterm. verze a jak je
to kde s jejich silou. Drobné chyby v definićıch nevadily, když byly po upozorněńı opraveny. U
RJ se zeptal ještě na reg. výrazy a pak taky proč že se rekurzivně spočetné jazyky jmenuj́ı jak se
jmenuj́ı (kde je ta rekurze), což jsem nevěděl a byl poučen.

2.2 Uzávěrové vlastnosti tř́ıd jazyk̊u

TODO: nejaka zduvodneni

Poznámka (DBKJ nejsou uzavřené na homomorfismus (BKJ ano)!)
L1 = {aibjck|i = j} je DBKJ
L2 = {aibjck|j = k} je DBKJ
0L1 ∪ 1L2 je DBKJ, 1L1 ∪ 1L2 neńı DBKJ
položme h(0) = 1 a h(x) = x pro ostatńı symboly
h(0L1 ∪ 1L2) = 1L1 ∪ 1L2

Poznámka (BKJ nejsou uzavřené na pr̊unik (DBKJ ano))
• L1 = {aibicj |i, j ≥ 0}
• L2 = {aibjcj |i, j ≥ 0}
TODO

Poznámka (Doplněk deterministického BKJ je opět deterministický BKJ!)
prohod́ıme koncové a nekoncové stavy
pot́ıže:
• nemuśı přeč́ıst celé vstupńı slovo
– krok neńı definován (např. vyprázdněńı zásobńıku)
snadno ošetř́ıme

”
podložkou“ na zásobńıku

– cyklus (zásobńık roste, zásobńık pulsuje)
odhaĺıme pomoćı č́ıtače
• po přečteńı slova procháźı koncové a nekoncové stavy
stač́ı si pamatovat, zda prošel koncovým stavem
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