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2 Automaty a jazyky
Pozadavky

e Chomského hierarchie, t¥idy automatu a gramatik, determinismus a nedeterminismus.
e Uzavérové vlastnosti tiid jazyku.

2.1 Automaty — Chomského hierarchie, tfidy automati a gramatik, de-
terminismus a nedeterminismus.

e Popiste jednotlivé tiidy jazyku a jejich vztahy; definujte tfidy pomoci odpovidajicich gra-
matik. Napiste priklady gramatik pro jednotlivé tiidy.
e Popiste automaty, ktere tyto tridv jazyku rozpoznavaji i s ohledem na jejich (ne)deterministicnost.

Tiidy automatt a gramatik

Definice (Konecény automat)
Koneény automat je pétice A = (Q, X, 0,90, F), kde @ je stavovy prostor (mnozina vsech
moznych stavi), X je abeceda (mnozina symboll), ¢ je pfechodovd funkce 6 : Q@ x X — @Q,
qo € @ je poc. stav a F' C () mnozina koncovych stavi.

Definice
Slovo w je posloupnost symbola v abecedé X. Jazyk L je mnozina slov, tedy L C X*, kde X* je
mnozina vSech posloupnosti symbola abecedy X. A je prazdnd posloupnost symbolu. Rozsirend
prechodovd funkce je 6* : Q@ x X* — @ - tranzitivni uzdveér §. Jazyk rozpozndvany koneénym
automatem — regularnt jazyk je L(A) = {w|w € X*,6*(qo,w) € F}. Pravd kongruence je takova
relace ekvivalence na X*, ze Yu,v,w € X* : u ~ v = vw ~ vw.' Je koneéného indezxu, jestlize
X*/ ~ (rozklad na tfidy ekvivalence) mé kone¢ny pocet tiid.

Véta (Nerodova)
Jazyk L nad kone¢nou abecedou X je rozpoznatelny kon. automatem < existuje pravéa kongru-
ence kone¢ného indexu ~ na X* tak, ze L je sjednocenim jistych t¥id rozkladu X*/ ~.2

Véta (Pumping (iteracni) lemma)
Pro jazyk rozpoznatelny kon. automatem (tzn. reguldrni) L existuje n € N tak, ze libovolné
slovo z € L, |z| > n lze psét jako uvw, kde |uv| <n, [v| >1aVi>0:uv'w € L.3

Definice

Dva automaty jsou ekvivalentni, jestlize prijimaji stejny jazyk. Homomorfismus (isomorfismus)
automati je zobrazeni, zachovavajici poc¢. stav, prech. funkei i konc. stavy (+ prosté a na). Pokud
existuje homomorfismus automati A — B, pak jsou tyto dva ekvivalentni (jen 1 implikace!).
Dosazitelng stav q - 3w € X* : §*(go, w) = q. Relace ekvivalence je automatovou kongruenci,
pokud zachovava konc. stavy a prech. funkci. Ke kazdému automatu existuje redukt - ekvivaletni
automat bez nedosazitelnych a navzdjem ekvivalentnich stavi. Ten je urcen jednoznacné pro
dany jazyk (az na isomorfismus), proto lze zavést normovany tvar.

1Pokud dvé riizn slova u,v prevedou automat do stejného stavu (=jsou navzdjem ekvivalentni (u ~ v)), pak
musi patfit do stejné t¥idy rozkladu. Pokud k témto dvéma slovim pfidame stejné slovo zprava, pak tato zietézend
slova budou opét patfit do stejné t¥idy rozkladu (=musi byt navzdjem ekvivalentni (uw ~ vw)). A toto je prévé ta
vlastnost definujici pravou kongruenci.

2Diilezité tedy je, Ze pokud je jazyk reguldrni, pak pro né&j musi existovat pravd kongruence, kterd (coz je

3Plati i pro konetné jazyky: kdyz je jazyk koneény, tak si za n staéi vzit délku nejdelsftho slova a pak to pro
vSechny slova dels{ nez n (tj. zddnd) plati taky.



Poznamka (Operace s jazyky)
S jazyky lze provadét mnozinové operace (U, N), rozdil ({w|w € Li&w ¢ Lo}), doplnék ({w|w ¢
L}), déle zietézeni (L1 - Ly = {uv|u € Li,v € Lg}), mocniny (L = A\, L**! = L. L), iterace
(L* = LOUL'UL?U...), otoceni (LT = {uf|u € L}),levy (La\ L1 = {v|uv € L1,u € Ly}) i pravy
(L1/Ls = {ujuv € L1,v € La}) kvocient Ly podle Ly a derivace (kvocienty podle jednoslovného
jazyka). Ttida jazyku rozpoznatelnych koneénymi automaty je na tyto operace uzaviens.

Definice (Regularni jazyky)
Trida reguldnich jazyki nad abecedou X je nejmensi t¥ida, kterd obsahuje 0, Vo € X obsahuje
T a je uzaviend na sjednoceni, iteraci a zietézeni.

Véta (Kleenova)
Jazyk je reguldrni < je rozpoznatelny koneénym automatem.*

Definice (Reguldrni vgrazy)
Reguldrni vijrazy nad abecedou X = 1, ..., z,, jsou nejmens{ mnozina slov v abecedgé 1, ..., Tn, 0, A, T, %, (, ),
kterd obsahuje vyrazy ) a A a Vi obsahuje z; a je uzaviend na sjednocen{ (+), zfetézeni (-) a
iterace (*). Hodnota reg. vyrazu a je reg. jazyk [a], 1ze takto reprezentovat kazdy reg. jazyk.

Definice (Dvoucestné koneéné automaty)
Dvoucestny koneény automat je pétice (Q, X, d, qo, F'), kde oproti kon. automatu je § : Q@ x X —
Q x {—1,0,1} (tj. pohyb ¢teci hlavy). Ptijimé slovo, pokud vypocet zacal vlevo v poc. stavu a
¢teci hlava opustila slovo w vpravo v konc. stavu (mimo slovo koné{ vypocet okamzité).

Poznamka
Jazyky prijimané dvoucestnymi automaty jsou reguldrni - kazdy dvoucestny automat lze prevést
na (nedeterministicky) koneény automat.

Definice (Zdsobnikové automaty)
Zasobnikovy automat je sedmice M = (Q,X,Y, 0, qo, Zo, F'), kde proti konetnym automatim
je Y abeceda pro symboly na zasobniku, Z; poc¢atecni symbol na zasobniku a funkce instrukci
0:Qx (XU{A})xY — P(QxY™). Je z principu nedeterministicky; vzdy se nahrazuje vrchol
zésobniku, necte ale pokazdé vstupni symboly. Instrukci (p,a,Z) — (g, w) lze vykonat, pokud
je automat ve stavu p, na zasobniku je Z a na vstupu a. Vykondani instrukce znamena zménu
stavu, pokud a # A, tak i posun ¢teci hlavy a odebréni Z ze zdsobniku, kam se vloz{ w (prvnim
pismenem nahoru). Vypocet koné&i bud piettenim slova, nebo v pifpadé, Ze pro danou situaci
nen{ definovéna instrukce (Situace zds. automatu je trojice (p,u,v), kde p € @, u je nepfecteny
zbytek slova a v cely zdsobnik ).
Ptijimat slovo je mozné bud koncovym stavem (slovo je precteno a automat v konc. stavu),
nebo zdsobnikem (slovo je precteno a zdsobnik prazdny — konc. stavy jsou v takovém piipadé
nezajimavé - F = ().

Poznamka
Pro zas. automat pfijimajici konc. stavem vzdy existuje ekvivalentni automat (L(A;) = L(A2))
pfijimajici zasobnikem a naopak.

Definice (Prepisovact systém)
Prepisovact (produkéni) systém je dvojice R = (V, P), kde V je konetnd abeceda a P mnozina
prepisovacich pravidel (uspofddanych dvojic prvki z V*). Slovo w se primo prepise na z (w = z),
pokud Ju,v,z,y € V* : w = zuy, z = vy, (u,v) € P. Derivace (odvozeni) je zfetézeni nékolika
piimych pfepsani.

4Diikaz se d4 indukci podle poétu hran v nedeterministickém automatu.



Definice (Formdlni (generativni) gramatika)
Formdlni gramatika je ¢tvefice G = (Vi, Vi, S, P), kde V je mnozina netermindlnich symbolu
(ostatni znaky napt. S), Vpr mnozina termindlnich symbola ("znaky z abecedy”), S startovaci
symbol (S € Vy) a P mnozina pravidel. Jazyk generovany gramatikou je L(G) = {w|w €
VS =* w).

Véta
Kazdy bezkontextovy jazyk je rozpoznavan zasobnikovym automatem, pfijimajicim prazdnym
zasobnikem. Stejné pro kazdy zasobnikovy automat existuje bezkontextova gramatika, kterd
generuje jazyk jim pfijimany.

Poznamka (Viastnosti bezkontextovych gramatik)
Bezkontextovd gramatika je redukovand, pokud VX € Vx existuje termindlni slovo w € V7
tak, ze X =" w a navic VX € Vn,X # S existuji slova u,v tak, ze S =* uXv. Ke kazdé
bezkontextové gramatice lze sestrojit ekvivalentni redukovanou.

Pro kazdé terminalni slovo v bezkontextové gramatice existuji derivace, které se lisi jen
pofadim pouziti pravidel (a prohozenim nékterych pravidel dostanu stejné termindlni slovo),
proto lze zavést levé (pravé) derivace - tj. kanonické derivace. Pokud X =* w, pak existuje i
leva (pravd) derivace. Zndzornéni prubéhu derivaci je mozné urcit derivacnim stromem — urcuje
jednoznaéné pravou/levou derivaci.

Bezkontextovd gramatika je viceznaénd (nejednoznacnd), pokud v nf existuje slovo, které
ma dvé ruzné levé derivace; jinak je jednoznacnd. Jazyk je jednoznacny, pokud k nému existuje
generujici jednoznacnd gramatika. Pokud je kazdéd gramatika néjakého jazyka nejednoznacna, je
tento podstatné nejednoznacny.

Definice (Greibachové normdlni forma)
Gramatika je v Greibachové normdlni formé, jsou-li vSechna jeji pravidla ve tvaru A — au, kde
a € Vr au € Vy. Ke kazdému bezkontextovému jazyku existuje gramatika v G. normalni formé
tak, ze L(G) = L\ {\}. Kazdou bezkontextovou gramatiku lze pievést do G. normélni formy.

Poznamka ( U/pmvy bezkontextovych gramatik)
Spojenim vice pravidel (A — uBv,B — wy,..B — wy se prevede na A — wwyv)|...|uwgv)
dostanu ekvivalentni gramatiku. Stejné tak odstranénim levé rekurze (pfevod pfes novy neter-
mindl).

Definice (Chomského normdini forma)
Pro gramatiku v Chomského normdalni formé jsou vSechna pravidla tvaru X — Y Z nebo X — a,
kde XY, Z € Vy, a € Vp. Ke kazdému bezkontextovému jazyku L existuje gramatika G v
Chomského normalni formé tak, ze L(G) = L\ {\}

Poznamka (Viastnosti tridy bezkontextoviych jazyki)
Tiida bezkontextovych jazyku je uzaviend na sjednoceni, zrcadleni, fetézeni, iteraci a pozitivni
iteraci, substituci a homomorfismus, inverzni homomorfismus a kvocient s regularnim jazykem.
Neni uzaviens na prunik a doplnék.

Definice (Dyckiv jazyk)
Dyckiv jazyk je definovdn nad abecedou ay,al,...an,a, gramatikou

S — X SS|aiSay|...|anSal,

Je bezkontextovy, popisuje spravna uzavorkovani a lze jim popisovat vypocty zdsobnikovych
automati, tedy i1 bezkontextové jazyky.



Definice (Turingiv stroj)
Turinguv stroj je pétice T = (Q, X, J, qo, F'), kde X je abeceda, obsahujic{ symbol e pro prazdné
policko, prechodovd funkce § : (Q\ F)x X — Q@ x X x{—1,0,1} popisuje zménu stavu, zipis na
pésku a posun hlavy. Vypocet konéi, neni-li definovdna zddn4 instrukce (spec. plati pro ¢ € F).
Konfigurace Turingova stroje jsou udaje, popisujici stav vypoc¢tu — nejmensi souvisld ¢ast pasky,
obsahujici vS8echny neprazdné bunky a ¢tenou bunku, vnitini stav a poloha hlavy. Krok vypoctu
je uqu F wpz pro u ¢ast slova vlevo od akt. pozice na pasce, v od ¢teného pismena dal a g stav
stroje. Vypocet je posloupnost kroku, slovo w je pfijiméno, pokud gow H* upv, p € F. Jazyky
(mnoziny slov bez ) pfijimané Turingovymi stroji jsou rekurzivné spocetné.

Véta

Kazdy jazyk typu 0 (s gramatikou s obecnymi pravidly) je rekurzivné spocetny.

Chomského hierarchie

Definice (Chomského hierarchie)

Chomského hierarchie je rozdéleni gramatik do 4 tiid podle omezeni na pravidla:

Zafazeni do Chomskeho
hierarchie
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Jazyky

Automaty

Pravidla

Typu O
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Wedinou vjimkou je pravidlo S — &, potom se ale
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Typu 2

Bezkontextové gramatiky
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Zasobnikovy automat

FPouze pravidla ve tvar X — w, ¥ & Vg w e (V)™
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1azd3 kategorie jazykd nebo gramatik je podmnoZinou jazyidd nebo gramatik kategorie plimo nad ni,
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regularni

Bezprefixovy jazyk

L je bezprefixovy pokud, neexistuje slovo u e L takove, Ze rownés uw e L, we 3

Poznamka

S L1 D L2 nastava problém, protoze bezkontextové gramatiky umoznuji pravidla tvaru X — A.
Resenim je pfevod na nevypoustéjici bezkontextové gramatiky - takové bezkontextové gramatiky,
které nemaji pravidla typu X — A.

Véta (o nevypoustéjicich bezkontextovych gramatikdch)
Ke kazdé bezkontextové G existuje nevypoustéjici bezkontextova Gy tak, ze

L(Go) = L(G) \ {A}

Je-li A € L(G), pak 3Gq, t.z. L(G1) = L(G) a jediné pravidlo v Gy s A na pravé strané je S — A
a S neni v G; na pravé strané ziddného pravidla.




Poznamka (Linedrni gramatiky)
Pro kazdou gramatiku typu G3 lze sestrojit koneény automat, ktery prijima pravé jazyk ji
generovany, stejné tak pro kazdy koneény automat lze sestrojit gramatiku G3. Levé linedrni
gramatiky také generuji regularni jazyky, diky uzavienosti na reverzi. Linedrni gramatiky, s
pravidly typu X — uYv, X — w, kde X,Y € Vy,u,v,w € V3, generuji linedrni jazyky - silnéjsi
nez regularni jazyky.

Definice (Separovand a nevypoustéjici gramatika)
Separovand gramatika je gramatika (obecné libovolné t¥idy), obsahujici pouze pravidla tvaru
a — 3, kde bud «,3 € Vi, nebo a € Vy a 8 € Vp U {A}. Nevypoustéjici (monoténni)
gramatika (také se neomezuje na konkrétn{ t¥idu) je takovd, ze pro kazdé pravidlo u — v plati
ul < Jvl.

Poznamka (Kontextové gramatiky)
Ke kazdé kontextové gramatice lze sestrojit ekvivalentni separovanou. Ke kazdé monoténni
gramatice lze nalézt ekvivalentni kontextovou.

Determinismus a nedeterminismus

Definice (Nedeterministicky koneény automat)
Nedeterministicky koneény automat je pétice (Q, X, 4, S, F), kde Q je mn. stavi, X abeceda, F'
mn. konc. staviy, S mnozina pocatecnich stavii a d : Q@ x X — P(Q) je prechodovd funkce. Slovo
w je takovym automatem pFijimédno, pokud existuje posloupnost stavi {g;}?_; tak, ze ¢ € S,
Gi+1 € 0(¢i, i), Gny1 € F.

Poznamka
Pro kazdy nedeterministicky koneény automat A lze sestrojit deterministicky kon. automat B
tak, ze jimi pfijimané jazyky jsou ekvivalentni (muZe to znamenat exponencidlni nartst poctu
stavi).

Definice (Deterministicky zdsobnikovy automat)
Deterministicky zdsobnikovy automat je M = (Q,X,Y,d,qo, Zo, F) takové, ze Vp € Q,Va €
(X U{\}),VZ € Y plati |6(p,a, Z)| < 1° a navic pokud pro néjaké p, Z je §(p, A\, Z) # 0, pak
Va € X je §(p,a,Z) = (°.

Poznamka
Deterministicky zasobnikovy automat je slabs$i nez nedeterministicky, rozpoznava determin-
istické bezkontertové jazyky koncovym stavem a bezprefizové bezkontextové jazyky prazdnym
zésobnikem (takové jazyky, kde u € L(M) = Vw € X* : uww ¢ L(M)) - kdyz se poprvé zdsobnik
automatu vyprazdni, vypocet ur¢ité konci.

Bezprefixové bezkontextové jazyky jsou vzdy deterministické, opa¢né to neplati. Determin-
isticky bezkontextovy jazyk lze na bezprefixovy prevést zietézenim s dalsim symbolem, ktery
neni v puvodni abecedé.

Reguldrni jazyky a bezprefixové bezkontextové jazyky jsou neporovnatelné mnoziny.

Definice (Nedeterministicky Turingiv stroj)
Nedet. Turingtuv stroj je pétice T' = (@, X, 6, qo, F'), kde oproti deterministickym je § : (Q\ F) x
X = P(Q x X x{-1,0,1}). Pfijim4 slovo w, pokud existuje n&jaky vypocet gow H* upv tak,
zepe F.

5definuje ze v kazdem kroku si nemuzeme vybirat
6definuje ukonéeni vypoctu



Poznamka
Nedeterministické Turingovy stroje prijimaji pravé rekurzivné spocetné jazyky, tj. nejsou silnéjsi
nez deterministické. Vypocty nedet. stroje lze totiz diky nekonecnosti pasky simulovat deter-
ministickym (napf. prohleddvanim do sifky).

Definice (Linedrné omezeny automat)
Linedrné omezeny automat je nedeterministicky Turingiv stroj s omezenou paskou (napf. sym-
boly | a r, které nelze piepsat ani se dostat mimo jejich rozmezi). Slovo je pfijimano, pokud
qolwr =* upv, kde p € F'. Prostor vypoctu je omezen délkou vstupniho slova. Linedrné omezené
automaty prijimaji pravé kontextové jazyky.

Pozndamka (Rozhodnutelnost)
Turingtiv stroj muiZe nepiijmout slovo bud skoné¢enim vypoétu v nekoncovém stavu, nebo pokud
vypocet nikdy neskonéi. Turinguv stroj rozhoduje jazyk L, kdyz pfijimé praveé slova tohoto jazyka
a pro libovolné slovo je jeho vypocet konecny. Takové jazyky se nazyvaji rekurzivni.

Problém zastaveni vypoctu Turingova stroje je algoritmicky nerozhodnutelny (kvili moznosti
jeho simulace jinym Turingovym strojem). Pro bezkontextové jazyky je algoritmicky rozhod-
nutelné, zda dané slovo patii do jazyka. Pro bezkontextovou gramatiku nelze algoritmicky
rozhodnout, zda L(G) = X*. Pro dvé kontextové gramatiky je nerozhodnutelné, zda jejich
jazyky maji neprazdny prunik.

Report (Hnetynka)

napisal som hierachiu, pravidla gramatik, ake automaty rozpoznavaju jednotlive gramatiky, pre
reqg gram veticky o KA a reg jazykoch. Pytal sa ma ako jednotlive automaty pracuju, zadal par
jednoduchych prikladov a cheel zdovodnenie do akych tried patri -nakreslit/opisat slovami KA,
gramatiky, ZA + dokaz pomocou pumping lemma. Pytal sa, do akej triedy by som zaradil rozpoz-
navanie prqg jazykov, napr Java. Povedal som kontextove, ale zdovodnit som to velmi nevedel.
Potordil ze su to kontextove + ze prave kvoli dobrym znalostam sa pouzivaju bezkontextove v
kombinacii s analyzou kontextu (kedze na poradi jednotlivych riadkov zalezi) (znamka 1-2, ze
zalezi na druhej inf otazke)

Report (Bulej)
napisal som gramatiky, odpovedajuce automaty, vysvetlil inkluzie a to bohato stacilo

Report (Bednarek)
Meél jsem definice hierarchie a srovndni s prislusngmi automaty, ndstin (opravdu lehce) inkluzi
mezi tridami jazykid, Greibachové a Chomského n.f. plus néjaké priklady jazyki, které dokazuji
ostrou inkluzi, ale bez presnéjsich dikazi (kouzelnd véta: "to se ukdZe pres pumping lemma”
;-) ) Ptal se mé na srovndni deterministickych a nedeterministickych verzi jednotlivijch druhi
automatu, coZ jsem védél. Informatika za jedna.

Report (Kucera)
Toto se obeslo bez problemu, stacilo to definovat, a rict ktere automaty prijimaij ktere jazyky,
umet je definovat. Vety kolem moc zajem nevzbudily ( Nerudovka, pump. lemma,):-)

Report (Fiala)
Napsal sem tridy automati, gramatik, determinismus/nedeterminismus a pak jesté rozhodnutel-
nost. Pri prochdzeni sem dostdval doplriugici otdzky typu : ”Jak néjak lip omezit odhad o ndrustu
poétu stavu pri prevodu NKA do KA” (zdleZi na poctu poédteénich stavi a na poctu ”stejnejch”
prechodi z jednotlivijch stavi.), U rozhodnutelnosti ndznak dikazu halting problem a dalst.



Report (Bedndrek)
Tak jsem napsal automat a gramatiku ke kazdé tridé jazyku, determ./nedeterm. verze a jak je
to kde s jejich silou. Drobné chyby v definicich nevadily, kdyz byly po upozornéni opraveny. U
RJ se zeptal jesté na reg. vyrazy a pak taky proc Ze se rekurzivné spocetné jazyky jmenuji jok se
Jmenuji (kde je ta rekurze), coZ jsem nevédél a byl poucen.

2.2 Uzavérové vlastnosti t¥id jazykua

TODO: nejaka zduvodneni

Uzavérové vlastnosti v kostce

RJ BKJ DBKJ
Sjednoceni %
Prinik
Prinik s RJ
Doplnék

Substituce/
homomorfismus

Inverzni
homomorfismus

NNENENENENEN
N ENEEENEEN

X
v
v
%
v/

Automaty a gramatiky, Roman Bartak

Poznamka (DBKJ nejsou uzaviené na homomorfismus (BKJ ano)!)
Ly = {a’bck|i = j} je DBKJ
Ly = {a*bck|j = k} je DBKJ
0L; U1Ls je DBKJ, 1L; U1Ly neni DBKJ
polozme h(0) =1 a h(xz) = x pro ostatni symboly
h(0Ly U1Ly) = 1L, U1L,

Pozndmka (BKJ nejsou uzaviené na prunik (DBKJ ano))
o L = {a'b'c’|i,j > 0}
o Ly ={a't/c’li,j > 0}
TODO

Poznamka (Doplnék deterministického BKJ je opét deterministicky BKJ!)
prohodime koncové a nekoncové stavy
potize:
e nemusi pfecist celé vstupni slovo
— krok nenf definovén (napf. vyprazdnéni zdsobniku)
snadno oSetfime ,,podlozkou“ na zdsobniku
— cyklus (zdsobnik roste, zdsobnik pulsuje)
odhalime pomoci ¢itace
e po pieCteni slova prochazi koncové a nekoncové stavy
staci si pamatovat, zda proSel koncovym stavem



